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Liste der wichtigsten verwendeten Formelzeichen

(Abweichungen in den Bedeutungen und nicht aufgefiihrte Zeichen sind im Text
ausdriicklich erklirt)

A Matrix

a Beschleunigungsvektor

Gy s Ay Az Komponenten von o

a;, Ay Koeffizienten

B Matrix

bi,bij Koeffizienten

b, (P Basisfunktionen verschiedener Art

C Konstante

Com (2, Grundfunktion der Kugelfunktionsentwicklung vom Grad n und
der Ordnung m

Com 0,y 8 normierte Grundfunktion

Crm Kugelfunktionskoeffizient

Crm normierter Kugelfunktionskoeffizient

D Gramsche Determinante

EP Vektor von der Rotationsachse der Erde zum Punkt P

dp Betrag von ép

d Tiefe unter einer Oberfliche

E Menge der rellen Zahlen

EM n~-dimensionaler Euklidischer Raum

E Vektor der Kraft

F Betrag von E

G Gravitationskonstante

g Schwerebeschleunigung

Ag Schwereanomalie

H linearer Raum

Hk s Hg Hilbertraum mit entsprechendem Skalarprodukt

k; orthonormale Basisfunktionen

Jh Koeffizient der zonalen Kugelfunktionsglieder vom Grad n

K, k gange Zahl

KPP, D Kernfunktion, Kovarianzfunktion

ke ko Koeffizienten bei Reihenentwicklung

T(P,Q) Vektor vom Punkt P zum Punkt Q

1P, D Lénge von 1 (P, ®

M Erdmasse, ganze Zahl

N ganze Zahl, Zahl der Punktmassen

Ne Zahl von ausgewdhlten Punktmassen

p Punkt auf oder auBerhalb der Erdoberfldche

Px7Py?Pz x,y,z—Komponeaten des Punktes P

Pn LEGENDREsche Polynome

P zugeordnete LEGENDREsche Funktionen

P Punkt innerhalb der Erde

Q Punkt auf oder auBerhalb der Erdoberfliche

Qxygyygz X,y ,z=-Komponenten des Punktes Q
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Punkt innerhalb der Erde

X,y ysz~Komponenten des Punktes q
reller linearer Raum

Radius (bei sphdrischen Koordinaten)

. Abstand des Punktes P,Q,p oder q vom Erdmittelpunkt

Kugelfunktionskoeffizient

normierter Kugelfunktionskoeffizient
Grundfunktion der Kugelfunktionsentwicklung
normierte Grundfunktion

Storpotential

Potential T minus Potential von N Punktmassen
Normalpotential, Potential ‘
Potential

Volumen

kartesische Koordinaten

Kugelfléchenfunktion vom Grad n
Regularisierungsparameter

Winkel zwischen den Hilbertraumvektoren &. und ®
Zahl kleiner 1

DIRACsche Deltadistribution

KRONECKER| - Symbol

Zahl kleiner 1

Kobreite (sphirische Koordinate)

Lange (sphirische Koordinate)

Masse der i-ten Punktmasse (ab Pkt. 3.2. multipliziert mit G)
normiertes [

Potential einer Punktmasse der Masse 1
Normiertes Punkimassenpotential

Breite (sphérische Koordinate)

Massendichte

Kugeloberfliche

Fldchendichte

sphdrischer Abstand

sph&rischer Abstand der Punkte P und Q
sphérischer Abstand zwischen zwei Punkimassenpositionen 3 und 93
AuBenraum von o

Vereinigung von Q und

Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation



Summary

The representation of the gravitational field by point masses ig discussed and classgified.
The problem of optimizing the point mass positions will be investigated more detailed,

For this purpose the point mass potentials will be treated as Hilbert space vectors,

We succeeded in working out an algorithm by means of which a field given by the values

of meésurements carried out at the Barth's surface can be approximated by increasing the
number of point masses step by step with the point mass positions being optimal after
each step, Using simulated data, a number of point mass models were computed. Comparisons
with equally distributed point masses and spherical harmonics, the spectral analysis as
well as the modelling of satellite orbits show the advantages of the method.

Peswome

OCcy®maeTcd ¥ KJIaCCHPMIIMPYETCA NpeNCTaBICHES TPaBUTAIIKOHHOTO [OJA 3eMIX OYTEM NOKDHTUA
NOTEHIUANOB TOYEUHHX Macc. Bojee merantHo paccMaTpUBaeTCsa NpoGJeMa ONTHMASALAN I10 3MITH
TOYEUHHX MacC. C ®TOfl IEJbD NOTEHUMANH TOYEYHHX MACC NPENCTABINTCA Kak BEKTODH
T'INb0ePTOBa MPOCTPAHCTBA. JHaeTcd paspadoTaTs aJTOPUTM, IIPH IIOMOMY KOTOPOI'0, HYyTEM [o-
LaroBoro IOBHMEHWE YUCJa TOYEYHHX Macc, MOXHO IDHONWEATH NOJEe, NAaHHOEe B BHIE De3yJIbTaToB
W3MEPeHNl Ha NOBEPXHOCTH 3eMiH. lIpHYeM MOBWIINE TOYETHHX MACC HOCIE Kaxgoro mara OnTH-
MaJIbHH o

JnoTpelsAd CHMyJIALNOHHEHE NAHHHE, BHUMCJIETCS pan MozeJiel TOYEeYHHX MacC. CpaBHeHNE ¢
PaBHOMEDHO DacHpeneJIeHHHMA TOYEYHHMI MACCaMi K MapOBHME (DYHKIMAME, aHAMA3 CIEKTPOB, Kak
U MOZeJUpOBaHME OPCWT CHIYTHHUKOB NEMOHCTDEDYWT HpEHMYHEeCTBa BTOTO CIOCosGa.

Zugammenfagsung

Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Uberlagerung von Punktmassenpotentialen wird
diskutiert und eingeordnet. Es wird das Problem der Optimierung der Punktmassenpositionen
ndher untersucht. Dazu werden die Punktmassenpotentiale als Hilbertraumvekioren aufgefalt,
Es gelingt, einen Algorithmus zu erarbeifem, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld in
Form von lieBwerten auf der Erdoberfliche durch schrittweise Erhthung der Zahl der Punki-
massen approximiert werden kann, wobel die Punktmassenpositionen nach jedem Schritt
optimal gind.

Anhand simulierter Daten werden eine Reihe von Punktmassenmodellen berechnet. Vergleiche
mit gleichmiBig verteilten Punktmassen und mit Kugelfunktionen, die Analyse der Spektren
sowle die Modellierung von Satellitenbahnen zeigen die Vorteile des Verfahrens.



1. Wozu Kenntnis und Darstellung des Gravitationsfeldes?

Nach der NEWTONschen Gravitationstheorie ist die Anziehungskraft F zwischen 2wel punkt-
férmigen Massen.p1 und Po durch

. F =g B2
1

gegeben, wobei 1 der Abstand zwischen p, und p, ist. Sie wirkt in Richtung der Verbindungs-
linie zwischen beiden Massen. Der Vektor der Anziehungskraft F einer kontinuierlichen
Magsenverteilung mit der Dichte @ im Volumen v auf eine punktfdrmige Probemasse p am Ort

P ergibt sich dann durch das Volumenintegral:

.2 F® =0pf ol TR, 13®, 9 dvig

v

Dividiert man durch p, so erhilt man die Beschleunigung &, die unabhidngig von der GriBe
der Probemasse ist: ’

1.3 3@ = pTEE =60 ol IR, 130, ¢ dvig

v

Jeder golchen Vektorfunktion &(P) kann eire skalare Punktion V(P), ein Potential, zuge-
ordnet werden, aus der sich die Beschleunigung durch Gradientenbildung ergibt:

(1.H 3P = grad VP

Aus (1.4) ist ersichtlich, daB V durch 2 nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
Diese Konstante wird in der Geodidsie so gewdhlt, daB V im Unendlichen RNull ist. Im
Potential ist also die vollsténdige Information iiber das Feld enthalten. Aus (1.2), (1.3)
und (1.4) folgt dann fiir V: |

(1.5) VP =6 o(@ 17®, g dvig

v

Das Gravitationspotential V geniigt auBerhalb der Massemverteilung der LAPLACEschen
Differentialgleichung

(1.8 AV =20

und ist eine harmonische Funktion. Auf der Erdoberfliche wirkt neben der Gravitations-
beschleunigung 3 noch die Zentrifugalbeschleunigung

(1.7 2P = o?dp
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der ebenfalls ein Potential zugeordnet werden kann, welches allerdings nicht der
LAPLACEschen Differentialgleichung genligts

_ 1 2.2
(1.8) 7P = S0 dz

Die Schwerebeschleunigung § auf der Erdoberfldche (oder einfach: die Schwere) ist also
gegeben durch

(1.9 §=S+;
und das Schwerepotential W durch
(l.1&> W=V + 7,

s0 daBl wiederum gilt:

(1.1 5 = grad W .
Die Geoddsie hat die Aufgabe, die Figur und das Schwerefeld der Erde (und anderer Himmels-
korper) im Raum und als Funktion der Zeit zu bestimmen und darzustellen. Dabei fiihrt schon
die Aufgabe der Bestimmung der Geometrie der Erdoberflidche zwangsldufig zur Beschéftigung
mit der Schwerkraft, denn das Schwerefeld ist Bezugssystem fiir den liberwiegenden Teil der
MefgroBen in der klassischen Geoddsie; so ist z.B. die wichtigste Bezugsflidche fiir die
Hohenmessungen das Geoid, also eine Aquipotentialfliche des Schwerefeldes. Aber auch die
modernen Verfahren der Geodidsie, wie die Satellitenmethoden oder die Trégheitsvermessung,
machen eine gensue Kenntnis des Schwerefeldes bzw. (wenn man von der leicht zu modellieren=-
den Zentrifugalkraft absieht) des Gravitationsfeldes erforderlich.,

Das Gravitationsfeld der Erde hat aber auch in anderen Bereichen, besonders den anderen
Geowissenschaften, eine grofile Bedeutung. Es liefert wichtige Informationen iiber die

Struktur und das Verhalten des Erdinnern.,

Die genaue Kenntnis des jeweiligen Grgvitationsfeldes ist notwendig fiir. die Vorausberechnung
und Modellierung von Bahnen kilnstlicher Satelliten der Erde, des Mondes oder der anderen
Planeten, die neben den schon erwdhnten Aufgaben in der Geoddsie ganz allgemein der Er-
forschung des jeweiligen Planeten dienen. Mit all diesen Aufgaben ist natiirlich unmittel-
bar eine mathematische Darstellung des Gravitationsfeldes verbunden. Dabei geht man in der
Regel von einer Zerlegung des Potentials V in ein Normalpotential U und ein St®rpotential

T aus:

(1.12> V=U=+ T

)

wobel U als bekannt angenommen wird und T der zu bestimmende Anteil ist,



2. VergschiedeneZiele - verschiedene Darstellungsformen fiir das Gravitationsfeld

2.7, Zum Begriff "Darstellung"

Mit Darstellung ist hier ein Parametersatz gemeint, der in Verbindung mit dem dazuge~-
horigen mathematischen Modell eine approximative Berechnung von verschiedenen GroBen des
Feldes in einem bestimmten Gebiet des Raumes gestattetQ Dabel kdnnen bei entsprechendem
mathematischen Modell die Parameter auch die MeBwerte selbst sein. Unter Darstellungsform
wollen wir das verwendete mathematische Modell, also die Methode der Darstellung, ver-
stehen. Es soll hier versucht werden, zur Einordnung der Punktmassendarstellung und ganz
allgemein zum besseren Verstiéndnis der Problematik, einige typische Methoden der Be-
rechnung approximativer FeldgroBSen zusammenzustellen. Die Abbildung 2.1, stellt hierzu
gewissermaBen die extreme Kurzfassung dar. Man kann nach verschiedenen Kriterien Ein-
teilungen vornehmen, Eine prinzipielle Moglichkeit besteht darin, zu unterscheiden, ob
die Darstellungsform zu einer der beiden Zuginge zur Physikalischen Geodésie,
"Operational Approach" oder "Model Approach" (auf eine Ubersetzung soll hier verzichtet
werden) gehdrt (siehe: MORITZ, 1978 oder: MORITZ, 1980; S. 221 und: TSCHERNING, 1979).
Bei ersterem geht man von den vorhandenen ungleichméfig verteilten Daten unterschied-
lichen Typs aus und versucht, bestmtglich die gewiinschten GrofSen unter Nutzung all
dieser Daten zu approximieren. Die wichtigste Methode ist hier die Kollokation (siehe
Pkte 263.74)%

Im zweiten Pall ist der Ausgangspunkt ein mathematisches Modell oder eine Theorie und
man versucht, dieses Modell der Realitdt anzupassen bzw, die Daten zu beschaffen, die das
Modell verlangt. Letzteres ist im Prinzip immer mdglich mit Hilfe einer Methode des
“"Operational Approach", so daB die Unterscheidung praktisch keine Wertung hinsichtlich
der Eignung der Darstellungsform fiir diese oder jene Aufgabe ist,.

Eine andere Moglichkeit der Einteilung ist die Unterscheidung zwischen direkten und in-
direkten Darstellungsformen., Die direkten Methoden liefern die gewiinschten Feldgrofen
direkt aus den MeBwerten, bzw. aus meBbarem FeldgrtBen, die auch berechnete N&herungs-
werte sein kbnnen. In diesem Fall sind also die MeBwerte mit den Parametern des Modells
identisch. Bei den indirekten = oder Modellparameterdarstellungen werden aus den MeQB3-
werten entsprechend dem gewdhlten mathematischen Modell Parameter abgeleitet, welche
dann die Information der MeBwerte (mehr ader weniger vollstsndig) enthalten. Wihrend man
bei der erstgenannten Methode fiir jede Auswertung der Darstellung immer wieder auf die
MeBwerte (im allgemeinen auf alle) gzuriickgreifen mul, werden bei dean indirekten Methoden
die MeBSwerte nur zur Bestimmung der Modellparameter bendtigte.

Geht man davon aus, daf die Zahl der Einzelauswertungen einer Darstellung bei der rou=-
tinem#Bigen Verwendung praktisch gegen Unendlich geht (man denke z.B. an die weltweite
Nutzung einer Darstellung zur numerischen Satellitenbahnintegration), dann haben die
Modellparameterdarstellungen den Vorteil, daB der einmalige Aufwand bei der Bestimmung
der Parameter grof sein kann (solange er prinzipiell bewdltigbar ist), wenn als Resultat
eine effektive Berechnung der FeldgroBen mit Hilfe dieser Darstellung mbglich ist. Bei
einer vergleichenden Betrachtung verschiedener Darstellungsformen kann man also (in
erster Ndherung) von der Art und Weise der Bestimmung der Parameter absehen. Deshalb ist
dieser wichtige Schritt in Abb. 2.1 nicht untergliedert, und es soll hier nur darauf
verwiesen werden, daB mit der Kollokation, einschlieBlich aller Spezialfélle (s.zeBe:
MORITZ, 1980) ein leistungsfihiger mathematischer Apparat fiir die Parameterbestimmung

zur Verfiigung steht. '
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Information iiber Potential
" (MeBwerte)

I

Methoden der Parameterbestimmung

Interpolation, Pr&diktion, Filterung
(verschiedene Varianten der Kollokation)
aufbereitete Melwerte

(Mittelwerte,
gefilterte Werte)

!

i
////////’ Modellparameter \\\\\\\\ i
] 1
mathematisches Modell/Basisfunktion
harmonigche Kugelfunktionen|| §
Kernfunktionen '
v I 1
Splines (einschl. * Interpolation mit "
verallgem. ) Multipole Samplingfunktionen
1 — 1 ¥
Finite Elemente ;ﬂ?unktmassen |
{
|
B | |
Multiquadratischell
Methode : Massenelemente l
f
|
Dirac- *__j einfache l ul
Impulsmethode lagsenschicht l
l Integralformeln
indirekte ¥ Lt | direkte

Methoden Methoden

Approximation von Feldgrofen I

AbD. 2.1.: Uberblick iiber einige Methodender Berechnung approximativer FeldgroBien

aus lMeBwerten



1

Von grofler praktischer Bedeutung ist die Einteilung der Darstellungsformen nach dem Eine
fluBgebiet der Parameter. Daraus ergibt sich n@mlich ihre Eignung zur globalen oder
lokalen Feldapproximation., Zwei bekannte extreme Beispiele sind einerseits die Kugel-
funktionsentwicklung, bei der jeder Parameter auf der gesamten Kugeloberflidche eine
gleich groBe Wirkung hat und andererseits die Methode der finiten Elemente, wo jeder
Parameter seinen exaki begrenzten EinfluBbereich hat,

2e2+ Anforderungen an die Darstellung

Je nach Aufgabenstellung und Anwendungsgebiet kSnnen sehr verschiedenartige Anforderungen
hinsichtlich folgender Kriterien an die Darstellungsform gestellt werden:

a) Gewlinschte FeldgroBen
Z.Be eine oder mehrere der folgenden GroéBen:

Betrag der Beschleunigung,
Beschleunigungsvektor,

Geoidhdhe,

Schwereanomalie,

Hohere Ableitungen des Potentials

b) Interessierendes Gebiet
z+.B., nur Teil oder gesamte Erdoberfliche,
nur Auflenraum ab einer bestimmten Hhe,
Erdoberflédche + Auflenraum

c) Flexibilitédt hinsichtlich Aufl®sung .
z.B. hohe Aufldsung in einem bestimmten lokalen Gebiet +
mittlere bis geringe Aufldsung im restlichen Raum

d) Effektivitit
Dag Verhdltnis zwischen Genauigkeit und Effektivitdt der Berechnung der Feldgrtflen
- durch den Computer spielt bei allen Aufgaben eine groBe Rolle, bel denen eine
wiederholte Auswertung des Modells an vielen Punkten erforderlich ists
z+.Bs flir die numerische Satellitenbahnintegration oder fiir die Beriicksichtigung
der Schwerebeschleunigung bei der Trigheitsvermessung bzw. Trégheitsnavigation.

e) Nutzung in analytischen Theorien
Z.Be. in deranalytischen Stdrungstheorie fiir Satellitenbahnen

f) MPglichkeit der Nutzung der Parameter in der Geophysik
Die Gravitationsfeldinformation kann z,B, relativ leicht mit anderen geophysikaliw
schen Modellen kombiniert werden, wenn sie in Form von Quellenparametern vorliegt. Ein
anderes Beispiel sind die ersten Kugelfunktionskoeffizienten einer entsprechenden
Reihenentwicklung , die als Gesamtmasse der Erde, als Lage des Schwerpunktes, als Ab=-
plattung usw. intérpretierbar sind.
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2.3. Einige hidufig genutzte Darstellungsformen

2+.341. Kollokation als direkte Darstellungsform
(Literatur: KRARUP, 1969;'MORITZ, 1973, 1980; MORITZ, SUNKEL, 1978)

Die Kollokationsmethode, die wvon KRARUP (1969) und MORITZ (1973) ausgearbeitet wurde,
kann man auffassen als Verbindung von Ausgleichung, Pr&@diktion und Filterung, wobei be~-
liebige Typen von MeBwerten verarbeitet werden kdnnen. Die Beobachtungsgleichung lautet
allgemein:

@.1) 1 = AX + £ + g

Dabei ist: 1l = YVektor der MeBwerte _
AX = sgystematischer Anteil, der durch die Modellparameter X
modelliert werden soll
A = Koeffizientenmatrix, die durch das verwendete Modell vor-
gegeben ist | )
t+ = unmodellierter Anteil (Signalvektor) an den MeSpunkten

= Vektor der MeBfehler

Die Kollokation liefert die Parameter X und Werte fiir den Signalanteil s an nicht ver-
messenen Punkten unter bestmSglicher Beseitigung der Mefifehler. Die Lsung ist gegeben durch:

2.2) X = (ATCtAL ATE 1, und
(2.3 s =Cult A - AX mit
.4 C=Cu * Con |
Dabei ist: Ctt = Signalkovarianzmatrix
Cnn = Fehlerkovarianzmatrix
CSt = Signalkovarianzmatrix zgwischen nicht vermessenen

nnd vermessenen Punkten,

Bei nicht vorhandenem oder bekanntem systematischen Anteil AX ist Formel (2.3) eine
Darstellungsform, welche aus den MeBwerten 1 die gewiinschten FeldgrdSen liefert. Das
Problem besteht dabei darin, daB die Kovarianzmatrizen Ctt’ Cnn und Cst bekannt sein
miisgsen und die Matrix C, deren Zeilen= und Spaltenzahl gleich der Zahl der MeBwerte
ist, invertiert werden muB, ,

Die Kollokationsmethode ermtglicht die Berechnung der entsprechenden GroBen mit der
maximalen Genauigkeit, die mit den gegebenen MeBwerten erreichbar ist. Der Aufwand is%t
allerdings relativ hoch, so daB diese Darstellungsform hinsichtlich Pkt., 2.2.d) doch
erhebliche Nagchteile hat. ( '
Auch die Forderungen in Pkt. 2.2.f) kSnnen natiirlich von einer direkten Darstellungs-
form nicht erfiillt werden.,
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2.3.2., Integralformeln
(Literatur: HEISKANEN, MORITZ, 1967 - im folgenden abgekiirzt mit: H, M)

Eine Berechnung von bestimmten FeldgrtBen auf der Erdoberflédche und im AuBenraum aus
GréBen, die auf der Erdoberfliche (approximiert durch eine Kugel) vorgegeben sind, ist
durch die bekannten Integralformeln mtglich,

Die wichtigsten sollen hier kurz zusammengestellt werden:

POISSON ~ Integral

Piir die Fortsetzung des Potentials nach auBen (RP:> RQ) gilts

RE - R§
@5 vey = ——2

4wRyg 5

VA 12, do @

(So. H, M, Se 35)0

Analog lassen sich die Schwereanomalien nach aullen fortsetzen:

R%—RES

4mRp -

2.8 agP) = Ag@ 172 (P, do @

(s. H, M, S. 246).

Durch Abspalten der Glieder O, und 1. Ordnung erhdlt man aus (2.6) die gebrduchliche
Formel:

1 ) 3 ;
(2.Bad ag(P) = pars ([ RE-R13BP, > - R - 3RaRFZ cos¥pg ] Ag (D do (@
TRp &

(So H, M’ So 90)‘

STOKESsche Formel

Das Storpotential T bzw, die GeoidhShen N lassen sich aus den Schwereanomalien Ag durch
die folgenden Integralformeln auf der Kugeloherflidche berechnen (RP = RQ):

1
@7 TE = § svpg) aq@ do @

™Ry

(s. H, M, S. 93),

1
2.8 NP = —— ) S(wpp) aq@® do(
4m¥,Rg E °a S o

(s. H, ¥, S. 94).
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Dabei ist ¥, die mittlere Schwere auf der Kugeloberfléche,
Die Verallgemeinerung von PIZETTI fiir den AuBenraum (RP - RQ) lautet:

2.9 TP =

1
| SRp, ¥pp) ag(® do@

mRg &

(So‘ H, M, Se 93)0

Formeln von VENING MEINESZ

Die Lotabweichungen & und n lassen sich aus Schwereanomalien wie folgt berechnen
(Rp = RQ):

dS(VWpg) |cosa
= —— | aqgw = do (@
n 4rRg¥, & d¥pg sina

(s« H, M, S. 114).

Hier sind S(¥pg) | die STOKESsche Funktion (H, M, S. 94), S(Rp, ¥py) die verall-
gemeinerte STOKESsche Funktion (H., M., S. 93) und o das Azimut der Verbindungslinie von
P zu Q. Im Gegensatz zu (H, M) ist hier do (Q) das Fldchenelement:

do (@ = R§ sin® do da |

Verbesserte Approximationen im Vergleich zu den Formeln von STOKES und VENING MEINESZ
stellen die bekannten Formeln von MOLODENSKIJ (H, M, S, 313) dar, die hier nicht aufge=-
fuhrt werden sollens

Streng genommen milssen die MeBwerte fiir die Anwendung der Integralformeln kontinuierlich
auf der Kugeloberflidche vorliegen, was praktisch nicht mdglich ist. Deshalb wird der
funktionale Verlauf der Ausgangsdaten im allgemeinen durch Blockmittelwerte oder gtlick=-
weise durch leicht zu integrierende Funktionen (z.B. Polynome) ersetzt. Die Effektivitit
der Berechnung dieserpDarstellungsformen wird hauptsichlich durch die Art und Weise der
Integralauswertung bestimmt. Dieses Problem wird z.B. in (SUNKEL, 1977) diskutiert, wobei
eine praktische Ldsung vorgeschlagen wird,.

2+3¢3. Quellendarstellung

In der Geophysik, vor allem fiir Interpretationsaufgaben, ist es zweckmidBig und teilweise
notwendig, bei der Darstellung des Gravitationsfeldes die physikalische Ursache, die
Massenverteilung, zu beriicksichtigen (siehe z.B.: PICK Ue.2.,1973; S. 372 £f).

Pir das Storpotential T gilt dann allgemein (analog zu 1.5)

@1 TP =6 o 1P, @ dvig
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g(g) ist dabei als StOr- oder Differenzdichte aufzufassen, die formal entsteht, wenn von
der wirklichen Dichte eine "Normaldichte", welche das Normalpotential erzeugt, subtrahiert
wird, Nimmt man als Quellen fiir das Stdrpotential N diskrete StUrkSrper mit den Volumen
v; und den Dichten e: (i =1, eoey N) an. so erhdlt man fiir T:

.12 TP =0

iN=

X Qi (C]) 1—1 (P, q) dv(q) .

Vi

Meistens setzt man ©; = constant und erhiltb:

N
2.1 TP =6y o § 1R @ dvig
i=1

v
i

Bevorzugt werden verstindlicherweise einfache geometrische Formen fir Vi besonders

wenn dadurch fiir die Volumenintegrale analytische Losungen moglich sind., Ublich sind z.B.
Zylinder mit den Grenzfdllen "Stab" und "Scheibe" oder Kugeln mit dem Grenzfall "Punkt",
So vereinfacht sich (2.12) fiir kugelsymmetrische Dichteverteilungen Q§Rq) und kugele-
formige Volumen vy zus

N
Q.14 TP =6) p 1P, g0,

i=1

Dabei ist Fi die Gesamtmasse der i-ten "Sfﬁrkugel" und a3 der Mittelpunkt dieser Kugel,
Diese Darstellung entspricht der Uberlagerung von Punktimassenpotentialen. Abgesehen von
den Punktmassendarstellungen (und der noch zu besprechenden Schichtbelegung - Pkt. 2.3.6.)
ist eine geoddtische Anwendung der Quellendarstellung relativ selten. So werden in

(WONG u.a., 1971) neben Punktmassen auch scheibenfdrmige StorkSrper genutzt, um das
Gravitationsfeld des Mondes darzustellen.

2.3.4. Kugelfunktionsentwicklung

(Literatur: z.B, HOBSON, 1931; KAUTZLEBEN, 1965; HEISKANEN, MORITZ, 1967)

Eine ganz hervorragende Position in der Geodidsie, sowohl in Fheoretischer als auch in
praktischer Hinsicht, nimmt die Darstellung des Gravitationsfeldes durch eine Reihenent-
wicklung nach Kugelfunktionen ein:

oo R n
2.15) V@R, 2,8 = 5%1 Y ( 5D a0,
n=g

mit den Kugelflidchenfunktionen:

@.18) Y, G, = ) lopcos(m) + speintm)] P, (cos $
=0 ’

Die Kugelflichenfunktionen Y, sind die Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators auf der
Einheitskugel,
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Die Funktionen

Com Oy 8 = cos(mr) P, (cos &
.17

Som (4, 8 sin{ma) P,, (cos &)

nennt man Grundfunktionen der Kugelfldchenfunktionen n-ten Grades; sie bilden fir
n=0,1, 2, eoo undm =0, 1, 2, eoey, O ein vollsténdiges Orthogonalsystem auf der
Oberfliche der Einheitskugel.

Durch

— 1
Com (1) ) (r=m)! 7 | Com O 8
_ = - Chntl)——

@18 | " [ @=dy,0) Crrd— o S (A, )

ist eine Normierung moglich, Fiir die zugehtrigen Koeffizienten gilt dann:

- 1
Crm 1 (h+m)! =2 | Crm

@1 | "=
s [cz—am,w @n+1)  (hmm : Srm

nm

Verwendet man die Abkiirzungen

—~

gy | Cmm R 2 1o R, § C.., O, 9
@ S. R ROR Spm Ay 9

und zieht GM nicht aus den Koeffizienten heraus, dann kann man (2.15) wie folgt
gschreiben:

@.20 VR A, = ) ) [EmCom Ry 2,8 + 515 Ry 2, ]
n=0 m=0

Eine Aufspaltung in Normalpotential &nd Stérpotential ist hier formal einfach durch
Festlegen der Summierungsgrenzen mdglich,

Die Kugelfunktionsentwicklung spielte eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung der
Satellitengeodéisie, denn die analytische Stdrungstheorie fiir die Bahnberechnung kiinste-
licher Erdsatelliten basiert auf dieser Darstellungsform des Gravitationsfeldes (siehe
z.Bs KAULA, 1966). Ihre Bedeutung auf diesem Gebiet ist aber praktisch durch die An-
wendung der numerischen Satellitenbahnintegration zuriickgedringt worden. Diese wurde
notwendig durch die Forderung nach hdheren Genauigkeiten bei der Bahnmodellierung und
méglich durch die Verfiigbarkeit schneller Computer,

Die hdufig gegen die Kugelfunktionsentwicklung vorgebrachten Einwdnde: "langsame
Konvergenz", "zu viele Parameter", "hohe Rechenzeit bei der Auswertung" kdnnen in dieser
absoluten Form nicht aufrechterhalten werden., Bei der Approximation einer Funktion auf
der gesamten Kugeloberfliche konvergiert die Reihenentwicklung nach Kugelfidchenfunktionen
nicht langsamer als andere Verfahren, wenn keine a priori Information iiber den Funktions-
verlauf vorhanden ist (und genutzt wird) und wenn die Funktion "normale" statistische
Eigenschaften hat (Frequenzspektrum entspricht weifem oder rotem Rauschen; Phasenlage
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der einzelnen Frequenzen ist zufdllig). Die leichtfertige Behauptung von der langsamen
Konvergenz ist mdglicherweise auf den intuitiven Vergleich mit eindimensionalen
Approximationsproblemen zurilickzufiihren. Es ist klar, daf die Zahl der Parameter im zwei-
dimensionalen Fall (Kugeloberflidche) etwa dem Quadrat der Parameterzahl bei vergleiche
barer eindimensionaler Approximation entspricht. Auch der Nachteil der relativ uneffek-
tiven numerischen Auswertung von Kugelfunktionsentwicklungen durch den Computer konnte
durch die Entwicklung schneller Rechenprogramme weitestgehend iibepwunden werden (siehe:
TSCHERNING, u.a., 1983), so daB heute Reihenentwicklungen von Grad und Ordnung 180 und
dariiber durchaus nutzbar sind. Die Rolle von Kugelfunktionsentwicklungen hohen Grades

in der Geoddsie ist in (TSCHERNING, 1983) ausfiihrlich dargelegt.

Die Frage, ob die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen fiir das duBere Gravitations-~
potential auch auf der Erdoberfliche konvergiert, ist mittlerweile so weit geklirt,
daB man sagen kann, sie ist vom praktischen oder physikalischen Standpunkt aus be-
deutungslogs. Man kann diese Darstellungsform also auch auf der Erdoberfl&iche nutzen
(siehe z.B.: MORITZ, 1980).

Die Darstellungen, welche fiir das globale Gravitationsfeld der Erde praktisch entwickelt
wurden und genutzt werden, basieren fast ausschlieBlich auf der Kugelfunktionsentwicklung,
Einige der neueren Modelle sind: GEM 9 und 10 (LERCH, u.a., 1979), GEM 10 A und B

(LERCH, u.a., 1978), GEM 10 C (LERCH, u.a., 1981), GEM-L2 (LERCH, u.a., 1983), (RAPP, 1981)
und GRIM 3B (REIGBER, u.a., 1983).

Dabei sind die datailliertesten Modelle GEM 10 C und (RAPP, 1981) vollstidndig bis zu

Grad und Ordnung 180, |

Der wichtigste Nachteil der Kugelfunktionsentwicklung ist die Tatsache, daB die Wirkung
jedes Parameters nicht lokal begrenzt ist (oder mit der Entfernung von einem bestimmten
Punkt abklingt), sondern auf der gesamten Kugeloberfliche gleich ist, Sie ist deshalb
nicht gut geeignet fiir Dargstellungen, die nur in einem begrenzten lokalen oder regionalen
Gebiet Gliltigkeit haben sollen. Trotzdem gibt es auch hier praktische Anwendungen,

NAGY (1981) leitet anhand von 1° x 1° Schwereanomalien iiber Kanada eine Kugelfunktions-
entwicklung bis zu Grad und Ordnung 200 ab. Das Modell ist pur tber dem genannten Gebiet
gliltig, beinhaltet aber die gleiche Koeffizientenzahl wie ein globales Modell gleicher
Aufltsung., In Bezug auf diese Anwendung ist das (Negativ-) Argument von der hohen Para=-
meterzahl also berechtigt.

2¢3¢5. Multipole
(Literatur: z.B, KAUTZLEBEN, 1965)

Es ist bekannt, daB man aus jeder Losung V, der LAPLACEschen Differentialgleichung (1.6)
- durch Bilden des Richtungsdifferentialquotienten nach einer beliebigen Richtung (gekenn-
zeichnet durch den Einheitsvektor Eﬂ)

eine neue LOsung

(2.22) V; = C(S;+ gradVp)
erhdlt, Dabei kann noch mit einer willkiirlichen konstanten C multipliziert werden. Hieraus

folgt unmittelbar, daB auch der Richtungsdifferentialquotient N-ter Ordnung nach N ver-
schiedenen festen Richtungen (multipliziert mit irgendeiner Konstanten C)
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2.23) Vy = CSy*grad Gy grad(... G- grad Gz grad S+ gradlz)d)...)

eine LYsung der LAPLACEschen Differentialgleichung ist. Die Schnittpunkte der Strahlen,

die vom Mittelpunkt einer Kugel ausgehen und parallel zu den Vektoren Eﬂ,..., E& gind,

mit der Kugeloberfliche, nennt man Pole,

Geht man fur V von der Fundamentalltsung der LAPLACEschen Differentialgleichung aus

(also V ﬁ), so erhdlt man durch N-fache Richtungsdifferentiation eine HuBere harmonische
Funktion, die homogen vom Grade N ist.

Man kann zeigen, daB jede Kugelfldchenfunktion und jede Kugelfunktion bei Kenninis der
Lage ihrer Pole als Multipol dargestellt werden kann, Das gilt insbesondere auch fiir die
Grundfunktionen. Wichtig ist, daB jede Summe verschiedener Multipolpotentiale gleich dem
Potential eines einzigen Multipols ist. Eine ausfiihrlichere Darlegung der bis hierher
zusammengefaBten Fakten findet man in (KAUTZLEBEN, 1965).

Piir die praktische (numerische)Anwendung ist von Bedeutung, daf man jedes Multipol-
potential als Uberlagerung won Potentialen, die von Punktladungen (im Fall des Gravita-
tionspotentials - von Punkimassen) erzeugt werden, darstellen kann., Eine exakte Dar-
stellung wird allerdings nur im Grenzfall erreicht, wenn némlich die Absténde der Punki-
massen gegen Null streben und die Massen selbst unendlich grofSe (positive und negative)
Werte annehmen. Der Grenziibergang erfolgt dabei durch paarweise Anordnung der Massen an.
den Polen und Gegenpolen, wcbei ihre Abstinde vom Koordinatenursprung so gegen Null und
ihre Massen so gegen (plus oder minus) Unendlich streben, daB gerade die gewlinschten
Momente (Gesamtmasse, Dipolmoment, usw.) entstehen, Kennt man von einer gegebenen Kugel=-
funktionsentwicklung die Lage der Pole - eine Berechnungsmethode wird in (MEééERJAKOV,
MAR&ENKO, 1978) vorgestellt = dann ist eine dquivalente Darstellung durch Punktmassen-
potentiale mdglich. Der Grenziibergang kann natiirlich nicht exakt vollzogen werden - die
Punkimassen werden so dicht wie numerisch mglich in den Koordinatenursprung gelegte.
Praktische Beispiele werden in Pkt. 2.4.2. angefiihrt. Ziel solcher Anwendungen ist meist
eine effektive Auswertung von Kugelfunktionsdarstellungen. Es ist offensichtlich, daB
der Hauptnachteil der Kugelfunktionsentwicklung, also der globale EinfluB jedes Para-
meters, bei der Multipoldarstellung voll erhalten bleibt.

2.3.6, Hodell einer einfachen Massenschicht

Dieser Punkt gehdrt eigentlich zum Punkt 2.3.3., doch die Darstellung des Gravitations-
potentials durch das Potential einer einfachen Massenschicht spielt in der Geoddsie eine
wichtige (vor allem auch theoretische) Rolle, so daB sie hier eigenstdndig aufgefiihrt
werden soll. Man kann das StOrpotential darstellen als Potential einer (fiktiven) Massen-
schicht mit der Flichendichte X, die iiber die Erdoberfliche o ausgebreitet ist (siehe z.B.
PICK, u.a8., 1973, S, 29):

.24 TE =60X@ 171 P, D do@
Il L 4
Diese Darstellung in der Geoddsie zu nutzen, wurde von KOCH (1968) vorgeschlagen. Es ist

moglich, die Fldchendichte X(Q) durch eine analytische Funktion darzustellen. Hierfiir
bietet sich die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen an:



19

(2.25) X0, =) ) [Gm OOCm G + 5, 0S,, 0,0 ],

n=n, m=0

Die untere Summierungsgrenze ng héngt vom gewdhlten Normalpotential ab. Mit ng = 0 ist
natiirlich auch eine Darstellung des gesamten Potentials moglich. Ist das Potential
durch eine Kugelfunktionsentwicklung mit den Koeffizienten Eﬁm und Eﬁm gemdB (2.15) bis
(2,19) gegeben, so erzeugt gerade eine Fldchedichte

GM 2 & -~
2.28) XG,$ = 2 D) @rt1) [l (0, 8) + 5,5, O, ]
e n=g m=0

4y

das gleiche Potential (siehe: FISCHER, 1976). Ein Vergleich von (2.25) und (2.26) fiihrt
auf den einfachen Zusammenhang der Koeffizienten:

Gom OO | OM S
= @n+1)

@.2n |- - _
S OO | 4nR2 Son |

Mit der Form (2.25) bringt die Potentialdarstellung durch eine einfache Massenschicht also
nichts wesentlich Neues gegeniiber der Kugelfunktionsentwicklung des Potentials,.

Die praktische Bedeutung der Darstellung (2.24) besteht darin, fir X{, &) einen stiick-
weise konstanten Funktionsverlauf mit den Werten X, (i =1, 2, «.., N) einzufiihren,
Fiir das Potential folgt dann:

2.28) T® =Gy X § 17V P, do@

1 o,
*

9=

Hier hat jeder Parameter X, eine lokale Bedeutung. Eine mehr oder weniger detaillierte
Darstellung in verschiedenen Gebieten entsprechend der Beobachtungsverteilung ist durch
die Wahl der GrdBe der Kompartimente o; leicht mdglich, Die Integration liber die Ober-
flichenelemente o; wird numerisch gelﬁst durch Unterteilung jedes Elementes o; in
kleinere Elemente, in denen der Wert fir 1'1, berechnet fiir den Mittelpunkt, als konstant
angesehen wird, so dall das Integral in eine Summe iibergeht, Letztlich ist alsc die Dar-
stellung (2.24) bzw. (2.28) (zumindest von der numerischen Realigierung) identisch mit
einer Darstellung durch Punkimassen, die auf der Oberfldche verteilt sind., Um bei Be-
rechnungen auf der Oberfliche Singularitédten von J."1 zu vermeiden, ist es besser, fiir o
eine Fldche im Inneren der Erde (z.B. BJERHAMMAR-Kugel) zu widhlen,

Praktische Anwendungen findet man z.B. in (KOCH, MORRISON, 1970) und (WONG, u.a., 1971),
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2¢3eT+ Samplingfunktionen
(Literatur: GIACAGLIA und LUNDQUIST, 1972; SCHMIDT, 1978)

Wir nehmen an, { bi} ist ein System von Basisfunktionen, welches durch

N
@.29) FP) = fs P =) ab; P
g=1

die Approximation beliebiger Funktionen f(P) auf der Erdoberfliche durch entsprechende
Wahl der Koeffizienten'{aj} ermdglicht. Im einfachsten Fall sind gerade N MeBwerte

£ = £(Py) (1 =1, ecey N) fir die Bestimmung der N Koeffizienten gegeben.

Die Bedingungsgleichungen lauten dann:

N

@.300 ) ab; P =f, i Go=1,..0,N
J=1

Wenn die N Gleichungen (2.30) linear unabhingig sind, lassen sich die Koeffizienten
a. (J =1, seeey N) 80 bestimmen, daB die MeBwerte fi (i =1, eoey N) exakt dargestellt
werden. Nun kann man solche Basisfunktionen Sj(P) suchen, fiir die gilt:

N N
@.31) fs P = JZ=1 ajb; (P = le F3S; P

d.h. die gesuchten Koeffizienten sind gerade die Mefwerte selbst., Die neuen Basisfunktionen
SJ(P), die sogenannten Samplingfunktionen, miissen also die Bedingung

(2.32 Sj(Pi) = 6ji
erfiillen. Es ist immer mbglich, aus einer Basis {lnj(P)} ein System von Samplingfunktionen
{ SJ(P)} durch eine Linearkombination

N
- -1
2.3 S;(P =) bi} b, ®

i=1

~~
(-
It
—
=
N~

zu erzeugen.
Die gesuchten Koeffizienten b;!

j ergeben sich dabei durch Inversion der Matrix mit den
Elementen

(2.33A) by = b (P )

Der Vorschlag, die urspriinglich nur fiir eindimensionale Probleme entwickelten Sampling-
funktionen auf den zweidimensionalen Fall der Kugeloberfldche zu verallgemeinern und
somit fir die Darstellung von SchwerefeldgrtfSen zu nutzen, wurde von GIACAGLIA und
LUNDQUIST (1972) gemacht. Dabei iibernehmen die Kugelflichenfunktionen die Rolle der
Basis'{bj} in (2.33). Vorteil dieser Methode sollte einmal die lokale Wirkung der Para-
meter sein, und zum anderen liegt bei einmal bestimmten Samplingfunktionen mit jedem
neuen Satz von MeBwerten sofort ein neues Modell vor., Allerdings miissen die MeBpunkte
immer die gleichen, die Samplingpunkte, sein.



21

Ausfiihrlich wurde die Anwendbarkeit von Samplingfunktionen in der Geodidsie von SCHMIDT
(1978) untersucht. Es stellte sich heraus, daB die Berechnung der Koeffizienten (speziell
die Inversion der Matrix[bij]in (2.33)) eines hinreichend hohen Entwicklungsgrades zu
umfangreich ist. AuBerdem traten selbst bei relativ niedrigen Entwicklungsgraden zu
starke Oszillationen der Approximationsfunktion zwischen den Samplingpunkten auf. Die
Hoffnung, Samplingfunktionen zur hochaufl@senden Darstellung des StOrpotentials und

abgeleiteter GroBen vorteilhaft einsetzen zu kOnnen, hat sich nicht erfiillt.

2e3.8. Finite Elemente

(Literatur: MORITZ, SUNKEL, 1978; MEISSL, 1981; JUNKINS und ENGELS, 1979)

Die Methode der Finiten Elemente wurde urspriinglich zur LSsung verschiedener Spannungs-
und Deformationsprobleme in der elastischen und strukturellen Mechanik entwickelt und
angewandt, Die Grundidee besteht darin, komplizierte Strukturen in eine bestimmte Anzahl
einfacher Elemente zu zerlegen, um eine Berechnung zu ermbglichen. Im eindimensionalen
Pall kann man die Methode der Piniten Elemente auffassen als Approximation durch eine
Linearkombination von Basisfunktionen bi(x)

N
@.34) £6 z FrGO = ) Fiby (0
i=1

wobei die Punktionen bi(x) immer die Eigenschaft haben, nur in einem endlichen Bereich
verschieden von Null zu sein, Einfachste Basisfunktionen sind in Abb, 2,7a und 2.,1b ge-
zeigt, aus denen als Approximation die Treppenfunktion bzw. die stilickweime lineare
Anngherung (Polygon) folgt (siehe z.B. MORITZ, SUNKEL, 1978).

b
* §(x) | Abi(x)

L 1 -1

I Xl ' s 2 ' 1’ & };
i-1 %5 Figq i

Abb., 2.1as Abbe 241b3:

Die Anwendung der Finiten Elemente in der Geoddsie wird von MEISSL (1981) ausfiihrlich
diskutiert., | |
Ein Vorschlag, das StSrpotential T mit der Methode der PFiniten Elemente im 3-dimensio=-
nalen Raum zu approximieren, wird von JUNKINS und ENGELS (1979) gemacht. Das (global
gliltige) Stdrpotential T wird ersetzt durch lokal giiltige Funktionen ¥, die folgende
Form haben:
1 1

}: Wi jk Jcijk ’

(2.3 t =)
=8 k=@

i=0 j
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wobel.dle'ylak, im Gegensatz zum "Normalfall"™ der Finiten-Element-Methode, keine
diskreten Knotenwerte, sondern Funktionen mit beliebiger mathematischer Struktur sind und
die "Schwerpunkte ihrer Giiltigkeitsbereiche" ein gleichfdrmiges Gitter im Raum formen.
Die Approximation T ist dann ein gewichtetes Mittel der 8 benachbarten Funktionen tijk
(i, J,ke{ @, 1} und ist giiltig im Wiirfel, der von den 8 benachbarten Gitterpunkten gebildet
wird, Die Gewichtsfunktionen wlak werden so gewdhlt, daB die Approximationen 1 an den
Grenzen ihrer Gliltigkeitsbereiche stetig ineinander tibergehen (stetig bis zur n-ten Ab-
leitung - und n hidngt von der Wahl der LIg" ab). Es muB die Bedingung

1 1 1
(2. 36) ZZZ Wige Oy, 2> = 1

erfiillt sein., Auf die gleiche Art und Weise kSnnen auch die 3 Komponenten der Stdrbe=-
schleunigung approximiert werden,

Wichtigste Vorteile der Darstellung durch Finite Elemente sind die sehr effektive Be=-
rechnung der GroBen und die Flexibilitdt hinsichtlich Aufldsung in unterschiedlichen
Gebieten. Es ist sowohl eine globale als auch eine lokale Darstellung mtglich,

Dem gegeniiber steht die Tatsache, daB Finite-Elemente-Approximationen niemals exakt

die LAPLACEsche Differentialgleichung erfiillen kdannen, da harmonische Funktionen (abge-~
sehen von der "Null-Funktion") nicht in mehr als abz#hlbar vielen Punkten Null sein
kdnnen. Eine gendherte Erfilillung der LAPLACEschen Gleichung kann durch Zusatzbedingungen
bei der Bestimmung der Modellparameter erreicht werden, Wie sich das praktisch aus-
wirkt, z.B. auf die Genauigkeit bei der Modellierung von Satellitenbahnen, mu8 noch
gekldrt werden.

Ein anderer Nachteil, der allerdings mit der Nichterfiillung der LAPLACEschen Gleichung
in Zusammenhang steht, besteht darin, daf im Gegensatz zu den Quelleanmodellen und der
Kugelfunktionsentwicklung bei der Finite-Elemente-Methode die verschiedenen Feld-
groBen (wie z.B. Potential und die Komponenten des Beschleunigungsvektors) nicht aus
ein und demselben Modell (Parametersatz) berechnet werden ktnnen. »

Trotzdem mufl eingeschdtzt werden, dafl die Methode der Finiten Elemente eine der erfolg-
versprechendsten bei der Darstellung der Feinstruktur des Gravitationsfeldes fiir
numerisch praktische Aufgaben ist,

2¢3e9. Spline-Funktionen

(Literaturs: SPATH, 1973; SUNKEL, 1981a)

Eine spezielle Variante der Finite-Elemente-Methode ist die Interpolation durch Spline-
Funktionen. Die Spline-Funktionen wurden aber unabhingig davon entwickelt, vor allem in
Zusammenhang mit der graphischen Darstellung von Funktionen durch den Computer. Definie-
tion (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, S. 758 ff):

Gegeben sei ein System von Stiitzstellen (oder Knoten)

8 = X < Xy < ses< X, = by, dann heiBt Sy(x) Spline-Funktion vom Grad K 2 0, wenn
K(x) im Intervall [a b] (K-1)-mal stetig differenzierbar und fir x ¢|x. ., X4,

(3 =15 25 eeey ), ein Polynom hichestens vom Grad K ist. Eine Spline-Funktion SK(x)
aus der Menge aller Spline~Funktionen iiber das gegebane Stiitzstellensystem heiflt inter-
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polierende Spline-Funktion, wenn sie an den Knoten x = X, (J = Oy 1, esey n) die vorge-
gebenen Werte fj = f(xj) einer zu approximierenden Funktion f(x) annimmt,

Mit Abstand die grolte Bedeutung haben die kubischen Spline-~Funktionen. Die Ursache dafir
sind mehrere vorteilhafte Eigenschaften. Unter allen interpolierenden, liber [é,ﬁ] (min-
destens) zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f(x), macht gerade die interpolieren-
de Spline~Funktion vom Grad 3 das Integral

b2 b 2
d“S3 (x) 2 d°f (2
@37 S22 ae < (== o«
i dx = L dx
a%s
zum Minimum, wenn fiir x = X, und x = X, gefordert wird:«-—zl' = 0,
dx

Diese Eigenschaft der kubischen Spline~Funktionen hat eine sehr anschauliche physikalische
Bedeutung: Interpoliert man ndmlich die Punkte “"graphisch" durch einen diinnen elastischen
Stab, dann entsteht die Kurve durch Minimierung der elastischen (Kriimmungs-)Energie., Die
ist aber (fiir kleine 1. Ableitungen) gerade durch das Integral (2.37) gegeben., Das ist

der Grund dafiir, daB mit kubischen Spline~Funktionen eine "glatte" Interpolation ohne
“unndtige"™ Schwingungen (Kriimmungen) mdglich ist.

Stellt man die Spline-~Funktionen als ILinearkombination von Spline-Basisfunktionen dar,
dann wird der Zusammenhang zu den Finiten Elementen deutlich. Diese Basisfunktionen sind
nédmlich nur in einem endlichen Bereich, der mit wachsendem Grad gréBer wird, verschieden
von Null., Die beiden Funktionen in Abb. 2.1a und 2.1b sind gerade die Spline-Basisfunk~
tionen vom Grad O und 1, (Eine schone Darstellung des Aufbaus der Spline-Funktionen aus
Bagisfunktionen und den Zusammenhang zu anderen Interpolationsfunktionen findet man in:
SUNKEL, 1981a).

Der Gililtigkeitsbereich der Basisfunktionen erstreckt sich beim kubischen Spline iber

4 Intervalle, alsc von X300 bis xj+2.Dieser Bereich ist noch klein genug, so dal sich
die Unbekannten bei der Interpolation sehr effektiv berechnen lassen,

Alle hier aufgefiihrten Eigenschaften 1=-dimensionaler Spline~Funktionen lassen sich
sinngem#B in das 2-Dimensionale lbertragen. Ganz analog haben hier die bikubischen
Spline-Funktionen die groBte Bedeutung. In der Geod&sie werden sie genutzt, um Schwere-~
feldgroBen auf der Erdoberfliche darzustellen (BHATTACHARYYA, 1969), was besonders zur
Losung geoddtischer Integralformeln vorteilhaft ist (SUNKEL,‘1977). Fiir die Approximation
des Potentials im 3-Dimensionalen sind trikubische Spline~Funktionen denkbar, die dann
aber (wie bei der Finite-Elemente-Methode schon erwihnt) nicht mehr exakt die LAPLACE=-

- Gleichung erfiillen.

2¢3.10, Harmonische Kernfunktionen

(Literatur: MORITZ, SUNKEL, 1978; LELGEMANN, 1979, 1980, 1981)

Eine Methode, das Storpotential T darzustellen, ist die Approximation unter Verwendung
harmonischer Kernfunktionen K(P,Q) (LELGEMANN, 1980 und 13981):

N
(2.38) TP = G) a; KP@,0Q,)

i=1
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Die Punkte P und Qiliegen auBerhaldb einer Kugel mit dem Radius R¢; die Koeffizienten ay
miissen enisprechend der Approximation oder Interpolation bestimmt werden (die Gravita-
tionskonstante G kann natiirlich auch in den Roeffizienten a; enthalten sein), Im allge-
meinen legt man die Knoten Qi an die Datenpunkte mit den gemessenen Werten tj und bestimmt
die Koeffizienten durch die Interpolationsbedingungen

N
2.3 t; =TA@) =6) a KA;,08 : G=l...,N
i=l

Der Zusammenhang mit den reproduzierenden Kernen in der Hilbertraumtheorie und mit den
Kovarianzfunktionen bei der Kollokation sowie die Einordnung in die Theorie der verallge-
meinerten Spline-Funktionen soll hier nicht ndher erldutert werden - siehe z.B.:
(MESCHKOWSKI, 1962), (MORITZ, SUNKEL, 1978) und (LELEGEMANN, 1979, 1980, 1981),

In der Regel werden in (2.38) Kernfunktionen der Form

2. 40> K, Q) = Zk (—R—%) P, (cos Wpg )
P i

verwendet. Dabei sind P, die LEGENDREschen Polynome und die R, werden durch Inversion

q.
an der Kugel mit R¢ aus den RQi zu 1

R§
Rg

i

2.4 qu =

berechnet. Die geometrische Bedeutung von Rp und 'WPQ wird aus Abb. 2.2 klar.

Die Koeffizienten kn = k(n) legen die Kernfunktion fest, sie miissen die Bedingung

k, Z 0 und Prax (k ) 2 -1 erfiillen, wobei Pmax(kn) die hOchste Potenz von n im expliziten
Ausdruck von k, = k(n) iste

Eine entscheidende Rolle spielen die Radien R 3? die durch die Lage der Knoten Qi bezlig-
lich der Kugel mit R¢ gem8B (2,41) bestimmt s1nd. Sie geben ndmlich die Abstdnde der Pole
der Kernfunktionen vom Kugelmittelpunkt. Die Wahl der Werte fiir R_ (oder die Wahl des
Parameters R¢ bei vorgegebenen Knoten mit RQ ) bestimmt wesentlichdas Verhalten der Inter-
polationsfunktion zwischen den Knoten und die Stabilitdt bel der numerischen Bestimmung

der Koeffizienten a . Diese Problematik wird ausfilhrlich in (LELGEMANN, 1980 und 1981) dis-
kutiert. Qualitativ kann man folgendes sagen: Die numerische Stabilitdt bei der Bestimmung
der a, wird schlechter je grofer die Differenz (RQi - R i) wird, so daB man bestrebt ist,
die singuldren Punkte oder Pole q; SO dicht wie mtglich unter die Knoten Qi zu legen, Dem

gegeniiber steht, daB die "Glattheit" der Interpolationskurve mit grtfer werdender Tiefe

(R Rq ) besser wird - allerdings treten ab einem bestimmten Wert (besonders fiir R ;o-o)
starke Scﬁw1ngungen zwischen den Knoten auf, Plir anndhernde Gleichverteilung der Knoter
auf einer Kugel mit R, (also RQ = R ), (L =1, eeey N), ergibt sich ein brauchbarer Wert

fir Rq R durch dle einfache Formel

1
(2. 42> Rq =Rg - [2 + E?me<(kn)]'6w )



Knoten |
Q:
U Rg, rg, #g? , Knoten

P = PRp, ap, #p)

\ =7

q = q(Rq, 7\Q,-9*g)

Abb. 2.2 Zur geometrischen Veranschaulichung der Kernfunktion

oo R n+l
KP,D =) k, <FL) P, (cos¥pg)
P

n=Q

und speziell der Funktion fiir kn=2 :

oo R ntl
Ko P, = 2) (=29 P, (cos¥py) = Ry
N Rp 1(q, P)

25
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wobei dwder sphirische Abstand der Knoten (in einer Lingeneinheit) ist.

Es ist erwdhnenswert, da8 fiir Ry—= O die Interpolation (2.38) mit (2.39) und (2.40)

in die lagrange = Interpolation iibergeht,

Es soll an dieser Stelle noch auf den Zusammenhang mit der Darstellung durch Punkte
massenpotentiale hingewiesen werden. Dazu betrachten wir die hdufig genutzte Kernfunktion
K2(P,Q), welche durch k = 2 in (2.40) entstekt. Die unendliche Summe (2.40) kann dann
durch den einfachen Ausdruck

.4 K (P, = &
sersetzt werden, wobei die Abkiirzung

Rf Rp ‘é‘

@.44) LP, D = [—5 - 2—— cos¥pg + 1]
RZ Rq

verwendet wird (siehe z.B.: RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, 6.821).
(Im Prinzip besteht kein Unterschied zu kn = 1, Mit kn = 2 erhdlt man aber gerade den so-
genannten KRARUP-Kern (2.,43), der in der Hilbertraumtheorie zum Skalarprodukt

é‘ grad U-gr‘od V d&

AN
c
<

N

1l
el
e

gehdrt (siehe: KRARUP, 1969),) Da fiir 1(qg,P) (unter Verwendung des Kosinussatzes)
1

(2.45) 1(q, P> = [RZ + RE - 2R4Rp cos¥pnl?

gilt (siehe Abb. 2.2), kann man fiir L(P,Q) auch
1(q, P)
@.468) LP,Q = —2=
RCI

und somit fiir K2(P,Q)

°R
2. A7) Ko (P, Q) = ——
1 (q, P

schreiben, Die Darstellung (2.38) unter Verwendung von KRARAUP-Kernen kann man also auch
auffassen als Summe iiber Potentiale von Punktmassen ) welche unterhalb der Knoten Qi
an den Punkten qi = qi(R%,xgifaq) (siehe Abb. 2,2) liegen:

N N
.48 TP = GZ a; Ko (P,Q;) = GZ M 171 (qi, P
i=1 i=1 ¢
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Dabei gilt offensichtlich die Beziehung

R ot S
(25 49) aj 2qu .

Die Optimierung der Tiefe der Pole bei der Interpolation (oder Approximation) mit Kern-
funktionen vom Typ (2.43) ist also gleichbedeutend mit der Wahl der optimalen Tiefe der
Massen bei der Darstellung durch Punktmassenpotentiale,

Die Darstellung des Storpotentials durch harmonische Kernfunktionen ist prinzipiell so-
wohl fiir globale als auch fiir lokale Aufgabenstellungen geeignet. Die harmonische Fort-
setzung nach auBen ist "automatisch" gesichert, Fiir bestimmte Kernfunktionen gelingt es,
die unendliche Reihe (2,40) durch einen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Die Felddar-
stellung durch solche Kernfunktionen ist auch numerisch attraktiv. Vom physikalischen
Standpunkt ist die Kernfunktion vom Typ (2.43) (allgemein: k, = constant in (2.40)) am
sinnvollsten,

2.3411, Multiguadratische Methode

(Literatur: HARDY, 1971, 1972, 1978; HARDY und GOPFERT, 1975; GOPFERT, 1977)

Die Multiquadratische Methode wurde von HARDY (1971) zur Darstellung der Topografie vor-
geschlagen., Das Verfahren ist aber auch zur Interpolation von Schwerefeldgridfen (bzw.
GravitationsfeldgroBen) (z.B.: HARDY und GOPFERT, 1975; GOPFERT, 1977) und zur Modellie=-
rung von vertikalen Krustenbewegungen (HARDY, 1978) geeignet, Die Grundidee besteht da=-
rin, irgendeine mathematische Fldche bis zu einem gewlinschten Genauigkeitsgrad durch
Uberlagerung von quadratischen Kernfunktionen K(P,Qi} zu approximierens

N

.58 TP =) a; KP@, Q)
i=1 °

Die Funktionen K(P,Qi) sind quadratisch in den Koordinaten des Punktes P und zentriert
in den Punkten Q4 (i =1y eeey N)o Die Punkte P und Qi liegen auf einer Referenzfliche
(z+Bes Ebene, Kugel); die Koeffizienten a; werden im Sinne einer Interpolation oder
Approximation von vorgegebenen (MeS-) Werten bestimmt, Héufig genutzte Funktionen sind
(aufgeschrieben fiir den ebenen Fall in kartesischen Koordinaten):

1
(2.51) K< yyxi,y:) = Llx=x0% + (y=y; 0% + d°7°

L
2

2.52) Kk, y,xi,y5) = [Gex)? + (ymyd? + 2]

Die hyperboloidischen Formen (2,51) sind zur Darstellung von Funktionen geeignet, die
nicht harmonisch nach auBen fortgesetzt werden scllen, Der Parameter d spielt die Rolle
eines Gldttungsmeters. Zur Darstellung von harmonischen Funktionen werden die Formen
(2.52) genutzt, Sie sind interpretierbar als Potentiale von Punktmassen, die in der Tiefe d
unterhalb der Punkte Q; = Q(xi,yi) liegen., Die Darstellung des St¥rpotentials T(P) mit
Hilfe der Multiquadratischen Methode hat in sphi#rischen Koordinaten folgendes Aussehen:

N _ L
(2.5 TP =G), o (RE + RZ - 2RpRycos¥py ) °

i=] .
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Das ist eine Darstellung durch Punktmassenpotentiale, wobei die Punktmassen auf einer
Kugelschale mit dem Radius R angeordnet sind und der Punkt P im gesamten Raum Rp>R  vari-
ieren kann, Die Koeffizienten ay haben die Bedeutung von Massen. Es zeigt sich, daB ?2.53)
auch identisch mit der Darstellung des Stdrpotentials durch harmonische Kernfunktionen

vom KRARUP-Typ ist (siehe Pkt. 243.10.). Analog zur Methode der Kernfunktionen besteht

das wichtigste Problem darin, den Radius R_, oder anders gesagt, die Tiefe der Punktmassen
festzulegen. Eine interessante Ldsung geben HARDY und GOPFERT (1975) fiir den Fall der Inter-
polation von N (nahezu) gleichméBig auf einer Kugelschale verteilten MeBwerten durch N
jeweils unterhalb der MeBwerte liegende Punktmassen. Die sogenannte "Best R-formula"

-

X J1
(Rp=Rqd ™ + 2(RE+RE~2RpRycosV 42 ~ 3(RE+RE-2RpRycos¥,)2 =
(2.54) . I

L
v, = arckan[22 (1 - coswqiqj) (Coswqﬁ — cos Zquqj)Z ]

J

gibt die Tiefe (RP - Rq) in Abh&ngigkeit vom sphérischen Abstand V., der Punktmassen
E |
voneinander.

Formel (2.54) ist gleichbedeutend mit folgender Forderung:

Die Interpolationsfunktion soll im Schwerpunkt zwischen 3 (auf der Kugeloberflidche ein
gleichseitiges Dreieck bildenden) benachbarten MeBpunkien gerade das arithmetrische Mittel
der 3 MeBwerte annehmen, Das Ergebnis fiir den Radius Rq der "Punktmassen-Schale" ist un-
abhdngig von den konkreten MeBwerten und liefert ebenso wie die auf ganz anderem Weg abge-
leitete LELGEMANNsche Formel (2.42) fiir Kernfuktionen einen guten KompromiS zwischen
Stabilitdt der LOsung und glattem Verlauf der Interpolationskurve,

HARDY macht darauf aufmerksam (HARDY, 1978), daB die Multiguadratische Methode formal
identisch mit der Priddiktionsformel von HEISKANEN und MOCRITZ (1967, S. 268) fiir Kovarianz-
funktionen ist und daB man die Kerne (2.52) (die den Punktmassenpotentialen entsprechen )
im Gegensatz zu (2.51) als deterministische Kovarianzfunktionen auffassen kann (siehe

auchh Pkte 2.441.94)0

2e3+12 DIRAC~Impulsmethode nach BJERHAMMAR

(Literatur: BJERHAMMAR, 1976; BJERHAMMAR in: MORITZ, SUNKEL, 1978)

Die Grundidee der Methode geht auf BJERHAMMAR (1963) zuriick und besteht in folgendem:

Setzt man eine Schwereverteilung Ag*(q) auf einer vollsté@ndig im Inneren der Erde liegen-
den (BJERHAMMAR-) Kugel oy mit dem Radius Rq als bekannt voraus, so ldBt sich die Schwere~
anomalie Ag(P) in einem beliebigen Punkt P auf und auBerhalb der Erdoberflidche durch die
POISSOEsche Integralformel (2.6) ‘

RE-RZ . _
2.5 ag® = ——2% § ag" (@) 17 ®, 9 dog (@
4nRp o,
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berechnen. Bei Vorgabe von MeBwerten Aq(P;) (i =1, ..., M) auf der Erdoberfléche, steht
also zunidchst die Aufgabe, die reduzierte Schwere Ag* auf der BJERHAMMAR-EKugel zu berechnen,
Meistens bestimmt man Ag” (q) als stiickweise konstante Punktion.

Nimmt man fiir Ag*(q) eine Uberlagerung von N sogenannten DIRAC-Impulsen

N
(2.56) ag* () = 4nRE 2; agt Slqqy)

an den Stellen q; (i =1, +..y N) auf der Kugel s, an, so vereinfacht sich (2.55) zu einer
vollig diskreten Form:

N
@.57) ag® =) RE-RDHRZRR 173 (P, q,) agl

i=1

In (2.56) ist Jd(q-q;> die (2-dimensionale) DIRACsche Deltadistribution, von der uns hier
im wesentlichen nur die folgende Eigenschaft interessiert:

.58 (g S(qrqs) doa (@ = Flq)

Sg

wobei q; auf der Kugel oy liegen muB und f(q) eine beliebige Funktion sein kann,

Mit den Abkiirzungen

It

2 _p2yplp-ol -3
(2.59) Kg (P, q:) = RE-RORIRE' 1P, qu),

wofiir guch gilt:

R bt R nl
—1 Z @Cn+1) <_—CI—‘> Pn (oostq_)

2.60) Ky P, g;?
g P e Rp

1t

and

il R n+l
.81 Kr P, q) = Rqy, < (1) P (eosvp,),

i 0l Rp

lassen sich aus den Grd8en Ag; die Schwereanomalie ag(P) (gem#8 (2.57)) durch
N

(2.62) agP =) K (P, q;) Agl
i=1

und das Stdrpoteatial T durch
N
2.6 TP =) Ky P, q:) Agh

i=1
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berechnen (siehe: BJERHAMMAR, 1976). Gleichung (2.63) mit (2.61) ist die Diskretisierung
der STOKESschen Integralformel (vergleiche die Reihenentwic¢klung fiir die STOKESsche Funk=
tion: HEIKANEN, MORITZ, 1967 S« 97).

Die Darstellungsformen (2.62) und (2.63) haben Ahnlichkeit mit der Summe iiber harmonische
Kernfunktionen (vergleiche (2.40) mit (2.60) und (2.61)) und mit der Darstellung durch
Punktmassen. Man kann die Punktmassendarstellung némlich auch auffassen als Quellendar-
stellung durch eine "entartete" Dichteverteilung Q(q) im Erdinneren, welche analog zu
(2.56) aus (3-dimensionalen) DIRACschen J -Impulsen zusammengesetzt ist:

N
2.64) ol = ) pidlq—q)

i=1 *
Das Volumenintegral

N
@.65 T® =617 ® ¢ [) pidlqqoldvi@
i=1

geht dann iliber in die bekannte diskrete Form: ‘

N

(2.88) TP =6y p; 170 P, qi)
i=1

Wie bei der Darstellung durch Kernfunktionen, bestehen die Vorteile der Methode in der
computerorientierten Form und in der Moglichkeit, den EinfluBlbereich der Parameter durch
die Wahl des Radius' der BJERHAMMAR-Kugel festzulegen. Dariiber hinaus haben die Para-
meter Agf in gewissem Sinn eine anschauliche Bedeutung - man kann sie auffassen als
Produkt aus der mittleren Schwere iiber ein Flidchenelement der BJERHAMMAR-~Kugel mit
diesem Fldchenelement,

2+4. Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Punktmassen

2.4.1. Verschiedene Zuginge = Beziehungen zu anderen Darstellungsformen

Wie schon an mehreren Stellen angedeutet, kann man das HuBere Gravitationsfeld der Erde
durch Uberlagerung von Feldern, die durch Punktmassen erzeugt werden, darstellen, Eine
am Punkt a3 positionierte Punktmasse Py erzeugt im Punkt P das Potential

@.87) TP, pu;,q;) = Gpi¢i(P),
wobei die Funktion ¢, (P) gleich dem reziproken Abstand der Punkte P und Q3 ist
.88 &, P = 171 P, q) |

Uberlagert man die Potentiale von N im Inneren der Erde an den Punkten Q liegenden
Massen p (1 =1, eeey N), s0 entsteht das Potential :

N
.69 T® =Gy p¢, P,

i=]1

welches im gesamten AuBenraum harmonisch ist und bei entsprechender Wahl der Orte a3
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und Massenp.i als Darstellung des realen Gravitationspotentials bzw. des St@rpotentials
der Erde dienen kann,

In Abschnitt 2;3. 8ind einige Beziehungen zu anderen Darstellungsformen deutlich geworden,
Sie sollen hier zusammengefafit und die verschiedenen Mdglichkeiten des Zugangs zur
Punktmassendarstellung vorgestellt werden.,

1.) Grundldsung der LAPLACE-Gleichung

Piir die Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde auf der Oberfléche und im AuBenraum
kommen nur Funktionen in Betracht, die die LAPLACEsche Differentialgleichung (1.6) er-
fiillen,

Funktionen vom Typ (2.68) bezeichnet man als Grundldsungen oder Fundamentalldsungen der
LAPLACEschen Differentialgleichung (siehe z.,B.: MEINHOLD, MILTZLAFF, 1977, S. 132 ffJd.
Sie sind die einfachsten LYsungen von (1.6) und haben zugleich die griBte Bedeutung,
well sie einen quellenmidBigen Aufbau der Potentialtheorie ermdglichen.,

2.) Digkretigierung der 3-dimensionalen Quellendarstellung

Das Potential T einer Massenverteilung ist gegeben durch

@70 TE =6§ ol 1R, 9 dvig

\'4

Das Integral (2.70) kann approximiert werden durch die Summe

N
@.710 TP =G) olq) 1M P, q) av,
i=1

2

wobel s ein Punkt innerhalb des Volumenelements‘Avi ist.
Fafit man zusamnmen

@2.72) olq) Avi = pi
so gelangt man zur Punktmassendarstellung (2.69).

3.) Diskretisierung der Massenschicht

Analog zu (2.70) und (2.71) kann das Modell einer einfachen Massenschicht
2.7 TE® =6 X 1P, doly
g

approximiert werden durch

N
@.74) TP =G), X(q) 1P, q) ss;
i=1

Mi%
2.75) X(q:) bos = pi
erhdlt man wieder (2.69).

4,) Uberlagerung kugelgsymmetrischer Stbrkdrper

Die Darstellung durch Punktmassen (2.69) kann auch interpretiert werden als Uberlagerung
der Potentiale von kugelsymmetrischen Storkdorpern, von denen nur die Mittelpunkte a3 der
Storkugeln und die Gesamtmassen p; interessieren,
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5.) Kugelfunktionen - Grenzfall der Punktmassendarstellung

In Pkte 2e3¢5. wurde darauf hingewiesen, daB die Kugelfunktionsentwicklung identisch mit
der Darstellung durch Multipole ist und diese wiederum als Grenzfall der Punkimassendar-
stellung aufgefalt werden kann,

6.) Spezialfall der harmonischen Kernfunktionen

In Pkt. 2.3.10, wurde gezeigt, daB die Darstellung durch harmonische Kernfunktionen (2.38)
der Darstellung durch Punktmassenpotentiale #quivalent ist, wenn in (2.40) fiir den Para=-
meter kn’ der die Kernfunktion festlegt, kn = constant gewdhlt wird,

7.) Multiguadratigche Methode fiir harmonische Funktionen

In Pkte 263.11. ist deutlich geworden, daB die Multiquadratische Methode mit den fiir
harmonische Funktionen vorgeschlagenen Kernen nichts weiter als eine Darstellung durch
Punktmassen ist,.

8.) Entwicklung von Punktmassenmodellen nach Kugelfunktionen

Dag &uBere Potential ¢, (P) einer Punktmasse der Masse 1 am Ort q; innerhalb der Erde kann
natiirlich wie jede harmonische Funktion nach Kugelfunktionen entwickelt werden (siehe Pkt.
2.3.4.), wobei die Koeffizienten natiirlich vom Ort qy der Masse abhiéngen:
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Mit der Entwicklung des reziproken Abstands 1"1(P,q) nach Kugelfunktionen (HEISKANEN,
MORITZ, 1967, S. 33):

1 & Ry »
@770 4, P =17 P, q) = — ) (=) P, (cos¥pq)
Rp =g Rp '
und
(2.78) P, (cosp,) = 2h1+1 Zﬂ [Com Ops 96 Coms g s 840 * S Ap, 890 Sy g 5 8.0 ]

):

folgt durch Koeffizientenvergleich fiir die Koeffizienten ¢, (q;) und 5, (q;

D) Re & [Com Qg s )
@79 | 9 o L Day e e, T,
sem (q:0] 20D T Ry T S (g B0

D.h. die Kugelfunktionskoeffizienten e na;) und Enm(qi) des Feldes, welches von der Punkt-
masse am Ort Q4 erzeugt wird, sind im wesentlichen durch den Wert der inneren Rugelfunktionen
am Ort q; gegeben. Damit kann jedes Potential der Form (2.,69) auch als Reihenentwicklung nach
Rugelfunktionen angegeben werdeng
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N o of N
.80 T® =06y wd; P =) ) L[amCon P + byySpy ]
i=1 n= m=0

mit

Auf der Oberfliche der Kugel Rp = Re hat T(P) folgende Form:

oo

2.8 TP =) ) [GmCon Ops#ps) + b Sem (ip, Hp, 0]
n=0 m=0

mit

anm 1 Yam
.83 |- = =
bnm Re bnm -

Nun kann man leicht die Gradvarianzen t, des Punktmassenpotentials (2.69) bzw, (2.80)
berechnen (siehe:s SUNKEL, 1981b),

Es gilt ja bekanntlichs

.86 &, =) (G5 + bZ)
m=0

Mit €2.83) 1+ (2.81) und (2.79) ergibt sich:

GZ r - N ﬁfh_ n_ 2 N EEL_ n. 2
2.8 t, = =5 Y (@n+1) {[; )uiCRe ) Com Qg s 90 ] [; Hi(Re' ) Sem (s 8.0 ] }

e m=0

Nach Umformen der Quadrate [.... ]2 und Vertauschen der Summation kann man schreiben:

b = @n+132) ) {Him (JiR—29+)
e i=1 =1 e
(2. 86)

Zﬂ [Con Qgyr 4,0 Con Qg s 840+ Som Ogs 4,2 Sra <xqj,aqj>]} .

Unter Verwendung der Entwicklung der LEGENDREschen Polynome nach Rugelfunktionen (2,78)
erhdlt man schlieBlich:

G2 N N R R "
= -1 g,
(2.87) &, = 7 @n*1y }1 Elmm<'ﬂ*ﬂ°‘Re ) Pn (cos¥y o)
e i= J= =]

J e

Flir eine #quidistante Verteilung der Punktmassen auf einer Kugelschale 1#B8t sich die
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Doppelsumme in (2.87) sehr effektiv mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation aus-
werten (siehe: SUNKEL, 1981Db).

9,) Punktmassen und Kovarianzfunktion

Nimmt man Homogenitdt und Isotropie an, dann hingt die empirische Kovarianzfunktion K(P,Q)
des Potentials auf der Erdkugel nur vom sphirischen Abstand der beiden betrachteten
Punkte P und Q ab und man kann sie nach LEGENDREschen Polynomen entwickeln:

o0
(2.88) K®P, @ = KWpg) = ) k.Pn(cos¥pg)
n=Q
Um der Forderung nach positiver Definitheit (oder Nichtnegativitdt des Spektrums)_gerecht
zu werden, mu k2 O gelten,
Eine harmonische PFortsetzung von (2.88) nach auBlen ergibt:

e Rg n+l
2.8 K®,® =) k,( ) P, (cos¥pg)
o RpRa
Mit der Substitution
- RIZ! 2t
2.99) k, = kn (é—) (wobei Ry< R gilt) erhdlt man fitr (2.89):
RS !

.91 KP,®» =) k,(——) P, (cos¥pg)

=0 RpRa

(siehe: MORITZ, 1980, S. 81 ff. und 5. 181 £f,). Mit (2.41) ist das gerade die harmonische
Kernfunktion (2.40). Es wurde gezeigt (Pkt. 2.3.10.), daB fiir den einfachsten Fall

kn = constant = C gilt:

2.92) KP,D» =CRy 1P, g

(siehe (2.47) und Abbe 2.2). Ebenso folgt aus Griinden der Symmetrie mit

2.93) Ry = =

P

anstelle von (2.41) auch
— -1
(2.84) K®E, O =C RP 15 @, ,

Hilt man einen der beiden Punkte P oder Q fest, so entspricht die Kovarianzfunktion

(2.92) dem Potential einer Punktmasse (mit der Masse C * R_ bzw, C ¢ R ), die unter diesem
Punkt liegt und deren Tiefe durch Inversion an der BJERHAMMAR-Kugel bestimmt wird. Wdhlt

~ man also fir die Kovarianzfunktion (2.88) bzw. (2.89) die oben beschriebene physikalisch
sinnvolle Form (2.92) oder (2.94), so ist das Spektrum Eh durch die Wahl von Ry durch
(2.90) festgelegt. Die Kovarianzfunktion auf der Erdoberflidche (Kugelndherung:

Rp = RQ = Re) (2.88) hat dann die Form:

o Ry 2n+2
(2.95) Kwpg) = ) C({;@‘) P, (cos¥en) _
=0 e
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In diesem Sinn ist offenbar die Bemerkung vpn HARDY (1978) gemeint (siehe Ende von Pkt.
2.3.11O). l

Auf der anderen Seite kann man natiirlich nach der Kovarianzfunktion eines durch Punkt-
massen erzeugten Potentials fragen.

Sie ist mit dem Ergebnis fiir die Gradvarianzen aus Pkt. 2.4.1.8.) durch Einsetzen von 5,
aus (2.87) in (2.88) bzw. (2.89) (k, = t ) sofort gegeben.

2.4.2, Bisherige praktische Anwendungen

Die Idee, das StOrpotential durch punktformige, innerhalb der Erde liegende Quellen darzu=-
stellen, kurzgesagt, Punkimassen in der Geoddsie zu nutzen, wird im allgemeinen WEIGHTMANN
(1965) zugeschrieben,

KUFRADZE und ALEKSIDZE bewiesen aber schon 1964 die lineare Unabhingigkeit und Vollstdndig-
keit von Punkimagsenpotentialen fiir den Fall, daB alle Punkimassen auf einer geschlossenen
Fléche innerhaldb der Erde liegen und ALEKSIDZE diskutiert in (ALEKSIDZE, 1966) die Moglich-
keit, das StOrpotential der Erde durch Punktmassen zu approximieren,

In den ersten praktischen Anwendungen wurde interessanterweise nicht das Gravitationsfeld
der Erde, sondern das des lMondes dargestellt (siehe Tabelle 2.1)., Die Griinde dafiir sind
einmal die Struktur des Mond-Gravitationsfedes, die ja durch sogenannte Mascons gekenne
zeichnet ist und zum anderen die Tatsache, daB durch die Beobachtbarkeit der Mondsonden
von der Erde aus fiir die Vorderseite wesentlich mehr Gravitationsfeld-Information vorlag
als flir die Riickseite und man eine addquate Darstellungsform wihlen muBte,

Die wichtigsten (zugidnglichen) Publikationen iiber praktische Berechnungenvon Punktmassen=
modellen zur Darstellung des Gravitationsfeldes sind in Tabelle 2.1 zusammengefaB8t. Die
Motivation fiir die meisten dieser Anwendungen und Untersuchungen war die Eignung der
Punktmassen zur Modellierung lokaler Strukturen und die computerorientierte Form der Dar-
stellung, d.h. die Moglichkeit der effektiven Berechnung der gewiinschten FeldgriBen.

Sieht man von der Verschiedenartigkeit der’verwendeten Daten ab, dann kann man eine Unter-
teilung entsprechend der Art und Weise der Pubhktmassenanordnung in 3 Gruppen vornehmen:

a) Gleichm#Bige Verteilung der Punktmassen auf einer Fliche (i,a., Kugel oder Ellipsoid)
b) Anordnung der Punktmassen entsprechend der Multipoltheorie

¢) Anordnung unterhalb der lokalen Extremwerte des Feldes
(Storpotential, Schwereanomalien, Schwerestdrungen o.He)
an der COberfléche,

Eine denkbare vierte Variante, bei der die Punktmassen a priori an geophysikalisch be-
kannten Dichteanomalien angeordnet werden, ist beim heutigen Kenninisstand iiber die Struktur
des Erdinnern nicht erfolgversprechend,
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Tabelle 2.1.¢: Einige praktische Anwendungen der Gravitationsfedldarstellung durch

Punktmasgen
Autor Jahr Daten Gebiet Punktmassenanordnung
[MULLER, SJOGREN 1968 | Doppler-Daten von Mondvorderseite Abschitzung der Orte durch
NMondsonde Einzelanalyse von Profilen
[VEEDHAM 1970 | Schwereanomalien lokales Gebiet Gleichverteilung, einheit-
(Blockmittelwerte) in Nordamerika liche Tiefe vorgegeben
WONG, Ue.ae 1971 | Doppler-Daten von Mondvorderseite Gleichverteilung auf der
Mondsonde Oberfliche
BAIMINO 1972 | simuliert aus SE 11 | Erde-global a priori-Anordnung an den
Anomalien anhand der Karte
der Schwereanomalien, Tiefe]
("von Hand") optimiert
BAIMINO 1974 | simuliert aus SE II | Erde-global — e
SJOGREN u.a. 1975 | Dopplerdaten von Hars-global Gleichverteilung auf der
‘ Marssonde Oberfléche
ANVANDA 1977 | Dopplerdaten von Mond-global Gleichverteilung auf der
Mondsonde Oberfliche
IDROZYNER 1977 | simuliert aus SE II | Erde-global a priori-Anordnung anhand
der Karte der Schwereano-
malien, Tiefe ("von Hand")
optimiert (fiir alle gleich)
REILLY,
HERBRECHTSMEIER 1978 | simuliert aus SE I1 | Erde~lokal Gleichverteilung auf Kone
Schwereanomalien (Nordasmerika) zentrischen Kugelschalen, l
Tiefe durch "Best-R-Formel'
von HARDY und GOPFERT
MESCERJAKOV , 1979 | simuliert aus SE II | Erde global entsprechend der Multipol-
MARCENKO theorie
RCENKO U.a. 1980 | simuliert aus GEM 6 | Erde-global entsprechend der Multipol=-
' theorie
BARTHELMES 1980 [ simuliert aus GEM10 | Erde-global gschrittweise an den lokalen
Extremwerten der Schwere-
storungen, Optimierung der
Orte
HEI KKINEN 1981 | Schwereanomalien Erde-global Gleichverteilung, einheit-
(Blockmittelwerte) liche Tiefe vorgegeben (ent-|
sprechend der BlockgroBe)
MESCERJAROV u.ad 1981 | simuliert aus Erde-global entsprechend der Multipol-
GRIM II theorie
BARCENKO 1982 | simuliert aus GEM 9 | Erde-global —t e

und GEM-10B
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Tabelle 2.1.: Fortsetzung

utor Jahr Daten Gebiet Punktmassenanordnung

OSTAé, AGAJEWA 1982 simuliert aus GEM 10 | Erde-global | schrittweise an den lo-
kalen Extremwerten der
Schwereanomalien

Optimierung der Orte

IVERMEER 1982 {Schwereanomalien Erde~lokal Gleichverteilung, Tiefe
(Blockmittelwerte) (Finnland) entsprechend der Block-
: groBe
BARTHELMES , 1983 {simuliert aus GEM 10 Erde-global | schrittweise an den lo-
[KAUTZLEBEN kalen Extremwerten der

. , SehwerestOrungen, ge-
L meinsame Optimierung den

Orte
ERMEER 1984 YSchwereanomalien Erde~-global | Gleichverteilung, Tiefe
(Blockmittelwerte) (Finnland) entsprechend der Block=-

grofe

Variante a) ist die am hiufigsten verwendete und man kann prinzipiell wieder 2 Fdlle
unterscheiden. Im ersten Fall legt man unter jeden der gleichmdBig auf der Erde verteilten
Datenpunkte eine Punktmasse und bestimmt die Massen so, daBl die vorgegebenen Werte exakt
reproduziert werden. Die Zahl der Punktmassen ist also gleich der Zahl der Datenpunkte. Die
Tiefe der Punkimasse muB dabei nach irgendeinem Kriterium vorgegeben werden; ihr EinfluB
wurde in den Punkten 2.3.10, und 2.3.11. im Zusammenhang mit den harmonischen Kernfunktionen
und der Multiquadratischen Methode bereits diskutiert. Die wohl ausfiihrliehste und auf=-
wendigste Anwendung wurde von HEIKKINEN (1981) vorgelegt. Es wird ein globales Punktmassen-
modell fiir das Erdgravitationsfeld, bestehend aus 43 305 Massen, durch Anpassung an

5°%5° und 1°%1° Schwereanomalie - Blockmittelwerte abgeleitet. VERMEER (1982, 1984) hat mit
HEIKKINENS Methode ein Punktmassenmodell fiir das Gebiet wvon Finnland berechnet.

Im Unterschied zur Verteilung unterhalb der Datenpunkte kann man eine bestimmte Zahl von
gleichmdBig verteilten Punkitmassen vorgeben (entsprechend der gewiinschten Aufldsung des
Modells) und die Massen unter Verwendung verschiedener zur Verfiigung stehender Daten nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen., Prakitische Beispiele bzw, Simulationsstudien
gind die Mondmedelle von WONG u.a. (1971) und ANANDA (1977), das Marsmodell von SJOGREN
ueae (1975) und die Untersuchungen von REILLY und HERBRECHTSMEIER (1978). REILLY und HER=-
BRECHTSMEIER haben zusidtzlich die konzentrische Uberlagerung von Punkimassen auf mehreren
Kugelschalen getestet. Diese Methode bendtigt zwar eine relativ grofe Zahl von Parametern,
ermdglicht jedoch eine schrittweise Verbesserung der Approximation,

Variante a) der Punktmassendarstellung ist also prinzipiell zur globalen und zur lokalen
Gravitationsfeldépproximation geeignet. Die Zahl der Parameter (Punktmassen) hingt im Gegen-
satz zur KRugelfunktionsentwicklung nicht nur von der angestirebten Aufldsung sondern auch von
der GroBe des Gebietes, welches liberdeckt werden soll, ab, Bei einer Approximation auf der
gesamten Erdkugel ist die Zahl der Punktmassen aber entsprechend dem NYQUISTschen Abtast-
theorem (siehe z.B., TAUBENHEIM, 1969) etwa gleich der Parameterzahl einer Kugelfunktions-
entwicklung mit vergleichbarer Aufldsung. Sinnvoll ist diese Darstellungsform deshalb
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besonders fiir die Modellierung lokaler Strukturen. Andererseits besteht wegen der lokal
begrenzten Wirkung der einzelnen Massen die Moglichkeit, beli der punktweisen Auswertung
eines globalen Modells (wie z.Be. das von HEIKKINEN berechnete) nicht alle Massen, sondern
nur die angrenzenden bis zu einer bestimmten Entfernung zu beriicksichtigen. Inwiewelt das
ohne grdBeren Genauigkeitsverlust mdglich ist, wurde aber offenbar noch nicht griindlich
untersucht.

Variante b), die Anordnung der Punktmassen entsprechend der Multipoltheorie, wurde in

Pkt. 2.3.5. erldutert. Interssant sind hier die Arbeiten von MESCERJAKOV und MARCENKO
(siehe Tabelle 2.,1.), die darauf gerichtet sind, die Gravitationskraft bei der nume-
rischen Satellitenbahnintegration mdglichst effektiv zu berechner., Durch die Aufspaltung
des Potentials in einen geraden und einen ungeraden Anteil kann man die Zahl der benstigten
Punktmassen auf die H#lfte reduzieren und so die Effektivitdt der Berechnung zusdtzlich
steigern (MAR&ENKO, 1980; MESCERJAKOV Uedey 1981). Eine griindliche Untersuchung der Rechen~
zeiteinsparung gegeniiber der sonst verwendeten Kugelfunktionsentwicklung anhand realer
Daten steht allerdings noch aus.

Variante c¢) wurde von BAILMINO (1972) numerisch getestet, indem ein Modell fiir die Erde,
bestehend aus 126 Punktmassen, unter Verwendung des Kugelfunktionsmodells SE II abgeleitet
wurde, Die Massen wurden a priori unterhalb der Extremwerte der Schwereanomalien ange=-
ordnet und durch eine Anpassung an simulierte Potentialwerte und Schwereanomalien bestimmt,
Als Tiefe der Massen wurde 1300 km gewdhlt und fiir 20 Massen wurde die Tiefe (durch
Variation "von Hand") einzeln optimiert.

In (BALMINO, 1974) wird die Problematik der Punkimassendarstellung qualitativ diskutiert
und eine Reihe von getesteten Varianten beschrieben, Unter anderem wird die Frage aufge-
worfen, inwieweit sich die Zahl der benttigten Punktmassen durch eine Optimierung ihrer
Lage verringern ld8t. Der Versuch einer automatischen Optimierung der Punkimassenposi-
tionen erwies sich allerdings als instabil, so daB eine LOsung dieses Problems nicht
mbglich war und die Orte wie in (BAIMINO, 1972) vorgegeben werden muBten. Die a priori
Pogitionierung an den gro8ten Schwereanomalien wurde aber gegeniiber einer Gleichver-
teilung als deutlich besser eingeschidtzt.

In (BARTHELMES, 1980, 1981) wird ein Algorithmus vorgestellt, mit dessen Hilfe die
Punktmassen automatisch schrittweise an den groBten Anomalien angeordnet und anschlieBend
einzeln in ihrer ILage im Sinne der Fehlerminimierung optimiert werden.

Ein numerischer Test unter Verwendung von simulierten Daten zeigt die Uberlegenheit gegen-
iiber einer Gleichverteilung der Massen. Die Simultane Optimierung der Koordinaten und
Magsen von 34 Punktmassen wird ebenfalls numerisch getestet und hat eine zus&dtzliche
Verbesserung zur Folge. Dieser Algorithmus stellt gewissermafBen den praktischen nume-
rischen Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen dar und ist als einfacher Spezial-
fall im Algorithmus, der in Pkt. 3. erarbeitet und in Pkt. 4. numerisch realisiert wird,
enthalten,

Es ist interessant, daB 0STAC und AGAJEWA (1982) (als Vortrag auf der 1, Orlov-Konferenz
in Kiew 1980 gehalten) einen sehr #hnlichen Algorithmus vorstellen und das Modell GEM 10
durch 137 Punktmassen approximieren,

Die wichtigsten Ergebnisse der folgenden Untersuchungen wurden in Kurzform in (BARTHELMES,
KAUTZLEBEN, 1983) bereits publiziert.



2.4¢3., Potentielle Moglichkeiten der Darstellung durch Punktmassen

Der Grund fiir die Anwendung so vieler verschiedener Formen fiir die Darstellung des
duBeren Gravitationsfeldes ist die Tatsache, daB bisher keine universelle Darstellungsform
existiert, die allen Anforderungen gleichermaBen gerecht wird.
In Tabelle 2.2 sind die wichtigsten Aussagen bezliglich der Kriterien aus Pkt. 2.2. fiir

einige Modellparameterdarstellungen zusammengefaBt.

Tabelle 2.23

Qualitativer Vergleich einiger Nodellparameterdarstellungen
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Sind die wichtigsten Feldgrifen _ ] ) .
aus einem Parametersatz berechen- Jja Jja nein nein nein ja ja Jja
bar? .
Ist die Darstellung auf der Ober- L . . . . . . .
. - bygediipe n nein a
fliche und im AuRenraum giiltig? Ja Ja | nein ;g g;n ;% ja Ja J Ja
(aber | (aber
nicht nicht
harmo- | harmo-
nisch) |nisch)
Haben die Parameter lokal be- . . . . . . . .
. a a a
grenzten EinfluB? nein y Ja | Ja Ja Ja J J J
Ist eine effektive Auswertung der
Darstellung durch den Computer
noglich? 1 -2 2 3 1 1 1-2 2 1
1 = sehr gut, 2 = gut,
3 = nicht gut
Ist die Darstellung geeignet zur R . . . . . . .
. - X n nein a il=-
Nutzung in analytischen Theorien? Ja | Ja | nein jnei © Ja J zgise
Haben die Modellparameter geophysi-|
kalische Bedeutung? (is20)] ja | nein |nein nein (i.a.){nein| ja
Ist Kombination mit Geophysik nein nein

Wie aus den aufgezeigten Zusammenhiingen mit anderen Darstellungsformen und den vorteilhaften
Eigenschaften deutlich wird (siehe Tabelle 2.2.), nimmt die Punktmassenmethede in gewisser
Weise eine Sonderstellung ein. Mit ihren potentiellen MOglichkeiten kommt sie dem Idealfall
einer universellen Darstellungsform offenbar am néchsten. Ihre Einfachheit als Summe iiber
reziproke Abstidnde macht sie fiir numerische Anwendungen unter Nutzung der modernen Rechen-
technik besonders attraktiv. Sowohl die Kugelfunktionsdarstellung, bei der jeder Parameter
auf der gesamten Kugeloberfliche eine gleich groBe Wirkung hat, als auch die Darstellung
durch eine Flichendichte, die wegen des extrem begrenzten Einflusses jedes Fl&dchenelements
zur Modellierung lokaler Strukturen des Feldes sehr gut geeignet ist, kdnnen als Grenzfédlle
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der Punktmassendarstellung aufgefalt werden. Die Harmonizitdt der Darstellung im AuBenraum
ist automatisch gesichert und alle FeldgrtBen sind leicht berechenbar. Auf der anderen
Seite ist die Darstellung durch Uberlagerung von Punktmassenpotentialen als Diskretisie-
rung von kontinuierlichen Dichteverteilungen die natiirlichste, den wirklichen physika-
lischen Ursachen am besten angepaBte Form. So erzeugt jede Punktmasse das gleiche duBere
Feld wie eine kugelsymmetrische Dichteanomalie und jeder von der Kugelsymmetrie abweichen-
de Storkdrper im Erdinnern (wie z.Be. Linienelemente, flichenhafte Gebilde, Prismen usw.)
kann durch mehrere Punktmassen approximiert werden. Obwohl diese letztgenannten Eigen-
schaften fiir die reine Approximation des &HuBeren Gravitationsfeldes von untergeordneter
Bedeutung sind, machen sie doch gerade die Punkimassenmethode zu einer Darstellungsform,
die dazu beitragen kann, Geophysik und Geod&dsie zu verbinden und alle verfiigbaren Informa-
tionen zu nutzen, um das Wissen liber die Beschaffenheit des Erdinnern zu vervollkommnen.
Dieser Punkt soll hier jedoch nicht weiter ausgefiihrt werden; die vorliegende Arbeit be-
schéftigt sich lediglich mit der Aufgabe, die Approximation des HuBeren Gravitations-
feldes zu untersuchen.

Wie gezeigt wurde, ist die Ausnutzung der potentiellen lMoglichkeiten der Punktmassen-
methode auf diesem Gebiet vor allem mit der Wahl der Punktmassenpositionen verbunden.

Die wichtigsten Fragen in diesem Zusammenhang sind allerdings noch nicht ausreichend
theoretisch und praktisch untersucht bzw,., gekldrt worden. Sie sollen hier wie folgt
formuliert werden:

a) Ist es prinzipiell mtglich, bei der Approximation eines ZuSeren Feldes durch Uber=-
lagerung von Punktmassenpotentialen neben den Massen auch die Lage der Punktmassen
zu optimieren?

b) Gelingt es, einen Algorithmus zu erarbeiten, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld
in Form von MeBwerten auf der Erdoberfliche durch schrittweise ErhShung der Zahl der
Punktmassen approximiert werden kann, wobei die Anpassung fiir die jeweilige Zahl der
Magsen optimal ist?

¢) Ist die Approximation mit optimierten Punktmassenpositiocnen signifikant giinstiger,
als eine Methode beil der eine gleichmiBige Verteilung der Massen angenommen wird?

Einige Aussagen und LOsungssétze zu diesen Problemen sind in (BARTHELMES, 1980, 1981,
1982) und (KAUTZLEREN, BARTHEIMES, 1983), schon enthalten. Dort wird am praktischen
Beispiel gezeigt, daB die Optimierung der Positionen einzelner Punktmassen mumerisch un-
problematisch ist und daB auch fiir mehrere Massen (bis zu 34 getestet) die gemeinsame
iterative Verbesserung der Positionen mdglich ist, wenn die N#herungs- oder Startwerte
fiir die Punktmassenpositionen entsprechend der Lage der Anomalien des Feldes gewdhlt
werden. Der dort vorgestellte Algorithmus ermBglicht auch die in ¢) geforderte schritt-
weige Approximation, ohne daB die Anpassung filir die jeweilige Zahl von Massen aller-
dings optimal ist. Es zeigte sich aber, daB schon die Anordnung der lMassen an den grdBten
Anomalien ohne eine gemeinsame Optimierung einer Gleichverteilung deutlich iiberlegen ist.

Die Losung der oben formulierten Fragen auf der Grundlage der zitierten Voruntersuchungen
steht im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen.
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3. Punktmagsenapproximation mit automatischer Optimierung der Orte der Massen

3.1. Punkimassenpotentiale als Basissystem im Hilbertraum

Wie sich zeigen wird, ist die Frage, ob auch die Orte der Punktmassen optimiert werden
kbnnen, eng verbunden mit der Frage nach der linearen Unabhingigkeit des betrachteten
Systems von Punktmassenpotentialen. Die Vollstiéndigkeit dieses Systems ist wiederum
Voraussetzung dafiir, daB jedes &HuBere Feld theoretisch mit einer beliebigen Genaunigkeit
dargestellt werden kann, Fiir die Diskussion dieser Fragen und fiir die mathematische Aus-
arbeitung eines Approximationsalgorithmus® bieten sich die Mittel der Funktionalanalysis
ane

3.1.1. Einige Definitionen aus der Funktionalanslysis

Die folgenden Definitionen kann man z.B., in (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, Erginzungs-
band, Pkt. 8.,1.1.), in (MORITZ, SUNKEL, 1978, Beitrag von TSCHERNING) oder in (ACHIESER,
1953) nachlesen.

Definition 1:

Eine Menge R von Elementen U,V, ... heiBlt ein reeller (oder komplexer) linearer Raum,
wenn in R die Operationen Addition und Multiplikation mit reellen (oder komplexen)
Zahlen a,b erklirt sind und folgenden Axiomen geniigen:

1) Zu zwei beliebigen U, VER ist eindeutig die Summe
U + VER erklidrt und es gilt (fiir WeR) (U+V) + W=U + (V+W), U+ V =V + U,
Es existiert ein Nullelement O €¢R mit der Eigenschaft O + U = U fir alle U <R
und zu jedem U <¢R existiert ein Element - U <R mit der Eigenschaft U + (=U) = O,

2) Zu jedem U ¢R und jeder reellen (oder komplexen) Zahl a ist erklirt: al = a ¢ U ¢R.
Diese Verkniipfung erfiillt die Regeln
a(U0+ V) = aU + aV, (a+b) U = alU + bU; U, V&€R; a, b reell (oder komplex)
(ab) U = a (bU)
1 U =1,

Definition 2:

N Elemente U1, ecey UﬂweR heiBlen linear unabhingig, wenn
N
ZaiUi=@ nur For a; T a2 = ... =a, =0
i=1
richtig ist.
Ein unendliches System heiBt linear unabhiingig, wenn je endlich viele verschiedene
Elemente des Systems linear unabhingig sind,

Defintion 3:

Ein linearer Raum R heiflt normierter Raum, wenn jedem Element U ¢R eine reelle Zahl
lull 2 0, die Norm des Elements U, zugeordnet ist und diese Norm folgende Eigenschaften
hat:

14 loll =0 nur fiir U = 0
2e kUl = [a] WUN fiir alle reellen Zahlen a
3. lu+vll = 1ol + IVl (Dreiecksungleichung)
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Definition 4:

Ein reeller linearer Raum R heiBt ein Raum mit Skalarprodukt, wenn jedem Elemehtepaar
U, VER eine reelle Zahl <iulvj> , das Skalarprodukt der Elemente U und V mit folgenden
Eigenschaften zugeordnet ist:

1. <U|V>  reell, <Ulv> 20, <U|U> = 0 nur fir U =0

2. Ulv> = viu>

30 laglUy + apUa [V = ap<U VD> + ap<lUa VD> . 1

In einem Raum R mit Skalarprodukt kann man die Norm immer durch HU“ = <iU[U:§
definieren, so daB R auch ein normierter Raum ist. Solche Rémme nennt man unitidr, Mit
”U —VH ist in R eine Abstandsdefinition gegeben.

Definition 5

Zwel Elemente U, V eines unit8@ren Raumes heiBlen zueinander orthogonal, wenn <3J‘V:> =0
ist. Eine endliche oder abzihlbare Menge von Elementen { U;,Us,...,Ux,... s bildet ein
Orthonormalsystem, wenn <iUi[Uj>> = diy .

Definition 6:

Ein System von Elementen { Ui} heiBt vollstdndig im normierten Raum R, wenn zu jedem

Ub €R und jeder reellen Zahl g>[] eine Linearkombination U der Elemente Ui‘existiert
mit (U - Ugll < ¢

Definition T

Eine Folge { U;; (U; €R) heiBt Fundamentalfolge oder CAUCHYfolge, wenn es zu jeder
Peellen Zahl £>0 eine natiirliche Zahl N(g¢) gibt, so daB fiir alle i, j > N(g) gilt

o, - Uyl < e
Definition 8:
Der Raum R heiBt vollst&Zndig, wenn jede Fundamentalfolge in R einen Grenzpunkt hat.
Definition 9:

-

Ein vollstédndiger normierter Raum mit Skalarprodukt heiBt Hilbertraum.

Nun wollen wir die Menge H aller Funktionen V betrachten, fiir die folgendes gilt:

() V ist 2mal stetig differenzierbar im AuBenraum £ und auf der

(regularisierten) Erdoberfldche ¢ , dap heift im Gebiet Q
B> V erfSllt die LAPLACE Gleichung in @ : AV =0

(3.1)1 c) V ist reguldr im Unendlichen, d.h.

v | = 0(RE') &+ 0@ = LANDAU - Symbol

lgrad VP | = 0CR®)

Die Menge H ist offenbar ein reeller linearer Raum (vgl. Def. 1).
Diesen linearen Raum H kann man mit folgendem Skalarprodukt ausstatten:

3.2 <Uv>=Efuwds : Uven,

g
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wobel o eine Kugel mit dem Radius Re ist und die Elemente von H guadratintegrable Rand~
werte haben miissen. Mit diesem Skalarprodukt ist H ein vollstédndiger Raum und somit ein
Hilbertraum, der die Bezeichnung HK erhalten soll (siehe: KRARUP, 1969 oder auch den
Beitrag von TSCHERNING in: MORITZ, SUNKEL, 1978).

3e1¢2. Vollstdndigkeit der Punkimagsenpotentiale

Die Bedeutung der Vollstdndigkeit eines Systems von Elementen wird aus Definition 6
sofort klar. Nun steht die Frage, ob Punktmassenpotentiale im Raum HK ein vollstdndiges
System bilden kdnnen. In (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (FREEDEN, 1980) wird gezeigt,
daB Punktmassenpotentiale ein vollstdndiges System in HK bilden, wenn die Massen dicht
auf einer regulédren Fl&che innerhalb o liegen. Unter "dicht" versteht man hier, daB es
in beliebig kleiner Umgebung Jjedes beliebigen Punktes der Fldche noch Punkitmassen gibt.
Eine wichtige Eigenschaft des Hilbertraumes HK ist d@ie Separabilitdt, d.h. seine Di-
mension ist unendlich aber abzdhlbar, Das folgt unter anderem aus der bekannten Tat-
sache, daB das System der Kugelfunktionen, welches ja eine vollstdndige orthonormale
Bagis in HK ist, ebenfalls abzdhlbar ist. Flir die Darstellung eines beliebigen Feldes
durch Punktmassen sind also im allgemeinen abzdhlbar unendlich viele Punktmassen not-
wendige.

3e1e3. Iineare Unabhingigkeit

Pir die Potentiale ¢ (P> ¢ H (Peﬁb von abzdhlbar vielen Punktmassen (i =1, eeey N),
welche auf einer geschlossenen Fliche innerhalb o , also in E3\§Eliegen, wurde die
lineare Unabhidngigkeit in (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (MARﬁENKO, 1982a) bewiesen.

Plir beliebige Anordnungen der Punkimassen in E3\Q haben STROHMEYER und BALLANI (1984)

2 Beweise fiir die lineare Unabhéngigkeit vorgelegt. Das heifit, 2 Konfigurationen von
endlich vielen Punktmassen im Erdinnern erzeugen im AuBenraum immer verschiedene Poten-
tiale, wenn nicht beide Punktmassenkonfigurationen identisch gind. Das ist ein sehr
wichtiges Ergebnis, denn es ist die theoretiséhe Voraussetzung fiir den praktischen
Versuch, bei der Gravitationsfeldapproximation durch Punktmassen auch die Orte der
Massen als freie (zu bestimmende) Parameter anzusehen.

Im Zusammenhang mit dem Inversen Problem der Potentialtheorie ist das Ergebnis unter
folgendem Gesichtspunkt interessant:

Die Losung der Inversen Aufgabe ist zwar fiir kontinuierliche Massenverteilungen viel-
deutig, aber fiir endlich viele punktformige oder kugelsymmetrische Quellen ist sie ein-
deutig. Man kdnnte sogar den SchluB ziehen, das Inverse Problem fiir die Erde sei ein-
deutig, da sie Jja aus endlich vielen Atomen, die man als kugelsymmetrische Massenver-
teilungen ansehen kann, besteht. Abgesehen davon, daf dieser Schluf wegen der Bewegung
der Atome und wegen der quantentheoretischen Grenze der MeBgenauigkeit nicht richtig ist,
und abgesehen davon, dafl diese Zahl der Atome natiirlich numerisch nicht beherrschbar

ist, macht sich die Vieldeutigkeit der Ldsung fiir kontinuierliche Massenverteilungen

bei der Approximation durch Punktmassen in einer mit der Zahl der Punktmassen steigen-
den numerischen Instabilitidt bemerkbar.

Um einerseits einen besseren theoretischen Einblick zu vermitteln und weil andererseits
fiir die Gravitationsfelddarstellung durch Punktmassenpotentiale deren lineare Unabhingig-
keit von so groBer Bedeutung ist, soll dieses Problem doch noch etwas ausfithrlicher
behandelt werden. Wie aus Definition 2 ersichtlich, ist die Eigenschaft der linearen Unab-
héngigkeit nicht an eine Skalarproduktdefinition gebunden, d.h. verschiedene Skalarprodukt-
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definitionen #ndern nichts an dieser Eigenschaft (wohl aber im allgemeinen an der Ortho-
gonalitdt eines Systems von Elementen), Im folgenden soll eine Variante des Beweises

der linearen Unabhingigkeit vorgestellt werden, die sich etwas von den in (STROMEYER,
BALLANI, 1984) vorgestellten Beweisfiihrungen unterscheidet und die eine Skalarprodukt-
definition voraussetzt.

Die Elemente ¢, (i = 1, ..., N) eines Hilbertraumes H sind dann und nur dann linear unab-
hingig, wenn fiir die GRAMsche Determinante D gilt:

[ <¢1!¢1> loplea> ... <<1>1ld>N>'1
oo loy > <logle, > ... <oplay>

(3.3 D = det . + 0

|-<‘1’N|¢1> loglea> ... loyley>

[ 4
b

Ist {hl} ein vollstédndiges Orthonormalsystem in H, so kann jedes Element ¢, durch

o0

B4 9 =) a;h
1=1

dargestellt werden und die Koeffizienten sind durch
3.5 ay = <& by >

gegeben. Fiir die Elemente der GRAMschen Determinante (3.3) ergibt sich aus (3.4) wegen

<hylhe> = dy @

@.8 <oy le,> =) anap
1=1

Mit
-011 aig e W
az1 d22
GE.70 A=
| ONL N2 R

folgt fiir (3.3):
(3.8) D = dek (AAD
Werden jetzt die Elemente ¢ mit den Punktmassenpotentialen

3.9 ¢, P = 17" (g, P

identifiziert und der Raum H mit HK, dann ist mit den Kugelfunktionen Enm und §;m
(siehe Pkt. 2.3.4. (2.17) bis (2.20)) ein vollsténdiges Orthonormalsystem in Hy bekannt.
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Mit der Zuordnung

p~

h(P) = Qbo ’

hg(P) - 010 ) _

hse(P) = Cu , h(P) = 5u

hs(P) = Cn ’ ~
G109 pgp) = Cu , m(P) = Om

w(P) = G W) = Sum

Jk—n-+%n+&w)a (l=n’+2m+1)

kann (3.4) explizit angegeben werden. Die Elemente der Matrix A (siehe (3.5) und (3.7))
sind durch (2,79) und der Zurodnung aus (3.10) gegeben:

I

(—5P> Cnm(a D s k= (el) +2m ]

3. 1D

i

a;1 = ap (qi) 2n+1 (—GL‘) Snm (A q) s 1=n(n+1) +Zm

Findet man zu jeder Matrix A, also zu jeder beliebigen Verteilung der Punktmassenorte
qi = (Rq-’km’9@i> , immer eine Matrix B, so daB die (N ¢ N) - Einheitsmatrix I durch

(3.12> AB =1

erzeugt werden kann, dann ist (3.3) gezelgt denn aus (3.12) folgt, daB A den Rang N hat.
Dann hat anch die (N ¢ N)-Matrix (AA ) den vollen Rang N und es gilt D = det (AA ) # 0,

Mit (3.11) erkennt man, daB die i-te Zeile l} 19 8509 ...] der Matrix A gerade das voll=-
stdndige System der inneren Kugelfunktionen (multipllzlert mit dem Faktor 2n+1)’ ausgewer-
tet fiir den Ort der i-ten Punktmasse, darstellt. Wenn fiir beliebige Anordnung von N Punkten
(q1, Qos seey qH) innerhalb der Kugel o immer Funktionen Uk(q), (k =1, oeey N) existieren,
die im Inneren von o harmonisch sind und die Eigenschaft

(3.13) Uk (q:) = &

haben, dann ist die lineare Unabhingigkeit wvon Potentialen, die durch Punktmassen an den
Orten q; (i =1, eeey N) erzeugt werden, gezeigt. Wegen der Vollstiéindigkeit der inneren

Kugelfunktionen bezliglich aller im Inneren von o harmonischen Funktionen existiert dann

ja auch immer die Reihenentwicklung von Uk(q) pach inneren Kugelfunktionen, welche unter
Verwendung von (3,11) die Form

(3.14) Ug(@ = ) bikar (@
1=1

hat.
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Es existieren also immer solche Koeffizienten b,y daB (3.13) erfiillt ist. Die Koeffizien-

ten blk sind dann aber gerade die Elemente der gesuchten Matrix B in (3.12). Der Beweis
reduziert sich also darauf, zu zeigen, daB immer harmonische Funktionen mit der Eigenschaft

(3.13) existieren. LiBt man filir die Lage der Punkte a5 nur eine konzentrische Kugelfl&che op

im Inneren von s zu, dann ist der Beweié jetzt einfach, da in (3.14) liber Kugelflichen-
funktionen summiert wird und damit jede stetige Funktion auf oy darstellbar ist. Diese
Aussage kann man sofort auf alle Fldchen innerhalb ¢ verallgemeinern, auf die eine ein-
deutige radiale Projektion von o aus mbglich ist. Die Existenz einer Funktion, welche

im Inneren von ¢ harmonisch ist und gleichzeitig die Eigenschaft (3.13) fiir beliebige
Punkte a3 besitzt, ist nicht von vornherein klar.

Es ist 1nterssant daB der entscheidende Punkt der Bewelsfuhrung in (STROHMEYER, BALLANI,
1984) ebenfalls mit der Konstruktion einer solchen Funktion zusammenhdngt. Sie wird dort
in folgender Form gefunden:

(3. 19 Uk (ql) = Uk (xl,y]_,zl) =

N

=Re | TT (Cyx=xp) + Caly=y) = 1(C1+C2)2(z ~21)) |
1k
1=1

wobei C, und G, beliebig rell sind, i = 4-T die imagindre Einheit ist und Re [...] den
Realteil des Klammerausdrucks bedeutet (Uk(qk) = 1 kann durch Normierung immer erreicht
werden). Es ist bemerkenswert, daB dieser Beweis der linearen Unabhéngigkeit von Punkt-
massenpotentialen leicht auf beliebige Kernfunktionen der Form (2.,40), welche ihre Pole
in q4 (1 =1, ¢eey N) haben, iibertragen werden kann. Mit (2.78) kann man sie ebenfalls
nach Kugelfunktionen entwickeln und die resultierenden Kugelfunktlonskoeff1z1enten, die
hier mit Ci (k ) und sl (k) bezelchnetwerden sollen, unterscheiden sich von den Koeffi-

zienten fur Punktmassenpotentlale C und S in (2.79) nur durch den Faktor k. Rq s
0 i

Cim (k) = ClokaRy

3. 16 )
S (k) = SikaRy

was nichts an der Beweisfilhrung #ndert.

3.2. Ausarbeitung eines Approximationsalgorithmus?

3.2.1. Formulierung des Algorithmus'

Das Problem soll zuerst anschaulich erliutert werden.

Wir nehmen an, das Gravitationsfeld ist auf der (regularisierten) Erdoberfliche vorgegeben
und soll durch Punkimassen im Erdinneren approximiert werden. Dabei werden wir hier als
Randwerte entweder Potentialwerte (entsprechend der Skalarproduktdefinition (3.2)) oder
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(wie sich spiter als giinstiger herausstellen wird) Normalenableitungen bzw. Gradienten
entsprechend der 1. oder 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie in Betracht ziehen.

Aus der linearen Unabhingigkeit ergibt sich die Tatsache, daB fiir beliebig vorgegebene
Punktmassenpositionen die Massen im Sinne einer Approximation immer eindeutig bestimmbar
gind. Das heiBt aber auch, daB durch die Kenntnis eines Feldes (d.h. seiner Randwerte),
welches aus endlich vielen Punktmassen erzeugt wird, die Orte der Massen ebenfalls eindeu-
tig festgelegt sind, denn es gibt ja nur eine einzige Punktmassenverteilung, die gerade
dieses Feld erzeugt. Uber eine Methode, wie diese Orte praktisch bestimmt werden kdnnen,
ist damit natiirlich noch nichts ausgesagt.

Bei der Approximation eines realen Feldes durch Uberlagerung einer endlichen Zahl von
Punktmassenpotentialen steht nun die Aufgabe, mbglichst die Punkitmassenpositionen zu
finden, welche nach Bestimmung der Massen den Restfehler (d.h. die entsprechende Norm)
minimieren., Wihrend die Berechnung der Massen bei vorgegebenen Orten ein lineares Problem
darstellt und somit leicht losbar ist, filhrt die Bestimmung der Positionen auf ein nicht-
lineares Gleichungssystem (vgl. Pkt. 4.3. bzw. 4.4.).

Betrachtet man den Restfehler in Abhingigkeit von den Punkimassenpositionen, wobei die
Massen selbst jeweils optimal seinhsollen, so wird diese zu minimierende Funktion im gll-
gemeinen mehrere lokale Minima besitzen. Es steht nun die Aufgabe, einen Algorithmus zu
entwickeln, mit dessen Hilfe die Punkimassenpositionen gefunden werden, die dem "besten"
lokalen Minimum, algso dem globalen Minimum, entsprechen.

Bei derartigen Approximationsaufgaben ist es bekanntlich kein Problem, fiir irgendwelche
Startwerte das nichstgelegene lokale Minimum zu finden. Es miissen also solche Start-
werte fiir die Orte der Punktmassen gefunden werden, welche das globale Minimum liefern.
Fiihrt man sich vor Augen, daB die Zahl der Punkimassen fir sinnvolle Anwendungen meist
die GroBenordnung 100 (teilweise sogar betrdchtlich) liberschreiten wird, dann wird deut-
lich, wie kompliziert die Aufgabe ist, das globale Minimum unter vielen lokalen Minima in
einem Raum zu finden, dessen Dimension die 300 iibersteigt (jeder Punktmassenposition ent-
sprechen ja 3 Unbekannte). Erschwert wird die Aufgabe noch, weil es nicht ausgeschlossen
ist, daB zwei (oder mehrere) Punktmassenkonfigurationen (die unterschiedliche Felder er-
zeugen) das vorgegebene Feld im Sinne der numerischen Rechengenauigkeit gleichermafBen

gut approximieren,

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen ist es aber gar nicht notwendig, um jeden Preis

das "beste" Minimum zu erreichen.

Es ist v6llig ausreichend, die Aufgabe zu stellen, ein lokales MNinimum zu finden, welches

dem Restfehler des globalen Minimums nahe kommt und in irgendeinem Sinn ausgezeichnet ist,
so daB es numerisch "auffindbar" ist. Es ist ja ohnehin immer mglich, die Approximations—
genauigkeit durch ErhShung der Zahl der Punktmassen zu verbessern.

Bei einer Normdefinition, welche letztlich auf die Methode der kleinsten Quadrate filihrt,
kvnnte man z.B. die Zusatzforderung stellen, gerade das lokale Minimum zu suchen, welches
der kleinsten maximalen (punktweisen) Abweichung der beiden Felder auf dem Rand entspricht.
Diese Forderung erscheint durchaus sinnvoll und ist je nach praktischer Anforderung an die
Approximation mdglicherweise sogar der Suche nach dem globalen Minimum vorzuziehen, DaB

ein solches lokales Minimum bei bestimmten Eigenschaften des zu approximierenden Feldes so-
gar mit groBer Wahrscheinlichkeit mit dem globalen Minimum zusammenfdllt oder zumindest
einen vergleichbaren Restfehler liefert, wird noch diskutiert,
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Nach der Vorbereitung in Pkt. 3.1. kann jetzt die Approximationsaufgabe im Hilbertraum HK
formuliert werden. Einer der wichtigsten Vorteile besteht dabei darin, daB die Gesetze
und Vorstellungen aus dem 3~dimensionalen Euklidischen Vektorraum im wesentlichen ins
Mehrdimensionale Ubertragbar sind.

Aber bevor wir uns der Approximation des Potentials (bzw. des Stdrpotentials) TtEHK durch
Punktmassenpotentiale zuwenden, soll die Approximation durch ein Orthonormalsystem

{h;e He + G=1,2,...0% erldutert werden.

Der Auswahl von N optimalen Punktmassenpositionen aus der unendlichen Vielfalt von Mog-
lichkeiten entspricht jetzt folgende analoge Aufgabe:

Aus der Menge der orthonormalen Basisvektoren {FH , (i=1,2,...)} sollen N Vektoren so
ausgewdhlt werden, daB (fiir ein festes N) der Vektor T am besten approximiert wird. Das
kann man folgendermaBen aufschreiben (NZ ist die Menge der natiirlichen Zahlen):

G.19) |71 - ZN TRy by Il = MIN {HT - ZN UL P S Nz}.

Wegen der Orthonormalitidt sind die Koeffizienten durch die Skalarpredukte der Basisvek-
toren mit dem zu approximierenden Vektor T, also durch Projektion von T auf den ent-
sprechenden Basisvektor, sofort gegeben. Die Forderung (3.19) kann um%eformt werden, indem
die Norm durch ihre Definition iiber das Skalarprodukt, HU“ = <iU|U>>/2, ersetzt wird:

!2

@20 |1 - ‘E UL

= MIN{ <T - il {Tlhe Db | T - ZN <Tlhk1>hkl> : ky o€ Ny }

1=1

Fiir die rechte Seite ergibt sich:

IEN: <Tlhkl>hkl> . 12: <hk1|hkl><ﬂhkl>2] . ke Nz}

=]

(3.2D MIN{[<T|T> - 2<T
und mit <:hkllhk1>> =1

(3. 22 MIN{ TIT> - 12: <T|hk1>2 : k€ Nz}

Da die Norm in (3.19), also auch die Differenz in (3.22), positiv sein muB, kann man die

Bagisvektoren hi auch durch
1

(3. 23 }:N <T]hil>2 = MAX{i <T|hk1>2 : ke Nz}

bestimmen.
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Die gestellte Minimierungsaufgabe (3.19) kann man also légen, indem aus der abzihlbar
unendlichen Menge der orthonormalen Basisvektoren {Hh, , (i=1,2...)} jene ausgewshlt
werden, welche die betragsmaflig groBten Skalarprodukte mit dem zu approximierenden Vektor
haben. Das ist ein bekanntes, und in Analogie zum 3~dimensionalen Buklidischen Vektor-
raum auch anschauliches Ergebnisg, das hier zum besseren Verstidndnis des folgenden noch
einmal aufgezeigt wurde.

Soll nun die Approximation schrittweise erfolgen indem die Zahl der beriicksichtigten
Basisvektoren bis zu einer vorgegebenen Approximationsgenauigkeit erhtht wird, dann muB
man in jedem Schritt jeweils aus der noch nicht berlicksichtigten Menge von Basisvektoren
den Vektor auswihlen, der das betragsméBig groBte Skalarprodukt mit dem Vektor T liefert.
Sind also schon (N-1) Basisvektoren {{jﬁ , G=1,...,N-1?} ausgewdhlt, so findet
man den n#chsten durch:

2 2
(3. 24) <T|hiN> =MAX{<T|hkN> e kye Na\{ig, ... ,iN_l}}

Will man den N-ten Basisvektor aber aus der gesamten Menge { h, , (i=1,2,...7} aus=-
wahlen, dann kann man (3.24) ersetzén durch:

2

hkN> :  kye NZ}

(3. 2% <T]hiN>2 = MAX{ <T - bf {Tlhg Dby,

Dag ist unter der Voraussetzung der Orthogonalitdt offensichtlich, wenn man beriick-
sichtigt, daB das duBere Skalarprodukt in (3.25) fiir die FiHlle ky = 1, (1 =1y eeey N=1)
den Wert Null annimmt, da diese Komponenten ja bereits von T subtrahiert worden sind.
(3.25) liefert also den gleichen Vektor hiN wie (3.24).

Als Bezug zur Praxis sei die Darstellung durch die orthonormalen Kugelfunktionen erwdhnt.
Die schrittweise Approximation durch die Basisfunktionen mit dem jeweils groSten Einflufl
ist dort wegen der spektralen Eigenschaft des realen Gravitationsfeldes der Erde im
wesentlichen durch die natiirliche Reihenfolge der Kugelfunktionen gegeben,

Nun soll die uns eigentlich interessierende Approximation durch Punktmassenpotentiale
untersucht werden. Hier ist das Problem komplizierter. Zum einen sind die Punktimassenpoten-
tiale als Basisvektoren nicht orthogonal (vgl. Pkt. 3.2.2,) und zum anderen liegen sie
nicht von vornherein durchnummeriert vor. Jeder Punktmassenposition q; € Eg\ﬁi (also inner=-
halb der Erde gelegen) entspricht ein Basisvektor

(3.28) ¢, P = $P,q) = 1P, g

mit einer bestimmbten Richtung im unendlichdimensionalen Hilbertraum HK. Hier entsteht
scheinbar ein Widerspruch zwischen der Auswahl der Punkimassenorte aus der Menge E3\Q ’
also einer iiberabzéhlbaren Menge (jeder Position entspricht ja ein Koordinaten-Tripel aus
der Menge der reellen Zahlen) und der Tatsache, daB die Dimension von HK abzdhlbar ist,
also auch eine abz#dhlbare Menge von Punktmassen zum Aufspannen des Raumes HK ausreicht
(siehe Pkt. 3.1.2.). Beriicksichtigt man gber, daB die abz#hlbare Menge der rationalen
Zahlen in der Menge der reellen Zahlen dicht liegt (vgl. z.B.: ACHIESER, 1953, S. 14),
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dann kann man die Auswahl der Punkitmassenpositionen aus der lenge E3\§§ als Auswahl aus
einer abzidhlbaren lMenge auffassen. In diesem Sinn ist der Index "i" der Punktmassenorte
q; in (3.26) zu verstehen., Denkt man auBerdem daran, daB die Stellenzahl der (in Dual-,
Dezimal~- oder einer anderen Form) verwendeten rationalen Zahlen in der Praxis immer end-
lich ist, dann erfolgt die Auswahl der Punktmassenpositionen sogar aus einer endlichen
Menge. Doch diese Uberlegungen dienen vor allem gedanklicher Klarheit; das Problem wird
dadurch nicht einfacher, da eine natiirliche Reihenfolge der Punkimassenpotentiale als
Bagisvektoren, wie es bei den Kugelfunktionen der Fall ist, hier fehlt.

Die Aufgabe, fiir vorgegebene Punktmassenorte 93 die Massen Ps (i =1, ;.., N) im Sinne
einer Approximation zu bestimmen, 13#8t sich wie folgt formulieren (E ist die Menge der
reellen Zahlen):

N N
@27 T =) el = MIN{ It - ) wiell + wie E}
i=1 i=1 N

Wir wollen hier und im folgenden vereinbaren, daBl die Gravitationskonstante C in den
Punktmassen Ry enthalten sein soll,

Sollen auch die Positionen der N Massen variiert werden, dann hat die Forderung folgen-~
de Form:

N N
3.2 1 -) well = MIN{ [T = ) wie@,abll @ ple B qle E3\g5.}
i=1 i=1 .

Die praktische Realisierung dieser Forderung fiir vorgegebenes N fiihrt aber auf die schon
erlduterten Schwierigkeiten der Wahl der Startwerte fiir die Bestimmung der a3 (L = 1y saeesN)e

Wie ist nun die Situation bel einer Approximation durch schrittweise ErhShung der Zahl N
der Punktmassen? Angenommen, fiir ein festes N sind die optimalen Punktmassenorte bekannt,
dann hat die Nichtorthogonalit&dt der Punkimassenpotentiale zur Folge, daB beili Hinzunahme
einer neuen Masse, also Erhthung der Zahl von N-1 auf N, streng genommen alle Positionen
neu bestimmt werden miissen. Nun liegt der Gedanke nahe, daB der EinfluB der neuen Punkt-
masse auf die restlichen nicht zu grof ist, so daB die bisherigen N-1 Positionen als
Startwerte fiir die neue Optimierung verwendet werden kdnnen. Bleibt die Frage nach dem
Startwert fiir die N-te Position. Thn k&nnte man wie im orthogonalen Fall (vgl. (3.25))
bestimmen, also durch Suche nach der Punktmasse, deren Potential das betragsmiBig groBte
Skalarprodukt mit dem noch zu approximierenden Feldanteil hat, 4

Dieses Vorgehen ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn die meisten der verwendeten
Punktmassenpotentiale "fast"™ orthogonal gum N-ten Punktmassenpotential sind, d.h. wenn
die Winkel zwischen den entsprechenden Basisvektoren im Hilbertraum in der N&he von

90° liegen, Wie in Pkt. 3.2.2. gezeigt wird, kann durch Einfiihren einer neuen Skalar-
produktdefinition diese Forderung besser erfiillt werden.
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Um den hier verbal angedeuteten'Approximationsalgorithmus mathematisch zu formulieren,
ist es vorteilhaft, anstelle der Punktmassenpotentiale ¢, normierte Potentiale ¢; und
damit auch normierte Koeffizienten.gi zu verwenden:

(3.29) &, b = s

AuBerdem soll der Fakt, daB mit jeder neuen Gesamtzahl N von Punktmassen alle Orte 9

(i =1, s0ey N) (und damit alle N Basisvektoren &, und Koefflzlenten By ) wieder ver-

andert werden, bei der Bezeichnung der Orte qg, der Potentiale @ und Koeffizienten

El durch einen oberen Index beriicksichtigt werden.
Kommen wir nun zur Formulierung des Approximationsalgorithmus', wobei die Abkiirzungen:
3 = 3P, o5 und @ =8P, g7

verwendet werden:

[ 1.Schritt

Beskimmumg von q% und damit @%, sowie H% durch:

<tlei> = max { <78 > : qte B\Qp und ul = <Tl8l>
2. Schritt

a)Bestimmung des Ndherungswertes a% bzw. 5% durch:

g% = gl also 8% = 81
b) Bestimmung des Naherungswertes §3 bzw. &3 durche
3.3y <1 - plel | $§j>2 = MAX{ <T - uisl | @*j>2 . gte EN\Qp
o) Bestimmung von of bzw. 37, pi i o bzw. 85, pf durch:

2 2
I =)0 pdadll = mIN{lIT - )0 pretll = qie EXN\G; pleE)
i=]1 i=1

N-ter Schritt

a) Bestimmung der N&herungswerte §§ bzw. 5? (i=1,...,N-1) durch:
a§ = q?ﬂ also g? = 5?4

b) Bestimmung des Naherungswertes am bzw. g& durch:

N-1 N »
=1 i=1

cb*> . g'e E3\§3.}



52
c) Bestimmung von qr;l bzw. @? und ME‘ (i=1, ..., N> durch:

N N
It =3 whal] = MIN{IIT -y owiet] + qie ER\Q s pleE, (i=1,...,N)}
L i=1 i=1

Bevor wir zur Diskussion des vorgeschlagenen Algorithmus', insbesondere zur Diskussion
der "Fast"-Orthogonalitdt oder Quasiorthogonalitidt und der Konvergenz kommen, soll die
Skalarproduktdefinition und das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale, sowie die Be-
stimmung des Ndherungswertes jeder neuen Punktimasse betrachtet werden.

3.2.2, Wahl des Skalarprodukts/Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale

Im Pkt. 3.1. warden in Definition 4 die Eigenschaften genannt, die ein Skalarprodukt er-
fiillen muB. Es ist allgemein iliblich, die Menge der auflerhalb von o harmonischen und im
Unendlichen regulidren Funktionen (siehe (3.1)) mit dem Skalarprodukt (3.2) auszustatten.
Dem liegt die 1. Randwertaufgake der Potentialtheorie zugrunde (vgl. z.B.: MEINHOLD,
MILTZLAFF, 1977 oder SIEGL, 1973), kurz gesagt also der Fakt, daB 2 Potentiale identisch
sind, wenn sie auf dem Rand tibereinstimmen. Im Zusammenhang mit der Theorie der Hilbert-
riume mit reproduzierendem Kern (siehe z.B.,: MESCHKOWSKI, 1962) sind auch die Skalarpro-
duktdefinitionen |

.30 <ulv> = uv de

li

3.32)  <Ulv> grad U« grad V d9

il

N N I
q|** :lk‘ qih*

3.3 <ulv> grad U« grad V d@

o - DHe—" [

L
R

bekannt (siehe z.B.: LELGEMANN, 1979), bei denen die Integration itiber den gesamten
AuBenraum §2 ausgefiithrt wird.

Plir Approximationsaufgaben, bei denen das zu approxzimierende Feld nur auf dem Rand vor-
gegeben ist, was in der Praxis der allgemein vorliegende PFall sein wird, sind sie aller-
dings nicht geeignet. Fiir unsere Aufgabenstellung ist folgendes Skalarprodukt denkbar:

.36 <UIV>g = 7= § grad U+ grad V do
[«3

-

Dieser Definition liegt die 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie zugrunde, die be-
sagt, daB 2 Potentiale mit den Eigenschaften (3.1), deren Normalableitungen auf dem Rand
o ibereinstimmen, auch im gesamten AuBlenraum §2 identisch sind. Eine Unbestimmtheit in
Form einer additiven Konstanten tritt nicht auf, sie wiirde die in (3.1) geforderte Regu=-
laritdt verletzen (vgl.: MEINHOID, MILTZLAFP, 1977, S. 151). Es 188% sich leicht% nach-
priifen, daB die Eigenschaften in Def. 4 von (3.34) erfiillt werden,

Man kann den limearen Raum H der Funktionen mit den Eigenschaften (3.1) also auch mit
dem Skalarprodukt (3.34) ausstatten.

Der zugehtrige Hilbertraum soll die Bezeichnung H_erhalten.

Eine Approximation entsprechend (3.34), bei der nicht wie im Fall der klassischen geo-
dédtischen Randwertaufgabe Schwereanomalien auf einer erst (mit Hilfe der Schweremessungen)
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zu bestimmenden Fldche gegeben gind, sondern das Feld in Form der Gradienten auf der be-
kannten Erdoberfliche vorgegeben ist, kbnnte zunehmend praktische Bedeutung erlangen

(vgl. auch: FREEDEN, KERSTEN, 1980). Denn durch die Methoden der Satellitengeodisie, ins-
besondere durch das "Global Positioning System" (siehe z.,B.: FELL, 1980 oder: BOCK,
COUNSELMAN, 1984) ist ja heute eine schnelle und genaue Ortsbestimmung weitestgehend unab-
hdngig vom Gravitationsfeld der Erde mdglich,

Die Nutzung von (3.34) hitte auch den Vorteil, daB nicht die integrale GroBe des Poten-
tials, sondern die physikalisch eigentlich wirksame GrtB8e, nZmlich die Kraft selbst,
approximiert wird. AuBerdem werden die htherfrequenten Anteile des Feldes durch den
Gradienten besser widergespiegelt als durch das Potential.

Es wurde schon gesagt, daB die Winkel zwischen den Basisvektoren @T (i = 1, eeey N)

untereinander (also zwischen den Punkimassenpotentialen) im entsprechenden Hilbertraum

(HK oder H ) von Bedeutung fiir den Approximationsalgorithmus sind. Im folgenden werden

die beiden Skalarprodukte (3.2) und (3.34) filir 2 Punktmassenpotentiale ¢, und ¥ bzw,
o und @U in Abhingigkeit von den Punktmassenorten a3 und qj ausgewertet.

3.2.2.1. Das Skalarprodukt <U[V> = W ds fiir Punktmassenpotentiale in Ab-

o

hingigkeit vom Ort der Punktmagsen

Mit (3.2), (3.26) und der Abkiirzung 1, = l(P,qi) erhdlt man

3.3 <o le> = LT 17 do,
g

Nimmt man fir o die Oberfliche der Einheitskugel an und verwendet die sph8rischen Koor-
dinaten R,2,% (Radius, Linge und Kobreite) fiir den Laufpunkt P=(R,, s und den Ort der
Punktmasse oq; = q; (Ry,A;,%;) , dann gilt mit dem Kosinussatz ( v, = Vqp ist der sphé-
rische Abstand der i-ten Punktmasse zum Laufpunkt P; R, = Rq und R = 1) ¢
i
1
(3.38) 1; = 1P, q;) = (I + R§ 2R, cos¥;)?

Fiir (3.35) kann man dann schreiben:

2u T

@3.3n <o le> == [ § ARE-2R,coev)

=0 =P

1
(1+Rj~2RJOOSWJ) 2 sin® dx d$

noj—

Da wegen der Kugelsymmetrie nur die relative Lage zwischen den beiden Punktmassen interes-
siert, kann man ohne Beschriénkung der Allgemeinheit setzen:

(3.38) Ay =B & =0 a; =10

Unter Verwendung des Kosinussatzes der sphirischen Trigonometrie erhilt man:



54

cosV; = cosd

(3.39)

cos‘\PJ = cos ooswij + gind sthij cosA

wobel v,; der sphirische Abstand zwischen beiden Punktmassen ist.

Verwendet man die bekannte Reihenentwicklung nach LEGENDREgchen Polynomen:

L e
(3.48) 17 = (4 + R - 2R,c0s¥;) 2 = ) RIP, (cos¥,)

=0
go folgt aus (3.37), (3.39) und (3.40):

<<¢il¢j:> =

(3. 41

2n W oo oo

= _L%T_T'S S Z Z@ RIRY P, (cosd) P, (cos? cos¥;; + sind sinV¥; cosA) sind dr d?
2=0 $=0 n=0 m=

Nutzt man die Beziehung:

P (cosh cosV;j + sind sinV; cosd) =

(8. 42>
(n—m)

ot | n (cos®) P, (coswij) cosA

= P, (cos?) P, (oos‘l’ 22

(RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No. 6.834, S. 365) und die Orthogonalititsrelation fiir LEGENDRE-
sche Polynome:

+1
3.4 (P, P, ) dt =

-1

_2
2ntl S )

dann kann man (3.41) vereinfachen und es folgt:

_ 1
G4y ole > =) 5 P (cos¥; )
als Losung. Liegen beide Punktmassen am selben Ort (R; = Rj, ¥;; = @), so bekommt (3.37)
die Form |
{ 2w ™
3,45 <9, e, > = Z;—édx § (1 + R2 - 2R, coem ! sing dp
2

und kann leicht geltst werden. Mit der Substitution

£t =1+ R - 2R, cosd
(3. 46)
dt = 2R, sin® d¢



folgt
1 1+R;
(3. 47 o, |P; = In
<i I >> 2R, 1-R;
3.2¢2.2. Das Skalarprodukt <NV>5==f;§yvdU'smx1Vdd fiir Punktmassenpotentiale

in Abhidngigkeit vom Ort der Punktmassen

Piir das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale entsprechend (3.34) gilt:

.48 <o, le >0 = LT graddi grad A7 do

m o .

Fiir das Produkt der beiden Gradienten (Skalarprodukt zweier Vektoren im 3-dimengio-
nalen Buklidisechen Raum) gilt:

(3.4  grad(iegrad (13 = 1107 cos¥yy

wobei Y der Winkel zwischen den beiden Verbindungslinien der Punktmassen zum Lauf-
punkt P auf o ist (siehe Abb. 3.1.).

Abb. 3.1e: Zur Geometrie bei der Integration des Skalarprodukts zweier Punktmassen-
potentiale

it dem Kosinussatz erhilt man:

1§+13—1§.
(3. 50> cos¥;; = St BN
21ilj .

55
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Fiir den Abstand 1ij zwischen den beiden Punktmassen ergibt sich wieder mit dem
Kosinussatz

3.51> 1%, = RE + R} - 2R;Rjcosv,;

FaBt man (3.48) bis (3.51) zusammen, so erhidlt man

@52 <b:lo>g = [ 11717 do v [R5 do - 1§ 1P1F o |

Platziert man die Punktmassen wieder entsprechend (3.38), so daB (3.39) gilt, und nimmt
man analog zu (3.40) eine Reihenentwicklung

-3
2 -

(3.53) 1% = (1 + RS - 2RcosV¥;) =

1

1

KinPr (cos¥;)

it

2

n

mit den Koeffizienten k; als bekannt an, so folgt aus (3.52) asnalog zu (3.41) bis (3.44):

3.5 <t le, >, = %—Z + Rhkgn = Kink 125D Po(cos®yy)

Nun miissen die Koeffizienten kin der Reihenentwicklung (3.53) bestimmt werden. In (SACK,
1964) wird zwar fiir beliebige Potenzen voh 1 eine allgemeine LSsung der Reihenentwicklung
nach LEGENDREschen Polynomen angegeben , doch ist die L8sung iiber die hypergeometrische
Funktion gegeben und li8% sich nur schwierig fiir den Fall 1'3 spezifizieren. Im folgen-
den sollen die Koeffizienten k; aus (3.53) auf anderem Weg bestimmt werden.

Dazu wird die darzustellende Funktion l"3 auf die entsprechenden LEGENDREschen Polynome
P, (n=1,2, ...) projiziert:

+1

ko = § 179 P (k) db
-1

2
Z2n+l

(3. 33

Dabei gilt t = cosV und der Index "i" oder "j% wird aus Ubersichtlichkeitsgriinden hier
weggelassen., (3.55) kann partiell integriert werden:

(3. 56)

dP
[ F& P, (£)] F(t) — dt
2 1 dt )

wobei fiir die Funktion F(t) gelten muB:

dF 173

(3.37) i .

Man findet leicht:
(3.58) F&) =R



Dadurch bekommt (3.56) die Form:

2 - - 1+gl 19
- [ rirtew | - AT
(3.59 5=7kn | RUTR, M LRI
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Verwendet man fiir 1'1 die Entwicklung (3.40) und setzt die beiden Grenzen +1 und -1 fiir
t ein, so kann man fiir den ersten Teil der rechten Seite von (3.59) unter Beriicksichti-

gung von

| 1 fiir n gerade )
Pn(1)=1 und Pn(~1) ={ -1 fiir n ungerade schreiben:

(3. 60 [:R"ll‘lpn Qb):]+i = g?Ej R™ [:[ _ (_1)n+m]
- m=0 *

Mit (3.40) und der Vertauschung von Summe und Integral wird aus dem 2, Teil der rechten

Seite von (3.59):

*1 e o dp
1 -1 dPh 1 [ m n
@61 - = |1 dt = - = R § P, dt
Mit
1 dP, 2 fOr m 2 n
@.62) P(£) db = .
-1 dt 1-¢nr far- m < n

(siehe: GROBNER, HOFREITER, 1973, No. 171,5, S. 23) erhilt man fiir (3.61):

1 + dP 1 ! :l
-1 -1 = = - = ) R [1-¢D™
€6 - o _Sll -t R Zﬂ L ]

FaBt man (3.60) und (3.63) zusammen, dann ergibt sich fiir (3.59):

o0

n-1
(3.80) =rk, = = Zﬂ e [1-enm] - Zﬂ R* [ 1- 1= ]

vnd schlieBlich:

e N m ntm
(3.65 K, = S5LLY R® [ 1-¢-1>" ]

P )
m=n
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Zieht man RO

auch schreiben:

aus der Summe und beginnt die Summierung bei Null, dann kann man fiir (3.65)

[o 2]

(3. 66) Kn = —2-h2—+]'—Rn Z Rm"l l:l._(__l)m"'Zn] )
m=0g

)2ﬂ

Beriicksichtigt man, daB (-1 = 1 gilt, dann folgt

B.67) Kk, = @n+Dd R" ) R™

m={ ‘

Nutzt man schlieBlich die bekannte Reihenentwicklung

(3.68) — ~ =) R*™ for [Rl <D
1-R m=g

so erh&lt man als Ergebnis

9k @n+DR"
(3.6 n = 1~R2 .
Mit R = Ri bzw. R = R, sind durch (3.69) élso die Koeffizienten kin bzw. kjn in (3.54)

bekannt und (3.48) ist geldst.
Man kann das Ergebnis noch weiter vereinfachen. Setzt man den Ausdruck (3.51) fiir li'

in (3.54) ein und berlicksichtigt auBerdem, daB8 P (cos¥) = cos¥ gilt, dann erhdlt (3.54)
die Form:

<0

3.7 <o, le >, = %Z 2n1+1 [RTkjn *+ Rikin = Kink g RE + RS - 2R.R;P1) | P,
n=0

bzw,.:
iy 1 o ] .
<¢i l¢j>9 T2 -t 2n+1 [Rikjn + Rikin — kinkjn (R + RS :I P (ooswij) +
3.7D
1v 1
"L Bl SReRsKinkpP1 (os¥y P, (oos¥ ) = A + B .

Wir wollen nun die beiden Teile der rechten Seite mit A und B bezeichnen und eingzeln um-
formen, Mit

(3.72 PP, = %Pm ¢ 5Py

(siehe: RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No., 6.815,5, S. 361; spezifiziert fiir m = 1) folgt fiir B:
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=2 Kink +1
in'tijn g n
(3.7 B = R;R; ). (3Pt * 5o Pot)

=0 Zn+l
und
(3.74) B = R,R, [ Ninkjn (h+1) P Rinfjn Pm]
Z @ni1)2 D7 o o T

Ersetzt man in der ersten Summe n dqurch (n-1) und in der zweiten Summe n durch (n+1),
dann bleiben die Ergebnisse der unendlichen Summen unverdndert und man kann beide Summen
zusammenfassen zus

ki, n—1 kj, n-1 + l"i, n+l kj, ntl

en-D2 | (2ntd)? (”m] i
@] in}

(3.7 B = RyR; Zﬂ [

Setzt man nun das Ergebnis (3.69) fir k;, ein, dann ergibt sich nach einigen einfachen
Umformungen fiir (3.75), also fiir den 2. Teil der rechten Seite von (3.71):

(3.78) B =RR, ) " (DRI
. = N Ry - 2
b -RD R,

Pir den 1. Teil der rechten Seite von (3.71) erhilt man nach Einsetzer von (3.69):

_ z [ npn A - RURM (R2+R2) 7 P
.77 5Lzt LRERS 1—R2 TR R2 Y A-RD AR ]

Nach Ausklammern von R?Rg, Bilden des Hauptnenners und Ausklammern von (Rg + Rg) erhdlt
man:

1-(n+1) (RE+R?)
(1-R$) (1-R

(3. 78) Z RIRY

FaBt man die Ergebnisse fiir A und B, (3.76)und (3.78), wieder zusammen, dann ergibt sich
fiir (3.71) der Ausdruck:

n* (n+1) Ry Ry Z+1- (n+1) (RE+RD) P looe®. .
n ij

(.79 <8, 1¢,>4 = ) (RRP"
<ocles>y hZ:ﬂ P (1 - RD A - RY ~ '
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Man erkennt leicht, daB von dem Bruch nur der Faktor (n+1) tbrigbleibt, so daB gilt:

@80 <oy le >y = ). () RRPO" P (cosv )
n=

Man kann die Unendliche Reihe in (3.80) auch als geschlossenen Ausdruck angeben (vgl.:
HEISKANEN, MORITZ, 1967, S. 35).
Mit der Abkiirzung

3.8 L% = [1+ R,RpP? - 2R{R; cos¥,,

gilt analog zu (3.40):

(3.8 L™ =) RRO" P, (cos¥; )
n=0

oder

(3.8 R;RLT = Zﬂ RiRP™ P, (coswyy)

Durch Differentiation beider Seiten nach (RiRj) erh&lt man

(3.84) L™ - R;R;(R;R;~cos¥; ) L = Z_ﬁ (+ 1) RRP" P, (cos¥y )

was sich leicht umformen 188%t zu:

& L2 - (R,RD2% + 1 - R.R, y
(3. 85) Z_ﬂ (n+1) RyRP™ P, (cos¥; ) = 2L3J ! Rifjoos% .

Damit steht als Endergebnis fiir das Skalarprodukt (3.34) zweier Punktmassenpotentiale
der geschlossene Ausdruck

3.86) <4, |¢;>5 = (1 - R;Rjcosv,,) [1 + R;Rp2 - 2RiRJ~oos‘Pij:|

nJew

zur Verfiigung. PFir V;; = U erh&lt man:

@.87) <, ]8>, v oo T 1 - RRp2
ij™
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3e2¢2¢3+ Diskussion der beiden Skalarprodukte

Zur Ubersichtlichkeit sollen die Ergebnigse fiir das Sklarprodukt zweier Punktmassen-
potentiale ¢, und :gjentsprechend der beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2) und (3.34)
noch einmal zusammengefaBft werden, (zur Unterscheidung wird das Skalarprodukt

<i*l*:>k nach (3.2) mit dem Index "k" versehen):

1l

Cogley>r == ooy do v 4y = 0q, P =17 (g, P

-

ol >k = ) 51 RRP™ P, (cos¥yy)
n=B
3. 88) 1

e = (5 0 E2° 5 a - el

1
& +R 1sRyy 2 &
<8, 18,>K = 2RRp? ( In —— In ——a#) Z; L (R,R" P, (cos¥, )

1
1-R; 1-R; entl

1l

<oyl > j%-& grad $yegrad ¢y do 5 @ = ¢(q,P) = 170 (g;, P

<

1l

Y.+ RRP™ P, (cos¥yy)
n={g

<oy 9>

I

3.89 |<o, 16, >, = (1 - ReRjoosw,y) L = = [L2 = RRpZ + 1] L7

1
2
12 =1 + (R.R\D® - 2R.R.cosV¥, .

inJ 1] ij

-1
e, g = a-RHT 5 & = ¢, e,

<8, 18,>4 = U-RH U-RH A - RiRjooev; ) L7

Die normierten Punktmassenpotentiale &; miiBten eigentlich noch einen Index erhalten, der
kennzeichnet, bezliglich welcher Normdefinition die Normierung erfolgte. Da das aus dem
Zugammenhang aber Jjeweils deutlich wird, soll darauf verzichtet werden.
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Wie im 3-dimensionalen Euklidischen Vektorraum, kann man auch im abstrakten Hilbertraum
einen Winkel o zwischen den belden Hilbertraumvektoren ¢; und ¢j liber

(3. 80> <¢i\¢j> = ”¢1“ “‘PJH cosd; §
einfilhren., Pir die normierten Vektoren &, und ¢, gilt dann?
3.9 <& |8;,> = cosay;

In diesem Sinn haben die Skalarprodukte zwischen zwel Punkitmassenpotentialen auch eine
angchauliche Bedeutung.

Die Abbildungen 3.2 und 3.3 zeigen den Verlauf des Skalarprodukts zweier normierter
Punktmassenpotentiale in Abh&ngigkeit des sph8rischen Abstandes Vi der beiden Punkt-
massenorte und ihrer Radien R, und Rj fiir die beiden Skalarproduktdefinitionen (3.9 und
(3.34). Man sieht, daB die Punkitmassenpotentiale "fast" orthogonal sind, wenn sie rela-

tiv dicht unter der Erdoberfliche liegen und einen nicht zu kleinen sphirischen Abstand
haben. Diese Eigenschaft ist wesentlich ausgepridgter fiir die Skalarproduktdefinition (3.34).
D.h, die Approximation der Kréfte auf der Erdoberflédche wird fiir den vorgestellten
Algorithmus gilinstiger sein als eine Approximation von Potentialwerten. Wie die Verhidlt-
nisse bei einer praktischen Anwendung des Algorithmus' hinsichtlich der Quasiorthogonali-
tdt sein werden, wird im Pkt. 3.3.2. gquantitativ abgeschidtzt.

342.3. Die Bestimmung des Anfangortes jeder neuen Punktmasse

Eine der wichtigsten Fragen im Zusammenhang mit dem Algorithmus (3.30) ist bisher noch
nicht diskutiert worden, némlich die praktische Bestimmung eines NZherungswertes flir den
Ort jeder neuen Punktmasse. Es wurde vorgeschlagen, im N-ten Approximationsschritt den
Ndherungswert aﬁ durch die Bedingung

~ 2 _
3.9 Ty [BN> = Max{ <Tya [8*> . g e E2\Q}

zu bestimmen, wobel hier die Abklirzung

N-1
(3.9 Ty =T - ) pitel?
i=1

verwendet wurde. Da in diesem Fall nur eine Punktmasse variiert wird, spielt die Nicht-

orthogonalitdt der Punktmassenpotentiale keine Rolle und man kann analog zu (3.19) bisg
(3423) zeigen, daB (3.92) fiir die Auswahl von aﬁ gleichbedeutend mit

@96 [Ty - gNERl = MIN Ty = @l = w e E s o € BB\
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R = Rq = Rq in Abh8ngigkeit vom gphdhrischen Abstand der beiden Punktmassen
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R = Rq‘ = Rq' in Abhéngigkeit vom sphérischen Abstand der beiden Punktmassen
1 J



64

ist. Minimierungsaufgaben vom Typ (3.94) sind aber, wie schon gesagt, ldsbar, wenn ein
Niherungswert vorhanden ist. Das bedeutet, daB (3.92) nicht exakt geldst werden muB, es
geniigt, wenn iiber (3.92) gewissermaBen ein Ndherungswert fiir den Nsherungswert 5“ ge=

- funden wird, der dann durch (3.94) weiter prédzisiert werden kann.

Wie sieht die Forderung (3.92) unter Verwendung des Skalarprodukts (3.34) nun aus und
wie kann sie praktisch realisiert werden? Setzt man (3.34) in (3.92) ein, dann lautet
die Maximierungsaufgabe (unter Verwendung der Abkiirzung (3.93)):

~ 2
[ g grad Ty-1 (PY « grad @N(P) dc(P)] =

3.9  © , s
= MAX{[ [ grad Tyt ® - grad 8 ®  do (P ] . q €E \Q}

Das bedeutet folgendes:

Eine Punktmasse so0ll in ihrer Lage im Inneren von c so variiert werden, daf das liber die
Kugeloberfliche s gemittelte Quadrat des Produkts ihrer Kraft (genauer gesagt: der Be-
schleunigungswirkung entsprechend ihres normierten Potentials) mit der Kraft (Beschleuni-
gung) des zu approximierenden (Rest-) Storfeldes TN-1’ maximal wird. Zur Losung dieser
Maximierungsaufgabe soll hier auf exakte theoretische Untersuchungen zugunsten von
qualitativen, anschaulichen Uberlegungen verzichtet werden, weil einerseits solche
theoretischen Untersuchungen relativ aufwendig erscheinen und andererseits, wie gezeigt
wurde, ohnehin keine exakte Ldsung von (3.95) notwendig ist.

Das (Rest-) Stbrpotential TN-1 wird auf der Oberfliche o sowohl positive als auch negative
Werte annmehmen. Es gibt also Gebiete auf o, in denen die Vektoren grad TN_1(P) nach innen
zeigen und solche, in denen sgie nach auBen gerichtet sind. Man kann sich nun leicht vor-
stellen, daB das Quadrat des Integrals in (3.95) dann groB wird, wenn die N~te Punktmasse
unterhalb einer mdglichst groBen "Beule" des Vektorfeldes grad TN_1(P) liegt.

Es ist bekannt, daB im Spektrum des realen Gravitationspotentials der Erde die Amplituden
mit steigender Prequenz abnehmen. AuBBerdem wird in der Praxis das Spektrum des zu approxi-
mierenden Feldes immer nach oben begrenzt sein, allein schon durch die endliche Zahl von
MeBwerten. Die Anomalien von TN-1 (und somit auch von grad TN-1) mit den grélten Ampli-
tuden werden also mit groBer Wahrscheinlichkeit auch die ausgedehntesten sein. Die For-
derung (3.95) kann demzufolge ndherungsweise erfiillt werden durch Positionierung der
N-ten Punktmasse unterhalb des groten Wertes von lgrad TN_1(P)[ s P € s.Die Wahl der
Tiefe ist nicht problematisch, sie darf nur nicht so groB sein, daB bei der nachfolgen-
den Pridzisierung der Position durch die Minimierung (3.94) die Punktmasse, bildlich ge-
sprochen, in eine benachbarte "Beule rutscht", Die Maximierungsaufgabe in jedem Schritt
des Algorithmus' (3.30) (d.h. (3.92)) ist also letztlich zurilickgefilhrt worden auf die
Suche des groBten Wertes von grad TN—1‘ auf der Kugeloberflidche und das Losen der
Minimierungsaufgabe (3.94).
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Selbst wenn die Postionierung der Punktmassen nach oben bheschriebener lMethode nicht den
Startwert liefert, der zum globalen Minimum fithrt (vgl. Diskussion am Anfang von Pkt.
3.2.1.), so filhrt er aber auf das lokale Minimum, welches die maximale (punktweise) Ab-
weichung minimiert,

3.3. Diskussion des Algorithmus'

3¢3.7. Zur Auswahl der N-ten Punktmasse aus der Menge E3\Q

Es ist gezeigt worden, daB fiir eine Orthogonale Basis {hi , (i=1;2,...)} die beiden
Forderungen (3.24) und (3.25) #dquivalent sind. Das kann man nicht auf die nichtorthogo-
nalen Punktmassenpotentiale ilibertragen. Die Forderung

~ 2 . 2 N —
@.om  <TIEN> = maxd <1le"> ¢ g e ERNODO\{ql, ..., ol )

zur Bestimmung des Naherungsortes qN fiir die N-te Punktmasse wire nicht anwendbar. In
der Menge, aus der qN auggewdhlt werden soll, fehlen zwar die bereits bestimmten Punkt-
massenpositionen, aber in der Menge E3\Q aie ja ein Kontinum darstellt (und praktisch
durch die im Kontinum dicht liegende abzihlbare Menge der rationalen Zahlen realisiert
wird) existieren unendlich viele Positionen,die beliebig dicht bei q} liegen. Die
Maximierung (3.96) wiirde also praktisch immer wieder die Position q} lieferh. Diese

Probleme umgeht man bei Verwendung wvon

5N> = MAX{<T - Z N1 gl

2 }
@*> : q* € ESA\E_E}

(3. 97 <T - Z N1 g

im Algorithmus (3.30).

3¢3.2. Abschitzung der Quasiorthogonalitit - Wahl des Normalfeldes

Im Pkt. 3.2.1., wurde festgestellt, daB die durch die Maximierungsaufgabe (3.30b) oder
(3.97) gefundenen Niherungswerte fiir die Punktmassenpositionen dann iiber die anschlieBende
Minimierung (3.30¢) zu den optimalen Positionen filhren, wenn die Punktmassenpotentiale

- quasiorthogonal sind. Das ist allerdings nur eine qualitative Aussage. Eine exakte theore-
tigceh begriindete Quantifizierung im Zusammenhang mit dem hier vorgestellten Algorithmus
diirfte kompliziert sein. Es erscheint sinnvoll, diese Frage durch ohnehin notwendige
praktisch numerische Untersuchungen zu kl&ren., Trotzdem sind an dieser Stelle noch einige
tiefergehende Uberlegungen niitzlich.

Dag Skalarprodukt zweier normierter Punktmassenpotentiale, also der eingeschlossene Winkel
der beiden abstrakten Hilbertraumvektoren (siehe (3.90) und (3.91)) hingt, wie in Pkt.
3e2.2. gezeigt, von den Orten der beiden Punktmassen ab. Die Orte der Punktmassen werden
aber letztlich durch die Struktur des zu approximierenden Feldes bestimmt. Betrachten wir
den idealisierten Fall der Approximation eines St6rpotentials, welches nur aus einer Kugel-
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flichenfunktion (vgl. 2.3.4.) vom Grad N besteht. Man kann nun das Skalarprodukt zwischen
jenen beiden Punktmassenpotentialen abschitzen, deren Punktmassen den geringsten sphérischen
Abstand haben. Da die Tiefe aller Punktmassen hier einheitlich sein wird, liefern diese
beiden Punktmassenpotentiale unter allen das groBte Skalarprodukt.

Hinsichtlich der gewiinschten Quasiorthogonalitidt ist das also eine Abschitzung fir den
ungiinstigsten Fall. Abb. 3.4 verdeutlicht die Lage der Punktmassen bei dieser Abschétzung.

Abb, 3.4.: Geometrische Verhdltnisse bei der Abschitzung der Quasiorthogonalitédt

Der Winkel ¥ ist abhingig vom Grad N des Sttrpotentials:

, 180°
(3.88) v = —
N .
Die Tiefe ¢ bzw. der Radius R = R1 = R2 wird vom Winkel ¥ und damit vom Grad N ab-

h&ngen:
(3.99) R =RWMND,

Doch wie sieht diese Abhéngigkeit aus? F, uond F, sind die Betr#ge der Beschleunigungen,
die von der Punktmasse p, in den beiden in Abb. 3.4. gekennzeichneten Punkten auf der
Oberfliche erzeugt werden. Wir nehmen an, daf flr eine vorgegebene Konstante C die Tiefe
o so gewdhlt wird, daB gilt:

F o
(3. 188> F—g‘" =C; C = konstant > 1,

1
~2 - .

Wegen Fo ~ @ "und F; ~ 172 gilt:
3.18L —= = C

Q .

Mit dem Kosinussatz

(3.182 12 = 1 + R® - 2Reos

folgt unter Beriicksichtigung von ¢ =1 - R @

5 2C - 2coew/2)
(3.103> R + R 7 c + 1

1
o]
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Als Lbsung dieser quadratischen Gleichung erh#lt man schlieBlich unter Verwendung von

(3.98):
1
C - cos @) _ (£ - cos@B/N. _ "
cC -1 C_l .

(3.184) R =

Wegen R, = R, = R bekommt (3.89) die Form

N

(3.105 <8 18,>, = A - RH? (- RPcos¥ip) (1 + R* ~ 2RPcos¥ya) |

und liefert mit (3.104) das Skalarprodukt zweier (normierter) Punktmassenpctentiale
®; und &, in Abhingigkeit vom Grad .

Abbildung 3.5. zeigt den Verlauf dieser Abhingigkeit flir verschiedene C-Werte., Ohne iliber

1.8 _

<3®1I¢2:>g

B.2 4

N
-
e
T
]
n
n

21v] 4

] ] ]
N < O

100 |

Grad N

Abb, 3.5, Abschitzung des Skalarproduktes zweler benachbarter Punktmassenpotentiale,
deren Positionen durch das Feld einer Kugelflichenfunktion vom Grad N
festegelegt werden

einen exakten Wert von C zu diskutieren, der sgicher grdfer als 2 sein wird, macht die Ab-
bildung deutlich, daB im realen Fall die niedrigsten Frequenzen, die noch im Spektrum
enthalten sind, zur Abschitzung des ungilinstigsten Falls herangezogen werden miissen, und
daB selbst zwei benachbarte Punktmassen nur einen relativ kleinen Wert flr das Skalar-
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produkt liefern. Aullerdem zeigen die Kurven, dafl der Grad N von einem bestimmten Wert
ab praktisch keinen EinfluB8 mehr hat. Eine Grenzwertbetrachtung von (3.105) (auf deren
Herleitung hier verzichtet wird) liefert:

_3
3.188) lim <& |8, >, =C 2,

Das ist ein interessantes und wichtiges Ergebnis. Zeigt es doch, daB die Quasiorthogo-
nalitdt nicht wesentlich verbessert wird, wenn vom zu approximierenden Potential ein
Normalfeld hohen Grades subtrahiert wird. Wie einfach dagegen das Normalfeld sein kann,
ob z.B. die Subtraktion einer Entwicklung bis N =2 ausreicht (in Abb. 3.5. wdre dann der
Wert fir ¥ = 3 gignifikant), muB die numerische Untersuchung kliren.

3¢3.3. Einige Uberlegungen zur Konvergenz des Algorithmus'

Um zu zeigen, daB der Algorithmus (3.30) fir N-»oo konvergiert, daf also jedes Potential
mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann, niiBte man zeigen, daB die Folge
{TN , (N =1, 2, ...)}mit

N
3,107 Ty =T -y el

i=l
eine Nullfolge ist, d.h., daB

3188 Lin |1y] = @

gilt. Da die Punktmassenorte {qyt , und damit auch die Potentiale { &Y} , durch das zu
approximierende Feld T festgelegt werden, wird eine theoretisch exakte Konvergenzab-
gschidtzung fir den allgemeinen Fall erschwert., Deshalb wollen wir uns hier auf einige
prinzipielle Uberlegungen beschrinken.

Betrachten wir einen einfacheren Algorithmus., Innerhalb der Kugeloberfliche & sei eine

PN . o
Punktfolge { qi} und damit eine Menge {3, , (i=1,2,...07 von Punktmassenpotentialen
vorgegeben. Die Approximation des StOrpotentials T kann nun nach folgendem Schema ab-
laufen:

[ 1. Schrikks Bestimmung des ersten Koeffizienten H% durch:

IT - ate ] = min{IIT - w8« Wt e E)

(3. 1094 :

N-ter Schribts Bestimmung von Q) (i=1,...,N) durch:
N

N
T - aie, = MIN{T - ) wrel ¢ Wl eE, Gelooo, N}

i=] i=1
. °
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In jedem Schritt werden die Massen im Sinne einer bestmdglichen Approximation bestimmt, die
Punktmassenorte werden dagegen nicht variiert. Sorgt man nun dafiir, daB die Punktfolge

{g: (i=1,2,...07 dicht auf einer reguldren Fliche innerhalb o liegt, dann bilden die
zugehSrigen Punktmassenpotentiale { §, } ein vollsténdiges Basissystem (siehe Pkt. 3.1.2.).
In diesem Fall ist (3.108) erfiillt, denn die Vollstédndigkeit beinhaltet ja gerade, daB
jedes Potential beliebig genau durch Linearkombination dargestellt werden kann.

Eine gsolche dichte Punktfolge ktnnte man z.B. wie folgt konstruieren: Auf einer zuo konzen-
trischen inneren Kugelschale s seien schon N-1 Punkte verteilt. Man sucht nun auf ogden
groBtmdglichen Kreis, der noch keinen dieser N-1 Punkte einschlieBt. In den Mittelpunkt
dieses Kreises (auf op) wird der N~-te Punkt platziert,

Man kann sich leicht i{iberlegen, daB der Algorithmus (3.30) nur besser sein kann als die
einfache Variante (3.109) in Zusammenhang mit der eben genannten Verteilungsvorschrift fir
die Punktmassen. Erstens werden durch (3.30) die Punktmassen nicht einfach nach irgend-
einer geometrischen Vorschrift angeordnet, sondern jeweils dort positioniert, wo der grofte
Beitrag der entsprechenden Punkimasse zur Approximation zu erwarten ist, und zweitens wird
die zus&tzliche Verbesserung dieser Orte die Konvergenz natiirlich beschleunigen.

Ein anderer ‘Gesichtspunkt ist, dafl in der Praxis das zu approximierende Feld nur durch
endlich viele MeBpunkte représentiert wird und somit der Restfehler spitestens dann Null
wird, wenn die Zahl der Punktmassen die Zahl der MeBwerte erreicht hat. ’

Es so0ll an dieser Stelle nochmal betont werden, daB die Quasiorthogonalitit der Punkt-
massenpotentiale fiir die Konvergenz des Algorithmus' nicht notwendig ist. Sie sichert aber,
dafl die Punktmassenpositionen optimal werden und beschleunigt dadurch die Konvergenz, d.h.
eine bestimmte Approximationsgenauvigkeit wird schon durch eine geringere Anzahl von Punkt-
massen erreicht.

3.3.4, Einige Bemerkungen zur Anwendung des SCHMIDTschen Orthonormalisierungsverfahrens
auf Punkitmassenpotentiale

In (FREEDEN, 1983) wird ein Approximationsalgerithmus vorgeschlagen, der darauf beruht,
eine vorgegebene lenge von (endlich vielen) Punktmassen (-potentialen) bezliglich einer

die Erdoberflidche approximierenden Fléche o zu orthonormalisieren. Das ist durch das
SCHNIDTsche Orthonormalisierungsverfahren leicht mdglich (siehe z.B.: FREEDEN, 1983,

Se 43 oder BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983); es miissen dazu die Skalarprodukte zwischen allen
Punktmassenpotentialen begliglich der Fliche ¢ berechnet werden. Die Koeffizienten zu jedem
orthonormalen Basisvektor ergeben sich dann durch das Skalarprodukt dieses Basisvektors
mit dem zu approximierenden Vektor des Potentials, was durch numerische Integration mdglich
ist. Es wird weiterhin gezeigt, daB unter Anwendung der CHOLESKY-Faktorisierung die
Approximation ohne eine explizite Berechnung der orthonormierten Basisvektoren mbglich ist.
Das ist einleuchtend, denn das Approximationsergebnis bei Verwendung der (auf der Grund=-
lage von Punktmassenpotentialen) orthonormalisierten Basisfunktionen muB ja das gleiche
sein, wie im Fall der Approximation durch Bestimmung der Massen fiir die vorgegebenen
Punktmassenorte, wenn in beiden F&llen die gleiche Norm minimiert wird. Die Bestimmung

der Massen im letzten Fall geschieht durch AuflSsen eines linearen Gleichungssystems, was
durch die Methode von CHOLESKY gehr effektiv mdglich ist (vgl. Pkt. 4.3.).
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Wdhlt man fiir die Fldche o eine Kugel, dann liegen mit (3.88) und (3.89) die analytischen
Losungen fiir Punktmassenpotentiale fiir die beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2) und
(3.34) vor. Besonders unter Verwendung des Skalarprodukts (3.34), also der Losung (3.89),
ist eine (numerisch) sehr schnelle Orthonormalisierung von Punktmassenpotentialen bezlig-
lich einer Kugelfl&éche mbglich. Fiir die Approximation eines Feldes durch vorgegebene
Punktmassen, die in ihrer lage nicht variiert werden sollen, kann man das mit Vorteil
nutzen. Will man aber auch die Orte optimieren, dann ist eine Orthonormalisierung nicht
yon Nutzen, da jede orthonormierte Basisfunktion Ja eine Linearkombination aus den vorge=-
gebenen Punktmassenpotentialen ist und die Potentiale jeder einzelnen Punktmasse gar

nicht mehr expligit auftreten.

3¢e3.5. Anwendbarkeit des Algorithmus' auf andere Approximationsaufgaben

Die vorgestellte Approximationsmethode ist so formuliert worden, daB sie prinzipiell auch
fiir andere Approximationsaufgaben anwendbar ist, wenn nichtorthogonale Basisfunktionen ver-
wendet werden sollen. Voraussetzung ist erstens, daB die einzelnen Basisfunktionen stetig
von einem Parameter abhingen, so wie die Punkitmassenpotentiale vom Ort der Punkimasse und
zweitens, daBl Ndherungswerte flir diese Parameter auf irgendeine Art uhd Welse bestimmt
werden kOnnen.

Der Algorithums ist praktisch unverindert anwendbar fiir die Gravitationsfeldapproximation
durch harmonische Kernfunktionen (vgl. Pkt. 2.3.10.). Dem Ort der Punktmasse entspricht
dabei der Ort des Pols der Kernfunktion (vgl. Abb., 2.2). Hinsichtlich der Quasiorthogona-
1litdt sind Kernfunktionen mit pmax(kn)>-1 (siehe Pkt. 2.3.10.) sogar besser geeignet als
Punktmassen, weil fiir gleiche Tiefe des Pols der Kernfunktion und der Position der Punkt-
masse der Wert der Kernfunktion mit wachsendem sphirischen Abstand von ihrem Pol schneller
abnimmt als der Wert des Punktmassenpotentials im &quivalenten Fall.

Da in Pkte. 3.1.3. auch die lineare Unabhingigkeit von Kernfunktionen fir beliebige Lage
ihrer Pole gezeigt wurde, steht einer Anwendung des Algorithmus' (3.30) nichts im Wege

3.4, Darstellung des Normalpotentials durch Punktmassen

Fiir die Anwendung des Algorithmus' ist es notwendig, von den Randwerten auf der Fl&che
ein Normalfeld zu subtrahieren, so daB "nur" der StCranteil approximiert werden muB.

Es ist iblich, zu diesem Zweck eine Kugelfunktionsentwicklung bis zu einem (meist relativ
niedrigen) Grad N zu subtrahieren.

Aus Abb. 3.5. in Pkt. 3.3.2. kann man ablesen, daB ein Wert fiir N, der ungefdhr zwischen
2 und 7 liegt, veraniinftig ist,.

Es wdre nun vorteilhaft (vor allem fiir die Einheitlichkeit der Darstellung), wenn es ge-
lénge, auch das Normalpotential durch Punktmassen darzustellen. In Pkt. 2.3.5. wurde dar-
gelegt, daB jede Kugelfunktionsentwicklung durch Multipole dargestellt werden kann und
daB diese wiederum numerisch durch Punkimassen realisierbar sind. Praktische Anwendungen
gind in Tabelle 2.1.,aufgefiihrt,
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Im folgenden soll gezeigt werden, daB es sshr einfach mdglich ist, durch 3 Punkimassen die
ersten 4 zonalen Glieder der Kugelfunktionsentwicklung der Erde darzustellen. Es ist be=-
kannt (siehe z.B.: WEIGHTMAN, 1965), daB Punktmassen suf der z-Achse (Symmetrieachse der
Erde) mit den Koordinaten z; und den Massen p; (i =1, ..., N) zonale Harmonische J, in
folgender Weise erzeugen:

pjg =1

N
@G B M, ==, w WO 5 n > D

i=l

N
GM = ), ps .

i=l

-

GM ist das Produkt aus Gesamtmasse der Erde und Gravitationskonstante (wir hatten ja
vereinbart, daB G in By enthalten sein soll) und di sind die Positione der Massen auf die
GroBe des mittleren Erdidquatorradius! Re bezogen:

(3.111) d, = P GEL e, N

Z
Re
Der Zusammenhang mit den normaligsierten Kugelfunktionskoeffizienten nullter Ordnung Eﬁﬂ
ist gegeben durch:

4
(3.112) J, =~ @n+ D® og |
Positioniert man 2 Punktmassen.p1 undg PQ an den Punkten z4 und Zo (z1 * 22) auf der

z-Achse, dann sollte es mbglich sein, die 4 Konstanten GM, J1, J2 und J, exakt darzustellen.

3
Man erh#lt folgende 4 Gleichungen:

[OM = py + po

- GMJl = Hldl + Hgdg =0
(3. 113

Il

- GMJg H1(d1>2 + Hg(dg)z

1

Hl(d1)3 + pg(dg)s

| - GMJ;

Nach einigen Umformungen, die hier nicht wiedergegeben werden sollen, erhidlt man:

r-d 1 J )

= — +A

T

do = 1 J A
T

J
@B 1109 = B a -2

P = 5 (1 + K_-) 3 mit




T2

Es ist offensichtlich, daB nur fiir (J 2. 4 J23) 2 0 reelle Ldsungen existieren., Fiir die
Erde gilt J; < 0; J, >0 und |J2|;>|J3| , so daB obige Bedingung nicht erfiillt ist.

Nimmt man zusdtzlich eine Punkitmasse Pg im Ursprung (also Zy = 0) an, so 188t sich diese
Schwierigkeit umgehen und man erh&lt die Lsung:

_ . )
dy = — Jg + A
Ty, 7P
do = 1 (Jg - A
2 = 5y, Ve
GM - up J3
L B
CRIDE T > 1 -3
GM — pg Ja ., -
o = __—E;——— (1 + At ) ’ mit
5
4GM
* J2 _ ..___.JB
A (% GM — g 2 .

Die Massg P sgielt die Rolle eines freien Parameters, der vorher festgelegt werden mu8,
Wegen J2 > J3 wird die Wurzel in (3.115) nur reell, wenn Py die Bedingung pg > GM (>0)
erfiillt. Unter dieser Voraussetzung produzieren die Punktmassen mit den Massen und Posi-
tionen aus (3.115) gemeinsam mit Py die zonalen Kugelfunktionen (einschlieBlich des kugel-
symmetrischen Anteils) bis zum Grad 3 exakt,.

Sie produzieren aber auch Terme htherer Ordnung. Um diese mdglichst klein zu halten muf

Pg S© grofl wie numerisch moglich gewdhlt werden., Fiir den Grenziibergang Pﬁanoo folgt fur
die Magsen und Positionen:

r JS
lim dy = —
Pg*oo Jg
lim do =40
pToo
@118 4" 3
2
im py = - CGM =
Mg o0 J5
lim pp = - oo
M 7o ¢
L
Die htheren Glieder verschwihden dabei nicht, sie sind gegeben durch:
h—2)
(3. 117> J. = o e (h > 1D
Js .

Fiir die Werte des Modells GEM 10: J, = 1082,6267 . 10'6 und J3 = - 2,5356351 * 10"6
liefert (3.115)

= 5,9387 + 10™0  und
-1,3909 - 10~

it

Ul RSk
i
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Diese Tatsache ist aber praktisch ohne Belang, da die Werte erstens sehr klein sind und
zweitens die realen zonalen Glieder J4 und J5 ja ohnehin durch die nachfolgende Approxi-
mation mit dargestellt werden miissen,

Sollte diese Darstellung des Hormalfeldes, welche nur die Abplattung und die "Birnenform"
der Erde enthdlt, ausreichen, dann widren alle Voraussetzungen erfiillt, eine einheitliche
Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde durch Punkitmassen zu realisieren,

4., Numerische Realisierung des Algorithmus

Um den vorgestellten Approximationsalgorithmus numerisch zu realisieren, miissen im wesent-
lichen folgende Teilaufgaben geldst werden:

. Beschaffung von Randwerten auf o entsprechend der Skalarproduktdefinition (3.34)

. Umwandlung der Normminimierung (3.27) in ein lineares Gleichungssystem

o« Numerische LOsung des linearen Gieichungssystems

. Umwandlung der Normminimierung (3.28) in ein nichtlineares Gleichungssystem

o Numerische Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

. Numerische Losung der Bestimmung der Nsherungswerte entsprechend (3.92) bzw. (3.95) als
Voraussetzung fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

« EDV-gerechte Formulierung des Algorithmus?

« Programmierung der eingzelnen Teile fiir EDVA

o Vereinigung der Bausteine zum EDV-Programm filir die Berechnung von Punktmassenmodellen

4,1. Simulation der zu approximierenden Randwerte

Bei Verwendung der Skalarproduktdefinition (3.34) werden als Randwerte auf o Beschleuni-
gungsvektoren des Stdrfeldes, also Vektoren der Schwerestdrungen, vorausgesetzt. Mit Hilfe
der Subroutine FORCE des Programmsystems POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) wurden aus dem
in Kugelfunktionsentwicklung vorliegenden Erdmodell GEM-10 (LERCH u.a., 1979) Beschleuni-
gungsvektoren punktweise berechnet. Es wurden 2 Datens8tze generiert. In beiden Fillen
erfolgte die Auswertung der Kugelfunktionsentwicklung bis einschlieBlich Grad und Ordnung
20, Bei Satz 1 wurde ein Normalpotential bis einschlieflich Grad und Ordnung 4 subtrahiert,
d.he. die entsprechenden Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung wurden einfach Null
gesetzt., Flir Satz 2 kam das in Pkt. 3.4. beschriebene, durch 3 Punktmassen modellierte
Normalfeld zum Einsatz, welches die Gesamtmasse der Erde, die Abplattung und den JB-Term
(*Birnenform") beriicksichtigt. Plir die Massen und Positionen der 3 auf der z-Achse ange-
ordneten Punktmassen wurden folgende Werte ermittelt (M ist die Gesamtmasse der Erde und
Re der mittlere Erddquatorradiug):

By = 101 GM (vorgegeben)
Ry = =33,23475 GM

By = =66,76525 GM

z, = -4,6635692 + 107> R_
z, = 2,3214555 « 10 R_ .
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Die Berechnung der Werte erfolgte auf einem Netz von nahezu &quidistanten Punkten auf der
Kugelschale mit dem Radius Re'

Eine golche genZherte Gleichverteilung kann man auf folgende Art und Weise erreichen:
Eine Anzahl K von dquidistanten Breitenwerten e, (i=],...,K) , die symmetrisch bezlig~
lich des Aquators liegen und die Kugel gleichm#Big tiberdecken, wird vorgegeben. Als Zahl
der Punkte auf jedem Breitenring wird die ganze Zahl genommen, die dem Wert (2K cos?®;)

am ndchsten liegt. Der sph8rische Abstand Vg benachbarter Punkte in Abhidngigkelit von K
betrdgt ndherungsweise:

180
4.1 wg = ——~
K K'—l °
Soll eine Kugelfunktionsentwicklung mit dem maximalen Grad N ohne Informationsverlust repria-
sentiert werden, dann darf der maximale sphirische Abstand WNy(N> benachbarter Punkte ent-
sprechend dem Nyquist-Theorem (siehe z.B.: TAUBENHEIM, 1969, S. 266) nicht grsBer sein
als:

182°
4,2 "’Ny = N

Der hier gewdghlte Wert von N = 20 liefert YNy = 9°.
Es erwies sich als ausreichend, fiir die Berechnung der beiden S&tze von Randwerten, einen
Wert von K = 44 zu wihlen, was zu einem sph&rischen Abstand benachbarter Punkte von

W44 = 4° fihrt. Dieser Verteilung entsprechen 2584 Beschleunigungsvektoren oder 7752
skalare Werte.

4.,2. Praktische Bestimmung der Startwerte fiir die Punktmassenpositionen

Das Ergebnis der Diskussion in Pkt. 3.2.3. war, daB im N-ten Schritt der Startwert S“ fir
den Ort der N-ten Punktmasse wie folgt gefunden werden kann:

1) Suche des Punktes Prax 8uf der Kugeloberfliche o mit dem groBten Wert fiir lgrad TN_1(P) .
Da die Randwerte grad T(Pi) (1 =1, seey M) diskret vorliegen (M ist die Gesamtzahl
der Randwerte: M = 2584), ist die entsprechende Aufgabe:

4.3 |grad Tyt Paad | = MAX{ lgrad Ty @1 5 1€ {1,000, Mp )

nunerisch sehr einfach zu l6sen.

2) Bestimmung des Ndherungswertes aﬁ fiir die N=-te Punktmassenposition durch Platzierung

unterhalb von Pmax:

4.6 g =gV (R=Ry , a=2p , #=Rp ) , (mit Rqy <R,

max max

wobei (Re - Rq) die Tiefe unterhalb der Kugelschale o ist,

Un einen Wert fiir Rq abzuschédtzen, kann man an die Uberlegungen in Pkt. 3.3.2. ankniipfen,
die fiir ein idealisiertes Stdrfeld ausgefiihrt wurden. Gleichung (3.104) gibt den Radius
fiir den Ort der Punktmasse in Abhéngigkeit vom Grad der Rugelfunktionsentwicklung und vom
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Verhdltnis C der Kr&fte in dem Punkt direkt oberhalb der Punktmasse und in einem Punkt am
Rand der betrachteten Anomalie, deren Ausdehnung dem Grad der Entwicklung entspricht
(siehe Abb. 3.4)e. In Pkt. 3.2.3. wurde diskutiert, daB der Radius Rq fir den Startwert der
Punktmasgenposition nicht zu klein gsein darf, wogegen zu groRe Werte zum gleichen Ergeb=-
nis bei der Ortsverbesserung fiihren. In Gleichung (3.104) muBl also der hdchste Grad des

zu approximierenden StOrpotentials eingesetzt werden. Setzt man fiir C die beiden Werte

2 und 5 ein und beriicksichtigt den maximalen Grad 20, so ergeben sich fiir den Radius

Werte von 0,85 bzw. 0,92 bezogen auf Re’ Flir die praktischen Berechnungen der Punktmassen-
modelle hat sich ein Wert von O,95~Re bewdhrt.

4,3, Die Bestimmung der Massen fiir vorgegebene Orte

Die Aufgabe, fiir vorgegebene Orte qj die optimalen liélassezrlp,j (j =1, eeey N) zu finden:

we

N N
@5 te - ) we® qpll = MIN{HT(P) L IGE D wi € E, (J‘=1,....,N)}
=1

J-l

hat mit der Skalarproduktdefinition (3.34) die Form:

-4

N

} [grad T® - ) u; grad ¢<P,qj>]2 ds (P) =
=1

(4. 6) ’

N 2
= MIN{ §[grad T = ) p% grad #®P,qp ] ¢+ i €E, (=l,..., N }
o : =1 :

Die Verwendung der normierten Punkitmassenpotentiale @j und der zugehOrigen Koeffizienten
s (was flr die theoretischen Uberlegungen vor allem aus Griinden der Normierung des Skalar-
produkts wichtig war) ist fiir die praktischen Berechnungen nicht notwendig.

Da das zu approximierende Feld nur in einer endlichen Zahl M von Punkten auf o gegeben ist,
geht das Integral in (4.6) in eine Summe tiber:

M N . > M N . > ‘
o D S I ST N MIN{Z & - lej;&i] eoph € E, Gl } ,
=

1=1 1 =1

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:

4,8 & = aps| = gr*acl TP (i=1,...,M
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nnd
. 'inj
(4.g> -Flj = .F)”'J = gr‘ad ¢(Pi’qj) 4 (i.:].;u.-,M H J=1,-. ,N) .
£
zij

Da wir nur den Fall M > N betrachten, sind die Massen p., (j = 1, «+., N) durch die Methode
der kleinsten Quadrate (siche z.B. BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983) zu bestimmen., Das filihrt
auf das lineare Gleichungssystem (siehe z.B. LUDWIG, 1969):

4.1 F'FX = F'Y

mit dem Vektor der zu bestimmenden Parameter:
M1

4,11> X = |.
Y

dem Vektor der vorgegebenen Randwerte:

4.12> Y=
’uaxM
AyM

AzM

und der Matrix

- =

Fxll Fle ) FxlN
1°>,11 'Fylg « 8o 'Fle
fat Fzi2 o« o Fan

4.13) F=].

'F le -FXMZ . - . F xMN

Fanr Famz - - o Fan| |

Setzt man fiir die Punktmassenpotentiale ¢(Pi, qj> die konkrete Form (2.68) oder (3.26)
s ‘
ein, dann ergibt sich fiir fij in kartesischen Koordinaten:

- -

£ .. - [ - P
1ty F,o= | = LPsray) -3 el
‘ ST T e T Pear e o P
.injJ qu - Pzi .
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Somit ist auch die Matrix F in Abhidngigkeit von den Punktmassenpositionen qj und den Orten
Pi gegeben,

Die Normalgleichungsmatrix (FTF) ist eine gsymmetrische, pogitiv definite Matrix, die
auBerdem wegen der linearen Unabhéngigkeit der Punktmassenpotentiale nichtsinguldr ist.
Das Gleichungssystem (4.10) ist algo lBsbar. Ein sehr effektives Losungsverfahren ist
unter anderem die Methode von CHOLESKY (siehe z.B.: ZURMUHL, 1961, S. 70), wobei aber die
Inverse der Normalgleichungsmatrix (FTF) nicht explizit auftritt. Die Inverse (FTF)"1 ist
aber notwendig, wenn man sich fir die Korrelationen der Unbekannten interssiert. Flir die
Rechnungen in vorliegender Arbeit wurde die Matrix-Inversions-Routine INVTRI, welche
Bestandteil des Programmsystems POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) ist, genutzt. Sie basiert
auf dem Verfahren von GAUB-JORDAN (siehe z.B.: BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, S. 736) mit
einer vereinfachten, auf Normalgleichungsmatrizen vom Typ(FTF) zugeschnittenen Pivoti-
sierung entlang der Hauptdiagonalen. Sie ist so programmiert, daB (um Speicherplatz zu
sparen) von der gymmetrischen Matrix (FTF) nur die obere Dreiecksmatrix abgespeichert
werden muB. Die Losung von (4.10) erhdlt man dann durch

4.15) X =Tt Ty

4.4, Die Verbesserung der Punktmassenpogitionen ausgehend von Ndherungswerten

Die Aufgabe, die Massen p, und Orte qj (j =1, eeey N) der Punktmassen zu bestimmen,
kann man in folgender, hier schon verwendeten Form aufschreiben:

N N _
418 TE - ) pee, ol = MIN{HT(P) =Y ke gl s wi eEs qf e EB\Q}
g1 J=1 .

Mit dem Skalarprodukt (3.34) erhilt man:

N
§[grad T® = ) py grad <I>(P,q_1)]2 do (P) =
=1
@1n ’

i

N 5 _
MIN{ §Lgrad T = ) u% grad #P, g1 + Wi ceEs of ¢ ES\Q}
-4 js=1 L4

Analog zu (4.7) in Pkt. 4.3. werden die Integrale durch Summen ersetzt:

M N 2
;; [:ai - E;'FJ grad ¢(P1,qj)] =
= jé:

M N 2 _
= MIN{Z (30 =~ ) pf grad P, gD ] ¢ W eE: o < E3\Q}
i=1 ! .
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Das Problem ist linear in den Massen Pj aber nichtlinear in den Positionen
qj (3 =15 o0ey M.

4.4,1., LOsung des nichtlinearen Problems

Zur Linearisierung von (4.18) wurde die Methode von NEWTON-KANTOROWITSCH (BRONSTEIN,
SEMENDJAJEW, 1983, S. 747) angewendet, die auf Taylorentwicklung und Abbruch nach dem
linearen Glied beruht., Mit den NéherungswertenAﬁ. und ﬁ. (3 =1, eeey N) erhdlt man
Niherungswerte a; fir die zu approximierenden Beschleunigungsvekioren a; (i=1,...,M :

x4 N
419 a; = |dy| = )L Ky grad ¢,
-~ j=1 .
Azi
liit den Bezeichnungen
[ 3% ]
3P
p, P, o
.2 |6, P, | = |35~ = grad 4P @
¢, (P, ¢
3¢
P,
3%, Py, @
4210 gary = £y ——— sk € {xy,z}
oqt ~

959
(s und t durchlaufen also alle Kombinationen von x,y,z) )
¢, P,, an) Ouxij Yxyij Ix=zij

(4.22)  gay = | ¥ Pir G50 Iyxtg Gyysj Iy=iy

_¢z (P; y ’C\]’J) Yzxi § Gzyi j zzi

und _Al“j T

4.23) = |0
Adyy

A9zj
L .

kann man fiir (4.18) schreiben:

i=1 i=1

M B N 5 M N N >
ow Y [ & =Y gy ] =) [& & - ) gy 4] ¢ X e BV
F ‘ i
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Damit ist das Problem auf ein lineares zurlickgefihrt worden und kann analog zu Pkt. 4.3.
behandelt werden. Die Vektoren X und Y aus Pkt. 4.3. haben jetzt folgendes Aussehen:

[. Oxl — Gl
Tyl T Gyl
®1 dzi 7 9z
4.23) X = |. und Y =1{.
XN AxM axM i
GyM - 4 yM
dzM — 9zM
L .

Die Matrix F besteht jetzt aus den (3 x 4)~Untermatrizen 854

g11 912 + -+ -« YIN

(4.26> F = |g21 ge2 + « - 9N
gML gMz - -« - GMN

Setzt man wieder die konkreten Punktmassenpotentiale (2.68) oder (3.26) ein, dann er-
geben sich die Elemente der Untermatrizen g3 (siehe: (4.20) bis (4.22) zu:

U.2T) 4 Py, G = g2 s e {xy, 2}
J 13 P, d 5
und’
~ B¢5(Pi,q) _
gS’EiJ P‘J aq{; -
959
(4. 28)
- det qe; — Pa j
=55 55 =< -3 (§a5 = Pas) ;s k€ {xvy,z}
’*J[ﬁcpi,aj) 15k, g0 ® =

wobei fiir 6st gilt:

429 4 {l for e =+t

' o B for s %t

Die ILosung X des Gleichungssystems (4.10) liefert jetzt Zuschlége zu den Nsherungswerten
ﬁj und axj’ ayj’ 5;3 (J =1, seey N), 50 daB der ProzeB mit verbesserten Startwerten

wiederholt werden kann. Sind die Zuschl#ge klein genug, kann die Iteration abgebrochen
werden.

Wenn zu Beginn keine Niherungswerte ﬁj fir die Massen vorliegen, kann man setzen:
~n - . .
By = 0 (j=150eey N). Der 1, Schritt entspricht dann dem in Pkt. 4.3. beschriebenen
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linearen Fall, so daB die "besten® Massen fiir die NZherungsorte Dbestimmt werden klnnen.
In diesem Sinn ist es zu verstehen, wenn bisher davon die Rede war, daB nur fir die

Positionen der Punkimassen Ngherungswerte notwendig sind.

4.4.2, Regularigierung

Obwohl die Punktmassenpotentiale linear unabhingig sind und der vorgestellte Approxima-
tionsalgorithmus dafiir sorgt, daB die meisten von ihnen untereinander quasiorthogonal
sind, kann man Stabilit#dtsprobleme bei der Berechnung der Zuschlédge nicht ausschlieBen.
Das kbnnte z.B. bei der gleichgeitigen Verbesserung sehr vieler Massen und Positionen
passieren, wenn die NZherungswerte noch relativ schlecht sind. Die anschauliche Ursache
dafiir ist, daB ein oder mehrere Parameter Uber einen relativ groBen Bereich variiert
werden kdnnen ohne den Fehler wesentlich zu beeinflussen. In solchen F&llen kinnen die
Zuschlige so groB werden, bzw. so in die falsche Richtung zeigen, daB (unter Beriick-
sichtigung des ILinearisierungsfehlers) die Startwerte fiir den nichsten Iterationsschritt
unsinnig werden.

Es gibt eine ganze Reihe verschiedener Methoden zur Regularisierung, d.h. zur Modifi-
zierung der zZu invertierenden Matrix, so daf sie auch in numerischem Sinn reguldr wird
(eine schine Abhandlung dieser Problematik findet man in: KUHNERT, 1976).

Im wesentlichen beruhen diese Verfahren darauf, neben der eigentlich zu minimierenden
Fehlerfunktion auch die ILinge des Losungsvektors zu minimieren. Das Problem besteht
dabei darin, den einzelnen Komponenten des LUsungsvektors die richtigen Gewichte gegen-
iiber der Fehlerfunktion zu geben.

Piir die Rechnungen in vorliegender Arbeit kam die einfache Form der Regularisierung nach
TICHONOV zum Einsatz, bei der die Komponenten desg LOsungsvektors nicht getrennt gewichtet
werden, Die L8sung (4.15) &ndert sich zu:

4.3 X = F'F+aD?FY ,

I ist die Eihheitsmatrix entsprechender Dimension und o der Regularisierungsparameter,
der steuert, mit welchem Gewicht die Linge des Losungsvektors in die Minimierung einbe-
zogen wird., Diese Art der Regularisierung beeinfluBt bei der beschriebenen iterativen
ILdsung nichtlinearer Probleme jeden Iterationsschritt einzeln, Bei bestimmten Aufgaben
ist eine stdrkere Forderung sinnvoll, nimlich den Gesamtabstand vom Vektor der Ausgangs-
werte in die Minimierung einzubeziehen, was zur Folge hat, daB sich die Endldsung nicht
beliebig weit von den Startwerten des 1. Iterationsschrittes entfernen kann. Fine solche
Variante der Regularisierung war hier nicht notwendig. Das hat den Vorteil, daB ein zu
groB gewidhlter Wert flir o nicht die Endldsung beeinflufit, sondern nur die Schrittzahl,
also die Konvergenzgeschwindigkeit des LUsungsprozesses des nichtlinearen Gleichungs-
systems. Auf eine sorgfiltige, theoretisch begriindete Wahl des Regularisierungsparameters
konnte deshalb verzichtet werden,

4.4.3, Berechnung der stchlége in sphirischen Koordinaten

In Pkt. 4.4.1. wurde beschrieben, wie die Verbesserungen der Punktmassenpositionen in
kartesischen Koordinaten (x,y,z) berechnet werden. Aus verschiedenen Griinden ist es aber
vorteilhaft, die Zuschlige in sph#rischen Koordinaten (R, A, ) zu berechnen, genauer
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gesagt in Komponenten von Einheitsvektoren erj 5, exj » esi(J =1y ¢eey N), die, aus-
gehend von den Punktmassenpositionen ?;'j, in die entsprechenden Richtungen zeigen. Sie
bilden also in den Punkitmassenpositionen zentrierte rechtwinklige Dreibeine. Um die
Zuschlége fiir die Punktmaésenpositionen jeweils in den 3 genannten Richtungen zu berech-
nen, miissen die Ableitungen Jetij (g, b € {x, Y z} ) aus (4.21) ersetzt werden durch
Ableitungen Jewij (s € {x,y,2}5 u € {R,2,#}) in Richtung der Einheitsvektoren egj ,
@3 r @j. Das ist durch folgende Transformation mdglich:

GxRij Ixrij Gxbij SRxj ©SRyj ©Rzj Oxxij Yxyij Yxzij
4.3 9yRij Gyrij YGydij = €iaxj Cayj ©azj| . Gyxij Gyyij YGyzij
GzRij J=riy Gzpij Caxj ©pyj ©9zj Gzxij Gzyij Yzzij

Die Elemente der Transformationsmatrix werden gebildet durch die (x,y,z)-Komponenten
der 3 Einheitsvektoren:

ERxj Caxj S j
(4.32)  ery = |ery; , ey = |eay; , ep; = |esy;
€Rz j €z j €pzj

Diese Einheitsvektoren kann man am Punktmassenort ?:fj mit Hilfe der (x,y,z)-Komponenten

axj’ ayj’ azj wie folgt erzeugen:

r ~

ij ~

SO P __eRj

SRy T i o SRIT BN
SER

A~ ——i)’j _ g)\ j . ~P ~2 @)

e;\j = qxj 3 e;\j = gl ('FUY‘ : qxj+ q)’J:F
7 J

(4. 33>+

1

er; = |B| (For: 55+ o= D
g

ep; = eRj X @ (x = Vek’horprodukﬁ)
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Ersetzt man also die Elemente ge;j (s, t € ¢ x,y,z})iﬁ (4.22) durch die mittels (4.31),
(4.32) und (4.33) berechneten Elemente Yaui ] (s € ¢ X,y,z} : u € {R,a,# )dann #dndert
sich F in (4.26) und die Aufldsung des linearen Gleichungssystems (4.15) liefert die
Zuschlige nicht in (X,y,z)-Richtuhg, sondern in Richtung der Vektoren eg; , e , e,

Da die Punktmassenorte in (x,y,z)-Koordinaten vorliegen, miissen die (eg, ey, ep)~ Zu=-
schlidge ricktransformiert werden, bevor sie zu den alten N&herungswerten addiert werden.
Die Berechnung der Verbesserungen der Punktmassenpositionen in radialer und tagentialer
Richtung bezliglich der Kugeloberfléche hat den Vorteil einer anschaulichen geometrischen
Bedeutung. Wichtiger ist jedoch, daB nun eine getrennte Verbesserung von Radius (Tiefe)
und Masse eilnerseits und Linge und Breite jeder Punktmasse andererseits moglich ist. Man
kann sich leicht iiberlegen, daB Radius und Masse einer Punkimasse stédrker korreliert

sein werden als andere Parameter untereinander. Es ist also sinnvoll, abwechselnd Massen
und Radien gemeinsam und die tangentialen Komponenten gemeinsam zu verbessern. Beli Stabi-
lit&tsproblemen wihrend der Berechnung der Radius- und Magsen-Zuschlidge kann die in Pkt.
4.4,2. beschriebene Regularisierung angewendet werden. Die dadurch hervorgerufene Verklei-
nerung der Betridge der Zuschlige kann man kompensieren, indem pro tangentiale Verbesserung
mehrere Iterationsschritte in radialer Richtung gerechnet werden.

Die Zahl der gleichgzeitig bestimmbaren Parameter wird durch den Speicherplatz, der fir die
Normalgleichungsmatrix (FTF) zur Verfiigung steht, begrenzt (wenn nicht spezielle, weniger
dkonomische Verfahren zur Matrixinversion verwendet werden). Ein weiterer Vorteil der
oben beschriebenen Aufteilung jedes Iterationsschrittes besteht nun darin, daB gleichzeitig
doppelt so viele Punkimassen in die Verbesserung einbezogen werden kdnnen.

SchlieBlich bietet diese Trennung einige potentielle Moglichkeiten (die hier nicht unter-
gsucht bzw. genutzt wurden) flir weiterfithrende Untersuchungen, vor allem in Richtung einer
Kombination mit anderen geophysikalischen Daten. So kdnnte man z+B., auf der Grundlage sol=-
cher Daten die Radien in gewissen Grenzen vorgeben bzw. bestimmte Nebenbedingungen Uber
die Radien einarbeiten. Oder man nutzt Informationen Uber maximal mdgliche Dichteschwan-
kungen und maximale Ausdehnungen dieser Stdrvolumen fir eine Begrenzung der Massen der
Punktmassen.

4,5, Zur Berechnung von Modellen gleichmiBig verteilter Punktmassen

Umn zu Vergleichszwecken auch Punktmassenmodelle, die aus gleichm8Big iliber Kugelschalen
verteilten Massen aufgebaut sind, berechnen zu kbnnen, miissen entsprechende Orte vorge-
geben werden. Dazu wurde die gleiche lMethode wie filr die Verteilung der Randwerte genutzt
(siehe Pkt. 4.1.)s Zusitzlich wurden 2 Punkte an den Polen vorgegeben. AuBerdem wurde
darauf geachtet, daB beli der Belegung jedes Breitenrings mit Punkten die Anfangspunkte
nicht alle auf dem gleichen Meridian liegen -~ jeder zweite Anfangspunkt wurde um den halben
Punktabstand verschoben. Unter Vorgabe der Zahl K von Breitenringen lassen sich also
Punktkonfigurationen auf einer Kugelschale erzeugen, die genBherten Gleichvertel lungen
entsprechen,

Nun muB noch der Radius der Kugelschale vorgegeben werden., Zu diesem Zweck kam die Best
R-Formel (2.54) von HARDY und GOPFERT (1975) zum Einsatz (siehe Pkt. 2.3.11.). Dabei ist
allerdings die implizite Form (2.54) zu ldsen, d.h. fiir eine vorgegebene Gesamtzahl N

oder einen vorgegebenen sphirischen Abstand v muB R_ bestimmt werden. Die Form (2.54) kann

umgestellt werden (wobei Rb = 1 gesetzt und bel Ya.q die Indizes weggelassen wurden):
i
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L
[a =+ R§—2Rqoos‘\vm)l(l + RZ ~ 2Rycosw) ] ?

1l

(4.34> R 1 -

1

2(1 + R? - 2Rycos%,)2 — 3(1 + R, ~ 2Rqoos¥)?

Dabei gilt:

L - L
(4.3% w, = arctan [22 (1 - cos¥) (cos¥ — cosl¥) 2]

und

4.36) ¥ = 2 arckan [1 - cos (F55) :|

(siehe: HARDY, GOPFERT, 1975).

Die Form (4.34) kann sehr einfach iterativ geldst werden, indem man, ausgehend von einem
Startwert R , das Ergebnis von (4.34) jeweils wieder einsetzt. Die Struktur der rechten
Seite von (4.34) garantiert fiir einen Startwert von ﬁq = 1 in jedem Fall eine schnelle
Konvergenz im Rahmen der Rechengenauigkeit,

Tabelle 4.1, gibt fuir K = 1, ..., 10 die Gesamtzahlen N, den sphidrischen Abstand ¥
benachbarter Punkte und den Radius Rq entsprechend der Best R~Formel in Einheiten von RP'

Tabelle 4.1.: Gesamtzahl N, sph8rigcher Abstand v und Radius Rq gleichmidBig
verteilter Punktmassen

K 1 2 3 4 5 6 7 s | 9| 10
N 6 12 22 34 46 64 82 | 106 | 128 | 156
wI®1 90 60 45 36 30 25,7 | 22,5 20 18 | 16,36
Ry/Rp | 0,444 [0,620 | 0,706 | 0,784 |0,797 | 0,824 |0,844 |0,860 | 0,874 | 0,884

4,6, NMaBnahmen zur Rechenzeiteinsparung

4.6.1. Redugzierung der Zahl der in jedem Schritt zu optimierenden Punktmassen

In Pkt. 3.2. wurde dargelegt, daB durch die Quasiorthogonalitdt der Punkitmassenpotentiale
die Punktmassenpositionen nach dem (N-1)-ten Schritt zwar als Niherungswerte fiir die
Pogitionendes N-ten Schrittes dienen kOnnen, daB sie aber eigentlich alle wieder ver-~
dndert werden miissen. Nur bei exakter Orthogonalititwire keihe Verdnderung der einmal
bestimmten Positionen notwendig. Man kann nun schluBfolgern, daB bei Hinzufligen einer
neuen Punktmasse (bel Erhthung der Zahl der Massen von (N-1) auf N) jene Punktmassen-
positionen am sté@rksten beeinfluBt werden, deren zugehdrigen Potentiale mit dem Poten-
tial der N-ten (neuen) Punktmasse die groBten (normierten) Skalarprodukte haben.

Durch diese Uberlegung bietet sich folgende Modifizierung des Algorithmus' an:
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Nach Hinzufligen der N-ten Punktmasse, d.h. nach Bestimmung des Ngherungsortes ﬁg (und
damit des Potentials éﬁ) werden aus den bisher bestimmten (N-1) Punktmassen jene ausge-
wdhlt, deren Potentiale @?'1 folgender Bedingung genligen:

1

@3 |<ENIED>| s s 2 ® s Gy € {1, N1} 5 1= Lo, N N s D

Die Zahl Ng»von Punktmassen, die die Bedingung {4.37) erfiillen, ergibt sich aus dem
vorgegebenen Wert fir ¢, héngt aber auch von Zahl und Verteilung der schon bestimmten
Punktmassen ab (deshalb der obere Index "N"). In die nachfolgende Optimierung werden jetszt
nur diese ausgewdhlten Punktmassen einbezogen. Wie stark g von Null abweichen darf, ohne
dafl das Ergebnis der Optimierung wesentlich beeinfluBt wird, miissen numerigsche Tests
zeigen. Die Skalarprodukte in (4.37) konnen leicht in AbhZngigkeit von den jeweiligen
Orten.5§ und q§;1durch den geschlossenen Ausdruck (3.89) berechnet werden.

Die Abschdtzung in Pkt. 3.3.2. zeigt (siehe Abb. 3.5.), daB das Skalarprodukt zweier
(normierter) Potentiale unmittelbar benachbarter Punkitmassen (also der Winkel zwischen
beiden abstrakten Hilbertraumvektoren) praktisch nicht vom maximalen Grad des zu approxi-
mierenden Feldes abhingt. Somit wird die Zahl Ng der Punktmassen, welche die Bedingung
(4.37) erfiillen, auch nicht von der Gesamtzahl der Punktmassen abhingen, die zur Appro-
ximation eines bestimmten Feldes mit einer vorgegebenen Genauigkeit bendtigt werden. Eine
dquivalente Variante ist demmach, im N-ten Schritt die schon bestimmten Punktmassen nach der
GroBe ihres Skalarprodukts mit dem N-ten Punktmassenpotential Eg zu sortieren und in die
Optimierung nur die ersten dieser sortierten Punktmassen bis zu einer vorgegebenen Zahl

Ng einzubeziehen. Anstelle von t muB jetzt Ng durch Testrechnungen bestimmt werden.

Bei der Vorgabe von ¢ wird die Zahl Ng der jeweils ausgewdhlten Masgen wdhrend des Approxi-
mationsprozesses mit der Zahl N der schon vorhandenen Massen zunehmen, weil die Punktmassen
mit grofer werdendem N natiirlich dichter liegen und somit auch die Zahl derer, die die Be=-
dingung (4,37) erfiillen, zumimmt. Bei Vorgabe von Ng (der obere Index wird jetzt fortge-
lassen, da die Zahl ja feststeht) bleibt dieser Effekt sllerdings unberiicksichtigt; ein
konstantes Ng entspricht also einem ¢ , das mit N zunimmt. Das ist aber kein Nachteil,
denn erstens mulb h@ ohnehin durch Testrechnungen bestimmt werden und zweitens ist es durch-
aus verninftig, am Anfang der Approximation, wenn die Punktmassen mit dem grdBten EinfluB
bestimmt werden (das ist ja der Sinn des Algorithmus'), auch sorgfidltiger die gegenseitige
Beeinflussung der Punktmassen bel der Approximation zu beriicksichtigen.

Praktisch realisiert wurde eine noch einfachere Variante, die eine Berechnung der Skalar-
produkte umgeht. Wie aus Abb. 3.3. ersichtlich, ist das Skalarprodukt zweier Punktmassen-
potentiale $, und Qj fiir feste Radien eine monoton fallende Funktion des sphBrischen
Abstandes Vi der beiden Punktmassen und somit auch des direkten Abstandes l(qi,qj).
Haben die Punktmassenpositionen alle den gleichen Abstand vom Kugelmittelpunkt, dann
liefert ein Sortieren der (N-1) Punktmassen mach der GrdBe ihrer Abstinde zur N~ten
Punktmassenposition die gleiche Reihenfolge (allerdings in umgekehrter Richtung) wie das
Sortieren entsprechend ihrer Skalarprodukte. Flir die gemeinsame Optimierung der Punkt-
massenpositionen im N-ten Schritt werden nun jene Punktmassen bis zu einer Anzahl Ng
ausgewdhlt, welche die geringsten Abstidnde zum Ort ag der neuen Punktmasse haben.
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Unter Verwendung des einfachen geschlossenen Ausdrucks (3.89) wire ein Sortieren nach der
GrbB8e der Skalarprodukte nicht wesentlich aufwendiger. Zum Zeitpunkt der ersten numeri-
schen Tests lag die geschlossene Form (3.89) aber noch nicht vor, sondern nur die Kurven
aus Abb. 3.3., berechnet durch numerische Auswertung der Integrale in den Skalarproduk-
ten. Da sich das einfache Auswahlkriterium nach den Abstdnden bei der praktischen Anwen-
duhg gut bewshrt hat und die gewlinschten Aussagen liber die GrtBe von Ny lieferte, wurde
es spédter nicht ersetzt.

Der hier beschriebene praktisch Skonomische Aspekt stellt eine zusdtzliche starke Motiva-
tion zur Verwendung des Skalarprodukts (3.34) anstelle von (3.2) dar. Allein der Vergleich
der beiden Abbildungen 3.2. und 3.3, vermittelt einen Eindruck, wie die Wahl der Skalar-
produktdefinition die Zahl Ng beeinflussen wird. Um die mdgliche Bedeutung dieser MaB-
nahme zu verstehen, muB man sich 2 Gesichtspunkte vor Augen fihren:

Die Zahl der insgesamt zu bestimmenden Punktmassen wird (je nach Anwendung) durchaus
zwischen 100 und 1000 liegen (mdglicherweise auch dariiber); andererseits kann man nach

den Abschidtzungen des Skalarprodukts zweler benachbarter Punktmassen in Pkt. 3.3.2.

fiir die Zahl Ng verniinftige Werte zwischen 5 und 20 erwarten. Man sieht, daB die Berechnung
einer grtBeren Zahl von Punktmassen mit dem vorgeschlagenen Algorithmus praktisch ohne die
"Ng -Begrenzung" garnicht mdglich sein wird.

4.,6.2, Reduzierung der Zahl der in jedem Schritt einbezogenen Randwerte

Ahnlich wie in Pkt. 4.6.1, kann man sich iiberlegen, ob in jedem Approximationsschritt

immer alle Randwerte bendtigt werden. Streng genommen ist das natilirlich der Pall, da jedé
Punktmasse einen nicht verschwindenden EinfluBl auf der gesamten Kugeloberfldche hat. Dieser
EinfluB klingt aber (in unserem Fall von Randwerten des Typs grad T(Pi)) mit dem Quadrat
der Entfernung der Datenpunkte P auf der Oberfldche o zur Punkimasse am Ort qj, algso mit
12 (P 243 ), ab (siehe Abb. 4.1. ).

Abb. 4.1.: Zum unterschiedlichen EinfluB einer Punktmasse auf die verschiedenen
Datenpunkte

Bei der praktischen Umsetzung des Algorithmus'! wurde in Anlehnung an die Betrachtungen in
Pkte 3.3.2. folgende Moglichkeit zur Einschrinkung der Zahl der einbezogenen Randwerte

vorgesehen: Nach Auswahl der Ng Punkimassen an den Orten qJ (i1 e {1,..., N~ 1y
1= 1:---vN8"‘Ng < N-Dzur gemeingamen Optimierung mit der Pdsition qN werden nur jene
Randwerte grad (P, ) (ix € {1,...,M} ;5 k=1,...,Ms s Mg <M Ffiir die Berechnung

der Zuschlége verwegéet fiir deren Positionen P gilt:
Tk
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2
(4.38) MAX{(RP—qul) 12(, ,q) ¢ g1 € {0ee Nt 5 1=l Ne vt s guan = Np > d

Es werden also die Anziehungskrdfte jeder der ausgewdhlten Punkimassen in den Datenpunkten
und in dem Punkt direkt oberhalb der Masse ins Verhdltnis gesetzt vnd anhand dieses
Quotienten entschieden, ob der entsprechende Datenpunkt einen genligend groBen Beitrag zur
Optimierung liefert. Es bleiben in jedem Schritt alle die Randwerte unberlicksichtigt, die
auf keine der Ng +1 ausgewéhlteh Punktmassen einen grtBeren EinfluB8 haben. Welcher Wert fiir
d gewdhlt werden kann, muB wieder die Praxis zeigen.

Auch hier wirkt sich die Verwendung von Beschleuniguhgsvektoren (d.h. Krdftevektoren auf
eine Probemasse mit der Masse 1) als Randwerte im Vergleich zu Potentialwerten giinstiger
aus, da die Krdfte in bekannter Weise schneller mit dem Abstand abnehmen als die Poten-
tialwerte,

Berlicksichtigt man, daf die Rechenzeit bei der numerischen Anwendung des Algorlthmus'
hauptsichlich durch die Berechnung und Invertierung der Normalgleichungsmatrix (F F)
(siehe Pkt. 4.4.) bestimmt wird, dann kann man die Betrachtungen in Pkt. 4.6.1. und Pkt,.
4,6.2. wie folgt zusammenfassen: Der numerische Aufwand fiir die ErhShung der Zahl der
Punktmagsen von (N-1) auf N ist weitestgehend unabhingig von:

o der Zahl (N-1) der schon bestimmten Punktmassen

. der Struktur des zu approximierenden Feldes und somit auch von der Gesamtzahl N
der Datenpunkte

. der GréBe des zu approximierenden Gebietes (wenn man an lokale oder regionale
Anwendungen denkt).

4,7. Der Algorithmus als Kerngtiick des Programms PUMA

4,7.1. Endgiiltige praxisbezogene Formulierung des Algorithmus!

Im folgenden soll der Algorithmus einschlieBlich der praxisgbezogenen Anderungen bzw,
Zusitze noch einmal aufgeschrieben werden. Einer verbalen Formulierung, die im wesent-
lichen ohne numerische Details auskommt, wird dabei der Vorzug gegeben:
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Formulierung des Algorithmus!

. Vorgabe von M gleichmidBig verteilten Beschleunigungsvektoren entsprechend dem
Storpotential auf einer Kugel mit dem mittleren Erdidquatorradius

. Vorgabe von Ny und d

. Annahme: (N-1) Punkitmassen sind schon bestimmt

L

H=-ter Schritt:

1. Subtraktion des Feldes, das durch die (N¥-1) Punktmassen erzeugt wird, von den
Ausgangsdaten s Restfeld A

2. Suche des Punktes Pmax auf der Oberfldche, in dem das Restfeld A den betragsmifig

groften Wert annimmt
3., a) Bestimmung des Niherungswertes filir die N-te Punktmassenposition durch
Positionierung unterhalb von Pmax
b) Auswahl der Randwerte des Restfeldes A, deren EinfluB auf diese Punktmasse
grofer als 4 ist (im Sinne wvon (4.38))
¢) Verbesserung dieses Niherungswertes durch Optimierung der N-ten Punktmassen-

position im Restfeld A~w Niherungsort 'ﬁg

4, a) Sortieren der (N-1) schon vorliegenden Punkimassen nach ihren Absténden
zum Ngherungsort Eg, beginnend mit dem geringsten Abstand
b) Auswahl der ersten dieser sortierten Punktmassen bis zur Gesamtzahl Ng
¢) Subtraktion des Feldes der (N—l—Ng) Punktmassen, die nicht optimiert werden
sollen', vom Ausgangsfeld ~dh Restfeld B

5. Optimierung der Massen und Positionen der ausgewdhlten Ny Punktmassen ein-
gchlieBlich der N-ten Punktmasse im Restfeld B

.

)

(nach Erreichen der vorgegebenen Maximalzahl N

- max

.

Abschlul:

P
» Gemeinsame Bestimmung aller Nmax Massen fiir

Wahlweises ﬁ festgehaltene Positionen

» gemeingsame Verbesserung aller Nmax Massen
und Positionen
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4,7.2. Moglichkeiten des Programms PUMA zur Berechnung von Punktmassenmodellen

Auf der Grundlage der in Pkt. 4. bisher beschriebenen Vorbereitungen wurde das Programm
PUMA zur Berechnung von Punktmassenmodellen aus Randwerten, die in Form von Beschleuni-
gungsvektoren vorliegen, erarbeitet. Es wurde auf der EDV-Anlage BESM-6 in Fortran
programmiert. Auf eine formale, alle Ein- und Ausgabeparameter beriicksichtigende Be-
schreibung soll hier verzichtet werden., Die prinzipiellen Moglichkeiten des Programms
zur Ableitung von Punktmassenmodellen sind in Abb. 4.2. schematisch dargestellt.

PROGRAMM PUMA

BESCHLEUNIGUNGSVEKTOREN AUF DER
KUGELSCHALE MIT R=Ro, BERECHNET
AUS KUGELFUNKTIONSKOEFFIZIENTEN

SUBTRAKTION VON PUNKTMASSEN,

DIE NICHT VERANDERT WERDEN > .
N RADIUS R. DU
SOLLEN ¢Z.B. FUR NORMALFELD) RADIUS RE BQQT R_FERMELRCH
VORGEGEBEN | |gEsTIMMEN
L ’
SCHRITTWEISE BESTIMMUNG ORTE A PRIORIl [BERECHNUNG VON GLEICHVERTEILTEN
VON PUNKTMASSEN NACH VORGEBEN PUNKTEN AUF EINER KUGEL R. <R
BESCHRIEBENEM ALGORITHMUS g e

YV YV V *l y
BESTIMMUNG DER MASSEN GEMEINSAME OPTIMIERUNG

FUR VORGEGEBENE ORTE ALLER ORTE UND MASSEN FUR
VORGEGEBENE STARTWERTE

PUNKTMASSENMODELL , WELCHES DIE
AUSGANGSDATEN APPROXIMIERT

Abb. 4.2.: Schematische Darstellung der Berechnungsmbglichkeiten des Programms PUNA
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5. Ableitung und Test von Punkimassenmodellen/Diskussion der Ergebnisse

51, Berechnung der Punktmassenmodelle

Fir die Berechnung der Randwerte kam das Kugelfunktionsmodell GEM-10 (LERCH, u.a.,

1979) bis einschlieBlich Grad und Ordnung 20 zur Anwendung. Wie in Pkt. 4.1. beschrieben,
wurden 2 verschiedene Normalfelder subtrahiert und so 2 Verschiedene S&tze von zu appro-
ximierenden Randwerten erzeugt. Sie werden im folgenden mit Satz 1 und Satz 2 bezeichnet:

Satz 1 : Normalfeld durch Kugelfunktionsentwicklung bis einschlieBlich
Grad und Ordanung 4

Satz 2 : Normalfeld durch 3 Punkitmassen, welche die zonalen Terme bis
einschlieBlich 3. Grades modellieren(siehe Pkt. 3.4.)

5.1.1. Welche Modelle wurden berechnet?

Auf der Grundlage von Satz 1 wurden fiir Ng = 0, 2, 4, 6 unter Verwendung des beschrie-
benen Algorithmus' schrittweise jeweils bis zu 156 Punktmassen bestimmt. Die Zuschlige
wurden in x,y,z-Koordinaten berechnet. Die Zwischenresultate beim Approximationsprozéﬁ
mit Ng = 6 fir 32, 45, 58, 72, 86 und 100 Punktmassen wurden verwendet, um fiir festge-
haltene Orte die Massen gemeinsam neu zu bestimmen, wobei vorher Jjeweils zusdtzlich eine
Punktmasse in den Erdmittelpunkt gelegt wurde. Die Bedingung, daf die Summe aller

Massen gleich Null sein muB (die Wirkung der Gesamtmasse ist ja im Normalfeld enthalten),
konnte 50 besser erfiillt werden. Auf diese Art und Weise entstanden die Modelle PM 1/32,
PM 1/45, PM 1/58, PM 1/72, PM 1/86 und PM 1/100,

Satz 2 wurde schrittweise mit Ng= 6 durch Punktmassen bis zu einer Gesamtzahl von 100
approxzmlert Hier wurden die Zuschlége abwechselnd fiir Radlus und Masse einerseits und
in Langen- uhd Breitenrichtung andererseits getrennt berechnet. Es wurden wieder Zwischen-
resultate genutzt, um mit einer zusdtzlichen Masse im Erdmittelpunkt alle Massen fiir
festgehaltene Orte neu zu bestimmen. So entstanden die Punktmassenmodelle PM 2/32,

PM 2/58, PN 2/70, PM 2/83 und PM 2/100,

AuBerdem wurden die 3 Modelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G abgeleltet Hierzu
dienten die gleichen Zwischenresultate, die schon zu PM 2/32, PM 2/58 und PM 2/70 ge-
flihrt hatten, als Startmodelle, um jeweils alle Massen und Positionen nochmal gemeinsam
zu optimieren. Die Verbesserungen wurden wieder getrennt filir Masse und Radius einer-
seits und in Léngen- und Breitenriechtung andererseits bestimmt. Zum AbschluB8 wurde, wie
bei allen Nodellen, eine einheitliche Bestimmung aller lassen einschlieBlich einer

Magse im Zentrum vorgenommeﬁ.

Zu Vergleichszwecken wurden fiir Satz 1 Modelle bestehendaus 12, 22, 34, 46, 64, 106, 128
‘und 156 gleichm&Big auf Kugelschalen verteilten Punktmassen berechnet. Flir die Bestimmung
der Radien der Kugelschalen kam die Best R-Formel (siehe Pkt. 4.5.) zur Anwendung. Die
entgprechenden Radiuswerte sind in Tabelle 4.1. enthalten,
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Abb. 5.1. zeigt den Restfehler beim Approximationsprozel durch schrittweise ErhShung der
Punktmassenzahl, fiir die Punktmassenmodelle PM 2/32 G, PM 2/58 G, PM 2/70 G und fiir
gleichméBig verteilte Punktimassen. Die Modelle PM 1/32, PM 1/45, PM 1/58, PM 1/72, PM 1/86
und PM 1/100 sowie die Modelle PM 2/32, PM 2/58, PM 2/70, PM 2/83 und PM 2/100 liegen
praktisch auf den Kurven des entsprechenden Approximationsprozesses.

Die Abbildungen 5.2. bis 5.6. sollen einen Eindruck von der Lage der Punktmassen einiger
Modelle vermitteln. Um dabei auch die GrdBe der Massen zu beriicksichtigen, wurden fiir
die Durchmesser der Symbole die Logarithmen der Betridge der Massen zugrunde gelegt und
g0 linear transformiert, daB die (betragemdBig) kleinsten und groften Massen in jeder
Abbildung die gleichen vorgegebenen Durchmesser erhalten, Die vollstd@ndige Information
iiber Massen und Positionen dieser Modelle sind den Tabellen 5.1. bis 5.5. zu entnehmen.,

5¢1.2. Numerische Stabilitidt der LEsungen

Wie in Pkt. 4.4.2. begriindet, fihrt die Wahl eines zu groBen Wertes fiir den Regulari-
glerungsparameter o lediglich zu einer VergrdBSerung der Zahl der Iterationen bei der
gechrittweisen Verbesserung der Punktmassenpositionen., Auf die Bestimmung von jeweils
optimalen Werten flir ¢ durch numerische Tests wurde verzichtet, da diese sehr aufwendig
und im Rahmen der vorliegenden Untersuchungen von zweitrangiger Bedeutung wéren. Einige
Testrechnungen mit =0 zelgten, daB die schrittweise Punktmassenbestimmung nach dem
begchriebenen Algorithmus in den meisten Fdllen stabil ist. Nur in einigen Ausnahme-
fdllen, offensichtlich in Abh8ngigkeit von der Qualitdt der Startwerte flir die zu
optimierenden Punktmassenpositionen, ergeben sich zu grofie, unsinnige Zuschlige, bei-
spielsweise g0, dafl der neue Ort auBerhalb der betrachteten Erdkugel lag.
Unter Berlicksichtigung der GrdBenordnung der Diagonalelemente der Normalgleichungsmatrix
(FTF), die im Bereich von 1 lag, wurde filir den Regularisierungsparameter ein Wert von
a=0. 002 gewshlt (vgl. Formel (4.30)). Da dieser Wert fiir Satz 1 in allen Fillen sta-
bile Losungen lieferte und sich die Zuschl&ge pro Iterationsschritt bis auf oben ge-
nannte Instabilitdten kaum von den nicht regularisierten Zuschldgen unterschieden, bestand
kein Grund, kleinere «o-Werte zu testen.

Bei der Anwendung des Algorithmus' auf Satz 2 wurden die Zuschlidge fiir Masse und Radius
mit o=0. P01 stabilisiert. Dabei erwies es sich als giinstig, den Gesamtiterationsschritt
aus 2 Schritten flir Masse und Radius und einen tangentialen Verbesserungsschritt zu-
sammenzusetzen.

Flir die numerisch aufwendige Optimierung jeweils aller Massen und Positionem, die zu den
Modellen PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G fihrte, waren verh#ltnismiBig viele Iterations-
schritte zur LOsung des nichtlinearen Gleichungssystems notwendig.

Die Abbildungen 5.7., 5.8, und 5.9. zeigen die Verringerung des Approximationsfehlers mit
der Zahl der Iterationsschritte.

Zu Beginn wurden die Zuschlige fiir Radius und Masse mit @=0.0081 stabilisiert, spiter
warde o=[ gesetzt, Die Zuschlige in IL&ngen- und Breitenrichtung wurden ohne Regulari-
sierung bestimmt. Bei der Optimierung der 32 und 58 Punktmassen (Abb. 5.7. und 5.8.)
wurden abwechselnd Zuschlédge fiir Radius und Masse bzw. in Lidngen- und Breitenrichtung
berechnet. Die Optimierung der 70 Punktmassen erfolgte schrittweise durch 3 aufeinander-
folgende Verbesserungen fiir Radius und Masse und einen Zuschlag in Lingen- und Breiten-
richtung. ‘
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Abb. 5.4.: Verteilung der Punktmassen des Modells PM2/32G
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Abb. 5.6.3 Verteilung der Punktmassen des Modells PM2/70G



Tabelle 5.1.: Punktmassenmodell PM1/100 (Linge und Breite in Grad; Radius in Ein-

heiten des Erdradius'; Masse in Einheiten der Erdmasse X 106)

99ESEBYS "B-
96L.418LT °¢
¥96ELSBL "T-
6610861E "0
LEVLYSBE "B~
SGeSLL8T *E-
S82698SE "B~
SP8YItie "l
19885909 0
8L41v2¥S8 0
8LL1COTY "B~
18B602ES "0
6S622SSE 0
SLBBLZBE D
9885010 °E
PB2O9I6EL "1~
¥5€929¢20 °1
851v¥6ie 0
82660YSY "0-
Seyesese "o~
BILESTEL "B~
QEEBESBE 0
88S.4018. "0~
ycp8yece "1~
B1vY9669L "2~
61vEDS8Y 0
16449642 "0~
EEEYSBSL 0
P8S.L668S *B-
PYSeLItTY "1~
P6SSCavE '€
€L.68v60 ‘0
BSLLSLIL T
896¥¥S8S "1~
14SB2LSE 'S
6ES628E9 "B~
688SV8EE "€~
SPST1487 ‘D
B66EV.L10C "0~
PSC16EBE “B-
ELC62P6L "1
1689918Y "2~
L6669c6¢ "2~
¥S9266€ET ‘B~
969680vD "1-
£5982289 0
SEQEDYES P
B199ECIS "B~
62¥8c.Ll62 "B~
98@YEQBE "2
YOSIPDEVE "B

9SESYE8 "0
L28006.L P
ESSYLLL D
LSEDRBS P
¥910248 0
S9v8pes o
¥528588 0
LSYT9ES "D
9Y6Y.LS8 "B
¥62¥908 "0
15PSP.L8 "B
B6LESB68 "0
EASYSLB 0
SPy228s "B
B819EEEL D
cSY.664 "0
9vE1628 "0
S681848 "0
6€c2698 "0
SEDYRES 0
8526098 0
cELS188 °0
SLB69€ES8 0
c¢BESPI8 P
LESO6YL "0
B2cL6198 D
1¥89S68 0
988.LES8 0
cB@B8sces 0
BySsrys '
ELLOSYL "D
SSSYve6 0
8992184 "0
BELEMBL "0
BY8LYLL D
8815098 ‘0
EGSC2LL D
6545958 0
9PSEEDL "0
608188 0
Ba8Y8YL "0
GBOEGLL "0
clEEBYL D
€E686T16 @
SY65SS8 "0
Leyeyes B
61vices8 ‘e
614¥998 "0
000000 "0
pye8enL o
£849068 2

3SSVH

snIavy

£2068 "B8- ?*

Mﬁmamm.mwl mwwmmm.mmm MMH 0.L.00v81 "0 1€9.968 "B 6€219T °1 msmshm”m %1%}
¥11642 "G4~ CEETCE'8YT 66 1665S4¢2L e~ 28v.68L "D BS.L892 2 y0189S *64 514
EVYE6Y80 "EL~ TEOQYOSE ‘@82 86 EVESBCEL "D S8v8888 "0 S9.618 ¢ ﬁmsﬁmh”mm 8y
GIEDIC "DL~ VYEGBLD "812 L6 EVLTILOYD T EBEBLYS "D 612¥81 "L 6L2210°121 LY
166162 ‘98- 211EQD °6 96 616.4€958 "B- 8v82.Ly8 "B 19616 "L €2S101 "6PE  9¥
Gc26VE "19~ £6.880 "8E S6 1¥8S68YS 't B8E.L6888 "0 LBL168 '8 qoreee vve S
GEBSET ‘P9- 2666EE "BOE  ¥6 8¥Y144192°8 LTL680L 0 8LS1BS 11 Nmmmﬁanmmm 144
B2YLLB LS~ 1PELIS V12 €6 LEBZY LSS "1~ €05988L "8 692€@e 21 smwhms.mﬁﬂ (544
681186 "L6~ 6S49.6°8Y1 26 1242928L°D 1914658 °8 ELDSPC V1 mmvﬁﬁm.mw (44
89.9.S "LS5-  LSEQZSL "EBT 16 pseeseet "1~ 2ESCH18 "0 1e62se ¥l 22LLSB "Iye 1¥
986195 ‘EG~ €@2226 "2ve 06 GBS164ST "B- 8EYSOOG 0 LEDYSE '81 smmﬁﬁm“smﬁ 14
1992€Y "16- D6V6.L8 'SYE 68 €BSESSSS B 8S6VSEB "0 966684 *81 sahmﬁs.mmm 6€E
GELLYS Sy~ BPB9.8E ‘v 88 ¥ LBBEEES "S- B1926YL @ 882yST 61 €EDCTB "16C 8
821¥16 ey~  LOEBIBG "06 .8 T¥2IETBE °D LSP6SL8 0 6601LL "61 hmmamﬁnﬁvﬁ LE
2LS208 ‘Evy~  8860YvY “¥1E 98 8EESBBE6 "B LLYy0628 "B BL19SO “¥e m#mmﬁm.¢mﬁ g€
89868€ 2y~  16¥6i2C "982 S8 1vy2e2sl ‘8- €959116 "0 ¥.9867 "ve mmmNms.mw SE
y660S2 “2v-  L2vSS8 9.1  v8 6L16LLCE "B~ 6589.88 "0 SYSOLE "L2 m#mmmm.ﬁvm YE
LB0SSA ‘By—-  LTLSEL "Y€ €8 CESLY160 "1 CSSEYSS P 18081L "8¢2 mmmmmh.am EE
9S@A¥99 "6E-  GELZSE °L 28 ISBLVEDS ¥~ G2AtTchL "0 EBTLLY "6 mmNmmN.vsﬂ ¢t
€1E8P8 "8E~ 9281EL'SL2 18 ¥ 18¥ECEE "G- 1€E68L1.4°0 2L5218 '6¢ mmmvmﬁ.mmm 1€
872980 "LE~ 2ELBEZC'B8EE @8 LLLBBYOLY "B~ Y1v.648°0 80ECSS "BE 118986 ‘v2 ge
COLITL "vE~ 191¥12°621 6.4 GLPSS1SE 2 CELESHS P 8SYY1IL°1E ﬁmmmﬁu”mm 62
6L9G26 "1E~ GELLYS'6ST 84 LP1E2ABE6 "D LBYEYS8 D L96SEY ¢t m#mmmm.ﬁmm 8¢
S¥2.L86 ‘PE- 68¥¥82 "EBT  LL LIBSYLLY "B BLEMBSS "D Ec¥8Y8 "vE thﬁwm.mNm Le
ByS986 "PE-  SBLYSY "SY1 84 LSB66.L08E "B~ ESEBYLS P LTESQES "SE L9TLL2 "86T 92
1818¥2 "G2~ 2BI@66 "SET S gv.L1S6SY °1 ¥Sy1828 '8 ¥¥S8S8. "8€ a6s@2E "1¥ 214
198715 22~ @¥6696 L9 Vi L922ET19L 0 9@2yveES '@ Byei8L "SE 2IseTC "L2T  ve
680262 "12~ OILSYE 122 EL L1ET89YD "B~ 98.LAGES "0 LITLLE"LE mNmmhm”m&m €2
8LE260 "12- 191¥2L¢8e 2L LTELSYIT "€~ EBSB6EL 0 p880SY "8€ NmwaN.va éc
€EBSSGP "12~-  @8662S "SLT 14 LD1681¥1 0 LP2S606 "0 LL08.8 '6€ Nmamﬁh.mhw 1e
€S6268 ‘p2- 8@YICE 'Sy BL BELLS2IE D LELSDOG "B 199229 "By LILB2L L2E Be
2IETBZ 61~ 69BLEL "91 69 2€E8E622H "B~ B12€298 "B y122E6 1Y ySETDD 16 61
SI19Y@T "61- ESYLIZ2°961 89 825v08ESB "¢~ 2619854 "0 2lELBS "2¥ GGB66E "1€EC 81
GESBS8 "91~ 88.S18°162 LS B612LEBGS 0 B8YESIB8 "0 @8B292 "SY mﬁﬁmwmuhﬁ L1
¥28566 91~ @SE89E “LE g9 GEV.LEBEC °E IBELTLLB LDP8S86 SY 9EBTIB"LYe 91
cO19S86 21—~ €45962 20 S8 BEVB6E9S "T- 89659¢8 "0 98vEBE "9 ,96928 *vS Gl
@cy98P “21- BIGBIEBYE  ¥9 €4.86106°0 c9ELYC8 "0 88E16Y ‘6¥ SLO9YL22E Y1
LOT198S "TT- 1586886 "LEE €9 ¥2L119Y5°8 LBOGBESS B 12288E "0S mNm&sﬁ”mmﬁ €1
S81219 "6- 85.8¥2°1 29 6€99@9¢2¢ 9 ayvL169 "0 2yvssy "es mmm¢ﬁm.v¢ﬂ el
GEEIBE "6~ T¥P8.46 ‘BY 1 19 288SSceEl "B- BEEEETIG "D 198S€E4 °SS Hvamﬁ.th 11
1¥S842 8- 888086 "1/.2 @9 p698918S B I6LEYS98 0 SETQ2L "85 hthNm.hm a1
286Soy “v- I869EL VL1 65 L228y261 "B~ 618.868 "0 £8848L. “LS vammm.NmH 6

628440 “v- ¥LS8LE°L21 8§ 99261560 "1- EVPISIB D 2o8YLL "8S Nmmmmm.hﬂ 8

LTVESY "2~ £9.¥66 12 LS GEBBBOES °1 882L1€8 "0 €£68219 "08 €9.@ss "8le L

6¥89v2 "2- 2P812S 65 felo] viveiiigti- EBBYBLL B T1L9€11°18 LS89.2°611 8

8s¥¥80 "¢~ 166808 ‘811 S5 ¥860.L88€E “¥- 2L2BL8L "] 2yS619 "29 p19EBY °L82 S

LS98¥@3 “2- I¥¥L19 Sy ¥S 1L2.88Y1 "B- 9550006 0 888€98 "G9 15281 €L L4

p0o00s "0 po0090 "8 €S g91¥8EBM8 °¢C 2ISEIB8L D Y6086 "89 6LL9O06 ‘ECE €

¥9S619 "0 2ipsye '@tz 2S5 682.48YST "1~ LBBEZLL D 9BELEB VL €5c8.L8°PBC ¢

88882. @ P0.L260 "SE 18 LyBy99Ee "0 2564206 ‘0 899LLE "98 PESYLS "1€C 1

3LI3E JON3VI N 3SSVW snIiavy 31138 JON3VT N




95

Ein-

in

ius

.

Grad; Rad
Erdmasse x 106)
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Tabelle 5,4,: Punktmassenmodell PM2/58G (Linge und Breite in Grad; Radius_in Ein-
heiten des Erdradius'; lMasse in Einheiten der Erdmasse x 10°)

N LAENGE BREITE RABIUS MASSE

1 90. BP0 S0. pERR0D B. 8800000 -@. 42865905
2 321.233827 69. 282235 B. 71644867 6. 35889485
3 272.24P588 62. 213661 B.7427313 ~B6. 16043720
4  115.842267 61.843812 2. 8260898 ~1. 08230384
S 228.393334 61. 886075 2. 8620684 B.98817193
6 18. 348023 60. 484648 B. 8231675 ~1. pB268937
7 200.871281 53. 182826 8. 8910480 B. 41344804
8 131.084202 44, 237854 8. 5724202 18. 32248956
8 253.949123 43. 325852 2. 6887481 8. 82688596
18 S54. 732580 42. 300680 2. 7982084 -3. 58829300
11 86. 877382 38. 228408 B. 5984716 -21. 27523271
12 326.316892 37.819862 8. 8564268 1. 22838967
13  164. 965537 37.2780874 B. 7142053 ~4.44341248
14 245,81P153 31.817400 f. 5235643 ~24. 95870518
15 88. 829133 38. 245827 B. 8173725 2. 71853061
16 48. 848783 28. 5150831 B. 6425018 23. 55335134
17  332.084417 29. 394108 B.7111415 -B. 76185240
18 28. 781747 26. 819556 B. 7618923 ~3. 756508152
18 48. 5068085 25. 262546 g. 8312680 ~2. 92844515
28  323. 658008 25. 813728 B. 5262413 41. 46739727
21  194.743580 21. 856040 B. 8561268 2. 586082719
22  256. 834815 21. 286865 B. 8590341 j. 63012100
23  358. 876267 21. 184070 p. 8664051 ~0. 48070613
24 59. 584390 15. 480818 B.8118354 ~1. 78538624
25 297.828177 14, 181150 0. 5848874 ~79. 53210844
26 120.791964 7.721851 B. 8437975 1. 48596661
27  282. 869252 4.525812 B. 5663585 35. 94223366
28 82. 482351 3.714326 B. 6990352 —-10. 60246404
298 94. 8909229 3. 474904 B. 7887736 3. 46365217
38 215.738875 -@. 481653 B. 6287320 8. 39744524
31 46. 678381 ~B. 744515 B. 8687170 ~@. 76414868
32 21. 351969 -2. 768791 p. 8153113 ~2. 53841288
33 118.711782 -2. 802241 A. 8336642 1. 85488775
34 273.170589 ~-6. 493847 B.7611326 ~5. 23813758
35 141.188432 -8. 842204 B. 6474863 9. 39678708
36 2.609585 -10.087188 g. 8529142 ~1. 15822060
37 288.123581  -12. 484355 B. 8822415 8. 36018193
38 336.779511 -12,833200 2. 8988748 ~@. 27259733
38 12.251619  -14.801987 2. 5946907 12. 28735991
48 37.634772 -16. 131357 B.8372116 ~1. 21465285
41 214.611381 -16.557327 j. 6459180 ~5. 02262051
42 284.438836 -20. 944658 2. 8879688 B. 44445988
43 67.976616 -22. 188744 g. 8585753 8. 78913217
44  176.094499  -23. 143322 2.81257868 1. 73218295
45 186.394339 -31.171948 B. 4784615 -18. 87878337
46  103.711787  -33. 450775 B. 8402772 ~B. 72228054
47 128.781872 -33.787712 B. 8488511 ~B. 89214967
48 280.8943234  -33, 935422 B. 7484406 ~3. 12288551
48  355.9520865 -34.417063 8. 6626313 ~7.73017833
S8 292.309858 -38.219603 B. 7554311 4. 87343485
91  342.847156  -43, 426485 @. 6935284 6. 56082820
52 312.651625  -45.674822 B. 6717898 ~8. 58553218
53 85. 175514  -46.069434 B. 6396736 7.84284171
54 45. 990557  -47.564778 2. 8662633 2. 63809281
55 211.283537 -59. 138207 @. 8396998 1.25284997
S6  306.977688  -6@. 278607 B. 79178865 3. 12941906
S7 201.947695 -64.245131 @. 7635193 ~3. 12721668
98  142.856871  -74.689323 @. 8676186 ~@. 57797836
59 59.764418  -75.885109 B. 8847239 2. 13043847
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Abb. 5.8.: Restfehler bei der schrittweisen Verbesserung aller Massen und Positionen
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Abb. 5.9.: Restfehler bei der schrittweisen Verbesserung aller Massen und Positionen

von 70 Punktmassen

Die Zuschldge flr Radius und Masse bzw. in Lingen- und Breitenrichtung sind
einzeln dargestellt
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In Abb. 5.9. sind die Auswirkungen dieser einzelnen Zuschlige auf den Approximationsfehler
dargestellt. Man sieht, daB es glinstiger gewesen wire, auf die 3. Radius- und Massenver-
besserung pro Gesamtschritt zu verzichten, Von der in Abb. 5.9. gekennzeichneten Stelle

an wurde abwechselnd radial und tangential jeweils 1 Schritt berechnet.

Die Notwendigkeit der doch relativ groBen Anzahl von Iterationsschritten und die geringe
Verbésserumg der Approximation pro Schritt deuten auf eine starke Abweichung vom linearen
Fall und auf ein sehr flaches Minimum der Fehlerfunktion im Raum der Parameter hin. Letz-
teres erklédrt auch den relativ starken EinfluB der Regularisierung. Man sieht, daB mit
dem Nullsetzen des Regularisierungsparameters in allen 3 Fdllen nochmal eine stirkere
Fehlerahnahme verbunden ist. Ob eine stabile Berechnung der Zuschlige fir alle Massen und
Positionen ohne Regularisierung auch von Beginn an mBglich ist, konnte nachtrdglich nicht
untersucht werden, da der Rechenaufwand doch erheblich ist. Die Berechnung des Modells

P 2/70 G beanspruchte z.B. ca. 25 Stunden reine Rechenzeit auf der EDVA BESM-6, die

eine Rechengeschwindigkeit von ca. 106 Operationen pro Sekunde hat.

Es s0ll nochmal unterstrichen werden, daB bei allen Berechnungen (unter Verwendung der
beschriebenen Regularisierung) keine Stabilitédtsprobleme auftraten. Das ist auch deshalb
erwihnenswert, weil die Untersuchurngen von BALNINO (1974) zu dem Ergebnis fiihrtem, daB
eine automatische Optimierung von lMassen und Positionen bei der Ableitung von Punkitmassen-
modellen nicht mglich ist. Der entscheidende Gesichtspuhkt diirfte hierbei die Qualitit
der Ndherungswerte fiir die Punktmassenpositionen und die Wahl der zu minimierenden Norm
sein.

Die hier vorgeschlagene voll automatisierbare Methode, Ndherungswerte filir die Punkt-
massenpositionen zu begtimmen, hat sich in dieser Hinsicht also ebenso bewdhrt wie die
Approximation von Beschleunigungsvektoren anstelle von Potentialwerten.

Es hat gich gezeigt, daB die Abweichung von der Orthogonalitidt tatsdchlich klein genug
ist, so daB die Punktmassenpositidnen jedes Approximationsschrittes als Ndherungsorite fir
den ndchsten Schritt geeignet sind und auch die jeweils neue Punktmassenposition in
Analogie zum orthogonalen Fall gefunden werden kann,
DaB die Qualitédt der Startwerte entscheidenden Einflull auf die Stabilitdt hat, be-
stdtigen einige Testrechnungen, bei denen versucht wurde, Massen und Positionen von 34
gleichméBig verteilten Punktmassen zu optimieren. Trotz starker Regularisierung (bis zu
«=2 ) war hier keine stabile LSsung mdglich.

56143+ Verringerung der Zahl der verwendeten Randwerte

Einige numerische Tests der in Pkt. 4.6.2. abgeleiteten Methode zur Verringerungder Zahl
der jeweils beriicksichtigten Randwerte zeigten, daB der Wert d doch relativ klein gewdhlt
werden muB. PFlir die schrittweise Approximation von Satz 1 wurde dJd=0.04 verwendet und
Satz 2 wurde mit d=0.[? approximiert.

Im ersten Fall filhrte das etwa zur Halbierung der Zahl der jeweils in die Rechnung ein-
bezogenen Randwerte, und im 2. Fall wirkt sich das bei den meisten Approximationsschritten
nicht aus. Ursache dafiir sind die am tiefsten liegenden Punktmassen, die, einschlieBlich
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der Ng benachbarten Massen, letztlich meistens alle Randwerte fiir die Optimierung be-
nbtigen. Flir die tiefsten Lagen von Punktmassen sind die niederfrequenten Anteile des
zu approximierenden Feldes verantwortlich. Um die Verh#ltnisse hier also glinstiger zu
gestalten, milte ein hOherfrequentes Normalfeld subtrahiert werden.

5.2. Approximationsgenauigkeit/Konvergenzgeschwindigkeit

5021« Quasiorthogonalitdt und Einfluf des Parameters Ng

Abb. 5.1. zeigt unter anderem die Abnashme des Restfehlers bei der Approximation von
Satz 1 fiir verschiedene Ny -Werte. Die Unterschiede zwischen den Kurven von

Ng =0 bis Ng = 6 sind so, daB man fiir gréBere Ng -Werte nur noch eine kleine Ver-
besserung erwarten kann., Das spricht dafir, daB doch die meisten Punktmassenpoten-
tiale quasiorthogonal sind-und die Einschrinkung durch Ng gerechtfertigt ist.
Die Approximation von Satz 2 wurde nur mit Ng = 6 berechnet.

Die darauf aufbauenden zusdtzlichen Verbesserungen aller lMassen und Positionen, die

zu den Modellen PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G fiihrten, machen den Unterschied
zwischen Ng = 6 und Ng=N , also dem Fall, bei dem immer alle Punktmassen wieder in

die Optimierung einbezogen werden, deutlich. Dieser relativ kleine Unterschied bestdtigt
ebenfalls die Uberlegungen, die zur Einfilhrung des Parameters Ng gefilhrt haben. Man mu8
dabei beriicksichtigen, daf die Approximation von Satz 2, also die Verwendung eines Normal-
feldeg, welches nur die zonalen Terme bis Grad 3 enthilt, filir die Quasiorthogonalitdt
praktisch den ungiinstigsten Fall darstellt (siehe Pkt. 3.3.2. und Abb. 3.5.).

5e242s Vergleich der Approximation der beiden SHtze von Randwerten

Wie gerade erwdhnt, geht aus Abb. 3.5. hervor, daB die Voraussetzungen zur Anwendung des
Approximationsalgorithmus' auf Satz 2 etwas unglinstiger sind im Vergleich zu Satz 1. Trotz-
dem ist der Kurvenverlauf in Abb. 5.1. fir gleiches Ny (Ng=B) fiir beide S&tze von Rand-
werten nahezu gleich fiir den Bereich von etwa 40 bis 100 Punktmassen. Obwohl die Approxi-
mation von Satz 2 ja wegen des einfacheren Normalfeldes mit groBerem Restfehler beginnt,
ist die Genauigkeit flir den Bereich von etwa 20 bis 30 Punkimassen signifikant besser als
bei der Approximation von Satz 1. Offenbar ist die Struktur des Erdgravitationsfeldes
(repridsentiert durch GEM 10 bis Grad 20) von solcher Art, daB es sich durch Punktmassen
besser approximieren 1ldBt, wenn nur ein sehr einfaches Normalfeld abgezogen wird. Diese
Aussage bezieht sich nicht auf die schon diskutierte numerische Stabilit&t und die Quasi-
orthogonalitdt der Punktmassenpotentiale, sondern auf die prinzipiell erreichbare Appro-
ximationsgenauigkeit mit Hilfe einer bestimmten Anzahl von Punktmassen. Es kdnnte sein,
daB es sich hier bei den Quellen um reale Dichteanomalien im Erdinneren handelt, die
anndhernd kugelsymmetrisch sind und deshalb ihre Gravitationsfelder besser durch Punkt-
massen approximiert werden kdnnen, wenn nicht ein Teil davon schon durch das Normalfeld
absorbiert wird. Diese Frage kann natiirlich nicht ohne tiefergehende, sorgfédltige Unter-
suchungen geklédrt werden und soll im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden,

Da die Verwendung eines gehr einfachen Normalfeldes offensichtlich keine Nachteile hin-
sichtlich der mit einer vorgegebenen Zahl von Punkimassen erreichbaren Approximations-

genauigkeit mit sich bringt, ist diese Variante in Bezug auf Einheitlichkeit und Anzahl
der Modellparameter einem komplizierten Normalfeld vorzuziehen. Es sei daran erinnert,

daB das Normalfeld in Satz 2 nur durch 3 Punktmassen dargestellt wird.
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De243. Vergleich mit gleichverteilten Punktmassen und Kugelfunktionsentwicklung

Ein Vergleich der Kurven in. Abb. 5.1. zeigt die Uberlegenheit des hier vorgestellten
Algorithmus' gegehﬁber einer gleichméfBigen Verteilung von Punktmassen. Man sieht, daB
die Approximationsgenauigkeit von 156 gleichméBig verteilten Punktmassen schon durch
weniger als 30 Massen mit optimierten Positionen erreicht wird. Die Uberlegungen zur
Konvergenz in Pkt. 3.3.3. werden durch die praktischen Rechnungen vollauf bestdtigt.
Schon der einfache Fall Ny =P ist hinsichtlich Konvergenzgeschwindigkeit deutlich
besser als gleichverteilte Punktmassen.

Mit der Wahl des Parameters Ng ist es mbglich zu steuern, in welcher Weise man einen
KompromiBB eingeht zwischen Aufwand bei der Berechnung des Punktmassenmodells einerseits
und bei seiner Anwendung andererseits. Ein relativ groBer Wert fiir Ng flihrt zu einem
starken Anwachsen der Rechenzeit bei der Ableitung des Punktmassenmodells, hat dafiir
aber den Vorteil, daB eine bestimmte Approximationsgenauigkeit schon mit weniger
Parametern erreicht wird. Flir eine sehr breite und hdufige Anwendung des Modells lohnt
sich demnach die Verwendung eines grofen Wertes fiir Ng »

In Abb. 5.10. werden die Approximationen von Satz 2 durch Punkimassen und durch Kugel-
funktionen miteinander verglichen.
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Abb., 5.10,: Approximationsgenauigkeit in Abh&ngigkeit von der Zahl N der Parameter
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Dazu ist (Zhnlich wie in Abb. 5.1.) der Restfehler in Abh#ngigkeit von der Parameterzahl
N des approximierenden Modells dargestellt, Die 3 Parameter des Normalfeldes wurden zusitz-
lich beriicksichtigt, so daB die Kurven bei W = 3 beginnen,

Mit der bisherigen Betrachtungsweise, wonach die Punktmassen als Basisfunktionen oder
Basgisvektoren angesehen werden, ist es natiirlich, jede Punktmassge als einen Parameter

zu zd8hlen, Das ist im Vergleich mit Kugelfunktionen insofern auch verniinftig, als die
Rechenzeit bei der Nutzung der Modelle in Computer-Programmen pro Punktmasse und pro
Kugelfunktionskoeffizient etwa gleich ist. Ein Vergleich der entsprechenden RKurven in
Abb. 5.10. zeigt auch hier die Vorteile der vorgestellten Methode zur Berechnung von
Punktmassenmodellen. Dabei muB man sogar noch in Rechnung stellen, daB die Ausgangsdaten
ja durch eine Kugelfunktionsentwicklung erzeugt wurden und somit die Approximation dieser
Daten durch Kugelfunktionen schon bei einer endlichen Zahl von Parametern konvergiert.

Nun ist folgender Vergleich interessant und niitzlich:

Jede Rugelfunktionsentwicklung ist bekanntlich theoretisch exakt umrechenbar in eine
Darstellung durch Multipole; ganz konkret z.B. durch die Multipoldarstellung der
einzelnen Grundfunktionen (siehe Pkt., 2.3.5.). Die Parameter dieser Darstellung bein-
halten die Lage der Pole auf der Kugeloberfldche (z.B. in Form von Lénge und Breite)

und die "Ladungsstidrke" jedes Polg. Wie die 3 Komponenten jeder Punktmassenposition bei
den hier berechneten lModellen, werden bei der Multipoldarstellung die 2 Koordinaten jedes
Pols auf der Kugeloberfliche durch das darzustellende Feld festgelegt.

Wirde man die Wertepaare, welche die Achsen der Eultipolecharakterisieren, bel der Zahl
der Parameter formal unberiicksichtigt lassen, k&me die Multipoldarstellung mit einem
Drittel der Parameter aus, was natiirlich der exakten Umrechenbarkeit von Multipolen und
Kugelfunktionen widerspricht. Mit dieser Uberlegung soll plausibel gemacht werden, daB,
vom approximationstheoretischen Standpunkt aus gesehen, auch die Koordinaten der Punkt-
massen als Parameter zu zdhlen sind, wenn sie in die Optimierung einbezogen werden., Die
obere "Punktmassenkurve” in Abb. 5.10., trégt dem Rechnung. Die Ubereinstimmung mit der
Approximation durch Kugelfunktionen ist erstaunlich gut. Berlicksichtigt man den schon
erwdhnten Fakt, daB die Ausgangsdaten durch eine Kugelfunktionsentwicklung endlichen
Grades erzeugt worden sind, dann wird man kaum erwarten kdnnen, dafl eine andere Dar-
stellungsform mit weniger Parametern auskommt. Die gute Ubereinstimmung der beiden Kurven
ist also auch ein Hinweis darauf, daB die durch den Algorithmus bestimmten Punktmassen-
positionen tatsdchlich optimal sind.

Es ist interessant, daB BALMINO (1974) folgende Frage aufgeworfen hat und durch seine
Untersuchungen negativ beantworten muBlte: " Ist es moglich, ein Kugelfunktionsmodell durch
Punktmassen mit optimierten Positionen in der Weise darzustellen, daB die Zahl der benttig-
ten Massen nur dem vierten Teil der Zahl der Kugelfunktionskoeffizienten entspricht?" Dem
realen Fall besser angepaBt widre die Frage: "Wenn ein vorgegebenes (reales) Feld durch
Kugelfunktionen und Punktmassen mit optimierten Positionen jeweils mit gleicher Genauig-
‘keit approximiert wird, ist dann das Verhiltnis von Punktmassenzahl zur Zahl der Kugel=-
funktionskoeffizienten 1/4%"% Abb. 5.10. und obige Diskussion geben eindeutig Antwort auf
diese Frage.

5.3, Vergleich der Spektren von Punktmassenmodellen und approximiertem Modell GEM 10

Die gute Approximation der vorgegebenen Randwerte auf der Kugelflidche o sagt noch nichts
dariiber aus, wie die einzelnen Frequenzen des zu approximierenden Feldes durch die Punkt-
massenmodelle widergespiegelt werden. Da keinerlei Nebenbedingungen oder Zusatzinforma-
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tion iiber Gesamtmasse, Schwerpunktslage oder hdhere Kugelfunktionskoeffizienten bzw.
Gradvarianzen eingearbeitet wurden, darf mman gespannt sein, welches Ergebnis die be-
gschriebene Approximation der Randwerte durch Punktmassen in dieser Hinsicht liefert.

5¢3¢1. Gesamitmasse und Kugelfunktionskoeffigzienten niedrigen Grades

Es wurde schon erwidhnt, daB bel der Berechnung der einzelnen aafgefﬁhrten Punktmassen-
modelle im letzten Schritt die Massen fiir festgehaltene Posgitionen neu bestimmt wurden,
wobei im Koordinatenursprung Jeweils eine zusdtzliche Masse positioniert wurde, Diese

zusgtzliche Magse filhrte zu einer besseren Erfiillung der Bedingung, daB die Summe aller

Massen gleich Null sein muB.

In Tabelle 5.6 sind flir einige Punktmassenmodelle die Aussagen ilber die Gesamtmasse zu-
sammengefalBt.

Tabelle 5.6.: Gesamtmasse filir einige Punktmassenmodelle -

getrennt filir positive und negative Massen

Modell Gesamtmasse [10"6 . Erdmassel
positive Massen negative Massen gesamt

PM 1/32 57,214938 -57,218708 -0,003770
PM 1/45 70,433445 -70,438348 -0,004903
PM 1/58 75,878722 -75,882956 -0,004234
PM 1/72 84,207499 -84,213019 -0,005520
PM 1/86 91,529273 -91,527378 0,001894
PM 1/100 100,186899 -100,184723 0,002175
PM 2/32 136, 226942 -136,231714 -0,004772
PM 2/32 G 443,021507 ~-443,026021 -0,004514
PM 2/58 127,941343 -127,945620 ~0,004277
PM 2/58 G 229,517082 -229,521103 -0,004020
PM 2/70 136,458260 -136,459995 -0,001735
PM 2/70 G 216,534719 ~216,534947 -0,000227
PM 2/100 157,605762 -157,605977 -0,000215

Es sind die Summen {iber alle positiven und alle negativen lNassen getrennt aufgefiihrt;

die Gesamtmasse ist durch die Differensz gegeben; die Massen sind auf die Erdmasse bezdgen
und mit 106 multipliziert. Man sieht, daB die Approximation von Satz 1 im Mittel kleinere
Betrdge flr die Massen liefert als Satz 2 und die Betridge der Massen in den Modellen

PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G nochmal um einiges grtBer sind. Um die Unterschiede

zu erkliren, muB man folgende Effekte berticksichtigen:
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Die Anomalien in Satz 2 haben im Vergleich zu Satz 1 im Mittel groBere Amplituden und
grofere Ausdehnungen., Anomalien mit grdBeren Amplituden filhren natlirlich auch zu groBeren
Betridgen bei den Massen der approximierenden Punkimassen. Anomalien mit groBerer Ausdehnung
haben tiefer liegende llassen zur Folge, welche aus 2 Griinden grtBere Betridge haben als
dicht an der Oberflidche liegende Massen. Erstens folgt fiir 2 Punktmassenpotentiale H1¢1

und pod, mit gleichem integralen EinfluB auf der Kugeloberfléche, d.h. mit gleicher

Norm:

G0 lpeerlly = lpeeally

nicht, daB die Betrige der Massen o und Po auch gleich sind. Vielmehr folgt aus (5¢1):

G2 il = lpel H
und mit (3.88):
G.3D |[J~1l = Ipzl _1_:‘%“ )

Fir R, < R, folgt also h+1l > ngl .

Zweltens beginnt mit grofer werdender Tiefe der Effekt eine Rolle zu spielen, der zur
numerischen Realisierung der Multipole durch Punktmassen ausgenutzt werden kann (siehe Pkt.,
2.3.5.,). Die Betridge von Massen unterschiedlichen Vorzeichens ktnnen mit kleiner werden-
den Radien gehr grofl werden (im Grenziibergang unendlich groB) obwohl nach auBen endliche
("verniinftige®") Felder erzeugt werden.

Die Unterschiede zwigchen den Ergebnissen fiir Satz 1 und Satz 2 lassen sich also einfach
durch die verschiedenen unteren Grenzfrequenzen erklidren, die unterschiedliche Anomalien
des zu approximierenden Feldes bewirken, Fiir die grdBeren Betrige der Massen in den
Modellen PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G ist die Tatsache verantwortlich, daB die
gemeinsame Optimierung aller Punktmassenpositionen im Mittel zu tiefer liegenden Massen
fihrt. Ursache dafiir ist in der Ng’-Einschrénkung der anderen liodelle zu suchen. Diese
wirkt nidmlich indirekt sehr tiefen Punktmassenlagen entgegeh, well der EinfluB tief liegen-
der Massen auf entferntere Gebiete nicht durch dort positionierte lMassen kompensiert
werden kann, da diese Jja durch die Ng -Auswahl nicht in die Optimierung einbezogen werden.
Die Gesamtmasse wird von allen aufgefilihrten Punktmassenmodellen sehr gut reproduziert.

Die relativen Abweichungen vom Sollwert liegen zwischen 5'10—9 und 2'10—10. Die Modelle
PM 2/70 G und PM 2/100 liefern hier die besten Ergebnisse. Beriicksichtigt man, daB das
Produkt aus Gravitationskonstante und Erdmasse heute mit einer relativen Genauigkeit von
etwa 50107 bestimmbar ist (in: DICKEY, u.a., 1982 wird der Wert mit GM = 338600,44

+ 0,02 km3 kg-1s'2 angegeben), dann ist die Genauigkeit der Punktmassenmodelle in dieser
Hinsicht v8llig ausreichend.
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In Tabelle 5.7. sind die Differenzen der ersten Kugelfunktionskoeffizienten zwischen
einigen Punktmassenmodellen (einschlieBlich Normalfeld) und dem Referenzfeld GEM 10 auf-
gefiihrt,

Tabelle 5.7.: Differenz der ersten Kugelfunktionskoeffizienten (Punkimagsenmodell
minus GEM 10) filir einige Punktmassenmodelle [1 0-8]

Koeffi- |PM 2/32 |PM 2/32 ¢ |PM 2/58 G |PM 2/70 | PM 2/70 G|PM 2/100 | PM 1/100 |Fehler
zienten nach

B ‘ | RAPP (1981)
Eio -1,9 -0,77 0,84 2,0 0,064 0,97 -0,44 © 0,0
1 -5,6 ;0,63 -0,23 - -2,1 0,03 0,31 -0,19 0,0
§11 -3,0 -0,88 0,47 -0,29 | -0,048 0,60 0,67 0,0
P 1,7 | 0,60 0,10 2,3 0,33 1,3 -0,035 | 0,04
Coy 4,0 2,1 -0,59 -1,4 -0,46 -0,22 0,16 0,15
%, -1,5 | -0,42 0,64 -2,6 0,31 0,82 0,39 0,10
EPY 5,2 | 1,2 0,44 0,097 0,22 -0,051 0,44 0,14
S5 71 0,32 -0,38 -0,46 | -0,036 0,54 0,35 0,10

zum Vergleich wurden die Fehler bei der Koeffizientenbestimmung aus (RAPP, 1981) mit
aufgefiihrt. Die Koeffizienten 310, 311, 511 gehen dort a priori mit dem Wert 0,0 ein und
sind damit natiirlich fehlerfrei. Man sieht, daB die gemeinsame Optimierung aller lassen
und Positionen, die zu den lModellen mit der Zusatzbezeichnung "G" gefilhrt hat, auch eine
deutliche Verbesserung der Werte fiir die ersten Kugelfunktionskoeffizienten bewirkt. Ins-
gesamt muB man aber sagen, daB die Genauigkeit, mit der die Koeffizienten reproduziert
werden, bei einigen Punktmassenmodellen nicht ganz der heutigen Genauigkeit dieser Koef-
fizienten entspricht. Das trifft besonders fiir den sehr genau bekannten Wert von 320

zu. Wie sich das praktisch auswirkt und wie dem begegnet werden kann, wird im Pkt. 5.4.
diskutiert.

5.3.,2. Vergleich der Gradvarianzen / die Spektren der Restfelder

Um auch fiir die htheren Frequenzen Aussagen zu erhalten, wurden die Schwereanomaliegrad-
varianzen einiger Punktmassenmodelle mit denen des Referenzmodells GEM 10 verglichen.
Dazu wurden fiir die Punktmassenmodelle die zugehOrigen Kugelfunktionskoeffizienten bis
Grad und Ordnung 25 berechnet (vgl. Pkt. 2.4.1.). Abb. 5.11. zeigt die gute Ubereinstim-
mung der Spektren. Die Gradvarianzen fiir die Schwereanomalien wurden hier den Potential-
gradvarianzen vorgezogen, weil sie nicht so schnell mit grdBSer werdendem Grad abnehmen
und deshalb besser grafisch darstellbar sind und weil sie eine bessere Vorstellung iber
die GroBenordnung der Stdrungen auf der Oberfliche vermitteln.
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Abb. 5.11.: Schwereanomaliegradvarianzen fiir GEM 10 und Punktmassen

Man konnte erwarten, daB die Punktmassenmodelle mit kleinerem Approximationsfehler auch
das Spektrum besser reproduzieren. Bemerkenswert ist, daB praktisch keine htheren Fre~
quenzen erzeugt werden, als in den Ausgangsdaten enthalten sind und daB die geringere
Approximationsgenauigkeit von Modellen mit weniger Punkitmassen nicht zu groBe, sondern
zu kleine Werte fiir die Gradvarianzen bewirkt.

Aus einer guten Ubereinstimmung der Gradvarianzen folgt aber noch nicht die Uberein-
stimmung der einzelnen Koeffizienten.

Un auch das zu testen, wurden die Differenzen der Kugelfunktionskoeffizienten der Punkt-
massenmodelle und des Referenzmodells GEM 10 gebildet und daraus Schwereanomaliegradvarian-
zen fiir die Differenzfelder (oder Restfelder) berechnet. Abb. 5.12 zeigt diese Grad-~
varianzen fiir die Modelle PM 1/100, PM 2/100, PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G. Es ist
ein erwartetes Ergebnis, daB die Koeffizienten niedrigen Grades besser reproduziert

werden und daB mit der Zahl der Punktmassen auch die Genauigkeit fiir die htheren Harmo-
nischen steigt. Ein Vergleich der Modelle PM 1/100 und PM 2/100 zeigt, daB die beiden unter-
schiedlichen Normalfelder keinen EinfluB auf die Reproduktion der einzelnen Kugelfunktions-—
koeffizienten haben.

Interessant sind die Vergleiche in Abb. 5.13.



108

I /
3.8 4L !
™ T l\ l/ \‘
[aV] 4
— 1 7
5, o1 /o \
£ 2.51 i \ ] ) / / \
o T / \ / \ / \\\// \\
g 4 H ] ' ! \
5 1 |\ ] \ / TS~ M2/
.g s gl h \‘ /l \vl
§ 1 [
(3 4 1 “
i / 3/ ..o PM2/58G
1.5 4 /‘ : k ettt v’
:: ! 3 ,/\ Ny
1 / s S S N, PM2/786
1 K AEETRIN . < '.','. //
1.z -t ,/ ..' ,,r" \\\ ’,,/
4 . s
T //// .x" ,/’\\\ ,/I . PM2/100
-+ .. ..'. /, \{ f— '\
1 ‘ i PM1/108
8.5 1 / //I 4><:></ /
<+ , - AL . - ~/
4 (// ..c' ’(// P -
:- ‘/— ...... LT . ’ ’.,_.”— :/.
z. z . N Y._:_————v/ i . ﬁ’%’%‘ —'-'. — i
= g s 0
Grad

Abb. 5.12.: Schwereanomaliegradvarianzen der Differenzfelder GEM 10 - Punkitmassenmodell

21

Gradvarianzen [mgal

Abb., 5.13.: Schwereanomaliegradvarianzen der Differenzfelder CEN

. PM2/32G

PM2/32

PM2/78G6

PM2/708

18 1

n 2
-t AV}

Grad

10 - Punktmassenmodell



109

Hier sind die Gradvarianzen der Differenz zu GEM 10 fiir die Modelle PM 2/32 G und

PM 2/70 G und fiir die Modelle vor der zus&tzlichen gemeinsamen Optimierung aller Punkt-
massen, PM 2/32 und PM 2/70, dargestellt. AuBerdem wurde noch ein Modell ausgewdhlt,
welches gewissermaBen zwischen PM 2/32 und PM 2/32 G liegt, d.h. es wurden die Massen und
Positionen verwendet, die sich etwa nach der HiZlfte des Iterationsprozesses, der von

PM 2/32 zu PM 2/32 G fihrte, ergaben.

- Wie sich schon beim Vergleich der Gesamtmasse und der Koeffizienten bis zum Grad 2
abzeichnete, bewirkt die zusdtzliche gemeinsame Optimierung aller Massen und Pogi=-
tionen eine deutliche Verbesserung der niedrigen Koeffizienten. Uberrasschend ist, da8
das teilweise auf Kosten der Genauigkeit der Koeffizienten hBheren Grades geschieht,
Eine plausible Erklirung ist die Tatsache, daB die Startpositionen bei der Berechnung
der Punktmassenmodelle durch den beschriebenen Algorithmus relativ dicht unter derm
Oberfldche liegen und somit harmonische Glieder hBheren Grades mit relativ groBien
Amplituden erzeugen (vgl. die Abhidngigkeit der von Punktmassen erzeugten Kugelfunk-
tionskoeffizienten vom Radius der Punktmassenposition und vom Grad in (2.79), Pkt.
2e4els)e Die Optimierung der Punktmassenpositionen bewirkt also zundchst eine verh&dltnis-
méBig gute Approximation der hbherfrequenten Anteile. Wie in Pkt. 5.3.1. schon gesagt,
fiuhrt die aufwendige gemeinsame Verbesserung aller Massen und Positionen zu etwas tie-
feren Lagen der Massen, d.h. im Sinne der Approximation der Randwerte ist es offenbar
giinstiger, wenn die niedrigen Frequenzen gut dargestellt werden. Die Anpassung der zu
approximierenden Randwerte wird dabei nur wenig verbessert - die relative Genauigkeit
einzelner Koeffizienten niedrigen Grades allerdings um eine ganze GroSenordnung. Auf
diesen Fakt werden wir im ndchsten Punkt zurlickkommen,

5.4, Test der Punktmassenmodelle durch Satellitenbahnberechnung

Wie in Pkt. 1. schon erwdhnt, ist die mathematische Darstellung des Gravitationsfeldes
eine wichtige Voraussetzung fiir die Modellierung von Bahnen kiinstlicher Erdsatelliten,
Plir diese Bahnberechnung hat sich allgemein die Methode der numerischen Integration der
entsprechenden Differentialgleichung durchgesetzt. Kernstiick ist dabei die Kraftfunktion,
welche flir jede vorgegebene Satellitenposition die Summe der auf den Satelliten wirken-
den Krifte, exakter gesagt, die resultierende Beschleunigung, liefert (siehe z.B.:
GENDT, SOROKIN, 1978). Den mit Abstand groBten EinfluB hat dabei das Gravitationsfeld
der Erde, welches demzufolge besonders genau dargestellt werden muB. Im folgenden

soll getestet werden, wie sich die Punktmassenmodelle zur Bahnberechnung kiinstlicher
Erdsatelliten eignen.

Es ist klar, daB die hier abgeleiteten Modelle hinsichtlich Genauigkeit bei der Bahn-
modellierung nicht das Modell GEM 10 ilibertreffen kbnnen, weil dieses ja als Referenz-
feld bei der Punktmassenberechnung diente. Interessant ist aber ein Vergleich der
Punktmassenmodelle untereinander und gegeniiber GEM 10 in Bezug auf die Zahl der verwen-
deten Gravitationsfeldparameter und die damit erreichte Bahngenauigkeit., Zu diesem
Zweck wurden reale Laserentfernungsmessungen zu den beiden Satelliten Lageos und
Starlette ausgewdhlt, Die Daten stellen MeBwerte aus der MERIT-Kurzkampagne von welt-—
welt verteilten Stationen dar und haben eine Genauigkeit von wenigen Dezimetern (siehe
Z.Be: MONTAG, u.a., 1982). PFir den Satelliten Lageos wurde der 5-Tage-Bahnbogen aus
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dem Zeitraum von 44500,62 bis 44505,32 und fiir Starlette der 4-Tage-Bogen von 44483,8
bis 44487,95 ausgewshlt (Zeitangabe im Modifizierten Julianischen Datum [MJD] )e

Mit Hilfe des Bahnprogramms POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) wurden unter Verwendung der
zu vergleichenden Gravitationsfeldmodelle Bahnen berechnet und durch Optimierung der
Bahnelemente an die MeBwerte angepaBt. Die Niherungsbahnelemente fiir die Optimierung
sind in Tabelle 5.8, zusammengestellt.

Tabelle 5.8.: Bahnelemente der Satelliten Lageos und Starlette

KEPLERsche Bahnelemente Lageos Starlette
Zeitpunkt [MJD] 44502,0320025682 44483 0000000000
Argumenﬁag;; Perigiums Fﬁ 216,635424 261,558446
Argument des aufsteigen- -

den Knotens [©] -76,257099 228,186319
Bahnneigung [°] 109,820213 49,804318
Exzentrizitit 0,00411312 0,01943537
mittlere Anomalie ‘T?i 197,312328 15,299543

groBe Halbachse [Mm] | 12,26783243 7533031065

In den Abbildungen 5.14. und 5.15. sind die Ergebnisse dieser Vergleichsrechnungen zu-
sammengefaBt. Es sind die Bshnfehler #Hiber der Zahl der Parameter des jeweiligen Gravita-
tionsfeldmodells aufgetragen. Als Bahnfehler wurde die Wurzel aus der iber den Bahnbogen
gemittelten quadratischen Differenz zwischen gemessenen und berechneten Entfernungen
von Beobachtungsstation zu Satellit genommen. Bei den Punktmassenmodellen wurde eine
Punktmasse als ein Parameter gez#hlt (vgl. die Diskussion in Pkt. 5.2.3.) und die Para-
meter des jeweiligen Normalfeldes beriicksichtigt, da diese bei der Satellitenbahnbe-
rechnung natiirlich auch einbezogen werden miissen. Bei den Modellen, die durch Appro=-
Ximation von Satz 1 entstanden, sind das die 25 Parameter der Kugelfunktionsentwicke-
lung bis zu Grad und Ordnung 4; bei den anderen sind es die 3 Punktmassen, die das
Normalfeld zu Satz 2 bilden.

Wichtigste Aussage der durchgefilhrten Bahnberechnung ist, daB die verwendeten Punkt-
massenmodelle zur Bahnmodellierung prinzipiell geeignet sind, worauf die gute Repro-
duktion des Frequenzspektrums ja schon hindeutete. Die Unterschiede zwischen den

PM 1/ees - und PM 2/.. - Modellen sind gering. Die Modelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und

PM 2/70 G ermSglichen, wie erwartet, eine bessere Bahnanpassung als die Modelle

PM 2/32, PM 2/58 und PM 2/70. Folgende Ergebnisse sind bei oberflichlicher Betrachtung
etwas unerwartet: Das Modell PN 2/58 liefert beim Satelliten Lageos trotz geringerer
Parameterzahl und damit schlechterer Approximation der Randwerte eine bessere Bahnan-
passung als die Modelle PM 2/70 und PM 2/83. Demgegeniiber steht eine relativ schlechte
Bahnapnpassung fiir dieses Modell beim Satelliten Starlette. Ebenso ist der Bahnfehler
fiir PM 2/58 G beim Satelliten Starlette geringer als fir PM 2/70 G, obwohl beide
Modelle in gleicher Art und Weise abgeleitet wurden und letzteres eine groBere Zahl

von Punktmassen beinhaltet und dadurch natiirlich die Randwerte besser approximiert,
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112

Die gus#tzlichen Optimierungen der Modelle PM 2/58 und PM 2/70, die zu PM 2/58 G bzw,.
PM 2/70 G filhrten, verringerten den Fehler bei der Approximation der Randwerte um 7,7 %
bzw, um 11,1 %. Die dadurch hervorgerufenen Verbesserungen bei der Bahnanpassung be-
tragen aber beim Lageos 10,1 % bzw. 50,5 % und beim Starlette 49,1 % bzw. 15,2 %.
Allgemein muBl man festestellen, daB beim Vergleich verschiedener Punktmassenmodelle

aus elner besseren Approximation der Randwerte nicht ohne weiteres auf eine bessere
Eignung zur Bahnmodellierung geschlossen werden darf.

Um diese Effekte zu erkliren, muBl man folgendes beriicksichtigen:

Entwickelt man das Gravitationsfeld nach Kugelfunktionen, dann haben die einzelnen

Terme der Entwicklung unterschiedlich groBen EinfluB suf die Bahnen kiinstlicher Erd-
satelliten. Generell nimmt dieser EinfluB mit steigendem Grad der Entwicklung ab, was
hauptsdchlich dadurch bedingt ist, daBl mit grdéBer werdendem Abstand von der Erde die
hoheren Frequenzen stirker geddmpft werden (siehe Radiusabhingigkeit in (2.15)). Das ist
auch der Hauptgrund fiir die Vorteile der Modelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G
hinsichtlich der Bahnmodellierung, denn wie aus Abb. 5.13. und den Tabellen 5.6. und
5.7« hervorgeht, bewirkt die zus8tzliche Optimierung aller Massen und Pogitionen eines
Punktmassenmodells vor allem eine Verbesserung der niedrigen Kugelfunktionskeeffizienten.
Fir jeden Satelliten gibt es aber auBerdem ganz bestimmte Kugelfunktionsglieder, welche
auf die Bahn einen besonders groBen EinfluB haben. Fehler in den einzelnen Kugelfunk-
tionskoeffizienten ktnnen sich also sehr unterschiedlich auf die Satellitenbahnen aus-
wirken. Ursache dafiir sind vor allem die resonanten Storungen, die flir verschiedene
Satelliten im allgemeinen von v&llig unterschiedlichen Kugelfunktionsgliedern hervorge-
rufen werden und zum Teil erhebliche Amplituden erreichen kdnnen. Eine Tabelle, die
Auskunft dariiber gibt, wie sich Fehler in einzelnen Kugelfunktionskoeffizienten auf die
Bahn des Satelliten lageos auswirkt, ist z.B. in (LERCH, U.a., 1983) enthalten.

Andererseits zeigte eine grobe Analyse der durch die Punktmassenmodelle erzeugten
Kugelfunktionskoeffizienten (auf eine Wiedergabe der einzelnen Koeffizienten wurde hier
verzichtet), daB ihre Genauigkeiten (in gewissen Grenszen) zuf&llig sind. Das war nicht
anders zu erwarten, denn die Punktmassenmodelle gind ja durch Approximation von Rand-
werten ohne Nebenbedingungen bzw. Zusatzinformationen berechnet worden. Es kann nun
durchaus passieren, daB ein Punkimassenmodell die fiir einen begtimmten Satelliten
wichtigen Koeffizienten mit hBherer Genauigkeit reproduziert als andere Modelle, welche
eine groBere Zahl von Punkimassen beinhalten und die Randwerte besser approximieren,
Hohe Genauigkeiten bestimmter Koeffizienten werden dabei durch niedrige Genauigkeiten
anderer Koeffizienten kompensiert.

Durch diese Uberlegungen lassen sich die aufgezeigten UnregelmiBigkeiten, z.B. die des
lModells PM 2/58 fiir Lageos und Starlette, qualitativ erkldren. Es ist sicher mdglich, durch
sorgfédltige Analyse der einzelnen erzeugten Kugelfunktionskoeffizienten die unterschied-
lichen Bshnmodellierungsgenauigkeiten der einzelnen Punktmassenmodelle auch quantitativ

zu begrinden. Dabel gind jedoch keine zusétziichen, fiir die Punktmassenapproximation
nitzlichen, Aussagen zu erwarten,

Es widre auch mbglich gewesen, bei der Ableitung der Punktmassenmodelle die jeweils ab-
schliefende Neubestimmung aller Massen fiir festgehaltene Positionen unter Einbeziehung
von Nebenbedingungen fiir bestimmte Kugelfunktionskoeffizienten vorzunehmen. Es erwies
sich aber fiir die Beurteilung der Leistungsfdhigkeit und der Grenzen des Approximations-
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algorithmus' als vorteilhaft, die Testrechnungen zunichst ohne solche Zusatzinformation
durchzufiihren. Punktmassenmodelle, die speziell fiir die Satellitenbshnmodellierung ge-
eignet sein sollen, kOnnten wie folgt berechnet werden: Die Punktmassenpositionen werden
durch den beschriebenen Algorithmus bestimmt., Im letzten Schritt der Modellbildung werden
dann wie bisher fiir festgehaltene Positionen alle Massen, einschlieBSlich einer Masse im
Erdmittelpunkt, durch die Methode der kleinsten Quadrate neu bestimmt. Dabei werden aber
neben den Randwerten auch Kugelfunktionskoeffizienten, gewissermaBen als MeBwerte eines
anderen Typs, vorgegeben und in die Minimierung einbezogen. Die einzelnen Koeffizienten
miissen nun mit solchen Gewichten versehen werden, dafl sie mit der Genauigkeit reprodu-
ziert werden, mit der sie bekannt sind. Dieses Vorgehen hat gegeniiber strengen Nebenbe-
dingungen den Vorteil, daB die Genauigkeit der Koeffizienten gesteuert werden kann und
dafl die Dimension der Normalgleichungsmatrix sich nicht vergrdBert. Mit den in Pkt.
2.4.1. abgeleiteten Formeln zur Umrechnung der Punkitmassenpotentiale in Kugelfunktionen
sind die theoretischen Voraussetzungen fiir eine solche Modifizierung bei der Punktmassen-
berechnung gegeben,

Ein wichtiger Gesichtspunkt bei der Untersuchung der Punktmassenmodellierung ist, wie

in Pkt. 2.4. schon diskutiert, eine effektive Berechnung der FeldgroBen. Bei der Berechnung
auf der Erdoberfléche werden die Vorteile der hier abgeleiteten Punktmassenmodelle gegen-
liber der Kugelfunktionsentwicklung deutlich durch die gute Approximation der Randwerte,
Abb. 5,10, zeigt ja, daB fiir eine gleich gute Approximation die Zzhl der bendtigten
Punktmassen nur etwa 1/4 der Zahl der Kugelfunktionskoeffizienten betrigt.

In Bezug auf die Satellitenbahnintegration ergab die Diskussion, daB es sinnvoll ist,
hierflir speziell zugeschnittene Punktmassenmodelle zu verwenden. Trotzdem kann man die

in Abb. 5.14, und 5.15. dargestellten Ergebnisse natiirlich auch unter dem Gesichtspunkt
der Rechenzeiteinsparung diskutieren und einige niitzliche Aussagen ableiten.

Die Rechenzeit bei der numerischen Satellitenbahnintegration wird wesentlich von der
Effektivitdt bel der Berechnung der Kraftwirkung auf den Satelliten beeinfluBlt. Ursache
hierfir ist die durch die numerische Integration notwendige hdufige Auswertung der ent-
sprechenden Kraftfunktion (siehe z.B.,: GENDT, SOROKIN, 1978). Am aufwendigsten ist dabei
die Berlicksichtigung der Gravitationsfeldwirkung der Erde. Bel einer Darstellung durch
Rugelfunktionen wird 70 % der Rechenzeit einer Bahnmodellierung fiir die Berechnung der
Gravitationskraft der Erde verbraucht, wenn der Grad der Kugelfunktionsentwicklung grioBer
als 15 ist (siehe: GENDT, SOROKIN, 1978). Will man also die numerische Satellitenbahn-~
modellierung effektiver gestalten, dann liegt hier der Hauptansatzpunkt.

Testrechnungen zeigten, daBl die Rechenzeit fiir eine Berechnung der 3 Komponenten der
Gravitationskraft pro Kugelfunktionskoeffizient und pro Punktmasse etwa gleich ist. Die
Rugelfunktionen wurden dabeli nach der sehr effektiven Methode von CUNNINGHAM (1970) aus-
gewertet. Die Abbidlung 5.14. und 5.15. geben somit auch Auskunft Uber die relativen
Rechenzeiten flir die Bahnmodellierungen.

Um die Resultate richtig beurteilen zu kdnnen, muB man folgendes berilicksichtigen:
Erstens konnen die Punktmassenmodelle dle Genauigkeit des Referenzmodells GEM 10 streng
genommen nur asymptotisch erreichen, so daB ein Vergleich vor allem fiir eine relativ
geringe Parameterzahl sinnvoll ist. Zweitens liefert fiir den 4-Tage-Bogen des Satelliten
Starlette auch GEM 10 keine befriedigende Anpassung, wie aus Abb. 5.15. ersichtlich ist.
Drittens ist die Wirkung der hoherfrequenien Anteile des Gravitationsfeldes der Erdein
der Flughbhe des Satelliten ILageos (ca. 6000 km iiber der Erdoberfléche; siehe Tabelle
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5.8.) so stark gedampft, daB schon unter Einbeziehung relativ weniger Kugelfunktions-
glieder eine gute Bahnanpassung erreicht wird.

Vor diesem Hintergrund kann man aus den beiden Abbildungen schluBfolgern, daB Punkt-
massenmodelle, die nach der hier vorgeschlagenen Methode abgeleitet wurden, die numerische
Satellitenbahnintegration durchaus effektiver gestalten kdnnen.

Besonders bei niedrig fliegenden Satelliten, flir die eine hochaufltsende Gravitationsfeld-
darstellung unumginglich ist, kann man eine deutliche Rechenzelteinsparung erwarten.

Die Genauigkeit des Punktmassenmodells PM 2/58 G fiir den Satelliten Starlette (FlughGhe
ca. 1000 km, siehe Tabelle 5.8.) wird z.B. erst unter Auswertung von etwa 250 Kugel-
funktionskoeffizienten erreicht.

Man muB allerdings sagen, daB fiir die hochprézise geod&tische Vermessung solcher geody-
namischer Effekte wie Krustenbewegung oder Polbewegung und Rotationszeitschwankung der
Erde vorwiegend hochfliegende Satelliten (z.B. Lageos) genutzt werden und der Einsatz von
Punktmassenmodellen hier keine wesentlichen Vorteile gegeniiber der Kugelfunktionsent-
wicklung erwarten 18Bt. Eine der Hauptursachen filr die geod&dtische Nutzung hochfliegen-
der Satelliten ist gerade die geringe Empfindlichkeit ihrer Bahn gegeniiber den Gavita-
tionsfeldstbrungen der Erde.

Niedrig fliegende Satelliten eignen sich dagegen besonders gut zur Untersuchung des
Gravitationsfeldes der Erde. So existieren eine Reihe von Vorschligen, 2 Satelliten auf
identischen Bahnen in einem geringen Abstand voneinander die Erde umkreisen zu lassen
(bekannt als "low-low-Konfiguraton"). Aus den Anderungen des Abstandes der beiden
Satelliten, der sehr genau vermessen wird, kann man Informationen iliber das Gravitations=-
feld der Erde erhalten. Ein anderes Projekt besteht darin, einen niedrig fliegenden
Satelliten zu starten, der ein Gradiometer trégt, welches eine oder mehrere Kompo-
nenten der 2. Ableitungen des Potentials mifBlt. Filir die numerische Modellierung solcher
Satellitenbahnen kdnnten Punktmassenmodelle mit Vorteil eingesetzt werden.

6. Resiimee

Eine wichtige Aufgabe in den Geowissenschaften ist die Bestimmung und Darstellung des
duBeren Gravitationsfeldes der Erde. Durch die immer genauere und detailliertere
Kenntnis des Feldes sind in den letzten Jahren die Anforderungen an die mathematische
Darstellungsform enorm gestiegen. Gesucht sind besonders Modelle, die flexibel hin-
sichtlich AuflOsung bzw. Genauigkeit in unterschiedlichen Gebieten sind und eine effek-
tive Berechnung der Feldgrofen durch den Computer ermSglichen, Nitzlich flir die Geophysik
gind Modelle, deren Parameter auBlerdem unter Einbeziehuhg von Zusatzinformationen geo-
physikalisch interpretierbar sind.

Die Darstellung durch Punktmassen im Inneren der Erde scheint den genannten Anforde-
rungen am besten gerecht zu werden. Es wurden die Zusammenhinge dieser Darstellungsform
mit anderen Formen aufgezeigt., Um die potentiellen Moglichkeiten der Punktmassendar-
stellung auszuschopfen, wurde die Aufgabe gestellt, neben den Massen auch die Punkimassen-
positionen zu optimieren.

Dieses Problem ist bisher noch niech%t ausreichend untersucht worden.

Unter Nutzung funktionalanalytischer Mittel wurde ein Algorithmus erarbeitet, mit dessen
Hilfe ein auf der Erdoberfldche in Form von Beschleunigungsvektoren vorgegebenes Feld
durch schrittwelise ErhChung der Zahl der Punktmassen approximiert werden kann und neben
den Massen auch die Punktmassenpositionen in die Optimierung einbezogen werden, Die
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Punktmassenpotentiale werden dabei als Vektoren im Hilbertraum aufgefallit, und es wird ge-
zeigt, daB nach jedem Approximationsschritt die Positionen der Massen optimal werden, wenn
die Hilbertraumvektoren der Punktmassenpotentiale quasiorthogonal sind. Durch Einfiihren
eines neuen Skalarprodukts kann diese Bedingung wesentlich besser erfiillt werden.

Eine wichtige Aufgabe bestand darin, fiir die Optimierung der Punktmassenpositionen
Ngherungswerte bzw. Startwerte zu finden. Sie konnte geldst werden durch Positionierung
der Punktmassen unterhalb der groBten Anomalien des Feldes. Der Algorithmus wurde nu-
merisch realisiert und durch einige begriindbare N&herungen auch die Berechnung einer
groBeren Angahl von Punktmassen mit Okonomisch vertretbarem Aufwand ermbglicht.

Plir eine praktische Erprobung wurden Randwerte unter Verwendung des Modells GEM 10 er-
zeugt und auf dieser Basis eine Reihe von Punkimassenmodellen berechnet. Ein Vergleich
mit gleichmdBig verteilten Punktmassen und Kugelfunktionen zeigt, dall die gleiche
Approximationsgenauigkeit schon mit 1/4 der Parameterzahl erreicht wird. Die Berechnung
der von den Punktmassenmodellen produzierten Kugelfunktionskoeffizienten macht deut-
lich, daBl das Spektrum des Referenzfeldes gut reproduziert wird.

Anhand realer Daten konnte die Eignung der abgeleiteten Punktmassenmodelle zur Bahn-
modellierung kiinstlicher Erdsatelliten nachgewiesen werden. Die Diskussion dieser Er-
gebnisse zeigt, daB vor allem die Bahnberechnung niedrig fliegender Satelliten durch den
Eingatz von Punktmassenmodellen deutlich effektiver gestaltet werden kann., Es wird ein
Vorschlag unterbreitet, wie auf der Grundlage des vorgestellten Algorithmus' unter Einbe-
ziehung der Kenntnis bestimmter Kugelfunktionskoeffizienten Punktmassenmodelle abgeleitet
werden konnen, die speziell auf die Satellitenbahnberechnung zugeschnitten sind.

Man kann sagen, daB durch die vorgestellte Methode die Vorteile und potentiellen Moglich-
keiten der Punktmassenmethode (vor allem: effektive Berechnung der FedlgrtBen, Moglich-
keit der lokalen Verfeinerung) wesentlich besser ausgeschtpft werden. Es ist eine schritt-
weige Approximation mdglich, bei der die Verteilung der Punktmassen automatisch der
Struktur des Feldes bzw. der Datenverteilung angepaflt wird und bei einer gewlingschten Ge-
hauigkeit abgebrochen werden kann, Der Algorithmus bietetsich an, sowohl globale als

auch lokale Strukituren des Feldes durch eine einheitliche Darstellung (eben die Punkt-
massendarstellung) zu modellieren,

Vor der Nutzung realer Daten sind aber noch einige weitere Fragen zu untersuchen., Die
wichtigsten davon eind:

Ist der Algorithmus problemlos auf andere MeBwerte (z.B. Schwereanomalien oder zweite
Ableitungen des Potentials) iibertragbar? Wie muB die Methode modifiziert werden, um
verschiedene Typen von MeBwerten fiir eine Approximation zu nutzen? Wie wirkt sich das
MeBrauschen aug - miissen die Daten vorher geglittet werden?

SchlieBlich kann man einschdtzen, dall die beschriebene Methode der Approximation des
duBleren Gravitationsfeldes durch Punkimassen einen Beitrag zur Verbindung von Geoddsie
und Geophysik darstellt und als Ausgangspunkt fur Untersuchungen dienen kinnte, die
darauf gerichtet sind, Gravitationsfeldmodelle mit Informationen iiber die Struktur des
Erdinneren zu kombinieren.
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