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Zusammenfassung

Aus der Laufzeit von Laserblitzen zwischen einer Beobachtungsstation auf der Erde
und einem Laserreflektor auf dem Mond kann man die zeitlich verinderlichen Entfernun-
gen zZwischen diesen beiden Punkten ermitteln. Es werden die mathematischen Beziehun-—
gen aufgestellt, die es gestatten, diese gemessenen Entfernungen auszudriicken durch
die Parameter der geozentrischen Position der Beobachtungsstation auf der Erdoberfléche,
die geozentrischen Koordinaten des Mondes, die Elemente der Polbewegungsmatrix, die
Liohtgeschwindigkelit und die Sternzeit. Anschlieflend werden die Fehlergleichungen fiir
die Ausgleichung der auf einer Station erhaltenen Entfernungsmessungen zum Mond fiir
verschiedene Koordinatensysteme aufgestellt. Ferner werden an gweli Stationen simultan
gewonnene Entfernungsmessungen zum Mond betrachtet. In der Differenz simultaner Feh-
lergleichungen beider Stationen sind die Koordinaten des Mondes eliminiert, und man
kann dann den Verbindungsvektor der beiden Stationen besonders genau erhalten. Auch
hier werden die Fehlergleichungen in mehreren verschiedenen Koordinatensystemen ange-
geben. Ferner kann man aus der Beobachtung eines Quasars mit einem Radiointerferome-
ter mit extrem langer Basis den Unterschied der beiden Bntfernungen ableiten, die je-
weils zwischen einem der beiden Endpunkte des Interferometers und dem Quasar bestehen.
Es ist auch m¥glich, die zeitliche Anderung dieses Entfernungsunterschiedes unabhin-
gig zu ermitteln. Auch diese Beobachtungen werden in Bezlehung gesetzt zw den geo-
gentrischen Positionen der Interferometerantennen auf der Erde, zur Position des Qua-
sars, zu den Elementen der Polbewegungsmatrix, zur Lichtgeschwindigkelt und zur Stern-
zeit. Aus den gewonnenen Beziehungen werden die betreffenden Fehlergleichungen fiir

eine Ausgleichung abgeleitet.

Summary

It is possible to determine the distance between a station on the Earth and a laser
reflector on the Moon observing the travel time of laser flashes running to and fro
between both these points. The mathematical equations are derived which relate the ob-
gerved distances on the one hand and the geocentric station coordinates on the Earth,
the geocentric coordinates of the Moon, the elements of the polar motion matrix, the
light velocity and the sidereal time on the other hand. The error equations for the
adjustment of such distance measurements to the Moon are added, specified for different
coordinate systems. Further, simultaneocus distance measurements to the Moon executed
at two terrestrial stations are considered too. The difference of such simultanecus
observations is free of the lunar coordinates. Therefore, the vector comnecting both
these stations can be obtained especially precise in this way. The concerned error
equations are derived for different coordinate systems. Likewise the observation of
a quasar by & long base line interferometer yields the possibility to determine the
difference between both the distances antenna-Moon for both the antennas. The deriva-
tive of this distance difference with respect to time can also be measured independent-
ly. These radio interferometer measurements are related mathematically to the geo-
centric coordinates of both the endpoints of the interferometer, the spatial position
of the quasar, the elements of the polar motion matrix, the light velocity and the si-
dereal time. These relations are developed and the concerned error equations are for-

mulated for an adjustment.



Résumé

C'est & partir du temps que nécessitent des dclairs laser pour parcourir le trajet
entre un centre d'observation terrestre et un réflecteur laser sur la lune qu'on est
en mesure de déterminer les distances, variables dans le temps, entre ces deux points.
On a établi des relations mathématiques qui permettent d'exprimer ces distances rele-—
vées par les paramétres de la position géocentrique du centre d'observation terretre,
des coordonnées géocentriques de la lune, des éléments de la matrice du mouvement du
pdle, de la vitesse de la lumidre et du temps sidéral. Ensuite, on établit les équa-
tions d'erreur destinées & compenser les mesures de distance 3 la lune, obtenues dans
un centre donné pour Jdifférents systémes de coordonnées. En outre, on compare les me-
sures de la distance & la lune, effectuées simultanément par deux centres. Dans la dif-
férence obtenue d'équations d’'erreur simultanées, les coordonnées lunaires sont éliminées,
et on parvient & obtenir le vecteur de liaison des deux centres avec une remarquable
précision. C'est dans ce cas également qu'on indique les équations d'erreur dans plu-
sieurs systdmes de coordonnées différentes. De plus, de l'observation d'un quasar 3
l'aide d'un interféromdtre radioastronomique & base extrément longue, on peut déduire
1'écart des deux distances qui existent entre chacun des deux points d'extrémité de
l'interféromdtre et le quasar. I1 est également possible de déterminer individuelle-
ment la variation dans le temps de cet écart des distances. Ces observations, elles
aussi, sont mises en relation avec les positions géocentriques des antennes de 1l'inter-
féromdtre terrestre, avec la position du quasar, avec les éléments de la matrice du
mouvement du pdle, avec la vitesse de la lumidre et avec le temps sidéral. Les rela-
tions obtenues permettent d'en déduire les équations d'erreur respectives pour une

compensation.



Pesnue

s BpeMenu PaclpoCTPaHeHis J83€PHEX MMIYIBCOB MOXLY HASEMHOM CTAHLHUER HAGTH-
IeHMA ¥ JIa3ePROro pefuieKTopa HA NOBEPXHOCTH JIyHH MOXHO ONPEHeNMTDh PACCTOAHKE
MeXIy OoGeuMu NYHKTaMi, KOTOPOE MEeHAEeTCH CO BpeMOneM. B paGoTe BHBEIEHH COOT-
BETCTByKIUE 38KOHOMEPHOCTH, NOSBONAKNME BHPASUTH U3MEPEHHOE PACCTOARME Yepes
NapaMeTpH I'eOLEeHTPUYECKOro HONOXKEHHA HAGNNIATENbHOK CTSHINM, I'EOLEeHTPUUECKNE
KOOpIMHATH JIyHH, BIEMEHTH MATPUIH JBUXEHMS MONKCOB, CKOPOCTH CBETa M 3BE3JMHOO
BpeMsi.

llocne aTOro HONYUYEH:H YPABHEHUS ONUGOK VIS yPABHUBAHUA NONYUEHHBHX HA ORHON
CTapluy U3MEePEeHMA DacCTOARMA IO JIyHH B PaA3HHX KOOPIMHATHHX CUCTEMaX. PaccuMo-
TPeH CAyuYad NONYyUeHHA CUHXPDOHHLX M3MEDeHMi DPacCCTOARMM N0 JiyHt M3 IBYX CTAHIUR.
PasnocTh CHHXPOHHHX YPaBHEHUE OWMGOK O6EMX CTAHLUN HE COTEPKUT KOOPIMHATH JIyHH,
T8K YTO B ITOM CIyyae BEKTOP, COEIMRANIMA 00€ CTaHLMK, MOKHO IONYYHTE OCOG0O0
TOUHO. IS 9TOr0 CAyuyasa ypaBHeHus OMUGOK HANH B HECKONBKUX PASRAMYHHX KOOPIMHAT-
HHX CHCTEMaX.

II3 paGnunenus KBa3apa C MNOMOMBY PAIMOMHTEP{epOMeTpa C OUSHD JUIMHHHM GA3HCOM
MOXHO NONYYUTE DA3HOCTH OGEMX PACCTOAHUR MEKLY HAGHNAATENBbHHLME NyHKTaMH UHTEpP-
depomeTpa m KBa3apoM. OKASHBAGTCA TAKXO BO3MOKHLHM HE33BUCUMOE ONpENeNeHue us-
MeHEeHMs STOM PA3HOCTH B PACCTOAHMAX C TOUEHUEM BpeMewd. OTM HAGIWAEHUA COIO-
CTABIEHH C IEOUERTPMUECKUMME TIONOXEHMFMU SHTEHH MHTEp{epoMeTpa, € NONOKeHHeM
KBasapa, C 9/MeMeHTaMi MATPHIL IBHXEHMA NOJWCOB, CO CKOPOCTBHI CBETA M CO 3BE3IHLM
BpemeneM. JI3 NOnyueHHHX 3aKOHOMEPHOCTER BHBEIEHH COOTBETCTByHMME yPaBHEHUA
OWUGOK LI yDABHUBAHMA.



Abkiirzungen

%,Y,2 : Koordinaten in einem mit dem Erdk¥rper fest verbundenen Koordi-
natensystem. Die Z—~Achse zeigt zum mittlerem Pol. Die X-,Y-Ebene
ist die Meridianebene von Greenwich

X5, Xgs2g ¢ Koordinaten des kosmischen Objekts im X,Y,Z-System

xq,YQ,ZQ; Xi,Yi,Zi ¢ Koordinaten der Beobachtungsstation im X,Y,Z2-System

X,¥5%5 Xg3¥gir%g ¢ Koordinaten des kosmischen Objekts im momentanen astronomischen
Koordinatensystem

fq, ﬁq‘i bzw. g ¢ Ortsvektor der Beobachtungsstation bzw. des kosmischen Objekts
im X,Y,Z-System

Ortsvektor des kosmischen Objekts im x,y,z~System

S

¢ ¢ Geozentrischer Radiusvektor der Beobachtungsstation

P ¢ Geozentrische Breite

R ¢ Geographische Linge

r ¢ Geozentrischer Radiusvektor des kosmischen Objekts

2 ¢ Rektaszension

$ ¢ Deklination

b ¢ Ekliptikale Breite

1 ¢ Ekliptikale Linge

8 $ BEntfernung von der Beobachtungsstation auf der Erde bis zum
kosmischen Objekt

c ¢ Lichtgeschwindigkeit

51? ¢ Parameter der Polbewegungsmatrix

“i,‘ﬁ,‘% ¢ Binheitsvektoren fiir die Richtung vom Erdmittelpunkt bzw. von

den Beobachtungsstationen Q1 oder Q2 zum kosmischen Objekt im
X,Y,Z-System

8 ¢ Sternzeit
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1. Einleitung

Nachdem der Mond in den Mittelpunkt der kosmischsn Forschung getreten ist, durch
ein BRaumfahrzeug wie APOLLO 11 ein Reflektor fiir Laserlicht auf dem Mond installiert
wurde und nachdem das erste Mondfahrzeug LUNOCHOD 1 ebenfalls mit einem Laserreflektor
versehen ist, sind BEntfernungsmessungen zum Mond auch in den Vordergrund des geoditi-~-
schen Interesses geriickt.

Durch Entfernungsmessungen von Stationen auf der Erdoberflédche zum Mond kann man
natirlich zunidchst die Bahn des Mondes um dle Erde genauer bestimmen. Diese gemessenen
Mondentfernungen hiingen aber auch ab von der Position der Beobachtungsstation auf der
Erdoberfliche, so dall die Analyse dieser Streckenmessungen auch zu Aussagen iiber die
rdumliche Lage der irdischen Beobachtungsstation filhrt. Infolge der 24stiindigen Rota-
tion der Erde um ihre eigene Achse werden dle Entfernungen von der Beobachtungsstation
zum Reflektor auf dem Mond eine tégliche Periode aufweisen. Insbesondere durch die Un-
tersuchung dieser tiglichen Periode in den gemessenen Entfernungen wird man die Para-
meter der rdumlichen Position der irdischen Beobachtungsstation von denen der Bahn des
Mondes trenmnen ktnnen. Well die rdumliche dreidimensionale Lage der Beobachtungsstation
zu betrachten ist, werden die Entfernungen zum Mond auch durch die Polbewegung beeir-
flufit. Daher wird man bei der Analyse der Entfernungsmessungen zum Mond auch iiber die
Polbewegung der Erde eine Aussage machen knnen. Die rdumliche Position der Beobach-
tungsstation hingt wegen der Rotationsbewegung der BErde auch von der Zeit ab. Bel der
Zeitregistrierung verwendet man meistens die Atomzeit, wihrend die Rotationsbewegung
der Erde durch die Sternzeit beschrieben wird. Die Transformation zwischen beiden Zeit-
systemen kann gewisse Unsicherheiten enthalten, so daBl fiir die Zeit eine konstante und
eine linear mit der Zeit verdnderliche Korrektion eingefiihrt werden, die im Rahmen der
Ausgleichung der Lasermessungen zum Mond zu bestimmen sind. Schlieflich ist auch die
Lichtgeschwindigkeit zu betrachten. Man mift ja nicht prim#ir die Entfernung zum Mond,
vielmehr ermittelt man primir die Laufzeit eines Laserimpulses. Die Multiplikation mit
der Lichtgeschwindigkeit ergibt die Entfernung. Ein konstanter Fehler in der Lichtge-
schwindigkeit fiilhrt zu einem entsprechenden Fehler in der Entfernung zum Mond, eine
Tatsache, die vor allem bei der Bestimmung der Bahn des Mondes zu beachten ist. Wegen
der Rotation der Erde #ndert sich aber auch die Entfernung der Beobachtungsstation vom
Mond in einer tiglichen Periode um mehrere tausend Kilometer. Die Analyse dieser Perio-
de ist gerade im geodidtischen Interesse, und weil ihre Amplitude von der Lichtgeschwin-
digkeit abhingt, wird man auch zu einer Aussage iiber diesen Wert gefiihrt.

Sehr genaue Entfernungsmessungen zum Mond sind auch von Wichtigkeit fiir die experimen-
telle Kldrung der grundlegenden Hypothesen der allgemeinen Relativitdtstheorie, nach
denen eine jdhrliche Zunahme der Entfernung zwischen der Erde und dem Mond um 2 bis

4 cm erwartet wird.

In letzter Zeit haben auch die Radiointerferenzmessungen nach Quasaren, die einen sehr
kleinen Winkeldurchmesser besitzen, geodidtisches Interesse gewonnen. Die Entfernung
zwischen den beiden Radioteleskopen der Interferometereinrichtung auf der Erde kann
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mehrere tausend Kilometer betragen, es muB nur gewdhrleistet sein, dafl das Objekt an
beiden Stationen gleichzeitig verfolgt werden kann. Man betrachtet hier nicht die Ent-
fernung von der Beobachtungsstation zum Objekt, sondern u.a. den zeitliochen Unterschied,
mit dem eine Radiowelle von dem betreffenden Objekt an den beiden Stationen ankommt (2,
3, 8, 9].

Bine konstante Anderung der Rektaszension der Quasare wird sich in gleicher Weise
auswirken wie eine konstante Anderung der Sternzeit, so daB beide GroBen sich nicht von-
einander trennen lassen. Man wird dann die konstante Verbesserung der Sternzeit nach dem
klassischen astrometrischen Verfahren erhalten, wobel aber dle Werte fiir die Polbewegung
mit Vorteil aus den radiointerferometrischen Beobachtungen entnommen werdem kdnnen, so
dal beide Verfahren sich erginzen.
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2. Die Beobachtungen des Mondes
2.1.Entfernungsmessungen zum Mond
Mit einem Rubin-Laser ist es mdglich, Impulse mit einer zeitlichen Dauer von 10"8 8

und mit einer Energie von 10 Joule zu erzeugen. Wird dieser Impuls durch einen guten
Kollimator geschickt, so kann er in einem Strahlungskegel mit einem OUffnungswinkel von
etwa 297 zum Mond gesandt werden. Er wird dort eine Fliche von wenigen Kilometern Aus-
dehnung beleuchten [1, 10, 11] . Befindet sich ein Laserreflektor mit Tripelspiegeln
etwa in der Mitte dieses Gebietes auf dem Mond, so wird das einfallende Licht ohne
wesentliche Streuung zum Sender zurlickgesandt. Wird die Laufzeit des Laserblitzes auf
etwa 10_8 8 genau ermittelt, so kann man damit die Entfernung von der Erde zum Mond auf
etwa 1,5 m festlegen. Integriert man iiber 100 Laserblitze, so dlirfte man eine Genauig-
keit von etwa 0,15 m erreichen. Die Refraktion an der Atmosphire ist bel den Entfer-
nungsmessungen erheblich weniger bedeutungsvoll als bei denm Richtungsmessungen. Wer-
den bei der Berechnung des Einflusses, den die Atmosphiire auf die Entfernungsmessungen
zum Mond ausiibt, Messungen des Koeffizienten der Refraktion an der Brdoberflédche einge-
fiihrt, dann kann man die betreffenden Streckenkorrektionen auf etwa 0,06 m genau be-
stimmen. Die Zenitdistanz darf dabei 70° nicht iibersteigen. Bin horizontaler Temperatur—
gradient von 0,01 ‘h/km wird bel Zenitdistanzen von weniger als 60° die Streckenmes-—
sung nur um etwa 0,002 m beeinflussen.

Abb.1. Laserentfernungsmessung zum Mond
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2,2. Der astronomische Anschlull des Mondes

Die astronomische Position des Mittelpunktes des Mondes ist in den Astronomical
Ephemeris auf 0,001 s in der Rektaszension und auf 0§01 in der Deklination angegeben.
Dem entspricht ein linearer Fehler von etwa 20 m im Raum. Damit kennt man aber noch
nicht die astronomische Position des ILaserreflektors auf dem Mond. Plir die Bestimmung
der Rektaszension und Deklination des Laserreflektors bedarf es zusidtzlicher astrono-
mischer Messungen. Es gibt bisher noch keine geeignete Methode zur Bestimmung dleser
Werte auf 0,001 s bzw., OPO1. Bel den spiter entwickelten Formeln wird daher die rdum=-
liche Position des Laserreflektors auf dem Mond durch unbekannte Parameter ausgedriickt,
die im Zuge einer Ausgleichung aus den Streckenmessungen bestimmt werden miissen.

Besonders gzu betrachten ist der astronomische Anschlull des Mondes, wenn simultgne
Entfernungsmessungen zum Mond an gwei irdischen Stationen vorliegen. Bildet man die
Differenz dieser Messungen, dann ist diese Griofle in hohem MalBe frel von den Unsicher-
heiten in der r¥umlichen Position des Laserreflektors, und man kann sich dabei mit
geeigneten Niherungswerten begniigen. Die Differenz der simultan gemessenen Strecken
betrdgt dann nur wenige tausend Kilometer. Sie ist genfhert gleich dem Skalarprodukt
des Einheitsvektors vom Erdmittelpunkt zum Laserreflektor auf dem Mond einerseits und
des Differenzortsvektors der beiden Beobachtungsstationen andererseits. Ein Fehler in
dem genannten zum Mond weisenden Einheitsvektor und damit im astronomischen Anschluf
multipliziert sich nicht mehr mit der gesamten Strecke Erde -~ Mond, sondern nur noch
mit der Differenz dleser Streckenmessungen an den beiden Stationen, also nur noch mit
wenigen tausend Kilometern. Ein Richtungsfehler im astronomischen Anschlufl von 001
wird die Positionen auf der Erde nur noch um etwa 0,1 m verfdlschen. In diesem Falle
widre der astronomische Anschlull des Zielpunktes auf dem Mond auf O%1 schon ein Gewinn.
Man ktnnte dann die Parameter des astronomischen Anschlusses als zufdllige Variable
einfijhren, man kdnnte sie auch als Unbekannte betrachten, die durch die Ausgleichung
mit zu bestimmen sind. Die Formeln in Kap. 7 sehen beide Mtglichkeiten vor.
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3. Die Beobachtungen der Radiosterne

3.1 Interferometrische Beobachtungen eines Quasars

Beobachtet man in der Radioastronomie mit einer einzelnen Antenne einen Radio-
stern, so hat man bei einem Durchmesser der Antenne D von etwa 200 m und bel einer
Wellenlinge von etwa 1 m fiir den Halbwert einen Strahlenkegel mit einem Offnungswinkel
von etwa 0?35 Es ist hoffnungslos, mit einer solchen Antenne ein Aufldsungsvermbgen
von auch nur O,°1 erzielen zu wollen. Fiir das Aufldsungsvermdgen eines Radioteleskops
gilt (2/D)-70°. Zur Brhohung des Aufldsungsvermigens werden Interferometersysteme ge-
baut, bei denen zwei relativ kleine Radioantennen in grofer Entfernung d voneinander
aufgestellt werden [4, 5, 6, 7].

Abp.z.Radiointerferometer

Die Strahlung von einem Radiostern, der den Winkel 3 mit der Achse des Interfero—-
meters bildet, kommt bei den beiden Antennen mit unterschiedlicher Phase an. Ist

(1) p= Ina; n = 1,3,5, see 9

80 tritt Interferenz ein. Das Auflésungsvermdgen des Interferometers ist etwa gleich
% A/d rad. oder %- 206 265" A/d. Der Phasenunterschied betrigt

(2 o = 2L (x+asinpg),

wobei # eine instrumentelle Konstante ist, die aus einer Asymmetrie des Interfero—
meters resultiert. Infolge der tidglichen Bewegung des Radiosterns &ndert sich der
Winkel B wund damit auch die Phasenverschiebung ® . Die Anzahl der pro Zeiteinheit

beobachteten Interferenzstreifen ist
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(3 £ = %ﬁ%-% = %cosfsg‘%.

Diese Beziehungen gelten fiir einen unendlich entfernten punktfdrmigen Radiostern, der
auf einer bestimmten Wellenldnge kohirente Strahlung aussendet.

In Wirklichkeit sind Radiosterne oder Radioquellen nicht punktfOrmig, sie ktnnen eine
GrtBe von O oder 10" oder 10' im WinkelmaB8 haben. Sie setzen sich gewissermafBlen aus
zahlreichen punktformigen Radioquellen zusammen, dlie sich iiberlagern und auf verschie-
dener Wellenléinge aussenden. Ein Radiostern ist daher als eln rdumliches Gebilde anzu-
sehen, das inkohirente Strahlung auf einem breiten Frequenzspektrum aussendet. Beobach-
tet man den Durchgang ( g = 0) eines punktftrmigen Radiosterns mit einem Interferometer
mit sehr kleiner Basis d , so werden die an den beiden Antennen ankommenden Strahlungen
keine Phasenverschiebungen aufweisen, die Interferenzstreifen werden bei B = 2/2d
gut zu beobachten sein und eine relativ starke Amplitude haben. Die Interferenzstrei-
fen werden auch dann noch von guter Qualitit sein, wenn man den punktftrmigen Radio-
stern mit einer grtBeren Basis d bei seinem Durchgang ( B = 0) beobachtet. Die Gro-
Be 4 1ist hier die wirksame Komponente der Basis, das ist die Komponente des Verbin-
dungsvektors der beiden Antennen, die senkrecht zur Richtung der beobachteten Strahlen
verléuft. Hat der Radiostern aber eine endliche Ausdehnung, dann wird die Intensitidt
der Interferenzstreifen bel wachsender Basis & und gleicher Wellenldnge A abnehmen.
Ist y» die relative Intensitdt der Interferenzstreifen:

Streifenamplitude bei der Basis d

Streifenamplitude bei der Basis d = 0 ’

die die Sichtbarkeit der Interferenzstreifen charakterisiert, dann ist y eine Funk-
tion von 4/2 . Aus dem Verlauf der Kurve fiir die Funktion 3 kann man auf die GroéSe

des Radiosterns schlieflen. Je grofler die Ausdehnung der Radioquelle ist, desto kleiner
muB d/A sein, wenn man die Streifen noch gut beobachten will. Andererseits kann man
nur durch Beobachtung von sehr kleinen Radioguellen noch Interferenzen bei sehr grollen
Werten von d/A <feststellen.

Beobachtet man sehr kleine Radiosterne, insbesondere Quasare, die immer einen  sehr

kleinen Winkeldurchmesser haben, mittels zweier Radioantennen, die mehrere hundert

10

d/A

Abb. 3. Der Verlauf von y ©bei einer einzelnen
punktfdrmigen Radioquelle
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10

A

Abb. 4. Der Verlauf von ¥ Dbel einer krelssymmetrischen
Radioquelle mit GAUSSscher Verteilung

oder mehrere tausend Kilometer voneinander entfernt sind, auf Wellenlingen, die zwi~
schen 67 cm und 6 cm liegen, dann treten besondere Bedingungen auf. Die an den beiden
Antennen ankommenden Strahlungen k®nnen nicht mehr durch ein Kabel in einer Bupfangs-
station vereinigt und als Registrierungen, die auf 10~7 oder vesser 10™2 s simultan
gind, betrachtet werden. Die Registrierungen der einzelnen Stationen werden jeweils
auf eih Magnetband genommen; dabei wird gleichzeitig jeweils eine von einer Atomuhr
gesteuerte Zeitskala auf das Magnetband iUbertragen. Die Zeitskala sollte auf 10'41
genau sein. Die Synchronisation der Atomuhren auf den beliden Stationen erhdlt man nach
der Methode der "fliegenden Uhren", indem die Uhren auf den beiden Stationen mit einer
anderen Atomuhr verglichen werden, die nach diesen beiden Stationen transportiert wird.

Die im Punkt Q2 ankommende Radiostrahlung hat gegeniiber der zum Punkt Q1 ge-
langenden eine Phasenverschiebung von 2ﬂ’(s12/2 ) und eine zeitliche Verzbgerung von

53 8 -5
12 Sp ~ B4
W) by, = 5= = ——,

wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist.

Die Stationen Q1 und Q2 nehmen an der Rotationsbewegung der Erde teil. Der
Radiostern sei ein Quasar; er kann als ein punktférmiges und unendlich entferntes
Objekt angesehen werden, das Radiowellen in einem bestimmten'Frequenzbereieh aus~
strahlt. Die beiden Radioantennen nehmen davon entsprechend ihrer Bandbreite einen
Teil auf. Bei einem Vergleich der beiden in Q1 und Qz ankommenden Strahlungen er—-
h#lt man aber keine Interferenzstreifen, weil bel der gegebenen Bandbreite die Strek-~
ke 84o kein ganzes Vielfaches aller aufgenommenen Wellenlédngen rlus einer halben
Wellenlinge sein kann, @d & 845 5 €8 sel denn, 842 liberdeckt nur relativ wenige
Wellenlingen. Man kann Interferenzstreifen nur dann beobachten, wenn die Verzdgerung
t12 gleich der HElfte oder einem Drittel der reziproken Bandbreite ist. Dann lassen
sich die Interferenzstreifen integrierend iiber einige Minuten beobachten.
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Abb. 5. Interferenzmessung nach einem Radiostern
Der Phasenunterschied
s
(5) 27 —2

dndert sich mit der Zeit auf Grund der Rotationsbewegung der Erde. Die pro Sekunde
beobachteten Interferenzstreifen werden daher mit der Frequenz

ds,,

® ¢ = 73

NN

registriert. Man erh#lt also die zeitliche Anderung der Strecke 840 ¢ Integriert man
iiber einige Minuten, dann folgt

4 7 ds
- 4 12 4 _ _ 1 '
(7 u/f i - 7! & It = 3 [812.0' 512.u] =3 Isyp -

Man erhdlt als Integral die Anderung der Strecke 845 zwischen der unteren und der

oberen Begrenzung des Integrationsintervalls tu und tw .



DOI: http://doi.org/10.2312/zipe.1971.013

17

In der Praxis wird man nur selten den Quasar beobachten kbtnnen, wenn die Basis des
Interferometers in so hoher Anndherung senkrecht zur Richtung zum Quasar ist. Die Strek-
ke 840 wird einige tausend Kilometer betragen; dann kann man beim Vergleich simultaner
Beobachtungen aus den genannten Griinden, ndmlich wegen Uberlagerung zahlreicher Freguenzen
die innerhalb der Bandbreite empfangen werden, keine Interferenzstreifen beobachten, weil
nicht alle Wellen gleichzeitig interferieren. Bei grofien Betrigen fiir 845 kann man aber
folgendes Verfahren anwenden: Man legt gewissermaBen die beiden Magnetbdnder mit den auf
den beiden Stationen Q; und Q2 erhaltenen Registrierungen parallel und synchron neben—
einander, so dall synchrone Zeitmarken die gleiche HShe haben. Aus Noherungspositionen
fiir die Richtung zum Quasar einerseits und fiir die Radioantennen Q1 und Q2 anderer-
seits kann man einen Niherungswert flir dle Strecke 840 und nach Division durch die
Lichtgeschwindigkeit ¢ einen Niherungswert fiir die Verzodgerung t12 ermitteln. Ver-
schiebt man jetzt das Magnetband der Station Q, um diesen Betrag t12 s dann liegen
gewissermaflen Teile der gleichen Wellenfront nebeneinander. Ist der Niherungswert t12

. innerhalb von Bruchteilen der reziproken Bandbreite richtig, dann wird man Interferen-
zen beobachten knnen, und aus einer Analyse der beiden Magnetbdnder nach den Regeln

der Korrelationsrechnung kann man den genauen Wert von t12 auf etwa 10—7 S genau be-
stimmen. BEine Steigerung der Genauigkeit kann erreicht werden, wenn z.B. die Bandbreite
vergroBert wird. Differiert der Ndherungswert t4, um mehr als die reziproke Bandbrei-
te vom wahren Wert, dann ktnnen keine Interferenzen festgestellt werden. Es empfiehlt
sich dann, das eine Magnetband um den Betrag der reziproken Bandbreite der Radlioantenne
einmal oder gegebemenfalls auch mehrmals zu verschieben, bis man Interferenzen erhilt.

Aus t12 erhdlt man nach Multiplikation mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ die Strecke 840¢

Interferometrische Beobachtungen gestatten also die Bestimmung der beiden Grofen

(8) sy, und S84 = 8454 " S12.y °

Schlieflich soll noch die Genauigkeit betrachtet werden, mit der man die Werte 840
und ds,, erhilt. Kann man t,, mit einer Genauigkeit von 1077 s bestimmen, so findet
man nach der Multiplikation mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ die Strecke 840 mit einem

Fehler von etwa + 30 m.

Ein typischer Wert fir die Frequenz £ der nach (6), (7) beobachteten Interferenz-—
streifen ist z.B. 300 pro Sekunde. Man miBt diesen Wert mit einer Genauigkeit von etwa
0,001 . Flir f und damit auch fir Js12 erhélt man folglich einen relativen Fehler von
etwa 3 e Integriert man in (7) iber ein Intervall von 3 Minuten und betrigt ds,,

z.B. 50 km, so wird man diese Strecke auf etwa 0,15 m genau bestimmen kinnen.

Diese Genauigkeitsangaben fiir 840 und 6512 miissen als die Ergebnisse erster BExperi-
mente betrachtet werden. Nach verschiedenen technischen Verbesserungen werden wahr-—
scheinlich die Fehler etwa um den Faktor 1:100 vermindert, so da man Dezimetergenau-—
igkeit fiir die Koordinaten der geoddtischen Punkte erhalten wird. Zu diesen Verbesserun—
gen gehdren genauere Atomuhren, die Unmriistung der Radioantennen von der Wellenldnge 67 cm
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auf die Wellenliingen 20 oder 10 cm, VergrtlBerung der Bandbreite zwecks Erhthung der
Genauigkeit in der Bestimmung von t12 » Durchfiihrung der Messungen auf verschiedenen
Frequenzen, um den Refraktionseinflufl der Ionosphiire zu eliminieren. Man hofft mit die-
ser verbesserten Technik eine Genauigkelt von wenigen Dezimetern in den gemessenen
Strecken 845 und 6512 zu erhalten, auch wenn die Stationen auf der Erde weit vonein-
ander entfernt sind. Zu vermeiden sind auf Jeden Fall Messungen an Tagen, an denen auf
einer oder auf belden Stationen das Magnetfeld stark gestdrt ist, weil dann die Elek-
tronendichte der Ionosphire in Abhidngigkeit vom Ort und von der Zeit stark variabel ist.

Nachdem an verschiedenen Orten erste Experimente mit Interferometern mit unterschied-
licher Basisliénge (zwischen 483 lm und 7719 km) durchgefiihrt worden sind, konnte man das
htchste Aufldsungsvermgen mit einem Interferometer mit 6319 km Basislinge erzielen.

Die eine Antenne mit einem Durchmesser von 42,7 m stand in Green Bank (USA), die andere
mit dem Durchmesser von 25,9 m in Onsala in Schweden. Die benutzte Wellenlinge war
A= 6 cm, 4/ war gleich 1,1 -108 » Das Aufldsungsvermtgen dieses Interferometers
betrug

3 ¢4 = 0p0006 = 3-1077 rad.

Es ist erstaunlich hoch. Jedoch darf man nach den angestellten Betrachtungen aus die-
sem Aufldsungsvermtigen nicht schliefien, daB mit diesem Interferometer auch geoditische
Strecken mit einer Genauigkeit von 3 -10"9 bestimmt werden kinnen.

3.2, Der astronomische Anschlull eines Quasars

Das hohe Auflbsungsvermigen eines Radlointerferometers, das Werte bis zu etwa
+ 0y0006 erreicht, gestattet z.B., die Entfernungen zwischen benachbarten Quasaren mit
dieser Genauigkeit zu bestimmen, es gestattet aber nicht ohne weiteres, die astrono-
mischen Positionen des Quasars mit der gleichen Prizision zu bestimmen.

Der mittlere Fehler der astronomischen Positionen der Quasare (Rektaszension und
Deklination) kann mit + O¥3 angenommen werden. Betrigt die Entfernung zwischen den
Stationen 6000 km, so wird ein Richtungsfehler von OY3 in den geoditischen Positionen
einen Pehler von etwa 10 m verursachen. Flir manche Zwecke kann man daher die Richtung
zum Quasar als eine fehlerfrele GroBe einflihren. Will man aber die htchste Genauigkeit
erreichen und strebt man Genauigkeiten von 1 m oder gar wenigen Dezimetern auf der
Erde an, dann wird man die Rektaszension und Deklination des Quasars als unbekannte
GriBen einfilhren missen, die durch die Ausgleichung der Interferometerbeobachtungen
zu bestimmen sind., Bildet man nimlich das Skalarprodukt zwischen dem Differenzorts-
vektor der beiden Beobachtungsstationen Q, und Q, und dem Einheitsvektor, der von
der Erde zum Quasar zeigt, so ist dieses Skalarprodukt gleich der Strecke By o
Hat man also aus Interferometermessungen die Strecke 84p mit Metergenauigkeit er-
halten und ist 845 etwa gleich 6000 km, so diirfte man die Fosition des Quasars auf
etwa + 003 genau ermitteln k®nnen.
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Bei den spdteren Untersuchungen wird angenommen, dafl die Position des Quasars
wihrend der Beobachtungsperiode konstant ist. Bei zeitlich voneinander entfernt

liegenden Beobachtungsperioden wird man Reduktionen wegen der Prézession und Nutation

anbringen miissen, oder man wird aus der Anderung der Position des Quasars eben die
Prizessions— und Nutationskonstante bestimmen.
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4, Koordinatensysteme

Die rechtwinkligen kartesischen geoddtischen Koordinaten X, Y, Z der Beobachtungs-
station Q auf der Erdoberfliche gelten in einem mit dem Erdkdrper fest verbundenen
System. Die Z-Achse zeigt zum mittleren Pol der Erde. Die X,Y-Ebene ist die Aquator-
ebene, und die X,Z-Ebene ist die Meridianebene von Greenwich,

Fihrt man zur Abkiirzung fiir den Binheitsvektor in rdumlichen Polarkoordinaten die
Bezeichnung

cos X cos 3
(9) %(xyB) = |cosax sin yel
sin

ein und hat man ferner die Ableitungen

(-sin « cos /:1\

(10) wy = ‘25%’-‘:-&2 " | -sin« sing| ,
\. €08 J

[ —cos o« sin /3\

(11) #8 = du(x,B) = coso cos 3
2 B 0 ) ’

go folgt fiir den geozentrischen Ortsvektor ‘CQ bzw. ‘eQ der Satellitenbeobachtungs-
station Q bzw. Qi i

XQ cos ¢ cos A Xy
(12) ¢q = [ Yy | = ¢ |cosy sinA| = ¢w (¢, ), @Qi = || = ¢y %(p4)
Zq siny _ '

§ ¢ geozentrischer Radius,
geozentrische Breite,

—6

A : geographische Linge.

Die rdumliche Position des kosmischen Objekts ist im momentanen astronmomischen
Koordinatensystem x, y, z gegeben. Die z~Achse fdllt mit der momentanen Rotations-
achse der Erde zusammen. Die x,y-Ebene ist die momentane Aquatorebene, die ihre rdum=~
liche Lage entsprechend der Prézession und Nutation verdndert; die x-—Achse zeigt in die
Richtung des momentanen Friihlingspunktes, sie ist die Schnittgerade der Aquatorebene
und der Ebene der Ekliptik.

Den geozentrischen Ortsvektor eines kosmischen Objekts kann man in den rechtwink-
ligen rdumlichen x,y,z-Koordinaten ausdriicken. Ist die Position des Objekts zeitlich
nicht oder nur wenig verdnderlich, wie bei einem Quasar, dann empfiehlt es sich, geo-

zentrische rdumliche Polarkoordinaten r, ocy § einzufilhren. r ist die geozentrische
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Entfernung, o« die Rektaszension und J die Deklination. Bewegt sich aber das Objekt
(z.B. der Mond) relativ zu den Sternen, dann kann es sich empfehlen, die Bahnelemente
des Objekts relativ zur Aquatorebene oder zur Ekliptik anzugeben. Verliuft die Bahn

in der N&he der Ekliptik, wie es beim Mond zutrifft, dann kann es auch zweckmifig sein,
die Bahn durch die ekliptikale Linge und Breite zu beschreiben.

Sind x°, y°, z° die astronomischen Koordinaten zur Epoche 1950,0 , dann folgen
die momentanen astronomischen Koordinaten nach der Beziehung [2]

[0}
Xg Xs
(13) % = |vg| = NE |vg| s
z (o]
S zg

¢ Nutationsmatrix,
¢ Prdzessionsmatrix.

[l i~

Die momentanen astronomischen Koordinaten x, y, 2 transformieren sich in das erd-
feste X,Y,Z2-Koordinatensystem und haben dort die Komponenten Xs, YS’ ZS « Die Koordi-
natentransformation wird durch folgende Matrizenmultiplikation erreicht:

Xs
(14) S (g:'l) R, (e) Y| »
Zg
Xg
(15) "eS = 8 (gi‘?) §Z (®) ?S = YS H
Zg

s (§,7) ist die Polbewegungsmatrix.

1 0 3
(16) §(‘§9"Z) = 0 1 =% .
..g '7z 1

Sie hat die sphter ebenfalls bendtigten Ableitungen

0 0 4)
(17) 84 (6:7) = 8 = 5—%—-8(@,7) = (o o o i
=1 0 0.
O'\
(18) g, (t,2) = 8 = 78 G,72) = a -
0 1 0)

gz(e) ist die Rotationsmatrix in bezug auf die z-Achse,
® ist die Sternzeit.
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Die Rotationsmatrizen in bezug auf die x,y,z-Achsen sind

r" Y Y coS & 0 =-sin«
(19) By(e) = |0 cosx sinuf , _y(o:) = 0 1 0
= ’
g 0 =-s8in« cos * 8in oc 0 COS

cosx s8sino O
(20) E_.iz(“) = |-ginx cosx O,
0 0 1

\

Spédter werden auch die Ableitungen dieser Rotationsmatrizen gebraucht:

(0 0 0 )

0 -sin« €08«

(21) BY(=) = =2 B()

L 0 =-co8 —sinocJ

(~sinx 0 =-cos oc)

(22) By(e) = = Bo(e) = 0 0 0 A
_ cosx O =-sin o |
- -gine cos« 0

(23) Ri(ee) = Iy B, () = |-cose -sine« Of .
0 0 0

Zur Abkiirzung werden spiter noch die folgenden Vektoren eingefiihrt:

coS o< -sin o<
(24) 17(“) = | sinec| ; 17'(oc) = -a—i—‘- 17(06) = cosoe| .
0 0

Stellt man die x,y,z-Koordinaten des Vektors 4?5 durch Polarkoordinaten dar, so
folgt mit (9)

%3

(23) @5 = |yg| = 7 w(d, ) ;
g

o ¢ Rektaszension,

d : Deklination.
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Geht man zu Bahnelementen in bezug auf den Aquator iber, so findet man

xg cos(v +w) cosf -~ sin(y +w) sinf cos i
(26) €5 = |yg| = T |cos(r +w) sinf + sin(v +w) cosl cos i | ,
zZg sin(v + w) sin i

5

(27) r = a1 -¢%)

1 + e cosV

: grole Halbachse der Bahn,

Exzentrizitit,

E o w

: Argument des Ferigiums,

Neigung der Bahn,

S -

Ldnge des aufsteigenden Knotens,

wahre Anomalie.

~

Piir die spidteren BEntwicklungen ist es zweckmiBig, die rechte Seite der Gleichung (26)
durch Rotationsmatrizen darzustellen:

(28) ¥y = |yg| = 1B, (-R) B, (~1) B, (~w) 9(v) .

23
Wihlt man nicht die Bahnelemente in bezug auf den Aquator, sondern in besug auf die
Bkliptik, so folgt

X
_ S
(29) €5 = |yg| = 7 B(-€) B, (-R*) B (~1*) B, (~w®) y(v) ;

Zg

w* : Argument des Perigiums in bezug auf die Ekliptik,

™ 2 Neigung der Bahnbene in bezug auf die Fkliptik,

NF 2 Linge des aufsteigenden Knotens in bezug auf die Ekliptik,
Schiefe der EBkliptik.

m
'Y

Fiir den Radius r in (25),(26),(28) und (29) gilt die Beziehung (27). &, e und v
sind im dquatorialen und ekliptikalen System gleich. Filhrt man die ekliptikale Lidnge 1

und Breite b ein, so hat man

*s
(30) ®%. = ysw = rR(-€)w(b, 1) .
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Abb. 6. Bahnelemente im Hquatorialen System

— 3 Iquafo"

Abb. 7, Bahnelemente im skliptiksystem
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Abb. 8. Ekliptikale Ldnge und Breite

Filr die spédteren Entwicklungen werden noch die Ableitungen des geozentrischen
Badiusvektors r mnach den Bahnelementen a, e, v benttigt (27). Bs ist

or _ T _ 1 - e
(1) da - a = T +ecosv °?
2
ar 2e + (1 + e“) cos v
(32) = -2
oe (1 + e cos v)° ’
2
(33) % gf . . 2e+ (; + e“) cos v
(1 -~ e“)(1 + e cos v)
2
ar (1 = e“) esinv
(C4) £ = a —
v (1 + e cos v)2 ’
1 9r e sin v
35) 3 ov - T+ecosv °

25
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5. Die Fehlergleichungen flir Entfernungsmessungen zum Mond an einer Station

Die zwischen der Beobaohtungsstation auf der Erdoberfliche (Ortsvektor '@Q) und dem
Laserreflektor auf dem Mond (Ortsvektor g bzw. ¥g) gemessene Entfernung s errech-
net sich aus den rdumlichen Koordinaten dieser beiden Statiomen mit (12), (13), (415)
nach folgender Formel:

(36) 82 = (g -¢g)® = (#g - 5(E,7) B,(0) £g)?

oder in Komponentenschreibweise:

X x 2
o2 Q 5
(37) s° = Yol - 8€,72) B, (8) |yg .
ZQ zg

Die Strecke s wird aus Beobachtungen ermittelt und hat den Charakter einer zufilligen

Variablen.

Die Sternzeit © wird ebenfalls bel der Beobachtung der Strecke s gemessen. Geht
man davon aus, daf der Wert von © auf eine Millisekunde genau bestimmt wird, dann wird
sich in dieser Zeitspanne die Erde am Aquator um etwa 0,5 m auf Grund ihrer Rotation
fortbewegt haben. In htheren Breiten hat man nur den Betrag +0,5 m - cos ¢ . Man wird
die Sternzeit auch auf eine Zehntel Millisekunde genau bestimmen ktnnen. Bei der Zeit-
registrierung verwendet man meistens die Atomzeit, wihrend hier die von der Rotations-
bewegung der Erde abhiingige Sternzeit® zu verwenden ist. Die Transformation zwischen
beiden Systemen kann gewisse Unsicherheiten enthalten, so daB flir die Zeit eine kon-
stante und eine linear mit der Zeit verdnderliche Korrektion, x bzw.#®* , eingefiihrt
werden miissen, die im Rahmen der Ausgleichung der Lasermessungen zum Mond zu bestim-
men sind. Pir die endgililtige Sternzeit & hat man daher den Ausdruck

(38) 8 = 0+ + w.t .

Die Koordinaten der Beobachtungsstation Xq, YQ, Zq, die Koordinaten der Position der
Satelliten Xgy Ygs Zg» die Pammeter der Polbewegungsmatrix € , » und die Konstan-
ten ® und * sind in (36), (37) die unbekannten GroBen, die durch eine Ausgleichung
der beobachteten s-Werte zu bestimmen sind. In die Ausgleichung werden a priori die
Niherungswerte (XQ)O, (Yb)o’ .eo eingefiihrt. Durch die Ausgleichung ergeben sich
die Zuschlige dxq, dY,y ese o Fiir die plausibelsten Werte nach der Ausgleichung
IQ, Y.y see gilt dann beispielsweise bei rechtwinkligen Koordinaten
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[( Xy = (Xdo+ éXq g = (Yot 6Yy 2y = (BQ),+ 8Z¢ ;
xg = (xg) +dxg , ¥g = (3g)o+ dyg» zg = (2g),+ Szg ;
(39)q § = § + dE , 7 = g+ 97
2 = %+ Je , »* = *% + S%*
(8 = 6, +de+ dwry,

60 ist der Niherungswert fiilr die Sternzeit,

(39a) 8, = 0 +2,  + ag

Meistens wird % = %27 = O sein, damn ist 6, = ©.

Aus den Naherungswerten der Unbekannten gewinnt man mit (36),(37) die Strecke 8, -
Errechnet man die Strecke 8 aus den plausibelsten Werten der Unbekannten nach der Aus-

gleichung, so muB man die zuf#llige Verbesserung v abziehen, um die beobachtete Strek-

ke s zu erhalten:
(40) 8+ ¥V = 8(Xy Yy Zgy Xgy ¥gr Zgr E 2 m 5 % y %),

Die Strecke s wird nicht unmittelbar gemessen, sie wird aus der Laufzeit + , die die
Lichtwellen zum Durcheilen der Strecke von der Beobachtungsstation zum Laserreflektor
bendtigen, abgeleitet. Die Laufzeit +t ist die unmittelbare Melgrtfle., Es ist

1) s = ¢+ %,

wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Bine Ungeunauigkeit in ¢ wird sich also auch
auf 8 auswirken. Man kann daher auch die Grdfle ¢ in die Ausgleichung als Unbe~

kannte einfiihren:
(42) ¢ = o  + de .

Die Unbekannte dc bewirkt eine MafBstabsinderung in den geozentrischen Koordinaten der
Beobachtungsstation und des Mondes. Diese GrifBe kann nicht aus der Laufzelt der Laser-

blitze bestimmt werden, sondern nur durch geodédtische Bestimmung der Entfernungen zwi-

schen den Beobachtungsstationen auf der Erde.

Man erhdlt daher die Fehlergleichung
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(43) v = =(s 8, )+ §§a.axq + g%a SYy + gﬁa JZQ + gig Ixg + g%— Iyg + %%E dzg +
+-§?J§+§%67—§§ Jc+-g—aJa8+g—s-,‘Jac*

oder

(4) v = —(s-—so)+§ g—gdu—% de .

Es is%

5o = 8 { (Xgdes (Tgdgr (Zdas (xgdor (¥gdgr (2g)s o g0 %gr %)

S=Oo-t,

u = X To» Loy Xy Ygr Zge £ 9 M 9 % s x*

Werden in die Ausgleichung nur soleche Laserbeobachtungen einbezogen, die eine
relativ kurze zeitliche Spanne von etwa wenigen Stunden iiberdecken, dann kann es
den Anforderungen der Ausgleichung geniigen, wenn die Korrektionen der Koordinaten
des Mondes st, Jys, st als zeitlich konstante Griflen angesehen werden. Er-
strecken sich aber die Beobachtungen iiber mehrere Tage und Wochen, dann wird es
notwendig sein, fiir die Korrektionen der Koordinaten des Mondes analytische Aus=
driicke einzufiihren, die von der Zeit abhiingig sind. Diesen analytischen Ausdriicken
kann z.B. die Form von Potenzreihenentwicklungen nach der Zeit gegeben werden:

dxg = > Xiq- %,

i=o
i
dyg = ;gt Xoog "%
=0
d‘z = X 'ti .
5 2z

Die Koeffizienten X1.1 s 2:2.1 ’ X3 i sind die Unbekannten, die im Rahmen der

Ausgleichung mitzubestimmen sind. Die obere Grenze m der Summation ist so hoch zu
wihlen, dafl die Restfehler der obigen Ausdriicke fiir die Koordinatenverbesserungen ge-
niigend weit unterhalb der Beobachtungsgenauigkeit bleiben.

Die obigen Potenzreihen wurden fir die Korrektionen der kartesischen xs,ys,zs—Koordi~
naten des Mondes entwickelt. Diese Koordinaten werden im Abschnitt 5.1. behandelt.

In den Abschnitten 5.2., 5.3., 5.4., 5.5. werden filir den Mond andere Koordinaten ein-
gefiilhrt: der geozentrische Radius und die Rektaszension und Deklination des Mondes
oder seine ekliptikale Linge und Breite, ferner die Bahnelemente des Mondes im eklip-
tikalen oder im Hgquatorialen System. Auch flir diese Unbekannten miissen analoge Potenz~
reihenentwicklungen nach der Zeit eingesetzt werden.
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5.1. Rechtwinklige kartesische Koordinaten filir die Station und den Mond
Die Unbekannten:
die Stationskoordinaten: xq, Iq, ZQ5
die Koordinaten des Laserreflektors auf dem Mond: X5y ¥go 2gi
die Parameter der Polbewegungsmatrix: g, vaH
die Lichtgeschwindigkeit: ¢
die Parameter der Erdrotation: = , 3¢*.
Der Nzherungswert 8, flir die gemessene Strecke s :
X x 2 X X 2
Q S Q S
W) 82 = [(e (e, = (Yo) - 806572 B(®) (’s) ; (’a) '(YS) ‘
ZQ ggl 1o zQ Zg »
Die Fehlergleichung:
(#6) ¥ = -(s -8y) + zAu du ; u = Xo, Yo» 2y X5 Ygr 25 § 5 W 0, % , %

Die Koeffizienten der Fehlergleichungs:

W1) A = 5 (g -Xg) s

(48) by, = -}(YQ -3,
49) &g = 1(zq -39 3

S O =

(50) A, = -4 e~y {§(§,'rz)§z(6) (

(=]

o

(o]

)}
CORVEE -5 (g {g(g,ﬂz)gz(e) (1)},
Js

(52) 4, = --}(?Q-fes) {g(g,?) B,(0) (0

1
Xs
yS }
z

S

[}
1
wl->

(33) &g Ceq-es) {8105, ) By(®)

' s
(54) Ay = =2 (e-%) {5,(8,72)B,(0) [vg]fs
i Q
z
S
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(55) 4, = -

oju

x
(56) Ay = -3 Ceg- Q) {g(g y7 ) Bo(8) (yZ)} '
s
(57) Ay = t 4, .
Die Koeffizienten (47) bis (57) sind, wie s, nach (45), fir die N#herungswerte der
Unbekannten zu berechnen. Den Niherungswert der Polbewegungsmatrix S(€§ ,7 ) wird
man in (47) bis (57) meistens gleich der Einheitsmatrix setzen k&nnen.

5.2. Riumliche Polarkoordinaten fiir die Station und Rektaszension und Deklination
als Koordinaten filr den Mond

Die Unbekannten:

die Stationskoordinatens: ¢, ¢, A ;
¢ Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, y : geozentrische Breite,
A: geogentrische Lénge;
die Koordinaten des Mondes: 1, d,x 3}
r: Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, J: Deklination, ~ : Rektaszension;
die Parameter der Polbewegungsmatrix: €, 7;
die Lichtgeschwindigkeits: c}
die Parameter der Erdrotation: 2, &%,

Der Ndherungswert s, fir die gemessene Strecke s mit (12)(15)(25):
2 2
8 &2 = [Ceg), - Ceg), |,

cos ¢ coB A cos J cos {2

(59) 82 =l¢(cos ¢ sina| -r8(§,7) B0 (coscr sinoc | ;
sin J 5

sin ¢
(60) ¥ = r8(&,7) B,(8) v (), () = T, 8(65570) B, (Q) #(d, =) -
Die Fehlergleichung:
(61) ¥ = ~(s -s)) + % B,du ; u o= 9,9,%, r,d,x,§,7, c,oe,e,
Die Koeffizienten der Fehlergleichung:

(62) B, = 3 (€-¢g) v(p,2),

(63) By, = -E(VQ—?S)W.;(‘P,A) ’



(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

5.3,
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By = £ (€95 1(%,2) 5
B, = -3¢ e ,
By = =& (=) {88 ,n) B (O %4( 9, )}
By = - E (gm0 (805,7) B@ #3(d, =)} '
By = = § (£¢- %) {(5,7) B, v (4, )] ,
By = -5 (€= %) {8,(8,72) B(®) ¥ ()} ;
B, = -g
B = -5 (%g-7g) {8(§,7) B,(®) v (J,x)} ,

“%

Rdumliche Polarkoordinaten fiir die Station und ekliptikale Linge und Breite
als Koordinaten fiir den Mond

Die Unbekannten:

die Stationskoordinaten:s ¢ ,¥ , 4
¢ ¢ Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, ¢ : geozentrische Breite,
At geographische Linge;
die Koordinaten des Mondes: r, b, 1}
r: Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, b: ekliptikale Breite, 1l: eklipti-
kale Linge;
die Parameter derPolbewegungsmatrix: f 'y M
die Lichtgeschwindigkeit: c;
die Parameter der Brdrotation: 2 ,2%*,

Der Niherungswert s  fir die gemessene Strecke s mit (12),(13)(15)(30):

(73)

(74)

2 = [Ceem (€, |2

(o]

€, s (P ,1), Y5 = r58(¢,7) B,(8) B(-6) »(v, 1) ;

(?Q)O = ?o#(‘f’o’lo)’ ('@S)o = T, §(§o’?o> §Z(§,) =Rx(—£) "'(boy 10) .
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Die Fehlergleichung:

(75) v = "(5"90)* Zu C. du ; u= ¢,?9,4, r by 1,€6,7, o, %, %%,

Die Koeffizienten der Fehlergleichung:

€76) Co = 1 (eg-¢g) #(r,2),
(17 ¢, = £ (gm¥g) w(p,2),
(78) C, = f(?q-?s')vr;(v’.z);

(79) Cp =-1tz(eg-ep ¥,

(80) ©y = =% (¥q-¥g) {3(5,72) Bu(8) Be(= ) 4 (v,1)} ,
(81) € = =Z (¥g-eg) {88 4 7) By(0) Be(-£) #,(0,1)} 5
(82) G, =-F (€q-eg) {8,(8,7) B(0) Be(-€) w(mD)],
(83) Cp = =F (£q-¥g) {8,055 7) Bu(O) Be(-€) w (1)}

(84) ¢, = -

(] ]
L 1]

(85) Gy = -Z (€g-¢g) {8(%,7) B(O) R(-€) w(b1) ] ,

(86) Cox= t:Cp, .

5.4, Rdumliche Polarkoordinaten fiir die Station und Bahnelemente in bezug auf die
Bkliptik fiir den Mond

Die Unbekannten:

die Stationskoordinaten: ¢, ¢,2 3}

die ekliptikalen Bahnelemente des Mondes: a, e, w*, 1*, 0%, v ;
a: grofle Halbachse der Bahnellipse des Mondes, e: Exzentrizitit der Bahn-
ellipse des Mondes, w™* : Argument des Perigiums in bezug auf die Ekliptik,
1% ¢ Neigung der Bahn des Mondes relativ zur Ekliptik, ‘Q*z ekliptikale Linge
des aufsteigenden Knotens, v: wahre Anomalie;

die Parameter der Polbewegungsmatrix: €, 7 ;
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die Lichtgeschwindigkeit: c¢ 3
die Parameter der Erdrotation: ¢, ¥ .
Der Néherungswert s flr die gemessene Strecke s ist mit (29)3
(87) 82 = [C(egd), - (¥g), |23
(88) ¢ = s%(r,2), Yg = T §(§57m) B(B) Be(~€) B(-D Bp(-1%)x

ngz("w’() g(v) ;
(89) (¢g), = 34(%4) (€5)o = To8(60s7) B,(8) B (=€) By(~5) B (4% )

xB, (=) g(v) 3
a, (1 - o)

1‘0 = ®
1 + eo cos Vo

Die Fehlerglelichung:

(90) ¥ = =(s =58+ Z D, du; U o= 9,9,2, 8, e, w, 1¥, 0%, v,§ ,n,
c,%, ¥,

Die Koeffizienten der Fehlergleichung:

(eq-eg) x(¥,2),

wl->

(91) .'Dg, =

wjw

(92) D, = 2 (eg-¥g) #,(¥,2),

(93) 3, = 2 (eq- ) wp(e , 2) 3

>
«

(8) D, = -5 (eg-eg) ¥,
2
(95) D, = % 2e + (1 + e°) cos v (?Q'@S>1es ,

1 - e2)(1 + e cos v)

(96) Dy = E(€ - €g){8(5 17 B,(0) Byl ) B(~) By(~1¥) By(-H) g | ,
(97) Dy = E(eqmegd{8Ck 57D B,(0) B (- €) B (-2% By (-1*) B,(-D 9N ] ,

(98) D, = E(€ - 2g){8(E ,7) B,(8) By(~ €) By(~ By (~1%) B, (~H) 9} ,
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(99) D, = -3 2BRE- (egmvg) ¥ - S e- €){s(8 ,7) B (0) B (~€) B (-0

"R (-1*) R (-w¥) 9 (M};

(100) D, = = Z(¥=eg)(81(E 5 2D By(0) B(-€) B, (-9 B (4% B, (- 9(M] ,
(101) D, = = E(e- e {E2(% 5 7) By(0) By(- €) B(- 9 By(~1%) B (M 9(W)} ;
(102) D, = -2 ;

(103) D, = -F (€= {85, 7) B,(0) By(m €D By(-0¥ B (1) B(-D9(W ],

(104) D .= %D °

5.5. Rdumliche Polarkoordinaten fiir die Station und Bahnelemente in bezug auf den
Kquator fiir den Mond

Die Unbekannten:

die Stationskoordinaten: ¢ ,¢ ,4 ;

die Zquatorialen Bahnelemente des Mondes: a, e,w, i,J/, v ;
a: grole Halbachse der Bahnellipse des Mondes, e: Exzentrizitdt der Bahn-~
ellipse des Mondes, w : Argument des Perigdums in bezug auf den Aquator,
i: Neigung der Bahn des Mondes relativ zum Aquator, J : Linge des aufstei-
genden Knotens, v: wahre Anomaliej

die Parameter der Polbewegungsmatrixs: § '3

die Lichtgeschwindigkeit: c3

die Parameter der Erdrotations: % , %* ,

Der Nuherungswert s, fir die gemessene Strecke s ist mit (28) und (15):
(105) &2 = [Ceg), - (g), |2 s

(106) (), = g,%( ¥y 25)

(107) (¥g), = 1o $(€557%) B,(Q B, (-2) R(-1) B, (-«) 9(v,)

Die Fehlergleichung:

(108) v = “(9“30)* Z E, du ; U = §,9P,R, 8y e,W, 1,JZ,,v,€,1z,
> u

C, 2, %%,
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Die Koeffizienten der Fehlergleichung:

(109) B, = -;-C*eq-'es) w(P,2),

(110)

(111)

(112)

(143)

(144)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

L}

I (e eg) eie,2),

1
~ 8a ("eq" ?3) 'es ’

1
]

el

2
2 1
e + (1 + e“Jcos v (eq ) ¥,

1 - ez)(1 + e cos V)

(€q =) [§(§17) Bo(®) By(- ) By(-1) By(-w)9(M ],

I (eg - {808 17) By(0) By(=) Be(-) B (-)9(M},

Z (eq - ¥g) {805 17 ) By(0) By(=) By(-1) By(-)9(M},

-1
8

B (-w) 9V} ;3

e sin v
+ e cos Vv

(eq-ts) ¥3 -5 (g~ ¢){8C§+7) B,(0) B, (-0) B (-1)

= £ (g~ tg) {81557 B,(0) B, (- R) B(-1) B, (-w) 9(M ],

- ECegmtg) (8508570 By(0) By(=) By(-1) B,(-) 9] 5

cln

- 2 (eg-eg) {8(§, 1) B0 B(-) By(-1) B, (-«) 9},

t-E

®

L
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6. Die Fehlergleichungen fiir simultane Entfernungsmessungen zum Mond an zwel Stationen

In Kap. 5 waren die Fehlergleichungen abgeleitet worden, mit denen man im Rahmen
einer Ausgleichung die beli den Entfernungsmessungen zum Mond anfallenden geoddtischen
und astronomischen Parameter bestimmen kann. Beobachtet man an zwei terrestrischen Sta-
tionen die Entfernung zum Mond, so haben die beiden Bahnen, die von diesen Laserimpulsen
durchlaufen werden, innerhalb von etwa 1/30,2 rad. (d.i. das Verh#linis des Brddurch-
messers zur Bntfernung des Mondes) oder 2° etwa die gleiche Richtung im Raum. Eine
kleine Anderung in der rdumlichen Position des Mondes wird sich auf zwel simultane Mes—
sungen der Entfernung Erde — Mond an zwei verschiedenen Stationen auf der Erde etwa in
gleicher Weise auswirken. Bildet man daher die Differenz dieser beiden Strecken, so
wird sie in viel geringerem MaBe durch Fehler in der Kenntnis der rdumlichen Position
des lMondes beeinflult als eine einzelne Strecke selbst.

Will man andererseits die rHumliche Position des Mondes relativ zur Brde aus den
Laserbeobachtungen mtglichst genau bestimmen, so wird man die einzelnen Streckenmes-
sungen auswerten, wie im vorigen EKapitel dargelegt wurdej; dabel wird also auch der
astronomische Aspekt betont. Hat man auf diesem Wege durch Auswertung der Binzelmes-
sungen die rdumliche Position des Mondes sehr genau ermittelt, dann kann man anschlie -
Bend aus der Differenz simultaner Streckenmessungen die geoddtischen Parameter beson=
ders genau ableiten, weil bei der Differenz der Messungen kleine Restfehler in der
Pogsition des Mondes nur nach Multiplikation mit einem Faktor von etwa der Grifen-
ordnung 1 : 60,3 eingehen, d.i., das Verhdiltnis des Erdradius zur Entfernung des
Mondes. Man wird unter diesen Voraussetzungen, bei demen die Position des Mondes auf
etwa 2 Meter genau bekannt und damit das freie Glied in den Fehlergleichungen der
Differenzbeobachtungen nur um etwa +2 m+ 1/60,3 = +3 om unsicher ist, die Position
des Mondes in die Fehlergleichungen als fehlerfrei gegebene Grife einfiihren ktn-
nen (Abb. 1).

6.1. Rechtwinklige karteslische Koordinaten fiir die Station und den Mond

Als Unbekannte gelten die gleichen Parameter wie in Abschnitt 5.1. Setzt man zur
Abklirzung fiie die Streckendifferenzen

(123) s,, = 8, ~ 854

und filr ihre Ndherungswerte

(124) (812)0 = (52)0-(s1>0

gsowle fiir die betreffenden zufdlligen Verbesserungen

(125) ¥4, = ¥, =¥, ,
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so folgt mit (46)

(126) Typ = =[5457(sq4) |+ Ag o 6Xg 5 + Ay p 6¥g o + By p 9Zg 5 = Ay 4 6Xg 4 -
“ Ay 0¥q.q ~ By 4 98qq * (A p = A ) x5+ (By 5 - 4y () dyg +

+ (4, 5 - Az.1)dz’s +(AE.2 - A§.1>‘5é * (sz.Z - A7.1)d’? ®

* CAO-Z - AC.")CS ¢ + (Axoz - &01)dx + (Aae,*.Z - A#c")dx#.

Bel den Koeffizienten Ax..' goeey “z.z wurden die Indizes Q und S <fiir die Beobach~
tungsstation und das kosmische Objekt zwecks Vereinfachung fortgelassen, ohne dal

deswegen Irrtilimer auftreten kinnten.
Die Koeffizienten A, 4 » A, o, 3 u=X, Y, 2, X, ¥, 2, §,7, cy,2* pind mit (12)
und (47) bis (57)
1
(127) Az 4 = 5, (% - Xg)

(128) Ay, = %1 1 -1,

1

(129) 45,4 = 35, (2 -2g) 3
)
(130) &, 4 = - -;-i (?Q.i —’es) {§(E ' 7 ) 1}2(9> (0)} ’
0
0
(121) 454 = - %1 (€q.1 = ¢ {8C€5 ) B0 (1)} ’
0
0
(132) 4,4 = - %1 (fq.5 - %) {8C§ 57 B,(O (0) } ;
1

' *s
(133) &gy = - %1 Ceq.s = es) {81C8 1) By(®) (zs)} ’

5
(1)

' *s
(134) 4 g4 0 T %1 (?Q'i —’es) {§2(€ ’?) §z(9) ys)
2

! 8
(135) 4,4 = ..;.-".; 3
' *s
(136) 4,y = - 1 (q.s =€) {302 7) By(® (Ys)} J
z
s
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(137) Ay = tohy,y

Weil man aus Simultanbeobachtungen an zwei Stationen Q1 und Qa vor allem die
Koordinatenunterschiede dieser beiden Stationen

X, = %4 L= Gy =24

also den Vektor

X, b &
(138) %2~ %1 = Y, - Y, 5

bestimmen kann und weniger die absolute Lage dieser Stationen im Raum in dem geo~
zentrischen X,Y,Z2-Koordinatensystem, so empfiehlt es sich, in der Fehlergleichung
(126) 2iir die Korrektionen der Unbekannten die folgenden Substitutionen vorzunehmen:

(139) dx2+1

[}
[\

(dx, + cSX1) ’

(de + dY1) §

roj

(140) oY, , =

(cSZ2 + 621) y

& BN

(144) $2,,, =

N =

(142) 6%, 4 =

M.l.

(183) &Y, 4 =

of -

Dabel wurden wicder die Indizes Q zwecks Vereinfachung fortgelassen.
Aus den vorstehenden Glelchungen (139) bis (144) leiten sich die nachstehenden Be-
ziehungen ab:

(145) X, = Xy 4 +X5 4
(146) 8Y, = Y, + 6Y, 4

(147) dZ, = 92 +38%, 4

2+1
(148) oXy = 8%, 4 -6X, 4 ,
(149) 6Y, = Y, , =~dY, 4 ,

(150) 82, = 62y, ~6Z,, -
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Aus (126) und (145) bis (150) folgt durch Substitutions:

(151) Fyp = =[oq2 = (oqp)g |+ (Ay o= Ag 4)8%Kpq + (By o= Ay 4)éTp 4+ (Bg o= Ay 4)¢25 4+
+ (Byg ot Ag 1) Xy g + (Ay o+ Ay 4)6Tp g + (Bg o+ Ay 4)Zp 4 +
* (A o= A () dxg + (A 5= Ay 1) 67 + (B, o= & 4) d2g +

+ (B o= & ) SE + (&, o= 4, IOy + (B 5= 4, 4)d0c +

+ (B, o= B, dd + (A o= Ay ) Ot .

Die Richtungen, die von den beiden Beobachtungsstationen auf der Erde zum Laserreflektor
auf dem Mond zZeigen, verlaufen zueinander gendhert parallel im Rasum. Ihre Divergenz be-
trigt grifenordnungsmifig lediglich 1:60,3 und errechnet sich aus dem Verh#dltnis des
Erdradius zur Entfernung des Mondes von der Erde. Entlang diesen beiden Geraden, die
gendihert parallel verlaufen, werden die Streckenmessungen ausgefilhrt. Die Differenz
dieser Streckenmessungen dndert sich aber kaum bei einer Translation des die beiden
Beobachtungsstationen Q1 und Q2 verbindenden Vektors im Raum. Daher wird man die Para-
meter dieser Translation, die drei réumlichen Verschiebungskomponenten, aus einer Ana-
lyse der Gleichungen (126) bis (137) wegen des geringen Divergenzwinkels der Rich~
tungen zwischen den Beobachtungsstationen und dem Mond von 1/60,3 rad. kaum bestim-
men kdnnen.

Es folgt, dal man aus einer Ausgleichung von Fehlergleichungen der Form (151) die
Unbekannten <5X2+1 y Y54 5 92, 4 entsprechend (139)(140)(141) nur mit sehr mi-—
Biger Genauigkeit bestimmen kann, wihrend fiir die Korrektionen der halben Koordinaten-
unterschiede JX, , , &Y, ; , JdZ%, 4 eine wesentlich hthers Genauigkeit zu erwar-
ten ist, etwa die gleiche Genauigkeit, die bei der Auswertung von Entfernungsmessun-
gen zum Mond an einer einzigen Station zu erhalten ist, entsprechend den Ausfiithrungen
im Kap. 5 iiber die Ermittlung der Koordinatenverschiebungen JX , JY , dZ einer
einzelnen Btation. Von diesér Unterschiedlichkeit in den zu erwartenden Gewichten fiir
die Unbekannten dX, 4 , dY, 4 5, dZ, 4 elnerseits und dX, 4 , dY, 4 5 dZy 4
andererseits kann man sich auch durch eine Betrachtung der numerischen Betréige der
Koeffizienten bei diesen Unbekannten in Gleichung (151) iiberzeugen. Der Koeffizient
Ay » = Ay 4 Vel der Unbekannten JX, , betrégt nach (127)

1 1 I3 84~ 5

1( 1
- Xm X)) ~=(X=%g) = = Xp=o= X, = =2 et .
8,72 78 841 3 8, "2 8y ™ 84 8,

Auf der rechten Seite der letzten Gleichung stehen drei Glieder, von denen jedes die
GroBenordnung 1/60,3 hat. Man kann daher feststellen, daB der Koeffizient von
6X,,4 in (151) von der GroSenordnung 1/60,3 ist. Eine analoge Aussage kann man
auch iiber die Koeffizienten AY.z - AY.1 und Az.z - AZ.1 bei <5Y2+1 und dZ2+1

machen. Der Koeffizient Ay , + Ay 4 beim halben Koordinatenunterschied dX2_1
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betrédgt dagegen

1 1 ~ 1 4
-s;(xa- xs) + E;(x1— Xs) = - (E-a- + F;) XS .

Dieser Ausdruck ist grbfenordnungsmifig gleich Eins.

Durch eine Ausgleichung der Fehlergleichungen (151) wird man nach diesen Be-
trachtungen die halben Koordinatenunterschiede

$Xpqy v SYpq 5 Sy,

etwa mit der gleichen Genanigkeit bestimmen ktnnen, mit der man die Strecken-
differenz s,, und damit die einzelnen Strecken 8y und 8, bestimmt hat. Beil
elner grbfleren Anzahl von Beobachtungen steigert sich die Genaunigkeit der erhal-
tenen Koordinatenunterschiede nach dem Wurzelgesetz entsprechend dem Ausdruck
1/Yyn , wenn n die Anzahl der Beobachtungen ist. Die mittleren Fehler der ab—-
soluten geozentrischen Lage der Beobachtungsstationen werden sich dagegen nach
den Auswertungen wesentlich grdfer ergeben als die mittleren Fehler der Koordi-
natendifferenzen. Die mittleren Fehler der Unbekannten 612+1 ’ dIé+1 s 92,54
werden grofenordnungsmifig etwa das 60,3fache der mittleren Fehler der halben
Koordinztenunterschiede dX, , , Y, , , JZ, , erreichen.

Die Differenz 840 der gemessenen Strecken zum Mond ist ferner in hoher An-
ndherung unempfindlich gegen eine solche Rotation der beiden Beobachtungsstationen
Q und Q> die bewirkt wird durch einen Rotationsvektor, der vom Mittelpunkt
der Erde zum Mond gerichtet ist. Die durch diese Rotation hervorgerufenen diffe-
rentiellen Ortsverschiebungen in den Positionen der Beobachtungsstationen er-
folgen senkrecht zu den gemessenen Strecken, die von der Erde zum Mond gerichtet
sind. Sie bewirken daher keine Anderung der Strecken 8, und 8, und der Strek=-
kendifferenz &,, . Rotationen dieser Art kdnnen daher nicht durch eine Ausglei-

chung der Fehlergleichungen (151) bestimmt werden.

6.2. Rechtwinklige kartesische Koordinaten filr die Station und Rektaszension
und Deklination als Koordinaten fiir den Mond

Als Unbekannte fiir die Position der Beobachtungsstation werden die gleichen
XQ s Yd ’ ZQ-Koordinaten wie im vorstehenden Abschnitt 6.1. gesetzt. Als Para—
meter fiir die Position des Mondes werden die rdumlichen Polarkoordinaten r,d,
o« eingefiihrt wie im Abschnitt 5.2. Es sind also die folgenden Unbekannten zu
bestimmen:

die Statlonskoordinaten: xq ’ YQ ’ ZQ H

die Koordinaten des Mondes: r,d ,cx 3
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r: Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, ¢
die Parameter der Polbewegungsmatrix: § , 4
die Lichtgeschwindigkeit: ¢ ;
die Parameter der Erdrotation: ae, a2¢* ,

Der Niherungswert 8, fiir die gemessene Strecke s ¢

Deklination, o : Rektaszension;

- 1]

(152) 82 = [(eg)y- (v ]2 ,

XQ cos § cosx\]2
(153) sg = (YQ) -r8(E,7) gz(e) (oosd sinu) $
ZQ sin d 5
Xy
(154) <?S)0 = (YS) = ro§<§o”zo) 52(60) w(dos‘?‘o) .
Zg

o]

Die Fehlergleichung fiir die Differenz zweier simultaner Streckenmessungen zum Mond
lautet daher

(155) Fyp = =[B42= (84p)o]+ (By o= By 4)8Xp,q+ (By o= By 1)8%p4+ (By o= By 408054+
+ (By o* By 4)8%p 4 + (By o+ By 406Tpy + (By o+ By 1 R%p 4 +
+ (By o= By 428 + (By o= By 4) 6(3) + (B, o= By q)dx +
+ (Bg o= Bg 498 + (B, 5= By 4)d7 + (B, o= By q)d0 +
+ (B 2™ By ,1)9% + (Bor o= Bou q) 2"

u.z mit u = X, Y, Z, r,d,oc,g,'?, c,ae,aﬂ*
sind nach (65) bis (72) und nach (127),(128),(129),(153),(154):

Die Koeffizienten Bu.1 sy B

(196) By, = 37 (& - X5,

(57) By = g (4 -,

(158) Byy = g7 (83 = Zg) s

(159) B, 4 '$ (€ Q4= ¢s) ¥ s

(160) B, 3 = = E (¥q1=¥5) {3(E,7) B¢, )]
(161) By = - F (Pqym¥g) {808,720 B@) 508, o)}
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(162) B, , = -%cvq,i-feg{g;cg,y)g,ce) w (8,0,

(163) B,y = - F- (g4 ¢ {3505 »7) By(®) ¥ (d, )] 5
54
(164) By gy = -5 3

(65) B,y = - (€q4m¢9) {8 (§,7) B(® #(d, 0],

(166) B, 4 = B

% .1

6.3, Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und ekliptikale liénge
und Breite als Koordinaten fiir den Mond

Als Unbekannte fiir die Position der Beobachtungsstation gelten wieder die
IQ, YQ, ZQ-Koordinaten. Die Parameter der Position des Mondes sind die rdumlichen
Polarkoordinaten ry, b, 1, die schon im Abschnitt 5.3. eingefiibrt wurden.

Es liegen also die folgenden Unbekannten vor:

die Stationskoordinaten: xq, Yh, zQ H

die Koordinaten des Mondes: r, b, 1 ;
r $ Bntfernung vom Mittelpunkt der Erde, b ¢ ekliptikale Breite, 1 : eklip~-
tikale Liénge ;

die Parameter der Polbewegungsmatrixs £, ;

die Lichtgeschwindigkeit: c¢

die Parameter der Erdrotation: 2 , 2* :

Der Niherungswert 8, fur die gemnessene Strecke s

(er) 82 = [(ey), - (¢g), ]2

0

mit
25

(168) (€q )y = Y ,
zi o
X5

(169) (eg), = rs) = £, 86,5 7o) By(8,) By(-8) v (b, 1)
zS o

Die Fehlergleichung Zfiir die Differenz zweier simultaner Streckenmessungen zum Mond
lautet
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(170) V45 = =[5457(84p)5]+ (O o= Cy 406Xy 4+ (Oy o= Oy 4)8Xp 4+ (Cg o= Cp 4)éZp 4+
+ (Og o* Oy 420Ky g+ (Cy o+ Oy 4)8%p g+ (O o+ Cp 41825 4 +
+ (Cp 5= Cp 4097 + (Cp o= €y 408D + (Cy o= Cp 441 +
* (c§.2_ C§.1)é§ # (07.2_ 07.1)67 * (cc.z' 00.1)60 *

+ (Gp, 07 Cp 1 00% + (Cpu 5= Cppw 4)d0* .

Die Koeffizienten C, 4 , C; , 3 u = X,Y,Z,7,b,1,§,7 40y % ,2* 8ind mit (156)
big (166) und mit (167)(168)(169):

(171) Og 4 = ;—i x - 1)
(172) Gy ; = -:;-; (¥, - ¥g)
(173) Cy 4 = ;—i 2y - 2g) 3
(174) Cpy = - 'é';_"'r (€q.1-€s)¥s >

(179) Cyy = = 5= (€q.4m ) {B(§,7) B(®) B (-e) v, (b,1)}

we

(176) ©y 4 = =L (e, =€) {8(§,7) B,(8) B (~€) wy(b,1)
i Q.i &8
I
8

(1) 0y = - E- (equm ¥y {818 57 B,(®) By(-e) % (0,10}

ws

(178) ¢ 4 = -§- (¥qu-vs) {820§ 5 7) By(0) B(-€) w(p,1)]

S
(79) Gy = -3 i

(180) G,y = =& (€g3-%) {805 17) B,(®) B(-e)w(n,1)]

(181) Cae g = tCoy -

6.4. Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und Bahnelemente
in bezug auf die Ekliptik Pfiir den Mond

Die Beobachtungsstationen sind wieder inm X, Y, Z-Koordinaten angegeben, wihrend
die rdumliche Position des Mondes mit ekliptikalen Bahnelementen berechnet wird,

wie in Abschnitt 5.4.
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Die Unbekannten:

die Stationskoordinaten: xq, Iq, ZQ H

die ekliptikalen Bahnelemente des Mondes: a,e,w*,i*,N*v }
a: grobe Halbachse der Bahnellipse des Mondes, e: Exzentrizitédt der Bahnellipse
des Mondes, w* : Argument des Perighums in bezug auf die Ekliptik, i*: Neigung
der Bahn des Mondes relativ zur Ekliptik, JSQ*: ekliptikale Linge des aufstei-
genden Knotens, v: wahre Anomalie ;

die Parameter der Polbewegungsmatrix: § , 7 3}

die Lichtgeschwindigkeit: ¢

die Parameter der Erdrotation: = , 3&* ,

Der Niherungswert 8, fiir die gemesgsene Strecke s ¢

(182) &3 = [Ceg), - Ceg), |2

o
mit
X
(183) (1601)o = ;1 )
i/o
X3
(184) (¥g), = |Yg| = 1, 8(60170) By(8,) By(- €) B,(~25) B (%) B (- 9(v,) .
zS ()

Die Fehlergleichung filr die Differenz zweier simultaner Streckenmessungen;
(185) ¥yp = =[B42~ (By2)o]+ (By 5= DBy 4)8Xp,q+ (Dy 5= Dy 1)6Tp,q + (Dy 5= Dy 482y 4+
+ (g o% Dy 408Xy g+ (By % By 4 00T, g+ (Dy ot Dy 4002, 4 +
+ (:-Da.z— Da.1)éa + (De.z- De.1)<$e - (Dw*.z- Dw*.“)éd“+
+ (Dyx o= Dyw 4281% + (Dpy 5= Dpu 4 ISR + (D 5= Dy 406V +
+ (D o= Dg 4288 + (Dy 5= D, 4)dn + (By o= D 4)é0 +
+ (D, o= D, 4)de+ (Dys, 2~ D« 4)doe* .

Die Koeffizienten D, ,, D, 4 mit u = X,Y,Z,a,e,u*,i%,0%,v, £ ,7 ,c,2% , %%  sind
nach (182)(183)(184):

(186) Dy 4 = '}; (x; - %5) »
(187) Dy, = ;—i(Yi- Yg)
(188) Dy ; = + (24 - Zg)

™



(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)

(198)

(199)
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1
= -qa('teq‘i-?s)?s,

2
1 2e+(1+e”)cos v
= 5 —'(“'2'—2—( )('eq.i -t) G

1-e“)(1+e cos v

':I (€q.5- v@{g(g 17 ) By(0) By(= £) B, (-9 B (1% B (-H9(n},
= EC0.1m (55 7D Bol®) Byl € By~ Bi(1%) B9},
- & (€17 g {8C§ s 7) B,(8) By(- &) B (~0® B (%) B (= 7(")} ’
-7 1“'1' Frotorv (€q.i %) ¥ 5 (%q.1m %) ESTRRRXOL

xR (- €) B, (-2 B (~1%) B,(-aM 9'(M ]

= 57 (equam €)(81(E 5 7) By(8) By- ) B(- B (-1%) B(-uD 9 (M}

- 5 (¥ €5){8,(6 17 ) B,(8) Bo(= €) B (-9 B (1) By (~®) 9(M}s

s
= --6—1- ;

- - Cequm € {808 1 7) Bo(0) Byl €) By(~¥ B (-1%) B (D],

- t'%m.i
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7. Die Fehlergleichungen fiir simultane Entfernungsmessungen zum Mond an zwei
Stationen bei astronomischem Anschluf des Mondes

Die Fehlergleichungen fiir simultane Entfernungsmessungen kann man auch in eine
andere als in Kap. 6 angegebene Form bringen. Mit Abb. 1 gilt im geozentrischen
erdfesten X,Y,Z-Koordinatensystem

o2t 8% = By %y
Q1 tB Yy = By Yy -

Bas folgt

€o.2m g1 = B2 Tat 8y
(200) o, = oy + Wy =Ty
(201) @®, = o, + o

3 Mt - %y .

Also
(202) (€ =% 1) = = 80y~ 8( Xy~ 5y Ayt s (2 -1ny)

(203) (€ o=€q )%y = =(8y= 84)= sp(xy= ) oyt s (=) ey
(204) (g o-¢q Doy = (8= 8) + 4wy
(205) 4w12 = sz - 4w, ,

(206) 4w,

bl

= sy —mp oy

(207) 4w, - 8,(w, -um)vtm .
Bs ist weiter

(208) 4w, = =B, 0+ 5, .

Der theoretische Widerspruch sz errechnet sich aus Ndherungswerten fiir die
Position des Mondes (@s)o und der irdischen Beobachtungsstation (1€Q.2)° :

(188)0
(209) 4w, = (€q2)eTrwg) T * |Cegds = (€q.2) = [(€g)o| »
210) 4w, = (% (eg) (g), - (€y O - [(e) | »
( w4 ( q.1>o—](?§-7§T+| s)ho = (€q, ) (GFIN
(eg),
(211) 48wy, = {(‘eq.z)o - (% Q.1)o}m *|(egdgm (€ 0)o| =[(€gd= (€ 4| -
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Es ist noch notwendig, die Genauigkeit, mit der die Ndherungspositionen (1eQ)°
und (tes)o bekannt sein sollten, zu betrachten. Ist C,l(C 2) der Winkel zwischen
den Vektoren 111(112) und oy , dann ist mit Abb. 1

(212) 4w, = s, -8, cos§, ,
1
(213) 4w, = 5, 3 ;g 2
und fiir die Fehlerfortpflanzung gilt
1.2
(2144) a [Aw?_] = 36548, +8,6,4d8, .

wit &, = 1/60 , 8, dt, = dq, folgt

(215) d[sz] = 76mdsz+%-o-dq2 .

Das Differential ds2 représentiert den Fehler in der Entfernung des Mondes, dq2
den in der Lage der Beobachtungsstation. Verschiebt sich die Position des Mondes
senkrecht zu seinem geozentrischen Radiusvektor um den Betrag dq , dann dndert
sich das Produkt s,.d §2 maximal um den Betrag Qz-da . Der EinfluB von dgq auf
die Anderung des theoretischen Widerspruchs Aw, ist daher mit (214) gleich §§»d§ .
Soll also zlwz um weniger als 10 cm verfdlscht sein, dann muB 8, innerhaldb von
etwa 700 m und die Position der Beobachtungsstation inmnerhald von etwa 6 m be—
kannt sein. Die senkrecht zum geozentrischen Radiusvektor verlaufenden Komponenten
in der Position des Mondes kOnnen innerhald von 350 m unsicher sein, wenn Aw,
maximal innerhalb von 10 cm unsicher sein darf. Unter Umstiénden ist also eine zweite
Ausgleichung mit einer Nachiteration fiir aw, und 4w, vorgunehmen. Man hat daher
die Bedingungsgleichung

(216} - = (@Q.z“ VQ’.')'ULM + 812 -A’W12 = 0 .

Es folgt

~—

- 9=,
(217) V4o * % e Ju + 845 + [(Vq-a- 7€Q.1)am ]o -Aw12 = 0 3
Der Parameter u durchlduft die Unbekannten des Problems.

Ist der zum Mond weisende Vektor %y durch Beobachtungen, also durch einen
astronomischen AnschluB, auf etwa +0 genau oder genauer gegeben, so kann man
ihn als eine zufdllige Variable behandeln. Man hat dann 512 und die Parameter
des Vektors wy, als zufillige Variable in (217). Gleichung (217) ist dann eine
Bedingungsgleichung mit Unbekannten. Ist aber auch der Vektor 2y unbekannt,
dann hat man nur ;12 als zuféllige Variable und die Stationskoordinaten, die
Koordinaten des Mondes, die Parameter der Polbewegungsmatrix, die Lichtgeschwin-

digkeit und die Parameter der Erdrotation als Unbekannte. Es liegt dann eine
Fehlergleichung der vermittelnden Beobachtungen vor.
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7.1+ Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und Rektasgzension
und Deklination als Koordinaten fiir den Mond

Die Parameter:
die halben Differenzen der Koordinaten der beiden Stationen Q1 und Qaz
6Xoq 9 STpq » Iy 3
die Koordinaten des Mondes: dJ, o ;
d 3 Deklination, o : Rektaszension ;
die Parameter der Polbewegungsmatrix: £ , 7 3
die Lichtgeschwindigkeit : ¢ 3
die Parameter der Erdrotation: 2 ,%* ,

Den Ndherungswert fiir

(218) [(eqo-¥q. )%, = - 3

erh#lt man aus den Niherungswerten fiir die Lage der Beobachtungsstationen, fiir
die Position des Mondes, die Polbewegungsmatrix, die Lichtgeschwindigkeit und die

Parameter der BErdrotation.
Die Bedingungsgleichung ist mit (211)(217)(218):

(219) ;12+Zu Budu+s12-(§'1_2')o- dw,, = 0 ;
*
u = x2_1,12_1,zz_1,d,u,§,vz,c,ae*ac .

Im erdfesten Koordinatensystem gilt
Xy
(220) (¢q,4) = |4 ,
Zi o
(221) (), = §CEr7) By(O,) #(d,y )
Die Koeffizienten der Bedingungsgleichung sind mit (156) bis (166) und mit (219):

1
(222) 5x21 = 2 (o)wM ’
= 0

0
(223) 512_1 = 2 (1)“1;& ’

0

we

0
(224) 322_1 = 2 (o) ey

1
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(225) By = (¥q ,-%q.){80¢ »7) B(8) #,(S , )

(226) B, = (¥q - €q.){8(¢»7) B,(0) 55( S, )]
(227) B, = C(egq, 2-?01){;!(5,7)32(9)4!(0',06)}
J

;
(228) B, = (€q.=%q.0) {805 72) B(®) #(S, )]} 3
(229) B, = f—}% ;

(200) B, = (g ,m¢q.){8(§,7) By(®) #(J, =)} ,

(231) B, = B, .

7.2. Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und ekliptikale Lénge
und Breite als Koordinaten fiir den Mond

Die Parameter:
die halben Koordinatenunterschiede der beiden Stationen: 612_1 s 622_1,6Z2_1 3

die Koordinaten des Mondes: Db, 1
bs ekliptikale Breite, 1s ekliptikale Linge ;

die Parameter der Polbewegungsmatrix: § , 7 3
die Lichtgeschwindigkeit: ¢ 3}
die Parameter der Erdrotation: » , ¥ ,

Die Bedingungsgleichung ist mit (211)(217)(218):
(232) 3"12 +§;__ L‘u du + 845 - (ETE)O -4wg, = 0 ;
wo= Xy 4y Yo 49 Zo g Py 1,657, Cy2, **
Im erdfesten Koordinatensystem gilt
(233) (16(2.1)o = Y 3
zi o
(238) (=), = 8(§,s7,) B,(8) B (-€)w(by,1,) .

Die Koeffizienten der Bedingungsgleichung sind mit (171) bis (181) und mit (232):

1
(235) ax?_ = 2 (o)am g
0
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0

(236) 512_1 = 2(1>am 5
0
0

237) & = 2(0)w.

) %21 <1> .

(238) Ty = (€g - g1 ){8(§ 7)) B,(8) By (- e)#4(b,1)

(239) 8 = (€ ,m¢q. {8087 ) B,(8) B(-e)wyp(0,1) ] 5
}
J

(260) T = (¥ =g {8557 By(0) Be(-€)w(v,1)
(1) By = (g =¢q.1){22(E 7)) B,(0) By (= €)% (D,1)

8
(262) 8. = —2 ;

(4 c
(43) T, = (g ,-¢q.{808,7) By(®) B (- ) v (v, 1)},
(244) Ty = T, .

7.3+ Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und Bahnelemente
in bezug auf die Ekliptik flir den Mond

Die Parameter:
die halben Differenzen der Koordinaten der beiden Stationen: <§X2_1 ’

Y5 45 Sy q 3
die ekliptikalen Bahnelemente des Mondes: w*, i*,R*, v ;
w¥s Argument des Perigiums in bezug auf die Ekliptik, i* : Neigung der
Bahn des Mondes relativ zur Ekliptik,«?*: ekliptikale Linge des auf-
steigenden Knotens, v: wahre Anomalie ;
die Parameter der Polbewegungsmatrix: § ' 7 3

die Lichtgeschwindigkeit: ¢
die Parameter der Erdrotation: 2 ,x*,

Die Bedingungsgleichung ist mit (211)(217)(218):
(245) ¥4, + };_f D, du+s,, ~(55), =~ 4w, = 0 3
u o= X5 49 Yoy, Zz_-pw*’ i*, %, v, £ 97 5 0,2 , 2%,

Im erdfesten Koordinatensystem gilt:
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Xi
(246) («eu.i)o = (g) ’
Zi o}
(2s7) () = 8(6.,7,) B,(8)) B (-€) B(~RE) B (-1%) B (~¥) 9 (v,) .
Die Koeffizienten der Bedingungsgleichung sind mit (186) bis (199) und mit (218),
(245)(2u6)(2uT):
1
(au8) ﬁx = 2 (o) Ry
- 0
0
D = “
(249) By 2 (:’) g
0
(250) 1‘322_1 = 2 (?) Y
(251) Bux = = (€q o= €q {8057 By(0) By(=6) By(=2Y B (-1%) Bo(-u) 9} ,
(252) By = = (£ o= eq. 1 ){8(E»7) B,(0) B (-€) B, (0% B (-1") B, (- y(W] ,
(253) Dpu = = (¥q.o- €q.1){8C¢ » 7)) B,(0) B, (~6) B, (-9 By (-1%) B (-N (M)} ,
(256) B, = (g =€ {85 ,7) B(0) By(-) B,(-AWR(~1%) B, (- 4 (W] 5

(255) B = (g eq){81(E57) By(®) Bylme) B,(-29 B(-1%) By(=w 9(N}

(256) B, = (qp= a0 {8505 17 ) By(®) By (-0) B, (-9 By (-1%) B, (- 9 (W] ;
(257) B, = 22 ;

(258) B, = (g, {8(5 7 ) By(8) B (~9) B, (-2 B(-1%) B,(-D9(M] ,

(259) Do = %D, .
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8. Die Fehlergleichungen fiir radiointerferometrische Beobachtungen der
Laufzeitdifferenz

Wie in Kap. 3 ausgefithrt wurde, kann man durch radiointerferometrische Beobach-
{ungen eines Quasars an zwei Stationen auf der Erde die Differenz der Entfernungen
dieser beiden Stationen von dem Quasar bestimmen (Abb.5):

(260) Byp = 8y =8, .
Es liegt also im Prinzip ein Fall vor, der analog ist dem bei simultanen Entfer-

nungsmessungen zum Mond an zwei Stationen. Der Unterschied liegt lediglich darin,
dal das kosmische Objekt jetzt unendlich entfernt ist. Daher kann man setzen

s 8 3 8
(261) ;1 = ;g = 313 = 513 = %1 = 22 = 12 = 0 .
1 2 1 2 r r

Die Pehlergleichung hat mit (44%{126){217) die folgende Form:

s os
- 12 12
(262) v, = - [512 - (512)0} + Eu s~ du - == Je .

Der Index u ist liber die Unbekannten des Problems zu erstrecken, also iiber die
Koordinatendifferenz der beiden Becbachtungsstationen, die Parameter des Einheits-
vektors zum Quasar, die Parameter der Polbewegungsmatrix und die Parameter der Erd-
rotation. Die GréBe s,, in (262) wird gemessen, die Ndherungsgrile (812)0 er-
gibt sich aus den Ndherungswerien fiir die Unbekannten:

(263) (845), = - [(eq.?_ -€.1) My ]o ; <, ist hier der Birheitsvektor zum
Quasar.

Die Koordinaten des Quasars wird man widhrend der von den Interferenzbeobachtungen
iiberdeckten Zeit in geniigender Ndherung als konstant ansehen kdnnen; man wird sie
nicht wie beim Mond durch analytische Ausdriicke, die von der Zelt abhingen, dar-~

stellen miissen.

8.1. Rechtwinklige kartesische Koordinaten fiir die Station und Rektaszension und
Deklination als Koordinaten fiir den Quasar

Die Unbekannten:
die halben Differenzen der Koordinaten der beiden Stationen Q1 und Qz:
0oy Tpqs 9254 5
die Koordinaten des Quasars: J ,o; J: Deklination, «: Rektaszension
die Parameter der Polbewegungsmatrix: €, m ;
die Lichtgeschwindigkeit: c¢ ;
die Parameter der Erdrotation: a2 , 2%,
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Die folgende Gleicihung mull erfiillt werden:

(264) 55 = - (g2 ~%.1)

mit
X
(265) Y = | 4
23
und

(266) 4 = 8(§,7) B,(®)%(d, ) .

Die Fehlergleichung:

(267) ¥y, = - [s4p = (345, + E; By Su

*
u o= X5 4y Yoy Z2_1,C5,°‘,§,”Z ) Gy X , X7

Die Koeffizienten der Fehlergleichung:
1

-2 <0 )
0

0
(269) BY‘;_1 = -2 (1)“14 "

[}

(268) Bx*z »

0
(270) BZ* = =2 <O) X3

2-1 1

[
(271) Bf = - (€ ,m . ){8C8 ) B(O) #,(d )]}
(272) BY = - (g =g I{ECE 7)) B0 w5(d, )] 3

1CE 7)) B(@) % (S ,x) ] ,

L[4}

(273) B = = (g o~ q)

(274) B,;‘ = = (%q.-%.1) 8,(% 17 ) By() v(cS,oc)} ;
(275) By = _f%g ;
(276) By = - (g =g 8(§ 7)) B #(d, )}
(277) Bl = B, .

53
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9. Die Pehlergleichungen fiir radiointerferometrische Beobachtungen der Streifenfrequenz

In Kap. 3 wurde gezeigt, dall man durch Beobachtung der Streifenfrequenz £ - vgl.
(3)(6)(7) - die zeitliche Lnderung der Streckendifferenz 8,, bestimmen kann. Man
kann iUber einige Minuten integrieren und erh#lt als Integral die Differenz von 840
an der unteren und oberen Integrationsgrenze. 80,0 ist der obere und 842.u der
untere Wert fir Py 6312 ist die Differenz dieser Werte. Mit den Glelichungen (72{8)

ist der beobachtete Wert

(278) 984, = 845, 6= B3y

Behandelt man Js12 als eine zufillige Variable mit der zuf#lligen Verbesserung FJ 12
und setzt man flir den aus den Ndherungswerten der Unbekannten errechneten Betrag von

6512 die Abklirzung

(279) (‘5512)0 = (512.0)0 - (812.11)0 ’

80 erhdlt man als Differenz zweler Fehlergleichungen der Form (262) die gesuchte
Fehlergleichung filir den ausgeglichenen Wert 6512 + FJ‘12 o« Ba ist also

’

= OBy 5, 9845,
V2.0 - [512.0_ (512.0)0]"' Z S oW - g2 do

s 98
12. 12,
=7 [312.u' (812.u>é]+ jg: e oW - g So
a(ds12) 3(6312)
~[8e12 = G81p)5] + 2 gy i- 6w - ggi-do g

Vi2.u
(280) (¢

V.12

\ w = 12_1, Y2_1, 22_1,6,01-,&,12,&,&* °

9.1. Rechtwinklige kartesische Koordinaten fir die Station und Rektaszension

und Deklination als Koordinaten fiir den Quasar

Die unbekannten Parameter w in (280) sind die gleichen wie in Abschnitt 8.1,
des letzten Kapitels:

Xoqs Yoq2 25456 s 9 § 37 5 Cy % y 2% .
Mit (267) erhilt man daher aus (280)
- * * .
(281) 545 = - [F845=Uagpdo] + 2 (B = (By)y O 3

wo= X, 49 oy 22_1,6,u,§,‘2,0,39,3e*.
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Mit
(282) [(B;)U— (B;)u] = BX*

folgt
- Kk
(283) V.12 = = [6512— (6312)°]+ % B, &w .

Die Koeffizienten der Fehlergleichung ergeben sich nach (264) bis (277) wie folgt:

1
(284) B;* = '2<0){§(§"'2)§z(99 ""(dv‘*)‘§(§9’?)§z(9u)‘”(‘5,°‘-)3 ’
0

0

(285) By* = -2(1){§(§,7>gz(e,>«r(d,.oc>—§(s,~z>g,(eu)v(rf.oc)} ,
0
]

(286) B = —2(0) {8CE 17) B0 w(d ) = 8(§ 5 7) B(0) #( )] 3
1

(287) BY* = - (g~ %q.1) {8CE 7)) B(0,) #,(S ) = §(§ ,7) By(0,) w4(, )},

(288) BY* = - (4q ,-¥q.1) {8C%+7) By(8,) w;(é,o&) - (% , ) B,(8,) w;(‘f yo)) 3

(289) B = - (qp=%q.q) {8108 » 7) By(8e) (0, ) = §1(§,7) By(8) #(8, )]
(290) BY* = = (0= %00 {82(§ 17) By(00) w( 6, w) = 85(§ 5 7) By(0) (8, )] 5
(291) B)* = -j-:ﬁﬁ ;
(292) BY = = (g ,=q.q) {88 »7) B(8) #(d ;) - 8(5 ,7) B8 ) #(d, )}
(293) B;: =  &BX .

ea ist die Sternzeit fiir die obere und Gu fir die untere Begrenzung des Integra-
tionsintervalls (micht zu verwechseln mit dem Wert Bo nach (39) fiir den Niherungs-
wert der Sternzeit allgemein). Bei den Gleichungen (284) bis (293) wurde angenommen,
daB die Parameter der Polbewegungsmatrix §, » und die Parameter der Position des

Quasars o , ¢ wihrend des nur wenige Minuten dauernden Zeitintervalls (ear eu)

in geniigender Anndiherung konstant sind.



DOI: http://doi.org/10.2312/zipe.1971.013

56

10. Interferometrische Beobachtungen kiinstlicher Erdsatelliten und kiinstlicher
Radiogquellen auf dem Mond

Nicht nur die Radiosterne und insbesondere die Quasare konnen interferometrisch
beobachtet werden, auch kiinstliche Erdsatelliten mit einem Radiosender k®bnnen in
ihrer Bahn mit einer Radlolnterferenzeinrichtung verfolgt werden. Hierbel kommt man
mit einem relativ schwachen Sender und relativ einfachen Antennen aus, weil die meisten
kiinstlichen Erdsatelliten in etwa 1000 km HBhe iiber der Erdoberfliche ihre Bahn ziehen
und damit den Interferometerstationen relativ nahe sind. Es sollen daher noch die Feh~
lergleichungen aufgestellt werden, die fiir die interferometrische Bahnverfolgung der
erdnahen kiinstlichen Satelliten gliltig sind.
Sind Q1 und Q2 die Positionen der Antennen des Interferometers, Abb. 5, dann soll
angenommen werden, (5)(6)(7)(8), dal man wie bei der interferometrischen Beobachtung
der Quasare einerseits die Streckendifferenz 840 = Sp— 8, aus einer Kreuzkorrelation
der Registrierungen auf den Stationen Q1 und Q2 erhalten habe und daf} man anderer—
seits aus den pro Sekunde beobachteten durch die Mefeinrichtung laufenden Interferenz-
streifen ("Streifenfrequenz")

durch Integration iiber einen bestimmten Zeitabschnitt die Differenz

8845 = B45 o " 842,y

bestimmt hat, wobel der Index o die obere und u die untere Integrationsgrenze
bezeichnen.

Im Abschnitt 5.5. sind bereits die Fehlergleichungen fiir eine einzelne Strecken-
messung zum Mond entwiockelt worden, wobei die Position des Mondes in Bahnelementen
in bezug auf den Aquator dargestellt wurde. Die Gleichungen dieses Abschnittes las-
gsen sich verwenden fiir die Aufstellung der Fehlergleichung flir die Streckendifferenz
840 bei interferometrischer Beobachtung klinstlicher Erdsatelliten.

Die Fehlergleichung fiir die Strecke 8, zwischen dem Satelliten und der Station Q1

lautet mit (108)

(294) Ty = =[sy = (8q), ]+ % Ey.q SU
mit
u = Qqy P4 119 ay, e,w, i, , v, §,7, c, 2, %%,

Die Koeffizienten Eu.1 der Gleichung (294) ergeben sich aus den Koeffizienten Eu
der Gleichungen (108) bis (122), indem man dort die Strecke s durch s, und den
Vektor wh durch fb.1 ersetzt. Dadurch bezieht man sich speziell auf die Beobach-
tungsstation Q1 . Analog gilt fiir die Fehlergleichung der Strecke 8, zwischen dem
Satelliten und der Station Q2

(295) ¥, = = [s, = (85),] + 2 By Bw
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it
W= Gy Py l29 a, eyw, i, N, v, §,7m, cya,%*,

Man bildet schlieflich die Differenz der Gleichungen (295) und (294) und findet mit

712 = 72 - V1
dle folgende Beziehung:

(296) vy, = - [312 - (512)0] + Eéz.z 692 + 3?2.2 692 +

* Br.2%% = Bo 4 90y = By 4 99y - Bage1 O ¥

+

(B 2~ B 4098 + (Bg o= Bg 4000 + (B, o= B, 4)dw +

+

(By o= By 401 + (B = By 16N + (B, o~ B, 1Xv +

+

(Bg o7 B 4088 + (B, o= By 1)o7 + (B o= B 4Xe +

+

(Eae.Z- E¥o1)Jx+ (Eac*.Z- 33*01)(5“* =
Die Gleichung (296) kann man abkiirzend wie folgt sohreiben:

(297) 45 = = [842 = (o420 ]+ % By Sq

mit
q = 8y Ppy Ayy %y Py Ayy By €W, 4,0, v, §,7, 0,%, ®¥,

Nachdem die PFehlergleichung fiir die beobachtete Grife 845 gefunden worden ist, kann
damit die Fehlergleichung fiir die Differens 6312 der VWerte 842.0 und 845.u gebildet
werden., Man findet

(298) Ty p = = [y = (Bmp) ] + Zq (& - &, J4a

mit
Q= Sps Pps Aoy §4s Pqs Ags By W, 1, R, vy § 47, 0y,

Bei den Koeffizienten (E;)u bzw. (E:;)o wurde in Eq* die Sternzeit © im Moment

der unteren bzw. der oberen Begrenzung des Integrationsintervalls, € = eu bzw.
9, , genommen, oder richtiger die geniherte Sternzeit (eo)u und (eo)a s

(299) (E;)u = (Eq*)9=eu ’

(300) (8D, = (E&‘)egev .
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Durch die Verinderung der Zeit Hndern sich in den Koefflzienten der Gleichungen (300%
(299)(298)(297)£109) bis (122) mit (107) die Rotationsmatrix gz(eo) und die Bahn-
elemente des Satelliten, insbesondere seine wahre Anomalie v .

Setzt man in (298) zur Abkiirzung

(o1) B = (B, - (B)), »

80 folgt die gesuchte Fehlergleichung mit

- x¥
(302) Fg4p = - [654p = (8842), ] % B da
Q= s Py Aoy 845 Pqs Mgy By €yw, 1,0, v, E,7, 0y ,%% ,

Bei der Auswertung der Beobachtungen kosmischer Objekte fithrt die endliche Laufzeit
der Laserblitze und die der Radiowellen dazu, dal die Position des kosmischen Objekts,
sel es nun der Mond oder ein kimstlicher Erdsatellit, zu einem anderen Zeitpunkt zu
berechnen ist als die Position der einen Beobachtungsstation oder der beiden Beobach—
tungsstationen auf der Erde.

Wird der Laserimpuls zur Zeit ea ausgestrahlt, dann erreicht er den Satelliten in
dessen rdumlicher Position zur Zeit ea+ s/c, wenn 8 hier ein grober Niherungswert
fiilr die Entfernung zum Sateliiten ist; der Impuls kehrt zur selben Beobachtungsstation
gur Zeit ©,= 6,+ 2 s/c zuriick. Der Weg von der Erde zum Satelliten errechnet sich

also mit (105)(106)(107) nach folgender Formel:

(303) (sas)a = [?o'r(¢b’zb) ~{%o }1/2(a+e) 8(€5572,) gcheo}a) By (%) Bp(-i,)x

“Ba (=) 7{% }1/2¢are)) 12

Die Bezeichnung {eo}a bedeutet, daB der Néherungswert filr die Sternzeit 6  fiir
den Augenblick des Ausstrahlens des Laserblitzes zu nehmen ist; die Bezeichnungen
{Ib }1/2(a+e) und {vo }1/2(a+e) weisen dagegen darauf hin, daB die Werte - r,

und Vo fiir den Wert der gensherten Sternzelt 60 im Moment des EBintreffens des
Laserblitzes beim Satelliten zur Zeit

(304) {90}1/2(a+e) = %[{90334»{(-)0}3]

zu berechnen sind. Der Weg vom Satelliten zurlick zur Beobachtungsstation ergibt sich
dann aus

(305) (E’Se)2 = [?O'W(Vb,lb) - {ro}1/2(a+e) 8(€657,) gz({ eo}e) B, () B, (-1 )~

"g‘z(-wo) WC{VOS 1/2(a+e)) ]2 .
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In den Gleichungen (303) und (305) wird man die Bahnelemente a, e, ), i,w des kiinst-
lichen Erdsatelliten oder des Mondes wihrend der Laufzeit der Laserblitze als konstant

annehmen ktnnen. Bel den Laserentfernungsmessungen mufl man dann den Wert

(306) s = % [sas + ssé

als Beobachtungsgrife einfilhren. Weil die Laufzelt der Laserblitze relativ kurz ist,
kann man in den Gleichungen (303}(305%(306) in der Zeit linearisieren. So ergibt sich in
ausreichender Anndiherung

(307) ¢ = [?o'rcyk’ao) - {ro} 1/2(a+e) §(§o'7o) gz({eo} 1/2(a+e))*

"gz(-‘%) gﬁcc_io) Ez(‘“’o)‘f({vo} 1/2(a+e)) ]2 e

Wiahrend bel Laserbeobachtungen die Laufzeit der Blitze von der Erde zum kosmischen
Objekt und dann wieder zuriick zur Brde zu betrachten ist, ist dagegen bel interfero-
metrischen Messungen der zeitliche Unterschied von Wichtigkeit, zu dem eine von einem
Quasar, von einem kiinstlichen Erdsatelliten oder von einer kiinstlichen Radioguelle auf
dem Mond ausgesandte Radiowelle auf der Erde an dem einen Endpunkt Qz des Interfero-
meters spiter eintrifft als an dem anderen Endpunkt Q1 « VerldBt die Radiowelle zur
Zeit GS den Satelliten, dann erreicht sie den Punkt Q, in selner rdumlichen Posi-
tion zur Zeit es+ 31/0 = 6Q1 und den anderen Endpunkt Q, des Interferometers zur

Zeit es+ sz/c = eQZ « Hier sind Sy und s, nour grobe Ndherungswerte fiir die be-

treffenden Entfernungen zum Satelliten. Die genau aus den Ndiherungswerten der Parameter
errechnete Strecke (51)0 ergibt sich dann mit der folgenden Gleichung :

(308) (51)§ = [% *(Fs2) = {To}s 8(§5s72) 52({90} ) Bp(-0) By(=1,)x
94
*B, (=) 9({vo}g) 2.

Die Bezeichnung | }S’ {}Q weist darauf hin, daB fir die Zeit die Werte Og bzw.
BQ zu wihlen sind. Fir die Strecke (sz)o gilt analog
1

(309) (sz)ﬁ = [§o1r(Yo’lo> - {ro}s §(§o’7o) gz({eo}Q2> gz('d%) gx(-io)x

B, () (o)) |%

In die Fehlergleichungen der Radiointerferometrie sind bei dem aus den Ndherungs-
daten der Parameter genau berechneten Wert von (512)0 = (82)0- (s,‘)° die einzelnen
Strecken (51)0 und (32)0 mit den Gleichungen (308) und (309) zZu erhalten. Der Aus-
druck (6312)0 ergibt sich als Differenz zweier Werte (812)0 , die beide mit (308)

und (309) zu ermitteln sind.
Ist die Linge der Basis von der gleichen Grifenordnung wie die Hthe des Satelliten,
dann erscheinen die beiden Beobachtungsstationen auf der Erde vom Satelliten aus unter
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einem relativ grofen Winkel,und man kann nicht nur wie bei den Beobachtungen des Mondes
oder eines Quasars den Verbindungsvektor zwischen den beiden Stationen bestimmen, son-
dern auch ihre absolute Lage im Raum. Die Koordinaten beider Stationen lassen sich voll-
kommen trennen, daher sind die Gleichungen (297) und (302) auch nach allen 6 Koordinaten
dieser beiden Stationen entwickelt.

Ist aber auf dem Mond eine kiinstliche Badioquelle installiert und wird diese mit
einem Interferometer mit langer Basis beobachtet, dann erscheinen die Endpunkte des
Interferometers vom Mond aus betrachtet unter einem relativ kleinen Winkel, und die
Koordinaten der beiden Stationen lassen sich nicht trennen, man kann lediglich den Ver—
bindungsvektor (Differenzvektor) der beiden Stationen ermitteln, wie dies in den Kapi-
teln 6 und 7 dargestellt wurde. Man kann hier also auch die Fehlergleichungen der Ka-
pitel 6 und 7 verwenden. Stellt man die Position des Mondes durch seine ekliptikale
Linge und Breite dar, so hat man mit der Gleichung (170) im Abschnitt 6.3.

(310) ¥y, = =[s45 (815)] + % Gy da

Q= Xy 49 Yo g9 25,4 xz_;-p T, 49 Zoqs Ty By, 1, 6,7, cy 2, x*

Fiir die aus der "Streifenfrequenz® abgeleitete Fehlergleichung folgt mit (301) und (302)
- %k
(31) T445 = =[08p" CLIPYN Zq €y da -

Hier ist analog wie bei Gleichung (301)

Xk * *
g = €y = (C), -
Geht man dagegen von den Gleichungen des Abschnitts 7.2. aus, dann hat man als Feh-

lergleichung fiir die Streckendifferenz 840 mit (232)

(312) 312+ Zq Eq dq + 845~ (‘5'12)o - Aw12 = 0
a = X5 49 Yo 49 Zoq4s By 1,657 o, %, 2% ,

Die Koeffizienten Cé sind mit (235) bis (244) erklart.

Geht man von (312) zur Fehlergleichung der aus der ®"Streifenfrequenz® abgeleiteten

Fehlergleichung iiber, so folgt

(313) Fgqp+ > T.¥8a + 88y, = (68,,),=8(4wy,) = O
q



mit

Vs.12
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(F12de = (yzdy >
(812)y = (8420, »
(G12de = (Byody
(Awypdg = (Awpdy

@y = €y -

61
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