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Zusemmenfassung

Es werden die Stdrungen im zeitlichen Ablauf der Amplituden und Phasen zweier auf
elastischem Stativ schwingender Schwerependel untersucht. Betrag und Periode der St&-
rungen werden in Abh#ngigkeit von den Anfangsbedingungen und dem Verh#ltnis (}) Zwi-
schen dem Parameter der elastischen Kopplung und der Verstimmung der beiden Pendel
dargestellt. Es zeigt sich, daB die Amplituden und Phasendifferenzen beil§| = 1 am
stérksten gestért sind und mit wachsendem[}l zunehmend wvon den Anfangsbedingungen
beeinfluBt werden.

Die Ergebnisse absoluter und relativer Pendelmessungen bestétigen den theoreti-
schen Befund.,

Summary

Disturbances are investigated which are introduced by the sway effect into the
time-functions of amplitudes and phases of two pendulums swinging on the same support.
Rate and period of the disturbances are represented as functions of the initial
conditions and the quotient (§) formed by the parameter of elastic coupling and the
differences of the periods of the two pendulums. Hence it follows that the per-
turbations of the amplitudes and phase differences are biggest if | §/ = 1. With in-
creasing | §/ the influence of the initial conditions is growing up.

The results of absolute and relative pendulum measurements confirm the theoretical
statements.

Sommaire

On examine les perturbations des amplitudes et phases de deux pendules gravimé-
triques oscillants sur un support élastique en fonction du temps. On expose les va-
leurs et les périodes des perturbations en fonction des conditions initiales et du
rapport (§) entre le paramé@tre du couplage &lastique et la différence des durées
d'oscillation des deux pendules. On trouve, que la perturbation des amplitudes et
des différences en phase a un maximum pour la valeur lfl = 1 et que l'influence des
conditions initiales augmente, si le rapportl}l croft.

Les résultats des mesures du pendule absolues et relatives confirment la con-
naissance théorique.

Peaiue

IIsyuawTcs BO3MyuweHus aMINUTYn ¥ a3 IOBYX KaAUaWUUXCH HA yNPYyroM NTATUBE MaaT-
HUKOB 1O BpeMeHu. Benuuuwa u nepuonm BosMymeuuin U30CPSKANTCA B 3aBUCHMOCTH OT
HOUAJIHLX yCHOBUA M oTHOweHMA ( f ) nmapameTpa yNpyroi B3aUMOCBA3M K BEXMYMHE
HEPaBEHCTBA INEPHOJIOB OCOMX MAATHUKOB. OKA3HBAGTCA, YTO AMINIUTYMb ¥ PABHOCTU
$as Bosmywens cunbmee Bcero npu )| = 1. C BozpacTawmum 3naqenneulfl yCcunusaeTca
BIIMSAHNE HAYAJIBHLIX YCIOBMM HA HUX.

PesynpTaTh aGCOMWTHLX M OTHOCHTENbHHX MAATHMKOBHX M3MEPEHUN NOINTBEPXRIAWT
TEOPETUUYECKUE BHIBOIb.
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Einleitung

Die Stérung der Schwingungszeit von Schwerependeln durch die elastische Mitbewegung
des Drehpunktes wird bei zwei in Gegenphase auf dem gleichen Stativ schwingenden Pen-
deln weitgehend eliminiert. Die noch verbleibenden Einfliisse kann man in Abh#ngigkeit
vom Amplitudenverh&ltnis und Phasendifferenz beider Pendel berechnen. Die Theorie der
Mitschwingvorgénge ist bereits von FURTWANGLER, VENING-MEINESZ, SCHMEHL, ANDERSEN und
anderen Autoren angegeben worden [1 - 10]. Entsprechend dem technischen Stand der frii-
heren Pendelmessungen interessierten dabei im wesentlichen nur die Verbesserungen, die
an die beobachteten Schwingungszeiten anzubringen waren.

Bei modernen absoluten und relativen Pendelmessungen geht man zu kontinuierlichen
Registrierungen der Amplituden und Phasen iiber. Die elektronischen Verfahren der
Schwingzeitbestimmung arbeiten mit erheblich kiirzeren MeBzeiten. Dadurch werden kurz-
zeitige Storungen in den MeBergebnissen stérker wirksam. Die fortlaufende Erfassung von
Amplitude und Phase bietet nun die Moglichkeit, derartige Stérungen besser zu erkennen
und auch tber die Schwankung in den Démpfungsparametern VeriZnderungen in der Energie-
dissipation des Schwingungsvorganges zu erfassen. Fiir diese Betrachtungen miissen die
Einfliisse der elastischen Stativbewegung auf die Amplituden und Phasen der Pendel genau
bekannt sein.

1., Die Differentialgleichungen des Problems und ihre Ldsungen

Um die Einwirkung der Stativelastizit&t zu beurteilen, geht man davon aus, daB die
Drehpunkte der Pendel proportional zu den beim Schwingungsvorgang auftretenden Zwangs-
kraften bewegt werden. Ferner nimmt man an, daB die Beweglichkeit des Drehpunktes in
vertikaler Richtung klein ist. Fir die horizontale Stérbeschleunigung in der Schwin-
gungsebene der beiden Pendel gilt dann:

) . _ 2
S=glaf;+aqy) mt q,=—73",

um)x1 5 die VergréB8erungen der Schwingungszeit der beiden Pendel infolge des Mitschwin-
gens, "7 die mittlere Halbschwingzeit, Y] > die momentanen Elongationswinkel und g die
Fallbeschleunigung bedeuten. Die Bewegungsglelchungen erhalten damit die Form:

P . 2 2 _
$,+2% f +n"°F -n] gy ¢, =0,
(1)

..

2
$o+ 2%, 8, 40 P, - m3 gy =0,

. 2 _ .2
mit n{’2 =ny0 (1 - q1’2).

n—

Hierin bezeichnen 391 5 die Démpfungskoeffizienten und n1 5 = T die ungestodrten
1,

Krelsfrequenzen der beiden Pendel. Zum System gehdren ferner d1e Anfangswerte A

10,20
und:“10,20

DOI 10.2312/zipe.1969.003



Mit der komplexen Substitution fiir die Pendelvektoren
.
¥ 2

n1,2:f1,2 =o€

P1,2 =9y,2 -

wo Q und Y die Amplituden und Phasenfunktionen beschreiben, transformiert man das
System (1) auf ein homogenes lineares System erster Ordnung [1, 11]:

°
5’

Py == (& -1in") py =5 a Py

Dazu gehdren die Anfangsbedingungen:

i l"30,20.

P1o,20 =310,20 - ny o :f1o,2o = Q10,20 v

Bei der Ableitung des Systems (2) ist zu beachten, daB die Parameter ¥.,?¢., ¥, und
T2 - T1 kleine GroBen erster Ordnung sind und kleine GréBen zweiter und hoherer Ord-
nung vernachléssigt werden. Mit der bei Pendelmessungen in Betracht zu ziehenden Ge-
nauigkeit ersetzt das System (2) vollsténdig das System (1).

Die Ldsungen von (2) sind bekanntlich:

At At iy,
Py =S, e + S, e =Q e "
. (3)
o A At i
p2-R1e + R, e =Q, e .

Die Kreisfrequenzen /11 > bekommt man als Wurzeln der charakteristischen Gleichung zu
?

A p=-%ri (0 21\ /@nn? +0? g g, - B30)2 + 5 2Bt (@)
’

o~

Ju
wo n' = % (n + nj), An' = ny - nj= - FAT, AT =T, - T, undAK=‘f2 -*1 bedeu-
ten.

Die komplexen Koeffizienten Sy o und Ry , bestimmt man aus den Systemen (2) und
? 9
(3) unter Beachtung der Anfangsbedingungen. Man erh&lt:

ol

S

+ . . :
e [(" %, +inj =4, ) pyg = a, vy =7 " 5,5~ e

B

12
) (5)

+ § in ] 1 - s
B == [(“‘“2 tiny =4, ) Ppo =2 U Prof K= A; T K57 ~ K,

Bei der Berechnung der Kreisfrequenzen aus Gleichung (4) konnen im Realteil des
Radikanden die sehr kleinen GréSen ([N)2 vernachléssigt werden, so da8

2
An")? + n? q qzz% 12 + 4y 2)
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11t. Der Imagindrteil bekommt die Form:
(s
20Awe On'~ %ATA&-

fiir die Entwicklung der Wurzel in (4) sind die GrdBenverhdltnisse
o=

21 AT Al 5 (AT7 + 4P
i

DZWe

°
or<| A 2 292 _
T 3t$|AT'(1+(ET )'N

zu betrachten.

n der Praxis relativer und absoluter Pendelmessungen wird in fast allen Fiallen
%l Awls N gelten, so da8 die folgenden Rechnungen darauf beschrénkt werden kénnen.

Die Entwicklung fiir ,11 o ergibt:
9

Ay o=-%F L W FL .+i(n't12"\lmn')2+n2qm2)
) 2, 2
2\/(An') + n%qqq,

Tl +i (n td). (6)

Auvs der Voraussetzung

| Al _1\%(
2T
folgt, a8 Bl < %sein muB. Fiir die GroBe 2—1:—)—— kann demnach die Entwicklung
1 2

i iB
Py Pl 7 (1 -
benutzt werden, wobei alle Glieder der Ordnung (%’)n
sind.

fiir n > 2 vernachléssigt worden

Der Vergleich der Real- und Imaginérteile im System (3) fiihri unter Berlicksichtigung
der Ausdriicke (5) und (6) zur expliziten Darstellung der Amplituden- und Phasenfunk-
tionen Q1,2(t) und‘lf1’2(t).

Entsprechend der Aufspaltung des Imagindrteiles von (6) kann man fir
= Ll -
Y oq,p =0t =dy 5t (7)
setzen.

Als Ergebnis dieser Rechnung erh&élt man schlieBlich die folgenden vier Funktionen,
die den zeitlichen Verlauf von Amplitude und Phase der zwei Pendel beschreiben:
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8
q12 = gm2Vt (K,2 + x22) o—2Pt (K.52 + K42) 2Bt 4 5 (KK + KK,) cos 2t +
+ 2 (.K2K.5 - K1K4) sin 2ot t (8)

und
(K3 eM - K, e'ﬁt) sind t + (K2 Rl K4 eBty cos at

tgd, = — =
+=1 (K1 e Bt o, K.5 em) coaett + (K2 Pt _ K4 eft) sind t

Substituiert man die Indizes 1, 2, 3, 4 durch 5, 6, 7, 8, dann findet man Q22 und

tg Jzo

2. Amplituden- und Phasenverlauf bei gegeneinander schwingenden Pendeln

In der Praxis der Pendelmessungen schwingen stets zwei Pendel mit nahezu gleicher
Amplitude einander entgegen. Dabei gelten die Anfangsbedingungen

Qo = Q, -89, BQ, = Qy = Qyy<< Q2o?

V1° =0, (9)

o~
Yoo =0 + nd/t ,— Y, = +nlt,

wo Ato = (t1o - t2o) < « 1 den Zeitunterschied beschreibt, der der Abweichung von der
Phasendifferenz  zwischen beiden Pendeln am Anfang der Bewegung entspricht, also
praktisch den Unterschied zwischen den Startmomenten der beiden Pendelbewegungen dar-
stell‘t;.A‘!:0 > 0 bedeutet, daB8 Pendel 2 frijher als Pendel 1 in Bewegung gesetzt wur- "
de.

Ferner wird angenommen, daf ATAz_Ato (beiAto # 0) ist. Fir die GréBenordnung
beider Werte kann

magn (Ato) = 10-3 s
und

magn (AT) 2 107 s
vorausgesetzt werden. -

Unter diesen Bedingungen bekommt man fiir die Pendelvektoren zu der Zeit t = O:

Plo = Qo (cosYyy + 1 sin¥yy) = Qp,
(10)
Pry = Q (cOs8Y,  + i sinVY, ) == (Q  +8Q)) (cos ndt +i sinndt))

é - (Q10 +AQ°) (1 +1 nAt).
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Glieder zweiter Ordnung konnen vernachléssigt werden, da eine Genauigkeit von etwa
einem Prozent in den Phasen- und Amplitudenwerten ausreicht.

Setzt man (10) in die Gleichungen (5) ein, so findet man fiir die Konstanten der all-
gemeinen Ldsung

- +
81,2 = (3 F o) Q= a (Q +40Q) +
. (* + I}
+1{-c2 Qo = (@), +4Q)) (nAto-;);
b Tk R W
und (11)
. T +
Ry,2 == (3= ¢) (Qq +AQ) F ¢y (9 +AQ) nlt, ¥ a3y,
N + B

a {" (';‘2 01)(Q1° +AQO) nAto i C2 (Q1Q +AQ°) -“— dQ1° i /

= K5,7 - 1 K6’80
Bei dieser Rechnung sind die Abkilirzungen

143240t L __-n§® a3
IS i KRNI TR 2 (1+35172

(12)

eingefiihrt worden. Als Variable fungieren jetzt

_nqg_ 2¥ _Aw _  7° A%
5oM=-K wa n=fr -5 (13)

Die GréBen Q.o sind durch ihren Mittelwert q ersetzt worden.
H

Bei absoluten und relativen Pendelmessungen schwanken die Mitschwingkonstanten g,
die Schwingzeitunterschiede der Pendel eines Paares AT und der Unterschied der Diémp-
fungskonstanten A % etwa in folgenden Grenzen:

10774 2y 107 s,
1077 & 107l @ 1074 s, (14)

2
i -6 =1
04314;(&10 s

Daraus ergibt sich, daB 1072 — | 3‘5103 und 0 <. [N ] « 10 ist. Weiterhin ist zu beach-

ten, daB = = und gem&B Voraussetzung
2
2@ |dael _ | 2 lfJ, 1
— ‘Ll + b ° =
T AT | ] } ZW > < 3

erfiillt sein muB.

Die GréBe B stellt sich dar als

B=-——4£——44—2*. (15)
241 +¢ 2
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10

+
Verlangt man, da8 e'ﬁtz 1 bis auf 1 % giiltig ist, so folgt
pt 2 1072 bzwe p o 221072
A %

Die unterschiedliche D&mpfung beider Pendel macht sich also erst nach mehreren Stunden
im Amplituden- und Phasenverlauf bemerkbar. Man kann demnach ohne Genauigkeitsverlust
in den allgemeinen Ldsungen (8) e =1 = {3t setzen.

Mit den durch (11) gegebenen Konstanten K. (j = 1 +.s 8) kann man aus den LSsungen
(8) Amplituden- und Phasenfunktionen fiir unser spezielles Anfangswertproblem berechnen.
Zur bequemeren Darstellung der Resultate fir das gegeneinander schwingende Pendelpaar
dienen die Hilfsfunktionen

Q
F; (F, %, @ ndty)) mit Q) = -(2—129-
. . - d
F1 - on e 01’ F3 - 01 + c nAt + 'Q—o
B 3 (16)
- = d
F2 = ¢y + on (nAto = /), F4 = ¢y nAto - ¢, -o:-_;'

SchlieBlich ergeben sich die Amplitudenfunktionen in der Form:

e [1 -5 (1 - a2+ Fg))(1 - cos 24t) - 2F, sin 24t - 4F, Bt]'/2,

Q(t) = Q,

Qz(t) Qg e-*t’ [1 - %(1 - 4(F§ + Fﬁ))ﬁ - cos 2dt) = 2(F4 - nﬂto F3) sin 2d ¢t -

- 4pt (F5 + ndt, F)'72. (17)

Analog findet man fiir die Phasenfunktionen

2I3F t coset - (2F; - Bt) sinett

2!5 F1t) cos .t = 2F2 sinat und

gJ (t)
(18)

(nAt_ - 2pF,t) cosatt + (2F, = 3t) sinatt
tgd (1) = - 3 4 3 - .
2 1T =20 F3t) cosat = (2F,-3 t nAto.) sine t

-
Die Beziehungen (17) und (18) beschreiben den zeitlichen Verlauf der Amplituden und

Phasen zweier gegeneinander schwingender Pendel in Abhé&ngigkeit von den beiden Anfangs-
werten Q, Ato und den Systemparametern }, M bzw. ¥ , AT und N
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%, Diskussion der Ldsungen

Die Amplituden- und Phasenschwankungen laufen mit der Periode

W 2T2 om?

Ty = =
AT + 4y IATI\/

(19)

ab.

Fir Halbsekundenpendel ist T.(¥, AT) = const in Abb. 1 dargestellt. Man sieht, da8
ﬁml}l > 1, resp.| AT] ¢ 2y, TQz TQ(y) ist und die Mitschwingkonstantey {iber TQ be=
stimmt werden kann, solange TQ hinreichend klein bleibt. Wird hingegen '3 | 2 1, resp.
laT| » 2¥, und demit Tq = TQ(AT), so verkleinert sich die Amplitude der Schwankungen,da
die gegenseitige Kopplung der Pendel geringer wird. :

Kleine Schwankungen im Amplituden- und Phasenverlauf ergeben sich auch, wenn K3 7
H

und K4 g gesgen Null gehen.

Neben den in Abb. 1 dargestellten Perioden der Lésungen (17) und (18), die nur von
den Systemparametern AT und ¥ abhéingen, sind besonders die GréBen der Schwankungen in
den Amplitudenfunktionen Q(t) und den Phasendifferenzen d i = é2 fiir die praktischen An-
wendungen von Interesse.

%.1. Verlauf der Amplitudenschwankungen

Zur Abschétzung der Amplitudenfunktion (17) diene die Darstellung

_ Nt " 1/2
4,208 = Qg 5o €7 [1 -4y 5 = Iy 5 sin (2dt -y )] o
mit
=1 (1-4 (F2 + F2 )
o P 2 N
L1 —A1 +4F2’ tg91 -?Ez’
A

2. 38 2 - 2

L, = A" + 4 (F4—nAt°F3) ’ tgez-ﬂm~

Die Terme mit Bt konnen bei diesen Betrachtungen auBer acht bleiben.

Die Betréige der periodischen Schwankungen der Amplitudenfunktionen werden durch die
Funktionen L1 5 beschrieben.In den Abbildungen 2 und % sind der Verlauf dieser Funktio-
nen fir } > O, M = 0 und spezielle Werte von Q_, nAt dargestellt. FurjP 4 0 bekommt
men bei idealen Anfangswerten (Q =1, nﬂt O) elnen zurj-Achse spiegelsymmetri-
schen Verleuf, der auch fir Q, 1 +£ " wenn l¢§ | « «1, erhalten bleibt. Im letzteren
Fall muB flir Q der rezlproke Wert Q -im Bereichj 4 0 eingefiihrt werden. Da in den
praktisch auftretenden Fillen 0,9 & Q & 1,1 und nAt &5 o 107° angenommen werden
darf, bleibt fur 540, 1?‘1 >> Fo auch bei belleblgen Anfangswerten die erwéhnte Sym-
metrie zur}' -Achse in guter N#herung gewahrt. Das bedeutet, de8 mit ausreichender Ge-
nauigkeit die Beziehung
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Ly, (j, 0, Qs nAty) = =1L, 5 - %, 0 Qi—, nlt) (21)
erfillt ist.

Den Abbildungen 2 und % kann man entnehmen, daf fiir IXI > 1 die Oberwelligkeit der
Amplitudenfunktionen Q(t) stark von den Anfangsbedingungen abh#éngt, wshrend bei
|¥ |41 diese Bedingungen keinen EinfluB8 haben. AuBerdem erkennt man, daB es auch bei
groBen Verhéltnissen} bestimmte Amplitudenquotienten Qo gibt, bei denen die Oberwel=-
ligkeit verschwindet und die Amplituden monoton abnehmen. Das ist aber nur méglich,
wenn n At, = 0 und demit Ly , = : By, ilt.

Die Nullstellenbedingung von I.‘1 5 ergibt sich zu:
9

} o - __2Q0 0 (22)

2
Q2 - 1

In der Praxis kann man die Formel bei bekanntemj zur Berechnung von Qg benutzen, so-
lange |} | <100 ist.

Men sieht ferner aus den Abbildungen, daB die kriaftigsten Oberwellen der Amplituden-
funktionen bei ,} | ~1, de he, wenn 2 ¥2= lar| ist, auftreten werden.

Ist M # O, haben also beide Pendel verschiedene Dﬁmpfungskoeffizienten, 80 kann man
deren Einwirkung auf die Amplitudenwelligkeit mit dem TAYLOR-Ansatz
aL, ,
= ' S :
L1,2 () L1’2(O) + I (23)
abschétzen, Die Glieder héherer Ordnung kdnnen vernachléssigt werden, da auch in den

Issungen (17) die zweiten und hdheren Patenzen von B/y = ——22—-2- unbeachtet geblieben
1 +
sind. AuBerdem wihlen wir fiir diese Betrachtungen die Anfangswerte Qo = 1 und nAto =0

aus, die mittleren Verh&ltnissen am besten entsprechen. Die Differentialquotienten
stellen sich dann durch

dL

__:._d1_72 = G1,2 (}) (24)
der, mit ‘
LY H]D GEEf D

G () =
1,2 § (457
Die durch L1 5 bestimmte Welligkeit der Amplitudenfunktionen ist damit
?
) - 2
Ly,p (@) = Iy o(0) +9° 6 »(}). (25)

Im Intervall - o0 < j & oo ist | Gy | < % und IG2| < %. Die Démpfungsunterschiede ver-
groBern die Welligkeit, da sign Gy 5 = sign Ly 5. Den groBten Einflu8 iibt % bei }
b} 9 :

und den {ibrigen Maxima resp. Minima der Funktionen G1,2 aus. Gy besitzt reelle

Extrema bei
_ 1 + -J'?+ 1+w/'-72 '
}_______2 = g - 1

]
—_
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und G2 bel

§=_3;w6:\ﬁ3;w/’3)2_1:

Bei 3 = = | ist der Dampfungsunterschied ohne Bedeutung fiir die Welligkeit.
Zusammenfassend kann man sagen, daB bei kleinen Diémpfungsunterschieden die Wellig-

keit der Amplitudenfunktionen proportional dem Quadrat dieses Unterschiedes vergréSert
wird.

%.20 Verlauf der Phasenschwankungen

Zur Untersuchung des Phasenverlaufes werden aus den Formeln (18) unter Vernachl&dssi-
gung der Dimpfungsuriterschiede (M= C) die Phasendifferenzen 51 - J2 gebildet, die den
praktisch beobachteten Zeitunterschieden zwischen benachbarten Nulldurchgéngen der bei-
den Pendel proportional sind:

Die Extrema der Schwankungen der Phasendifferenzen ergeben sich im Intervall
0L aat é_.%' aus g ddt (51 - 52) = 0. Die Rechnung liefert fiir diese Extrema:

nlAty + 2F; J1 or, S
(J1 —J2)Ext = arc tg T = 2F4 ) = arc tg ‘—“_—2?2-31‘ ’ (26)

wo S

uma  §2
8,
A

bedeutens Ist nfA\t ) = O und demit auch F, , = 0, so findet men
?

Fy (1 + (n ato)g) o (F3 + Fy nAto),

2 2 2 2
4Ry (F5° + F,°) = 4 (F,° + F°) (F3+F4nAto),

-4 [7, (7, - nlt, Fp) - F, (Fy + nlt 7]

F, = F
ﬂ'—'-‘ﬁ und (61 -J2)Ext = arc tg'z'FLF]'o (27)
173 1%3
Fur Fy 5 £ 0, das ist bei Q = 1 fir alle J 4 1 der Fall, ist im Intervall
0L ot t ﬁ_.’ -,"é!' (é1 - 62) eine monotone Funktion der Zeit. Die Begrenzung des Intervalles
bezeutet, daB die Phasendifferenzen zweier nichtisochroner Pendel den Wert 3 nicht Uber-
schreiten, die Pendel also um héchstens eine Halbschwingung auseinander liegen kénnen.
Sobald § grifer als -é— oder, bei} 4 0, kleiner als Q, wird, treten im Inneren des
ok t=Intervalls Extrema de® Phasendifferenzen auf. Die Betrdge dieser Extrema nehmen mit
wachsendemn f ab und werden ebenso wie die Amplitudenschwankungen unter der Bedingung(22)
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zu Mull. In Abb. 4 ist dieser Sachverhalt dargestellt.

—
Die maximale GréB8e der Phasendifferenzschwankung betrigt J5"bei 'S JQ— bzw. j = - %.
Dem entspricht die H#lfte der Halbschwingzeit als maximaler MeBgrofe - (31 - 52). Fiir
negative j ~Werte verlaufen die in Abb. 4 dargestellten Kurven Splegelblldlich zur Ordi-
natenachse. Ebenso wie bei der Welllgkelt der Amplitudenfunktion ist hier bei Q # 1

im negatlvenj-Bere:Lch Q durch Q zu ersetzern.

Die Zeit

\ATI 1+§

entspricht bel} —» 0 der Zeit, die zur VergriBerung der Phasendifferenz um JU erforder-
lich ist. Die Pendel verschieben sich in diesem Zeitraum um eine Halbschwingung gegen-
einander.

Zusammenfassend ist zu sagen, daB die Phasendlfferenzen (J,' d ) der gegeneinander
schw:mgenden Pendel bei |}| 4 1 zwischen -JL, bei | } |= 1 zwischen : g und bei 1§| = 1
zwischen - |5 v O |Ext gem#B (26) schwanken. Die Periode der Schwankungen, die durch

(19) gegeben :Lst, nimmt bei festem T mit wachsendem} ab.

Demnach ist es sinnvoll, |AT| £4 2y zu wihlen, um den EinfluB des Mitschwingens
auf die Phasendifferenzénderungen und damit auch auf die Schwingzeitidnderungen klein
zu halten. AuBerdem erreicht men damit, daB sich beide Pendel stets um weniger als eine
Halbschwimgung unterscheiden und sich gegenseitig nicht ein- oder liberholen kénnen.

Die elastische Kopplung verhindert in diesem Fall das Auseinanderlaufen der Pendel-
schwingungen.

Die Démpfungsunterschiede A3 zwischen beiden Pendeln haben fiir die praktischen Pha-

senmessungen keine Bedeutung und brauchen daher hier nicht gesondert betrachtet zu
werden.

4. Zur Mitschwingreduktion der Schwingungszeiten

Die fir die Phasen~ und Amplitudenschwankung aus der Integration des Differential-
gleichungssystems der Pendelvektoren gewonnenen Darstellungen lassen sich nattirlich
auch flir die Berechnung der Schwingungszeitstdrungen benutzen. Aus den beiden Ldsungen
fir gegeneinander schwingende Pendel

- F (. g )
= - cos (n't = (t) (28)
1,2 Y,2 1,2
kann die im Zeitintervall t - 1 beobachtete mittlere Schwingungszeit bestimmt werden.
Zu den Zeiten t1 > muB f, > = 0 sein, da bei der Ermittlung der Schwingungszeiten die
Malldurchgénge der Pendel beobachtet werden. Daraus resultieren die Bedingungen

N -J(t1) =(2i % ‘)TE, 120, 1,2, eee,
f2(E + M) +1)nr

(29)

(55
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aus denen man die beobachtete Schwingungszeit berechnen kann:

t, -t
-y
Tg=—m >

M ist die Anzahl der Pendelhalbschwingungen im Zeitraum ty =ty

Es ergibt sich #hnlich wie in [3] ein allgemeiner Ausdruck fiir die Stérungen der
Schwingungszeiten:

_ ., =Or 7°
'1'81’2-T1’2--)’_+-—2--—(g—_—t17(é‘1’2 (t2) -61’2 (tI))o (30)

Fir praktische Zwecke ist diese Formel jedoch weniger vorteilhaft, da hier die Mit-

schwingreduktion von den Anfangsbedingungen der Pendelbewegung und der Zeit abhéngen urd
auf relativ umstiéndliche Weise berechnet werden miissen. Man wird daher besser diese Re-

duktionen mit Hilfe der aus (2) gewonnenen FURTWANGLERschen Formeln berechnen, die be-
kanntlich die fortlaufend meBbaren Amplituden und Phasendifferenzen enthalten.

5., Praktische Anwendungen

Die vorliegende Untersuchung wurde auch durch MeBergebnisse veranlaft, die bei der
Neubestimmung der absoluten Schwere in Potsdam mit den 25-cm-Reversionspendeln erhalten
wurden. Damit die beiden Pendel wéhrend der Reversion im Ger&t verbleiben kdnnen, ist
der in [12] beschriebene Apparat drehbar auf einem besonderen Stativ gelagert worden.
Dadurch wird allerdings die von der Pendelbewegung angeregte elastische Mitbewegung der
gesamten Anordnung relativ groB8 (bis zu 1,2 1072 s in der Pendelschwingzeit) .

Unter diesen Umstiénden treten bei mehrstiindigen Messungen periodische Schwankungen
in den Amplituden und Phasendifferenzen der Reversionspendel auf. Die Schwingungen des
Mittelpendels hingegen enthalten diese Stdrungen nicht. Die GroBe der Stérperioden ist
natiirlich von der Schwerpunktlage des Pendels abh&éngig. Bei groBem Abstand zwischen
Schwerpunkt und Drehpunkt (G,) ergeben sich kiirzere Perioden als bei kleinem Abstand
(Gy)

In den Abbildungen 5 = 8 sind die gemessenen Amplituden und Phasendifferenzen fiir G
und Go zusammen mit den Ergebnissen der Rechnung dargestellt. Fiir die Berechnung wurden
die Formeln (17) und (18) mit 3¢, =2¢, = O verwendet. Auch die beobachteten Amplituden
sind auf die D#mpfung Null reduziert worden.Die entsprechenden Koeffizienten wurden aus
der Amplitudenabnahme der Mittelpendel bestimmt.Man erkannt aus der Ubereinstimmung der
beobachteten und berechneten Werte, daB8 die Periodizit&t der Stdrungen gut wiedergegeben
wird.Die zumeist geringen Abweichungen in den Betr#dgen sind hauptséchlich durch die MeB-
ungenauigkeit der Anfangswerte bedingt. AuBerdem kdnnen 8uBere Stérimpulse wéhrend der
mehrstiindigen Beobachtungen Anla8 dieser kleinen Diskrepanzen sein.

Das Verhalten der Phasendifferenzen fﬁrlfl Z 1 wurde mit einem Relativpendelapparat

untersucht, der zu diesem Zweck auf besonders hohe FuBiplatten gestellt wurde. Der Mit-
schwingkoeffizient dieser Anordnung betrug 47,5 » 10"'7 8.2ur Verstimmung der Invarpendel
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wurde das Feld einer Magnetspule benutzt. Der Schwingzeitunterschied zwischen den bei-
den Pendeln konnte damit bis auf 3 o ‘IO'5 s vergréBert werden. Allerdings muBte bei die-
gen Versuchen wegen der variablen magnetischen Kopplung und der zum Teil sehr starken
Amplitudenverténderlichkeit auch eine starke Drift der Schwingzeitdifferenzen wihrend
der mehrsténdigen Messungen in Kauf genommen werden. Fir die Bestimmung derj =Werte

ist der zeitliche Mittelwert von T benutzt worden.

In der folgenden Tabelle sind die beobachteten und berechneten Perioden der FPhasen-
differenzschwankungen angegeben. Fir iSl 4 1 wéchst der Phasenunterschied monoton bis
zum Wert JC bzw. bis zum Zeitpunkt

0y 2
t==3=amy !t

wenn die Pendel mit gleicher Phase schwingen. AnschlieBend beginnt die Zahlung der
Phasendifferenzen wieder gegen die nun folgende Halbschwingunge. FUrljJ 2 1 zeigen
sich auch bei den Versuchen periodische Schwankungen der Phasendifferenzen. Die GréSe
dieser Perioden konnte aus den Beobachtungen jedoch nicht genau genug ermittelt werden,
da die MeBzeiten klein gegeniiber TQ waren.

Schwankungen der Phasendifferenz bei relativen Pendelmessungen

151 lar)io o -ﬂi%/min
beob. berechn.
0,34 282 158 158
0442 227 194 205
0,34 275 157 148
3,16 30 - 411
3430 29 - 412
65,50 1 - 429

Fir die Ausfiihrung der hier diskutierten Versuchsreihen méchte ich den Herren H.-J.
DITTFELD, G. HARNISCH, R. FREY und W. ALTMANN danken.
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Abb. 1  Perioden der Amplituden—und Phasenfunktionen fiir Halbsekundenpendel fo (v, AT)
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Abb.2 Amplitudenwelligkeit (Rendel 1)
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Abb.5 25-cm-Reversionspendelgerat (Gu)
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Abb.6 25-cm-Reversionspendelgerdt (Gu)
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Abb. 7 25-cm-Reversionspendelgerdt (Go)
Amplitudenfunktionen 2Q (t)
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