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Zusammenfassung .
In der vorliegenien Abhandlung werden die an verschiedenen Orten in den vergangenen

13 Jahren vom Autor vertffentlichten Arbeiten zur L¥sung der Randwertaufgabe der physi-
kalischen Geodisie nach dem gravimetrischen Zusatzglied zusammsngefaBt. ZunHohst wird
das Randwertproblem allgemein betrachtet. Als Randwerte werden das Potential und seins
Normalableitung eingefilhrt, und es wird gezeigt, daS daraus diz Geometrie der Randflé-
che eindeutig bestimmt werden kanmn. Geeignete Umformungen des GREENschen Satzes fiihren
zu einer Formel zur Bestimmung der Lotabwoiéhungen an der Erdoberfliiche eimschlieflich
der Glieder zweiter und htherer Ordnung, die sich von der klassischen L¥sung von
VENIKG-MEINESZ u.a. dadurch unterscheidst, daB zu den Freiluftanomalien das gravime-
trische Zusatzglied addiert wird. Fir dieses Zusatzglied wird sine Integralglaichung
angegeben. Diese wird in eine NEUMANNsche Reihe entwickelt. Dis Konvergenz dieser Rei-
he wird gezeigt. Durch Superposition des Stirpotentials mit den Potentialen der isosta-
tisohen und der BOUGUER-Massen wird man zu einer Verallgemeinerung der Ergebnisse ge-
fiihrt und zu Formeln, bei denen die Gelidndereduktion auftritt und die fiir praktische
Anwendungen besonders geeignet sind. Durch Integration kommt man von den Lotabweiochun=
gen zu den Hbhenanomalien urd Geoidundulationen. Die erhaltenen Lisungen werdsn an
praktischen Beispielen und Geliéndemodellen erliutert und erprobt.

Summary
The present short essay summarizes the author’s work on the solution of the boundary

value problem of physical geodesy aocording to the gravimetric additional term, publi-~
shed at various places in the past 13 years. First of all the boundary value problem is
considered in a general way. The potential and its normal derivative are introduced as
boundary values, and it is shown that based on this the geometry of the boundary sur—
face can be uniquely determined. Suitable variations of GREEN's theorem lead to a for—-
mula for determining the defleotions of the vertical at the Barth's surface including
the terms of the second and of higher orders, which are distinguished from VENING-
MEINESZ's olassical solution, inter alia, by adding the gravimetric additional term

to the free-air anomalies. For this additional term an integral equation is given,which
is being developed to a NEUMANN series. The convergency of this series is shown. By
superpositioning the disturbing potential with the potentials of the isostatic and

of BOUGUER's masses a generalization of the results as well as formmlae are arrived at
with which the topographical reduction occurs and which are especislly suitable for
practical application. Proceeding from the deflections of the vertical one arrives at
elevation anomalies and undulations of the geoid through integration. The solutions ob-
tained are explained and tested by means of practical.examples end $opographical models.
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Résundé

Dans le présent exposé on fait le résumé de tous las ouvrages publiés par

1'auteur au cours des treize années fcoulées en différents lieux et relatifs 3
la solution du probld¥me des valeurs limites dans la géodésie physique en partant

du terme additionnel gravimétrique. Tout d'abord, le probldme des valeurs limi-
tos est abordé d'une manidre générale. Pour les valeurs limites on met en jeu
1o potentiel et sa dérivde normale, et 1°on montre qu'il est possible & partir

de 13, de déterminer d'une manidre absolue la géométirie de la surface marginale.
Des transformations convenables du théordme de GREEN donnent une formule pour la
détermination des ddviations de la verticale & la surface de la Terre, y compris
los termes de second ordre ou é'ordre supérieur, cette formmls se distinguant de
la solution classique de VENING-MEINESZ, entre autre, paer le fait que l'on ajou-
te aux anomalies 3 1'air libre le torme additionnel gravimétrigue. Pour ce terme
additionnel on indigue une équation intégrale, cette équation étant développée
pour donner ung série de NEUMANN. On montre lea convergence de cette série. La
superposition du potentiel de perturbation avec les potentiels des masses iso-
statiques et de BOUGUBR conduit vers une générzalisaticn des résultats et donne dos
formules dans lesquelles se présente la rdduction du terrain et qui se prétent
parfaitement pour les spplications pratiques. Par intégration on passe des d&dé-
viations de la varticale aux anomalies de la hsuteur et aux ondulations du
gboide. Les solutions trouvées sont expliquées et démontrées moyennant des
exempleés pris dans la pratique et sur des moddles.

LDozume

B mamnoff cTaTre MONBONATCA ETOTE PadoT, ODyCIMKOBAHAHX ABTOPOM B DaaiMy-
EHX paitomax 3a npomemume 18 XeT WA PemeRMA KpaeBHX 3amau fmamwecxod reo-
NeSHE N0 TFPABRMOTPHYOCKOMY ROHORHUTEALROMY WISHY. Bravane xpaspag 3agaua
paccNaTpERBAETCES B OC0meM. B KaueCTB® XpAeBHX SHAYGHK# BBORATCHA NOTORNNAN M
Sr'0 WOpMaNbHESR NPOESPONHAS K NOKASHBAGTCR, UTO HCXONA K3 2TOr0 HOREO onpe-
DeNETHh FOOMETDH® KpaeBoi noBepxmoctZe COOTBETCTBYREHEG IPeOCpa20BEHES TEO0-
peuu T'PAFA mpEBOnAT X QOPMyNe N8 ONPENENSHEA OTIIONOHHA LOTE HA NOBEPX-
HOCTE 36MIN, BKIDUAH WIGEH BTOPOro E G0ON66 BHCOKOrO NOpAmKa, KOTOPaA OTIE-
YaeTCA OT KHAaCCEYeCKOro pememus BERVFTA-MAMNIA raxxe TeM, WTO K OTKDHTHM
SFOMANEAM NPECABIASTCH IDABMMOTPHYOCKEE RONORRMTONLEHN wieH. [n& arToro mo-
NONAKTENBHOTO WNEHA NAeTCS HATOrpanrHoe ypasnenne. 0RO PaCKIANHBAETCH B
pan FEAMAVA. NoxasuBaeTCs CXOIMMOCTH STOrO PANA. BRArONaps CyHepIOSHIMK
BOSKYRERMEro NOTEHNEANA ¢ NOTORNMANSME E30CcTaTnvecKolf maccw M maccH BYTE
MM DPEXOIRM X COOGHEeRKN POe3yRLTATOR X HoxywaeM JOpMymH, B KOTODHX BO3HEKS~
eT TomorpafEuecKad NONPABKA OCOCERHO NONXONAMAsS A NPAKTHYECKOTO NDHMOHe-
gEd, C NOMOMEW RHTErDEPOBAHNES MH DDEXOIMM OT OTKIOHEHUA NOTA K SHOMAUIMAM
BHCOTH M OTKIOHEHHK reoxna. [omyuaeMue Pesyn»TaTH NOACHAWTCH HA NPAKTH-
YOCKHX NPEMEPAX E KCINTHBAKTCA HA MOZENAX MECTHOCTH.
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1. mnleitug

Bei dem klassischen Randwertproblem der physikalischen Geodlisie gilt es, aus den
Schwerewerten an der Oberfldche einer sphirischen Erde die Niveaufllichen im AuBSenraum
und insbesondere das Geoid zu bestimmen. Dieses Problem wurde von STOKES selt langem
gellst,

Um die hierbei auftretenden Regularisierungen der Erde und die daraus folgenden Re-
duktionen der Schwerewerte von der Erdoberfliiche auf das Meeresniveau mit den dabei
notwendigen Hypothesen zu vermeiden, 1l8ste MOLODENSKY das Problem filir die Erdoberfl¥iche,
ohne daB Reduktionen der Schwerewerte notwendig wiren. Die L¥sung ist elegant. Br fiihrt
an der Erdoberfliche eine Fléichenbelegung ein und stellt fiir derem Dichte eine Integral-
gleichung auf, die dann nach der bekannten Reihenentwicklung iterativ geldst werden kann.

Die vorliegende Abhandlung stellt eine Zusammenfassung von Arbeiten des Autors sum
Randwertproblem der physikalischen Geodidsie dar, deremn Anfange bis ins Jahr 1958 zuriick-
reichen. Dabei wird vom GREENschen Satz fir das StSrpotential an der Brdoberfliéche aus-
gegangen. Dieser wird ohne Einfilhrung von Hypothesen umgeformt, so daf ein Ausdruock fir
die Lotabweichungen und fir das StSrpotential (HShenanomalie, Geoidundulation) an der
Erdoberfliche in Strenge erhalten wird. Es werden nur Reihenmentwicklungen eingefilhrt,
deren Konvergenz gesichert ist. Die Ausdriicke enthalten keine analytische Fortsetzung
nach unten. Die LYsung besteht in der Addition des gravimetrischen Zusatzgliedes gzu
den Freiluftanomalien bei der klassischen STOKESachen Formel. Das gravimetrische Zu-
satzglied ergibt sich nach einer inhomogenen Integralgleichumg der zweiten Art aus den
Freiluftanomalien. Die Lisung dieser Integralgleichung nach der NEUMANNschen Reihe ist
konvergent. Bei den meisten praktischen Anwendungen gentigt die Berechnung des ersten
Gliedes dieser Reihenentwicklung. Bei praktischen Anwendungen empfiehlt es sich fermer,
die Superposition des St¥rpotentials an der Brdoberfliche mit dem Potential der iso-
statischen Massen oder mit dem Potentisl der BOUGUER-Massen vorzunehmen. Im letzten Fal=-
le wird man zu einer Formel gefiihrt, bel der in dem klassischen STOKESschen Integral zu
den Freiluftanomalien noch die Geléndereduktion und das gravimetrische Zusatzglied in
Abhlingigkeit von den BOUGUER-Anomalien auftreten. Es wird fernmer geszeigt, daB die Lb-
sung des Problems eindeutig ist. Die Eindeutigkelt galt schon fiir das klassische
NEUMANNsche Randwertproblem. Sie gilt auch, wenn das Potential und seine Normalablei-
tung an der Randfléche als Randwerte gegeben sind und wenn daraus die Geometrie der
Randfléche und das Potential im AuBenraum bestimmt werden sollen.
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2., Dasg dwertproblem dar 4 icohen Geodiisie und seine mndout gkelt

Filr dle weltoren mathematischen BEntwiockiungen ist der GREENoche S8atszs grundlegend.
Ist © eine Randfllohe, P, ein auf ihr gelegener Punkt, P, ein im AuSenraun T
von & gelegener Anfpunkt und r die Entfernung swischen diesen beiden Punkten; damn
21lt dle dritte Identitit von GREEN

&Abbe1 Der Aufpunkt :l’2 im AuSenraum der Randfléiche &

) ¥ = -3 [ffaviar +ﬁy§-§%au -m[[v—de' .
3

AV ist der LAPLACE-~Operator,

+

2 2
(2) 4V = g;% g—y§+":" = ~4T 2p(x, 3, 8) .

£ ist die Gravitationskonstante und u die Dichte der gravitierenden Massenelsmente.
Liegt der Aufpunkt P, auf der Fléche & ; so folgt aus (1) mit (2)

(3D v = 22ffntat + 3y f[ Llae —ﬁ[[v ae
T e
denn beim Grenziibergang gilt fir das dritte Glied auf der rechten Seite von (1)s

1
(&) ﬁffv—’-'da —e %v,-ifdffv[;f]s e .

Ist der suSenrsum frel von Materie, m = 0, dann folgt aus (3) der GREEHsche Satz fiir
einen sufpunkt auf der Randflioche &

1
(5) v = ;agfgg;aa -%tgffv;-;-'ae .
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8ind 0V/on und die Geometrie der BRandfléche gegeben, so ist (5) eine Integralglei-
ochung sur Bestimmung des Potentials V im AuBenraum. Dieses Randwertproblem von
NRUMANN ist bis auf eine Konstante eindeutig l8sbar, wie in der Potentialtheorie ge-
zeigt wird. Auch beli dem gemischten Randwertproblem der Potentialtheorie mit Randwer-
ten nach dem BRUNSschen Theorem,

(6) 4g = —-gs-—é.r 9

ist die Bindeutigkeit der LBsung fiir das Potential im AuSenraum gesichert. Hier be-
geichnet ¢ die Entfernung vom Erdmittelpunkt und T das Stirpotential. R ist der
Brdradius.

Man kann mit (5) noch folgenden Gedanken verknilpfen: Sind das Potential V und
seine Normalableitung a8V/9n bekannt -~ den Unterschied des Potentials gegeniiber sei~
nem Wert am Meeresniveau kann man durch Vereinigung von Nivellements mit Schweremes-
sungen erhalten, und die Normalableltung des Potentials steht den Schweremessungen
nahe ~ , 80 kann man die Parameter der Geometrie der Randfléche, die in (5) durch die
Werte von r und de gzum Ausdruck kommen, als die Unbekannten des Problems suffassen,
die es 2zu bestimmen gilt. Socll die Geometrie der Randfliiche daraus eindeutig zu bestim—
men sein, dann darf die folgende Gleichung keine L¥sung habens

1 1
— 2 =
(7) 0 = dv, f/{;l’-rr ;’,,;5 7 as+

1
ol
"//[anaw ""T‘]"‘H as +f[[g—n-}--v5§] ——f,;‘,: gv .

Erdoberfliche &
*~ Erdoberfliche &

~. \ Geoid (transf.)
'~ Geoid (urspr.)

Abb., 2. Die Erdoberfliche und das Geoid vor und nach
einer Deformation
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Eine kleine Deformation der Randfliiche ohne gleichszeitige Transformation der Rand-
werte V und 9V/om muB also die Giltigkeit der Gleiohung (5) sunichte machen, wenn

die L8sung eindeutig sein soll. Die Korrespondenz zwischen zusammengehrigen Punkten
Pi’ Pi auf den benachbarten Fliichen ergibt sich durch die Abbildung entlang den Lot-
linien v, und Vv, (Abb.2). Gleichung (7) ist eine homogene Integralgleichung der 2.
Art fiir die Deformationsgrbtfen évi, und es gilt zu zeigen, daB sie duroh die Bigen-—
funktionen nicht befriedigt werdem kann.

Transformiert man in (5) oder, falls auch im AuBenraum der transformierten Fliche
Massen liegem, in (3) alle Parameter auf eine benachbarte Fliiche, dann wird man zu
folgender Gleichung gefiihrt:

2
D) %%E v, = _zrgfp-}_ $v, d«+%§£f[-§zﬁ%é-}, dv, a¢ -

b | 1 1
o= o= 2 e
1 ov 1 IV Yr 9 r
"2"?!:‘»1 n Jv1d6+c’v2'ﬁ‘£/[3‘53v2-v6n3v2]d6 *
s (r& ot -Vaz%jcfv N f[[é)v1_va%]adc Sy
*2’:?6 on 5v1 an av, 1 '2"17’6_ mT n 5v1 9

Es gelten die folgenden Beziehungen:
av
3 = — 8

2
gv = —2§+4’|T£@1,

nov
8 4
(8a) o1
e~ SRS, |
on Rr?
1
a_r _ . 1 ;
( Jnov knzr

dabei wurde voriibergehend angenommen, dafB die Randfléiche G mit dem Geold in geni-
gender Anniherung zusammenf#llt. Somit folgt aus (8) und (7) die homogene Integral-
gleichung

(9) dv,- Aff K(xpy x4) v, 46 = O, A o= 1.
(-

Diese Beziehung konnte man auch allein aus (7) ableiten. Fir den Kern gilt

(10) E(xp, x4) = ﬂF}I—r
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Entwickelt man nach EKugelfunktionen, so folgt

(11) K(xz,x1) = IT%T g;; P, (cosy) = ;;?EE ['gz; P, (cos ﬂh) 0 (cos ﬂb) &

oo n
+ 2 g;; g;; ::: ! Pon (cos 2,) Poa (cos ﬁa) cos m (y,~- ?22] .
Setzt man fernmer filr Jv die LAPLACEsche Reihe an:
oo n
(12) dvy = g;; g;; Ppp (cos ¥ )(a, cos mp, + b sinmy,) ,

so folgt mit (9), (10), (11), (12)

(13) " (1-2—!3‘-:,'-) = 0

Die homogene Gleichung hat also nur dann nichttriviale LYsungen, wenn n = 1 1ist.
Fir n = 1 driickt (12) aber eine rdumliche Translation der Randfliche aus, ohne
daf diese deformiert wilirde, Das ist eine Losung, die a priori zu erwarten war.

Aus der Gleichung (413) folgen fir n = 0, 2, 3, 4 ... die folgenden Bedingungen,
wenn noch ein Ausdruck O («) hingzugenommen wird, der die vernachlissigte Brdab~

plattung beriicksichtigt:

(1 + 0 (&) =3 = 0,
1+0(@)-3/5 = 0,
(18) J 1+ 0 (w) = 3/7 = 0,
1 +0(M@)-3/9 = 0,

LN J LE 2 J LN LA RN )

(1 +0 (»)zxo0 = 0.
Man erkennt, dafS diese Gleichungen nicht befriedigt werden ktnnen, so dal die Integral-
gleichung (9) fir A = 1 keinen EBigenwert hat und daher auch keine Eigenfunktion, d;e

sie befriedigen wiirde. Es folgt notwendigerweise

Sv = 0 °

Die Topographie der Randfliche ist daher bei gegebenen Randwerten V und oV/om , also
bei Randwerten der CAUCHYschen Form, eindeutig bestimmt.
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Die vorstehenden Deduktionen gelten eigentlioch wegen der bei (8a) begangenen Ver—
einfachungen nur fir den Fall, da8 die Randfliche genihert horiszontal ist. Wire aber
das Randwertproblem bel bewegtem Gelinde zweldeutig, dann hitte man zwei Randfllchen
fir V und 0V/én , und man k¥nnte diese Randwerte vertikal nach oben auf zwei ge-~
nkhert horizontale nichtidentische Flichen (z.B. Niveaufliichen im AuBenraum) redu-
sieren, die dann wiederum Jeweils die gleichen reduzierten Werte fir V und 9V/on
haben wiirden. Dann wire aber die Randwertaufgabe fiir horizontales Gelinde (Niveau-
fldchen) als Randfléiche zweideutigj dieser Sachverhalt wilrde im Widerapruch zu den
obigen Deduktionen stehen. Die Eindeutigkeit gilt daher auoh fiir eine Randfliche
beliebiger Topographie.
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3, Die Unformung des GREENschen Satzes fir die Bestimmung der Lotabweichungen an der
Erdoberfléiche nach dem gravimetrischen Zusatzglied

Ist W das Fotential der Erde im Aufenraum, U dJdas normale Potential und T das
Stérpotential, so gilt

(15) 2 = W-U .,

T ist im AuBlenraum der Erde eine harmonische Funktion. Nach dem GREENsohen Satz gilt
daher fiir Aufpunkte im AuBenraum

1
1 aT 1 1 oF
(16) T-W{ﬁ;dd —W{fT—n-dG .

@ ist die Erdoberfléiche, n die Normalenrichtung der Erdoberfliéiche, positiv in
Richtung gum Erdinnern. Wird der Aufpunkt auf die Erdoberfliche herabgesenkt, so
geht (16) in die folgende Gleichung iber:

i

)
(17) © = %T'!fi%%ds —-a-ﬁsffmg-:-'de .

Es gilt zundchst, 8T/9n durch die Sochwereanomalien auszudriicken. Dabei gelten fol-
gende Beziehungen:

§X - g oos (gm),

3m = ¢ oos (gsm) .

(gyn) bzw. (y,n) sind die Winkel zwischen der wirklichen bzw. normalen Lotrichtung
(positiv nach innen) und der Kormalen der Brdoberfléiche. Ist © die Lotabweichung,
4.0 das Azimut der Lotabwelchung und 4.0 das Azimut der Gellindeneigung, so folgt
mit Abb.3

cos (g,n) = ocos (g3n) cos & + sin (y,n) sin © cos (sy o=y o)
Somit ergibt sich

(18) -‘g—ﬁ- = (g-p cos (g,n) + © g sin (g,n) cos (“'1.0" °‘1.n) .
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Abb. 3 Die HuBeren Normalen des Ellipsoids -F umnd
der Erdoberfliiche - und die Lotlinie =%

Die normale Schwere j an der Erdoberfléche ist durch die normale Schwere am
Niveauellipsoid j, auszudrlicken. Der vertikale Gradient der normalen Sohwere ist

H- = -2¢H -20%
(o]

wobei ho die orthometrische HShe, Hy die mittlere Krlmmung der Niveauflichen des
normalen Potentialfeldes und & die Winkelgeschwindigkeit der Erde simnd. Daraus folgt
durch Integration und nach einigen Umformungen

(19) g = f-20H,-2w?n -2B, -2 N .

Hier ist c¢ die geopotentielle Kote, Rr der Mittelwert von Hy4 2wischen der Erd-
oberfliiche und dem Niveauellipsoid. N ist die Geoidundulation (im Meeresniveau).

Fithrt man die Freiluftanomalie ein:

(20) dgp = g_+2033.+2w2h0—n ’

.dann folgt schlieflich

(21) % osrtmy = dgp + 0 G tan (gym) cos (xy gm oy )+ 2 (v o

G ist ein globaler Mittelwert der Schwere. Die Gleichung (17) kann man schlieflich
noch durch Hinzufiigung einer Konstantem K erweitern:

1

ol
1 3T 1 1
@) 1-% = & [Rie-FfasoZae .

3
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Durch Differentiation der Gleichung (22) kann man zu den Lotabweichungen {ibergehen.
Ist Gs die Komponente der Lotabweichung an der Erdoberfliéche in dexr Richtung des
horizontalen Vektors ¥ mit dem Azimut A, dann gilt fir die BrdoberflHéche

(23)%%. -8, .

Differenziert man (22), so folgt

1
s
() £ - %;{g% Bac+dy J/ @+ & (g oos (1) ae
G
und mit (21)
sl
(25) 2% = %ﬁ-£7[35r + 0 G tan (y,n) cos (¢ o= oy )/ cos (gsn) 3§ as +
1
v G
+3p J 8 & Cpoos Gum)as + 3y f28 B P ) con (1) oF e
mit

(26) ? = r+x3~1,2 "

wobei yfz die normale Sohwere im Aufpunkt an der Erdoberfliche ist.

Es gilt nun, die Ausdriicke

1
OF

7351 5’—8 [1;5 cos (ryn)/

durch die Topographie der Erdoberfliche darzustellen. Als Bezugsflidche fir die Topo-
graphie wird die Niveaufliiche eingefithrt, die durch dem Au:ijunkt verlduft, fir den
die Lotabweichungen und das Stdrpotential zu bestimmen sind. Diese Niveaufliiche kann
man dann in bestimmten Gleichungen durch das bestanschliefende Ellipsold und dieses
weiter durch eine geeignete Kugel ersetzen, wobei relative Fehler von der GriSemord-
nung der Abplattung vernachlidssigt werden. Zu den Punkten auf der Erdoberfliiche ge-—
langt man, indem man Uber der Niveaufliéiche des Aufpunktes P, die Hhenunterschiede
h gegeniiber dem Aufpunkt abtrdgt. Man erhflt, wenn o das im Aufpunkt Pz gomes~
sene Azimut des Punktes P1 ist,

1
e
(27) 3§ = :Z: 254 = 15 cos % cos (x-A) + i: h siny cos (x-A) +
i ° Tl e
I.3’“1'3[ ¥ (x-A) + h si (x=4)7
+ r, cos % cos (x=A) + h sin ¥ cos («x- .
;3“;3‘ x
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T (v) ist der geradlinige Abstand zwischen dem Aufpunkt 1‘2 und dem Punkt P1, nachdem
dieser auf die geozentrische Kugel, die durch den Aufpunkt P, verléuft, herabgesenkt
worden ist. T ist der geradlinige Abstand zwischen den Oberfléchenpuhkten.

Man findet ferner:

(28) -% [-1—2- cos (ryn)/ = -1? /=3 cos (r,n) % + co8 24 7
T i

(29) cos (ryn) = g Z,,4 = cos (T4 s7) cos (g,m) +
+ cos (ry ,r) cos (T,n)[&os (r,r‘) -17 +
+ 8in (r‘t’?") sin (r,x;) cos (1,11) -

- sin (r,p) sin (r,n) cos T ,

(30) .le: = Z Z“I.i = -cos%’oos (“—A)--;‘:sinv cos (g‘.-A)_

I'*—l‘

T Ty

[rac cos { cos (e« = A) + h sinypcos (e - A)/ ,

(31) cos X3 = g 2,4 = sinycos (« = &) cos (gyn) +
+ cosycos (e = A) sin (pyn) cosT +

+ gin (ec = A) sin (y,n) sinT .

Ist 4.2 das im variablen Punkt P1 gemessene Azimut des Punktes Pa und “4.n
das entsprechende der Richtung des stirksten Geldndegefiéilles, so ist mit Abb, 3

~ (o]
T = 180°% - (g =0ty ) .

T ist der im Punkt P1 auftretende Winkel zwischen dem Azimut der Gelindeneigung
und dem der Verlingerung des GroBkreises P2 P1 iiber den Punkt 1’1 hinaus.

Ferner gilt die fblgende, schon in (27) benutzte Gleichungs
1 1 Ife =
(32) = Z Z = + .
4.1
® T -

Man hat mit

(33

(Ve
]
o

die folgenden Beziehungens:
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r = 1,/ +52+%]1/2

Te=T

4 2 hy-1/2
E - e epT o,

-
T = Sl B2 -y
% %
Piir kleine Werte von ¥y gilt:
¥ = 4

sin (ry,p) = cos 5 & s

cos (rgyp) = -sin-g = -ﬁ .

Mit (25) bis (33) erhslt man:

(34) 'Q%' = %ﬁ: {f [ZgF + © G tan (y,yn) cos (“1,9" °"1.n)-’7 cos (y,n) 21: Z5,4 G

+3F gé [E 2y, (3 51: 2.1 ; Zag * g 23,4 a¢

+-1ﬁ,- 0[[ 21 (By + oe 115) cos (y,1) ; Zg5,4 6 o
Zur Abkiirzung wird gesetzt:
(35) 4g* = dggz + 6 G tan (gsn) cos (°‘1.e—°‘1.n) )

Ferner werden die folgenden Ausdriicke eingefithrt:

(36) F,(4g*) %:;r J 48* cos (gsm) 25 g 85

G B () = g ff T2, (3250 8,0% B30 8
(38) F4(T) = %—,ﬁ_- f[z T (By + w? a-) cos (y,n) Zg o 4o

(39) F,(48%)

-}f JJ 4g* cos (yyn) Zi Zg,5 46

®0) B(D) = g7 S w2, of=3 250 5; 4y, 3 ; %3,4 g Zy.4% }; 23,47 35
() Fe(®) = 5 J 22, [ g B4 21: Zyy * ; 2, ,746
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W2 By = By f22 @ e P oos (rm) ) 35080

Das Stbrpotential T an der Erdoberfléche wird in zwei Glieder zerlegt:
(“3) T = T.‘ + Tz .

Vernachllissigt man die Topographie, dann geht T2 gegen Null, und T 1ist gleich T1 .
Ty ist also gewissermafen der sphiirische Anteil, !2 der zusitzliche Antell der Topo-
graphie, der durch die Weiterungen gegeniiber der STOKESschen Theorie entsteht. So wird

mit (34) bis (43): '

T
(8) gt = B, (dg*) + B () + By () ,

oT
45) = B, (T,) + By (T,) + B, (dg*) + By (B) + Fo (] + B (D)

Bs folgt

o
(46) -F 5t = 0,4 = =77 [[48* Vy () cos (x=14) ay dx ,
(7) Wy = -3y einy 55 5@ .

(2] ist im wesentlichen die Lotabwelchungskomponente im Azimmt A entsprechend der

Be1
STOKESschen Theorie.

Betrachtet man amz/as s 80 kann man die beiden ersten Glieder auf der rechten Seite
von (45) vernachlissigen; denn es ist

(48) F,(T,) + Fy(D,) = 3% [ vl % "? siny + 2 %':';z cos § 7 cos (- A) ax
> 4

)
mit
I, 2
N, = 7= de = BR® siny dy de« .
Setzt man
oT
1 2
-g3% = %.2 >

8o ist 03.2 die Komponente der Lotabweichung in Richtung des Radius s , die zusdte~
lich durch die Berlicksichtigung der Topographie entsteht. Die Lotabweichung er.z be-
zieht sich also auf den variablen Radius r . Sie ist, wie spéter gezelgt werden wird,
maximal kaum griBer als 1". Aus (48) ergibt sich dann durch partielle Integration und

einige Umformungen grofenordnungsmifig der folgende Ausdruck:
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T’#ﬁ ffemz ln 1, cos(x = A) dr dx .

Der Aufpunkt liege in der Mitte eines Hochgebirges von 200 x 200 km Ausdehnung.

er.z sel in diesem Bereich eine zufidllige Variable mit der Amplitude 1" und der Wel-
lgnléinge 10 km. Nimmt man die Lingeneinheit gleich einem Kilometer, dann kann man
fir den Bereich des Hochgebirges den Mittelwert von 1n r, etwa gleich 5 setzen. Der
quadratische Mittelwert von cos(o - A) ist 0,5; damit wird (48) fir diesen Bereich
mit OPOO5 abgeschlitzt. Flir ein 3000 km entferntes Hochgebirge von 200 x» 200 km Aus—-
dehnung erhilt man mit den gleichen Parametern fiir Gr.z den geschitzten Wert 0J0002
fiir die Gleichung (48). Der Ausdruck (48) wird daher kaum 0005 Ubersteigen und kann
immer vernachlissigt werden. Aus (45) wird damit

aT % 2 B . ,
(#9) F355 = BF) + B(D) + B(H) + By(M) 5 e v-x .
Nl,z ist der Wert von N fir den Aufpunkt P, .

Die mit (39),(40),(41),(42) gegebenen GriBen Fys> F5s Fgy Fy werden umgeformt und
vereinfacht. Zur Abklirzung wird gesetzt:

(50) ¥,(45) iAi ;

1

(51) ()

12
(52) B(F) = 1Zl;/\i+ ; A
16 A
(53) B,(®) = ; y

Die Darstellung der einzelnen Glieder A,, A;, und ihre weitere Umformung ist in [/,
8.8 bis 17 zu finden. Es so0ll hier lediglich die Transformation der in F5(ﬁ) vorkom=—
menden Grbtle A.'1 ausfiihriich dargestellt werden:

=)

(A = [ H2025,00
(54)41\11 = -1ﬁ ff ﬁis sin(y,n) cosT cosy cos(x -&) do ,

Agq = %’r f ) | %J tan(y,n) cosT oos(x - 4) d= ,

und mit

tan(y,n) cos T = ~(§ +r .gir)@ - %) cos g 2 -la-1p %%
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folgt
4 v 1 3
(55) Ay = =35 ffﬂ? (% + ryi;) cos(ox = 4) de
Faft man alle Glieder Ai’ Ai* zusammen und vernachlédssigt solche Ausdriicke, die
auch in extremen Hochgebirgen kleiner als etwa OO1 sind,so folgt, wenn der Einfach-

heit halber fiir Tip Jetzt r geschrieben wird:

(56) Ay+ A+ Ay = f‘;.ﬁ; Jf 4+ ?:‘5 cos(at = £)/C1 + £2)2/2 47 ase "

(57) A4+ A5+ Ay = - 'Z%F'E ffﬁ -1—2- cos(x = A)/(1 + ';2)_1/2 - 17 d=x ,

(58) Aq - = thr_ﬁ J& i‘z cos(e = A)/(1 +82) M2 _ 472 ax
(59) A8+A9+A10 = E%F f/ i :7 cos(ex = A) :i_t-_;-z '?f d% -
2
..-? ffﬁ-:?cos(u-A);ngdx ,
(60) A“ = —%/fﬁb—cos(«-A)(r%...g) de
(61) Ay, = %ﬁ, /i frlr-l; sin( o 4) g—g ae ,

(62) Ayyrd,, = -peg /¥ cosx - )/ + £2)3/2 _ 47 q=
r

(63) Aget Ayt Agx = - 3, & -1-2- cos(ex = A)/(1 + g2)=1/2_ 17001 + gz)'J/z- 1/ d= ,
T

(64) A ge+ Aoy - -3 ffﬁ‘;z cos(ex = AY/CH + B2 472 £2 qu |

(65) Mgit Aget Ay = 5% [ § J;z cos(x = A)(1 + X1 + 62)2/2 47 & ae -

-y oste -0 62 (12 TV 9P -7 e,

(66) A11* = - 1ﬁ f[ ﬁ 1? cos (0‘ — A)(I‘ %% - c)[(,l + §2)—3/2 - 1] doe ,
(67) Aqpe - &3 1;,; sin(e = &)1 + 62)2/2 - 47 3B e
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(68) Ay Ayg = ;T In i—z cos(x = A)/(14 + gz)-3/2 -1/ d= .

Die Gleichung (49) mit (50) bis (53) und (56) bis (68) 148t sich auf der rechten Seite
in 5 Gliedern A} (i= 1, 2,...,5) szusammenfassen. Setzt man mit (49), (50), (51),

(52), (53) die folgende Beziehung an:

oN T |

2 - 1_2 _ = *
(69) 3535~ = g 78 i“‘i"’ ?Ai*’ i:Ai’

dann ergibt sich:

(2]

(70) A} 1 /52y con(x-a) 2 /31 + 62 _ 41 4 £2)/27 au

r
(71) A; = —-.lﬁ.ffﬁ"?cos(«-A)QU +,;2)-3/2 de

(72) A% = F= [[§ 1 etnCc - 4) 3B (1 + 632 am
r

(13) A, = Ag [JH Ly cos(x= 8) [$£C1 + €2 247 - (1 4+ 6272 4 1] ans

4
r
+dg [ x 3'!-2 cos(oc = &)/(1 + €2)3/2 _ 47 ae

(74) A; = 2-1?—(} fng"‘ 3;5 cos(ec = A) /(1 + ;2)'3/2 -1/ dee

Die Ausdriicke fir A: und A; lassen sich durch partielle Integration vereinfachen.

Substituiert man in (70)

= ¥ - 1_%
u = N=, u rN

Hi=
S
Hml-*

<
L]

81 + §3)7V2. L 831 4 £2)2/2

v

£330+ 832 30+ DY R

nimmt eine #hnliche Substitution in (72) vor, fihrt dann die partielle Integration
durch und faBt die erhaltenen Ausdriicke mit den Beziehungen (71), (73), (74) zusam-

men, so folgt fiir i AI die folgende Gleichung:
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(75) ;A‘; - -3 f/iﬁ{com}‘;(c ¢+ )2 23 20+ e2)7/2) ar aw -

_Jﬁf/lr.a_ﬁ{sm“}%gu +€2)y1/2 a2 gu +

-COB &

+,1Fﬁﬂﬁi_z{oosoc}{%[<1 +§2)-5/2"1]"(1+§2)—3/2+1}d: o

sin o

sdg s { T T e s e

8in «

N P S VR PR ALY

sin

Der obere Ausdruck in den geschweiften Klammernm gilt fur die FNord-sid- (A = O°) und
der untere fiir die Ost-West-Komponente (A = 90°) der Lotabweichung, also fiir § bzw. 7 «

Die Differentialquotienten

ax 1 ¥
T und T

sind entlang der Erdoberfliche genommen, wie {iberhaupt alle Werte N, ﬁ, 8, 4g* in
bezug suf die Erdoberfliche zu verstehen sind, wie bereits frilher betont wurde. Zer—
legt man die entlang der Erdoberfléche genommenen Differentialquotienten in eine hori-
zontale und eine vertikale Komponente, so ergibt sichs

)| N aN sh
'E’[r%+[5ﬁar1v ’

1 o 1 ,oN 1 , 9§ 2h
1% = s/{=ft*s{m=s -

Mit einigen Umformungen folgt fir die Ableitungen entlang der Erdoberfliche
a6y M o o L 2w Bty
or r L@ TR = rTT ’

(77)1%23 —9“-[%E+%N]g-£- .

k3

Werden diese Ausdriicke (76) und (77) in (75) eingesetzt, so erhilt man:
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cosu}% [EG + cz)-1/2_% ;3(1 5 ;2)-3/2] dr de +

8in

A -3 fe

1 glogecy 4 2.=1/2
+ 3= ﬂ e“{-cosc‘}rt('t +£%) dr doc +

cOo8 o

Jil { } L2+ 6372 ) -1 + 6P w47 ar a4

+
=?|-t
il

sin o«

‘Uni_z{cosu} [(1-0-;2)-3/2-1]6*1-

sin o

E.\

1 4ot 1 (0% 2\-3/2 _
v gt ff 2 r{siw}[(1+g) 17 dr dx +

4
PSR L orea s VA O 4 7 A e
: n o

4 si
e s n“}lr%} £+t 2 arax .

-008

In den beiden letzten Gliedern der Gleichung (78) werden die Differentialquotienten

2 ot
oT und b=

auf dem Wege der partiellen Integration in den Ausdruck & umgeformt. Es ist
s ‘
Srecr+ g2y 2 23 20 4 62327 Har = § 620+ B2

und

%g@.,_gz)"“/?- sin(-a) &£ = 3 2 (148124 sinee-b)- -15[(1+§2)1/2-1] cos(e-4) .

Nach einigen weiteren Umformungen erhiilt schlieBlich die Gleichung (78) die folgende
Gestalt:

(79) i A; = %ff Gr{cosu}%[é‘.ﬁ + Cz)-1/2 -% §3(1 + §2)-3/2] dr do +

sin oc

sin «

vtz o JE e e araw s

-C0S X

v 3= [ 1;{008 “ }[%[(1 e e/ 47-(1 + €372 47 ar ax +
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nooh + m i {oos a} [~ g5 {(1 + g2y=3/2_ 1} +4g* {(1 + g2y=3/2_ 1}7 dr a«
(79) *

_ %8p [e08 =) 2 2\-1/2 _
mﬂ {smd}ga +t%) dr de

f/ 1 Meg {smd }[(1 +eHY2 L 47 ar de

T 00(_ -CoSl

Die Eomponenten der Lotabweichung an der Erdoberfléiche im Meridian und im ersten Vertikal,
§ vzw. 7 , errechnen sich daher mit (35), (46), (47);, (69), (79) nach den folgenden Glei-
chungen, wobel o, o das Azimut der Lotabweichung © im Aufpunkt P2 ists

IR W L

E1 - co8 «
(s1) 721} - ‘1?? ffﬁg v“(w) {sinrx}dv de -

Die in (81) und (79) vorkommende Schwereanomalie d4g* dist nach (35) aus den Para-
metern der Gelidndeneigung und dem Azimut der Lotabwelchung nicht sehr vorteilhaft zu
berechnen. Sie wird umgeformt in die Freiluftanomalie, die Lotabweliochung und den Para-

meter & . In (35) ist

tan (y,n) cos (“1.9 - °‘1.n)

die Komponente der Geldndeneigung im Azimut 4.0 der maximalen Lotabweichung 0 .
Bei den weiteren notwendigen Umformungen wird wieder die partielle Integration heran-
gezogen; es werden auch die rechtwinkligen GAUSS-KRUGER-Koordinaten eingefiihrt. £,

bzw. n, 8ind die Komponenten der Lotabweichung entlang den Linien Y = comst bzw.

X = const dieses Koordinatensystems, Qr* ist die Komponente entlang der Verlin-

gerung der “ebenen Entfernung" r* der Punkte Pz und P1 iiber den Punkt P1 hinaus.
Die zahlreichen Transformationen ktnnen in /7/, S.24 bis 31 nachgelesen werden. Hier

80ll nur das Brgebnis mitgeteilt werden.

008 <

(82) 5}'- - 35 [ deg M(w){ }dv doc -

in x

co8 o

'%‘iﬂﬁ%{ }f%lﬁ s 6020 ) 2 (14 )2 L4 arax +

sin «

+'121fﬂ9r* {::B }32- [6G+£2712] ar a4
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2\-1/2
1 1 9 sin« cosx & (1 + &) }
h T L™ S
s vl € a«{m 2 £(1 4 £2) V2 *

3 {ooaa‘ =« §(1 + §2)-1/2

dr 4
Tl 3 sino cos ¢ £ (1 +§2)'1/2}j Tase T

04 cos o
SF{ } §2(1 + ;2)-1/2 dr de +
sin o«

sin «

*EJFG"U%T&E{ }K1+§2)1/2-1jdrdu :

=008 o<

Sohlieflich empfiehlt es sich, die im dritten, vierten, fiinften und sechsten Glied der
Gleichung (82) erscheinenden Ableitungen nach den Polarkoordinatem r,« zu substitu-
ieren duroh die Ableitung nach den rechtwinkligen Koordinaten x, y, wobel die x-Achse
nach Norden und die y-Achse nach Osten zeigt, so da8 man hierunter auch die GAUSS-
KRUGER-Koordinaten X, Y verstehen kann.

Mit den fiir jede Funktion ¢ gilltigen Beziehungen

a'f d de

5 = oosua—§+ainm-ﬁ s
19 = =-ginc -gg + cos -g—'f-
T 3 x y

und einigen Umformungen nach den Regeln der pariiellen Integration folgt endlich die
nachstehende Gleichung fiir die Komponenten der Lotabweichung an der Erdoberfléche im
Meridian und im ersten Vertikal:

(83) 5} = i’f fT/" dgp Vm(ﬂr){ o= }dv doe =

ov0 P:0 in o

"2" .{f[ *‘ay]{::::}Cﬁ + Cz)-1/2 dr de +

s {ooa « £2 (1% BV 2min?u f14 £2)V2 - 47

dr d
sin ¢ cos oc[cz(1+ §2)"1/2 +(1+ §2)1/2 - 17 } T e

ASF {sin « 008 o« [E2(1+ € 2y-1/2 , (1+ :2)1/2 7/

dr 4
sin®x £2(1+ 2)—1/2 - cos ec[(1+ g2)1/2 - 1]} T e

+ovell =5

+;—-Rff - NPZ) %{::: :}E (&) dr dx
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mit

Z@ = et (s -t - - e

Die Gleichung (83) 1l8st also die Randwertaufgabe fir die Erdoberfliche. Die finf
Glieder auf ihrer rechten Seite sind nach der GriSenordnung ihrer numcriaeh;n Be-
trige geordnet. Das erste Glied, das Hauptglied oder das Glied nullter Ordmung, stellt
die bekannte STOKESsche LSsung fiir eine sphiirische Erde dar. BEs erreicht Werte zwischen
=30" und +30", wenn man von vereinzelt vorkommenden.extrem groBen Lotabweichungen ab-—
sieht.— Das zweite Glied ist die wiohtigste durch die Beriioksichtigung dér Topographie
hingugekommene Erweiterung. Es ist linear in € und damit 1n-don topographischen
H5hen, man spricht daher auch von dem linearen Glied. Das Integral fiir das zweite Glied .
mf man nicht, wie das fiir das erste, fiber die ganze Erdoberfléche ausdehnen; es ge-
niigt meigtens ein Umkreis von wenigen 100 Kilometern um den Aufpunkt. Im Flaohland und
im Mittelgebirge ilbersteigt das lineare Glied nur selten 1", im Hoohgebirge kann es
grofer als 1" sein.~ Die Strukturen des dritten und vierten Gliedes sind einander sehr
dhnlich. Beide Glieder sind quadratisch in ¢ und damit in den topographischen HYhen.
Wihrend beim ersten linearen Glied der Integrand mit wachsender Entfernung vom Auf-
punkt wie 41/r abnimmt, erfolgt beim dritten und vierten Glibd die Abnahme entspre-
chend 1/r2. Im Flachland und im Mittelgebirge kinnen diese Glieder fast immer ver—-
nachlissigt werden . Man wird sie nur 1m Hochgebirge mit extremem Relief berilicksich-—
tigen milssen und braucht auch dann in diese Integrale nur einen Umkreis von etwa 10
bis 20 km einzubeziehen. Das dritte und vierte Integral in (83) werden kaum Werte
zwischen OF5 und 1" iibersteigen.~ Das fiinfte Glied auf der rechten Seite der Glei-
chung (83) sohlieBlich iibersteigt auoch in extremen Fillen kaum den tausendsten Teil
von £ und » selbst. Es soll daher im weiteren nicht berlicksiohtigt werden.

Setzt man fiir das dritte und vierte Glied in (83) zur Abkiirzung

(84) ::} )

Je nachdem, ob § oder 7% zu berechnen ist, so folgt aus (83):

ar v =
@ 2} -] [ (1] o e -

o0 Y0

) 3 co8 o 2= JE
S g H {0 e et e ae
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4. Die Integralgleichung filr das gravimetrische Zusatzglied

In Gleichung (85) lassen sich das erste und das dritte Glied auf der rechten Seite
aus den Freiluftanomalien, aus der Topographie und aus den sphirischen Koordinaten
¥y x direkt bestimmen. Im zweiten Glied dagegen tauchen die horizontalen Ableitungen
der Lotabweichungskomponenten, also der unbekannten und gesuchten GriSen, im Integran-
den auf. Die Gleichung (85) ist daher iterativ zu ltsen. In der Praxis kommt man aber
meistens mit der ersten Iteration aus, wie spiter gezeigt werden wird.

Hat man mit A/, S. 7, Gleichung (17) und (18), die Formel
JST 008

X4 1 { }
86 = 4 d
@ o) - v Ve e

80 gilt mit /1/, S. 14, Gleichung (83) und (86) die Gleiohung

)% oy
@) 5z+75 = -zrom I Pep -4/ ) axay +freny -y, .
Hier ist

dST} .

(88) x1 = %g—i {ainya-v— “‘91'(19

1’2'27&' 2—-31n2)w+-... .

¥

Vergleicht man (85) mit (86) und substituiert mit (47) im ersten Glied in (85)
25

1
~2eVWemy <

und beim zweiten

a9 _ a8
B — dgp  LEaegVE o R

so folgt mit (86) und (87)

(89) %+§§ = -oreg J ey - 48y o7 Ky(¥) axay +

"'Rﬂ-ff [%*%]%’ {Sin?% §(1+C2)-1/2} dxdy +

9dy 94,

+%tan<p~€+(-5-;+1-i) .
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4g, , 1st die Freiluftanomalie im Aufpunkt P, . Nun ist genshert
(90) & {siny 20+ eDT2) x L B Ak RO2) o Loas 272
Daher gilt mit /45/, S. 275

() m+52 = - grom J ey - 485,07 K dxay -

'2‘1ﬁjf[§+-g—§]h(1+§2)'3/21;zdudv +
+(-g-cxf3-+—:;1)+%tan(f-§ ‘

Dies ist eine inkomogene Integralgleichung der 2. Art fir die in die Gleichung (85)
auf der rechten Seite im zweiten Glied einzusetzende Grbfe

ok ]
'b';""a_y,' .

Diese GrtBe kann aus (91) bestimmt werden. Die Integralgleichung kann man in folgender
Form schreiben:

(92) f(x,) = &lxp) + Aff #(x,) k(xp, x) dx, .

Vergleicht man diese Bezlehung mit der Gleichung (91), so ist

(93) A =1 ,

(%) #(x)) = 3%+ 7% s

(95) 8Cp) = - goigm N [Aey - Aeg o 7 Ky axay + [ok + 3L 7 + L tany €,
(96) k(xp z) = -gpgh 1+ 2K G ,  axy = axay

Der Kern k(xz, x1) ist antisymmetrisch, weil h antisymmetrisch ist;

k(xa, x,) = - k(xy, xz) .
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Ferner ist der Kern eigentlich nicht stetig, weil er fiir ¥ —» 0 gegen Unendlich
geht. Man kann aber bel der Integration in (92) einen angemessen kleinen Kreis um
den Aufpunkt ausschlieflen, ohne dal das Integral seinen Wert Hndern wiirde. Den Radius
dieses Kreises kann man dann gegen Null gehen lassen. Unter dieser Voraussetzung er-—
£iil11t der Kern die Bedingung, stetig und endlich zu sein.

Die Integralgleichung wird iterativ nach der NEUMANNschen Reihe geltst. Man erhilt
dann nacheinander folgende Niherungslisungen:

97) 24(x;) = &lxp) ,
(98) £,(x,) = &(x,) +1ff elxy) k(xp, x,) axy
(99) 23(x,) = &(xp) + Aff a(xy) k(xyp, ) ax, +
+ 2 [fa(xy) ax, [ k(xp, x3) k(x5 x,) axy .
Die NEUMANNsche Reihe hat damn folgende Porm:
(100) 2(x,) = &(xp) + Jf &lx,) g A% x (x, %,) &x, .
k (x,, x,) ist der iterierte Kern,
(101) ky(x55x) =  ff Xy 4(xpy x3) k(xqy x4) x5

In der Theorie der Integralgleichungen wird gezeigt, da8 die NEUMANNsche Reihe kon-
vergiert, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

(102)  ff¥%(x,, x,) dx, dx, = 11-2 , X o= 1 .

Der Kern k(x,, xz) ergibt sich nach (96); er hingt von der Topographie ab. Je klei-
ner die HShen sind, desto kleiner ist der Betrag des Kernes, und um so besser ist die
Konvergenszbedingung (102) erflillt. Je steiler das Relief ist, um so griBer ist der Be-
trag des Kernes, und um so kritischer wird die Frage der Konvergenz. Der Kern kann
nach (96) wie folgt geschrieben werden:

(103) k(xqy x,) = -2

<l

L+ (B )H2P2

HiE b

Je kleiner die Geldndeneigungen sind, um so kleiner ist h/r, und um so kleiner ist
der Kern. Wenn h/r gegen Null oder gegen Unendlich geht, dann geht der Betrag des
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Kerns der Integralgleichung auch gegen Null. Der Maximalwert des Ansdruoks
h

(104) —
n+ (B2

im Kern betrigt 0,38 flir h/r = 0,71. Wenn die Gelindeneigungen gegen Unendlioch
gehen, bleibt der Betrag des Kerms endlich,

BEs soll jetst der Wert auf der linken Seite der Bedingung (102) abgeschiitzt wer-
den. Setzt man

(105) b = pr? = B(R¥)?
oder
(106) & = pr - pry ,

dann gilt fir des in der Bedingung (102) erscheinende Quadrat des Kerms

2 4 1 2
(107) x°(xqy x,) = [ ﬁR——m]
1 2 X [:H'('f) ¥
Integriert man in der Bedingung (102) mit den Integrationsvariablen
ax, = do, a4y, und ax, = dox, dy, ,

dann folgt
[s]
E)?
LirENP
r

(108) lfka(x1, x,) ax, dx, &

r° 18t der Radius der Integrationsfléche, h® 1st der HShenuntersohied zwischen
der Peripherie dieses Kreises und dem Aufpunkt.

Die vorstehenden Deduktionen, bei denen betrachtet wird, ob die Bedingung (102)
erfillt ist, enthalten in den Gleicmngen (105), (106), (107), (108) einige Verein-
fachungen, durch die der Wert der linken Seite der Bedingung (102) vermittels der
Gleichung (108) zu hoch eingeschitzt wird. In Wirklichkeit wird der Betrag des Inte-
grals in der Bedingung (102) kleiner sein, als er nach (108) ausgewiesen wird.
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Wenn in (108) der Quotient h°/r° klein ist, insbesondere kleiner als Eins,
dann 1st das Integral auch klein und kleiner als Bins. Ist aber h°/r° gros,
dann geht der Ausdruck (108) gegen (h°/r°)"'4 und ist daher auch klein und kleiner
als Bins. Der maximale Wert von (108) ist 0,15 fiur h%/r® = 0,71 und demit wesent-
lich kleiner als Eins.

Die Bedingung (102) wird nach diesen Untersuchungen immer erfiillt sein, und die
NRUMANNsche Reihe wird daher fiir jede Topographie konvergleren.
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5 Die Formeln fiir die Bestimmung der Lotabweichungen an der Erdoberfléiche nach dem
gravimetrischen Zusatzglied

FaBt man die theoretischen Untersuchungen zusammen, so ergeben sioch folgende For—
meln fiir die Berechnung der Lotabweiohungskomponenten an der Erdoberfléche:

(109) fl} - -5 7 f‘s, Vu(¥) {“"}a’v doc -

wre yre sin
_ﬁ ﬂ[g + ’Zy]g (1+ §2)-1/2{51n“}dr dot + {:j} 3

(110) §, +2, = -gygg JJ Meg - 48507 [(¥) dx dy +
+[‘30;J§+%J7]+'1§tan?~§+
+ I {aitem Jf My - day o 7 BKy(y) do,ay, = [ + F 6T -
ZTOR 8p ~ 48p 0/ Ky() dx,dy, = [ 555 + 35 &

-ﬁtancp 5} h(1+ 1;2) -3/2 K1(w)du2 Ay, + eee

algp {cos (Y (1+ !;2) -1/2_ sinx [(1+ §2)1/2 1/

d
sin o cos x [';2(14- ;2)'1/2 +(1+ :2)1/2- 1]} e

(111) j:} = g | =&

24gp (s1n e cos [c2<1+ ;2>‘V2+<1+ ONLRY/
el 2

d .
sinx 2(1-&- 14 ) -/2_ 008% [(1+ & )1/2- 1]} ¥ ae

In (109) kann man das zweite Glied auf der rechten Seite mit dem ersten susammen-—
fagsen. Die NEUMANNsche Reihe kann man in (110) in den meisten Fiillen, wenn das Relief
nioht sehr steil ist, naoch dem Glied nullter Ordnung abbrechen. Es verbleibt dann nur
das erste Glied auf der rechten Seite. Ferner kann man in (110) setszen

1

K(y) o S

Mit diesen bel nicht zZu extremem Relief zulissigen Vereinfachungen folgt

w0 e tn] ] sz e or {1 ew am {3,

ols0 yeo
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g~ 4g
1 -~ ~ h F F.0

(113)  E(dgp) = Gu( §,+ 7,) m % on( g+ ) ¥ ‘?rﬂ—';z—— dr d« .
h ist der HbShenunterschied gegeniiber dem Aufpunkt, KG(A;P) ist das gravimetrische
Zusatzglied.

Mit gewlssen Annidherungen kann man das gravimetrische Zusatzglied interpretieren als
die Reduktionsgrife, die man zu den Freiluftanomalien an der Erdoberfliiche addieren muf,
um gewlssermafBen zu den Freiluftanomalien i Niveau des Aufpunktes zu gelangen. Fiir die
Freiluftanomalie im Punkt PH an der Erdoberfliche gilt mit (20)

IZSF]A = g+20 Hr.+ 2 o by, = ¥e .

Berechnet man aus 138371 die Freiluftanomalien entlang der Lotlinie des Punktes P,
also die vertikale Fortsetzung nach unten und nach oben, so ergibt sich die entspre-

chende Freiluftanomalie im Niveau des Aufpunktes P2 durch diese Transformation ent-
lang dem Radiusvektor folgendermafBen:

(e, % [yl +[$ e [ s
1 4
¥un ist
$£ . -2¢g Hy $ - -2p1, .
Hier ist li.8 bzw,. H,. die mittlere Kriimmung der wirklichen bzw. der normalen Niveau-
fl&chen.

H = %(%1_ + %) = %(tf:' + ‘2) .
%, und , sind die Hauptkrimmungen, Ry und R, die betreffenden Kriimmungsradien.
Bs folgt

lgy/, & [gy/y +2e(B; -HD b .

Die Anomalien der Krimmungen in Nord-Sild- bzw. in Ost-West-Richtung kann man aus-
dricken durch die Differemtialquotienten

o ®

55 und 3§ N
Man findet also

lgg/, = [lgg/y +8(§5+ 723) b

und mit (410)

(114)  [dgy/, = [Agy/, - n 3y [[ MAey dgy o/ i"’ ar d¢ = dgy + KB(4gg) .
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6. Numerische Beispiele fiir die Berechnung der Lotabweichungen

Um eine Vorstellung von der GréfBenordnung der Betridge zu bekommen,um die sich die
Ergebnisse der vorstehenden Theorie von der klassischen STOKESsohen Theorie unter-
scheiden, wurden die Lotabweichungen nach den Formeln (109) bzw. (112) fiir ausge-
widhlte Beispiele, an einem Gelindemodell und an zwei Beispielen aus der Praxis,

berechnet.

Zundchst soll das Gelindemodell betrachtet werden (Abb. &) /10/. Dieses Modell
besteht aus einer sphirischen Erde vom Radius 6370 km mit der Dichte ¢= 3 g om'3.
Zur gravitierenden Masse dieser Kugel addiert sich die Masse einer zweiten Kugel mit
einem Radius von 7 km und ebenfalls der Dichte ¢ = 3 g cm-3. Der Mi#telpunkt dieser
Kugel befindet sich 2 km unterhalb der Oberfliiche der ersten Kugel; ihr hichster
Punkt iiberragt die erste Kugel daher um 5 km. Er wurde als Aufpunkt fiir die Be-
rechnung der Lotabweichungen gewdhlt. Die Topographie um diesen Aufpunkt ist rota-
tionssymmetrisch, so dal im Aufpunkt die Lotabweichungen durch die Gravitations-—
wirkung dieser beiden Kugeln gleich Null sein werden; daher wird noch eine dritte
Kugel hinzugenommen. Sie hat einen Radius von 10 km, ihre Dichte ist ebenfalls

¢ =3g cm'3, ihr Mittelpunkt hat von dem der zweitenKugel die horizontale Ent-
fernung 20 km, der sphirische Abstand der Mittelpunkte der zweiten und der dritten
Kugel betrigt 0918 s, Gle Bntfernung der Mittelpunkte der ersten und der dritten Ku-
gel bel#duft sich auf 6359,73 km.

Abb. 4. Modellerde zur Berechnung der Lotabweichungen
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Die numerische Auswertung der Formel (109) fiir den Aufpunkt P, ergab fur die

Lotabweichungskomponente in der Richtung zum Mittelpunkt m3 der dritten EKugel die
folgenden Werte. Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung (109), also das
Integral von VENING-MBEINESZ entsprechend der STOKESschen Theorie, betrug =55§5 . Das
gweite und das dritte Glied suf der rechten Seite der Gleichung (109), also die Wei-
terungen der vorstehenden Theorie gegeniiber der Theorie von STOKES, betrugen zusam=—
mengenommen +15%2 . Das ist eln Betrag, der nicht vernachléssigt werden kann. Man
erkennt, dafl die Weiterungen der vorstehenden Theorle 1n bewegtem Geldnde nicht ohne
weiteres vernachlissigt werden diirfen. Insgesamt ergab die Formel (109) fur dle Lot-
abweichung aus Freiluftanomalien =-40§35 . Aus den bekannten Massen des Gelindemodells
resultierte fiir die Lotabweichung der Wert =-40%57 . Die Differenz betrigt nur op22 ,
sie kann schon aus den Abrundefehlern bei den numerischen Rechnungen erkliéirt werden.
Das Ergebnis bestitigt die Richtigkeit der Formel (109).

In einem aus der Praxis herausgegriffenen Beispiel /10/ wurden die Lotabweichun—
gen im Meridian fiir zwei etwa auf dem gleichen Meridian (A = 32°50' &stl.) auf der

Insel Zypern etwa 50 km voneinander entfernt gelegene Punkte bestimmt. Die Insel
zeichnet sich durch ungewthnlich grofle Freiluftanomalien aus, die Betritige zwischen

100 und 30C mgal erreichen. Die Topographie ist dadurch gekenmnzeichnet, daB sich
gwischen den beiden an der Kiiste in Meeresniveau gelegenen Punkien ein Gebirge in
ost-westlicher Richtung mit H8hen bis zu 1951 m eratreckt.

Nach Gleichung (109) wurden die Erginzungsglieder, also das zweite und dritte,
berechnet. Fir die Werte von Ex + Qy wurde der Mittelwert mit dem Betrag 1J6
Jje km errechnet. Beim ndrdlichen Punkt ergadb sich fiir die Lotabwelchung im Meridian
die Korrektion +0y6 , beim siidlichen Punkt waren es ~OF6 . Die Differenz beider Lot-
abwelchungen ist also um 1§2 zu korrigieren. Das dritte Glied 6§ in (109) bvlied
unterhalb von O%01 ; denn die Gelindeneigungen waren im allgemeinen kleiner als 1/10.

Fiir das Territorium der DDR wurden die Werte des gravimetrisohen Zusatzgliedes
nach (4113) im Bereich des Oberharzes berechnet /418/. Dabei wurden die im gravimetri-
sochen Zusatzglied unter dem Integral vorkommenden Freiluftanomalien in genligender
Anndherung mittels folgender Beziehung durch die topographischen Hthen hb aus~-
gedrickts

(115) dgF = a+b-.h .
a und b sind hier konstante GrdBen. Der Wert von a wird nicht bendtigt, weil nur

die Differenzen der Lotabweichungen in (113) eingehen. Fiir b kann man in genligender
Annherung setzen
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Daher kann man das gravimetrische Zusatezglied durch die topographischen Hthen aus—
driicken:

(117) K 6(dgp) = -h%ﬁ-}jk-;lﬁdrda .
r

ho ist die orthometrische Hbhe, ho. o Gleser Woert in dem Punkt, filr den das Zu-
satzglied berechnet werden soll. Die Formel (117) gilt, solange die BOUGUER-Anomalien

einigermafen glatt verlaufen. Anderemfalls muB man in Gleichung (143) substituieren
(118) 4gy - A‘!‘.o = 0,1 (B=h, ) + 4gy ~ dgg ,

wenn 453 die BOUGUER-Anomalie ist.

Zur Answertung des Integrals (117) wurde das Geblet des Oberbarszes mit einem
rechtwinkligen Gitter von x,y-EKoordinaten mit 0,5 km Maschenweite iiberdeokt. Man hat
dann filr die numerische Integration

(119) m(dgy) = -n % % (o= By oy Vix -
Dabei ist
0,1 1
U = =357 40y P '>'ik72 .

4’1]: ist das Fllichenelement von 0,5 x 0,5 kn GrtBe. Auf diesem Wege wurden die
Werte flr

K3(4 -4
(120) _EEG_I) - _%Trffﬁg_rzigdrdoc = G(§x+12y)

gewonnen. Bin Teil dieser Werte, die die Dimension /mgal/km/ haben, ist in Abb, 5
dargestellt, die das Brockemmassiv (1142 m Hbhe) {iberdeckt. Der Brockengipfel liegt
etwa im Bereich der 0,5x 0,5 km groBen Quadrate, die in der 7. Zeile von oben und in
der 3. und 4. Spalte der Abb. 5 gelegen sind (70 bzw. 57 mgal/km).

Die zu den Werten von Abb. 5 gehirigen Daten fiir das gravimetrische Zusatzglied
KG(Agr) ergeben sioh nach Multiplikation mit dem HShenuntersohied gegenliber dem
Aufpunkt. Wihlt man den Brookengipfel als Aufpunkt, dann erhiilt man die in Abb. 6
dargestellten Werte fir das gravimetrische Zusatzglied. Diese muf man nach (112) su
den Freiluftanomalien im Integral von VENING-MEINESZ hinzuaddieren, wenn man die Lot-—
abweichungen fiir den Brockengipfel errechnen will. Die Daten in Abb. 6 haben daher die

Dimension /mgal/.
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Werte m(Ag,) im Berseich des Oberharzes

Die Gleiohung (112) unterscheidet sich vom Ausdruck (109) fur die Lotabweichungen
pnicht suletzt daduroh, daB8 in der NEUMANNschen Reihe filr

beriioksichtigt worden ist. Bs entsteht die Frage, wie gro8 die dabel vernachléssigten
§x+ Ty fiir den Bereich des

Betriige sind. Zu ihrer Klirung wurde der Ausdruck
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Brockengipfels nach der Formel (110) berechnet, also unter EinschluB des zweliten Glie-
des der NEUMANNschen Reihe. Berechnet man mit diesem nach (110) erhaltenen Wert fir

€t 7y den Betrag

mgp)/h = 6( &+ 72)
fiir den Gipfel des Brockens, so findet man folgenden Sachverhalt.

Das Glied nullter Ordnung in der NEUMANNschen Reihe fur E + 12 hat fir den Gipfel
des Brookens nach Multiplikation mit G den Wert +70 /mgal kn"“] « Das zweite Glied
in der NEUMANNsohen Reihe erreicht fir den Brockengipfel den Wert +4,7 [mgal xn
Beinm Ubergang von der Pormel (110) gur Pormel (113) vernachllssigt man also einen
relativen Fehler von nur 7 %, wenn man den Brockengipfel als Aufpunkt wihlt A4/,

Ein Fehler von 7 % kann hier meistens vernachlissigt werdenj denn das gravimetri-
sohe Zusatzglied hat nur in Ausnahmefillen einen EinfluB8 von mehr als 1" bis 2% auf
die Lotabweichungen. Ein relativer Fehler von 7 % im gravimetrischen Zusatzglied wird
daher die Lotabweiochungen im allgemeinen um nicht mehr als 0007 bis 014 bveeinflussen;
das sind Betriige, die vernachliéssigt werden kUnnen.
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7« Die Bestimmung der Lotabweiohungen an der Erdoberfléche naoh Addition der

isoptatischen oder der Geléndereduktion zu den Freiluftanomalien

Die Gleichungen (109) bzw. (112) sind nooh einer Verallgemeinerung féhig. Geht man
von (112) aus und setzt dabel zur Abkiirzung

(121) Ivl(dgr) = --ﬂff [ Aggr Xa(4gy)/ V,(V){ ::}dw de

os0 Yoo

dann folgt mit (112)

JE' (ASF) }

(122) 52} ; Ivl(‘sr) E {"7 (481)

wobel zum Ausdruck gebracht wurde, daB die Funktionen Jé und J? nach (111) auch
von den Freiluftanomalien linear abhingig sind.
In (121) und (122) ist mit (20)

(123) Asr -4 8s — X& + 0,3086 ho .

Gleichung (122) folgte mit (17) aus dem StSrpotential T an der Brdoberfliche & .
Fir dieses wird T gesetzt, und es gilt

o1
(124) T = ﬁf[ $2las - [[rsZas .

G‘

Hun sel A das StUrpotential irgendeiner Massenverteilung in dem von der Brdober—
fldche umschlossenen Raumy, dann gilt such fir 4

51
(125) Ay = -fnﬂ 24 1 40 --z-x,-,ffA—ds :

und nach Superposition von (424) und (125) folgt

1
(126) 2, + 4, = 3 ff XBMLao- Lo ff e Fao .

Wie man aus (124) die Gleichung (122) erhalten hat , so findet man analog aus (125)
die folgende Beziehung:

(127) g“} = Iy (B + {

ies ‘

J?(IJA)
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Hier ist QA gewissermafen die Freiluftanomalie an der Erdoberfliche, die man aus den

das Stdrpotential A verursachenden MassenunregelmiifSigkeiten erhilt. Entsprechend der
Gleichung (123) wird

2
(128) D, = 4 +3§- o *+ 0,3086 h, _ .

dA/ov Dbezeichnet die vertikale Ableitung des St3rpotentials A an der Brdoberfliéoche,

#A.o ist das Analogon zur orthometrischen HBhe ho o Nun ist

2
2"", “w a’t - 0’3086 h‘.o - E A‘ E

Daher folgt

(129) DA = ?Tt - % ‘g .

Wie man von (124) zu (122) und von (125) zu (127) gekommen ist, so gelangt man analog
von (126) szu folgender Gleichung:

. dg (Ag + D, ) £
(130) ’z}' Iy ey + D)) + {s? (Ag:+ n:) -{?: .

Sind die Massen, die das StBrpotential A und damit auch die Anomalien Q‘ und die
Lotabwelchungen EA, Ko verursachen, a priori mathematisch genau definiert, und
gwar sowohl hinsichtlich lhrer rHéumlichen Verteilung als auch beziliglich ihrer Dichte,
dann lassen sioch DL und S‘, ?‘ genau berechnen, ohne geologische Dichteabschit-
zungen, die mit Hypothesen verbunden wiren.

Die Strmassen, die das Potential A hervorrufen, kbnnen z.B. die isostatischen
Massen sein, also die topographischen Massen iiber dem Meeresniveau mit der Standard-
dichte ¢ = 2,67 /g cm-%] und die isostatisohen Kompensationsmassen zwischen dem
Meeresniveau und der isostatischen Ausgleichstiefe naoch AIRY-HBISKANEN. Die iso-
statischen Massen miissen hier mit negativem Vorzeichen eingesetzt werden, die Stan-
darddichte hat daher negatives Vorzeichen. In (128) kann der Koeffizient beim norma-
len Freiluftgradienten in Strenge gleich 0,3086 gesetzt werden. Gleichung (130) ist
also ebenso wie (122) frel von Hypothesen.

Geht man von diesen isostatisochen Massentransporten aus, dann wird man zur iso-
statischen Reduktion DI und zur isostatischen Anomalie AgI gefihrt.

(131) dgy + Dy —= 4gg + Dy = dg; .
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Dies ist die iibliche isostatische Schwereanomalie, urd in (130) geht §, baw. 7,
in die aus den topographisch-isostatischen Massen bereshneten Lotabweichungen EI DEw.
ny Uvber. Bs folgt also mit (130)

§
e ?} B IVM(AGI)+ {6’1 (4gyp) Ko

Es ist hervorzuheben, daf die isostatischen Anomalien wesentlich mehr “geglilittet®
gind als die Freiluftanomalien. Es gilt daher

(133) ;-:% << -:-:%ﬁ- )
(134) Jg(g.) << & (4e3)
(135) dy(Lgy) << Hgy)
Weil schon
ds (Bgp) dy (dep)
ziemlich kleine GrtSen sind, kann man, wis slch gelgen 1¥3t, setzen
(138) dy (dgy) & 0 ,
(437) dpgp) % 0 .

Es folgt daher

- s = 4 -~ EI
(138) o} = 1y e {’?1}

oder ausfiihrlich

w P
€139) ’Ez} - _"ﬁff[dgf K3(dg,)/ Vu(v){:::}dva«-{zl} .
&0 Yeo i 1

Weil die isostatigchen Anomalien AgI Ageglhittet® sind, ist im allgemeinen

(140) m‘(ASI) < m(ASF) .
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Man wird daher in (139) das gravimetrische Zusatzglied in Abh#ngigkeit von dem iso=-
statischen Anomalien in den meisten FHllen vernachléissigen kUmnen. Nur in isostatisch
stark gestdrten Gebieten wird es zu berechnen sein; es wird wesentlich kleiner und

auch mehr ®geglittet™ sein als die Werte des gravimetrischen Zusatzglledes in Abhi¥n-
gigkeit von den Freiluftanomalien, wie sie im Abb. 5 und 6 dargestellt sind.

In vielen Féllen wird man daher statt (139) in ausreichender Niherung setzen kin-
nen

T T N i Py Y o LR I

®e0 YeO "ZI

Dies ist die iibliche Formel zZur Berechnung der Lotabwelchungen aus den isostatischen
Apomglien. Die aus den isostatischen Anomalien selther errechneten Lotabweichungen
s8ind also frel von Hypothesen iiber die Dichte in der Brdkruste, und sie beziehen sich
auf die Erdoberfléche.

Interessant ist auch die Interpretation der Gleichung (130) fiir den Fall; daB das
Potential A , die Anomalien pA und die Lotabwelchungen ;A’ % sich aus den
BOUGUBR-Massen ergeben. Diese erflillen den Raum zwischen dem Meeresniveau und der Erd-
oberfléiche mit der Standarddichte ¢ = 2,67 (8 cm"%]. Diese Dichte ist hier mit nega-~
tivem Vorzeichen aneusetzen, well die betreffenden Massen ideell wegtransportiert wer—
den. Geht man von diesen BOUGUER-Massen aus, so ist DL hier die BOUGUER-Reduktion
der Sohwere Dy. Ist 4gp die BOUGUER-Anomalie, so wird in (130)

(142) 4dgy + D, --?»Jgj. +Dg = dgp o

E‘, a gehen in die aus den BOUGUER-Massen hypothesenfrei zu errechnenden Lotabwei-
ohungen §5, 7%y Uber. Es folgt daher aus (130)

8. A % (ep)] {53}
(143) ?} Ivn( 8g) + {6? ds,) wl

Die BOUGUER-Anomalien sind wie dle isostatischen Anomalien im Vergleich mit den
Freiluftanomalien stark geglidttet. Daher gilt

943 348
() 753 =< rmy

(145) & (dgg) << 9 (dgg)

(146) J? (AEB> < CS'? (ASF) ’
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(147) g (dgg) & 0 ,
(148) Iy (dgg) ¥ 0 ,

und es folgt

§ " Ae Y- E:B
(149) ?} Iy, (e {’23}

oder ausfithrlich mit (139)

: \ a T 008 o §
(150) ?} - "ﬁ“liﬂgB + Ka(4gp)7 Vy(y) {sinu}dv s {?:} ’

Dieser Ausdruck li8t sich noch weiter vereinfachen. Zwisochen der BOUGUER~ und der
FPreiluftanomalie gilt die Beziehung

(151) dgg = dgy ~2Tfeh, + dg%p. "

wobel £ die Gravitationskonstante, ¢ die Diohte der BOUGUER-Massen, h  die
Hhe iiber dem Meers und ‘3'!op. die Geldndereduktion sind. Die Differens vom (122)

und (150) ergibt

c08 o
}dw Qot +
8in o

(52) -5 Jf (mBlgy) + 2T 25 h - dgy - Bldgg)] Ty(v) {

de (4gg) §
dp (dep) 7B
Das gravimetrische Zusatzglied als Funktion von den FPreiluftanomaslien einschlieSlich

der Glieder 2. Ordnung cig N J? 1588t sioh daher wie folgt durch dile GelHindereduktion
ausdrtickens

o« dy (4gp)
(153) --125 ff m(dgr) Vu(w){::: }dv doc +{JS( 8p } - _%?f[ [As!op. +
8 ) 4

8537 Vuly) 008 o< o il {DE}
+m(83 Ky {sinoc} voee T D,z

mit

D COB o< g
(15“) D;} = I?fj hvu("/’){ain“}d'/’dot -'{?:} .
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h 1ist wieder der HShenunteraschied gegeniiber dem Aufpunkt h = h,- ho.o’ ho. ° ist
die Hbhe des Aufpunktes. Nun gilt flir die Lotabweichungen EB’ ’ZB aus den BOUGUER=-
Massen

2y

£a L2 cos” ¥ 008 o .
(155) ?B} < hungw{un“}aw a

mit

B = 2Reiny .

Damit wird (454) zu

(156) Dg} ‘s [ &G,m {c““} ay ¢

= BT e & y o 3§
D, ¥ tn i sin o
Sp 18t dabei die mittlere Diohte der Erde.

Bs ist ferner
&ms2 f

a8
{157) ¢(W',h) - - 3-.;?- siny - -—-——?ﬁ .
sin -g 1+('E)

Sp(y) 1st die STOKESsche Fuaktion. Fir kleine Werte von y gilt in genligender
dnn¥herung

(158) F(rn) = /B 2B +-.) = Bl 0 .

2 ¥ <\E %'ﬁ A W

Bel grtferen Werten von 7% kann man setzen

asT c:c:oe:2 -'5
(159) ¢G»h) = - 5= siny - an .

Pir die Funktion JS(y,h) gilt im entfernteren Bersich mit (159) Tab. 4 .

Tab. 1. Werte der Funktion ¢ nach Gleichung (159)
im entfernteren Bersioch

0,1°10,5°| 4° | 4° |10° |20° |30° |40° |50° {60° [70° |80° |90°

G | +1,5[+1,5|+1,5 [+, 7| +1,9]|+2,1| +2,0] +1,6|+4,1| +0,3| =0, 4| =1 ,2|=1,7
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Wie man aus der Tabelle entnimmt, hat die Funktion ¢ im Bereich zwischen O,1° &
v & 90° relativ kleine Werte und einen glatten Verlauf.

Die Werte Dy , Dy wird man nach (156) durch Integration nur iiber den nahen Be-
reich mit (158) berechnen milssenj dann 188t sioch fiir § ein geschlossener Ausdruck
angeben, auch beli steilem Rellef, so daB Konvergenzschwierigkeiten nicht auftreten.

Nach diesen Entwicklungen errechnen sich die Lotabweichungskomponenten §, 7
aus den Frelluftanomalien und der Gelindereduktion der Schwere wie folgt:

(160) z} = - %3? f- f [Agy+ Asmop.* KB(dgg)/ Vy(w) {cosu } dy do + {D!}

wro  yeo sin D‘Z

oder, wenn man statt der Funktion von VENING-MEINESZ die STOKESsche Funktion Sm(v)
nimmt und wenn dw das Flichenelement auf der Einhelitskugel ist,

38, rcos x LY
(161) fz} = grg [ Ldspr deg, + m(AgB)ig;?{m“}aw *{D:} .

Die numerische Bereohnung der Lotabweichungen nach (160), (161) erscheint be-
sonders vorteilhaft. Dieser Weg wird melstens glinstiger sein als die Anwendung der
Pormeln (109) oder (112). Dieser Sachverhalt ist folgendermalBen zu begriinden:
¥Wie aus Abb. 5 und 6 ersichtlich ist, sind die Werte fiir KGCdgF)/h relativ groB
und kurzperiodisch, auch die Werte fiir KG(dgF) sind kurzperiodisch. Beide Werte
haben sowohl positives als auch negatives Vorzeichen. Man muB sie daher fiir relativ
viele Punkte berechnen, um die nttige Rechengenauigkeit zu erhalten. Die Maschen-
weite des Gitters in den genannten Abbildungen ist folglich nur 0,5 km. Die Be-
rechnung der gravimetrischen Zusatzglieder in Abhingigkeit von den Freiluftanoma-
lien ist daher relativ arbeitsintensiv. Die Geldndereduktion fiir die Schwere dagegen
ist eine "glattere® Funktion; sie hat nur das positive Vorzeichen, sie ist filr viele
Punkte ohnehin a priori bekannt und wird sich daher mit Vorteil bei der Berechnung
der Lotabweichungen nach (160), (161) einfithren.

Das gravimetrische Zusatzglied in Abhdngigkeit von den BOUGUER-Anomalien KG(AgB),
das ebenfalls in (160), (161) auftritt, errechnet sich aus (110), (113), indem man

dort die Freiluftanomalien durch die BOUGUBR—-Anomalien ersetzt. Auch die BOUGUER-
Anomalien sind mehr geglittet als die Freiluftanomalien. Daher gilt im allgemeinen

(162) K(}(AgB) << KG(AgF) :

In vielen Féllen wird man das gravimetrische Zusatzglied in Abhingigkeit von den
BOUGUER-Anomalien in (160), (161) iiberhaupt vernachlissigen kinnens
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(163) Ki(4gy) & 0.

Nur in Gebieten mit starken und unregelmifSigen BOUGUER-Anomalien wird man diese Grile
mitnehmen miissen. Die Konvergenz der NEUMANNschen Reihe (100), (410) fur KG(AgB)
oder fir Ex + 'qy in Abhingigkeit von den BOUGUER-Anomslien ist ebenso gesichert
wie die entsprechende Entwicklung in Abhingigkeit von den Freiluftanomalien; denn
die Konvergenz hingt mit (102) nur vom Kern ab, und dieser ist bei beiden Entwick-
lungen gleich. Man wird daher die NEUMANNsche Reihe erst recht dann nach dem Glied
nullter Ordnung abbrechen kdnnen, wenn man von BOUGUER-Anomalien ausgeht. Es gilt

in meistens geniigender Anndherung

(164) Ee(dgy) & Gn( & +7.)p 5 = 3§ jj 258e0 gr au

Der Index B bei ( & + 71)3 bedeutet hier, daf in (164) in der Formel fiir die Lot-
abweichungen statt der Freiluftanomalien die BOUGUER-Anomalien gesetzt werden miissen.
Die Gleichung (161) 148t sioh noch weiter vereinfachen. Es 148t sich zeigen, daB die
Ausdriicke 2.0rdnung :Dg bzw. D'? mit in das erste Integral auf der rechten Selte
der Gleichung (4161) hineingenommen werden kbtnnen und dann eine weitere Korrektion
fir die Freiluftanomalien darstellen. Man findet némlioch fiir die Funktion ¢(y,h)

in (156) mit (158) die folgende Beziehung:

,h) dy dec ¥ 2F(@yh) dw = Zp flm mmdee w.__.!_1 w
g(v ) dy dox V¢(V’ ) ;’[ W]d [l m]d

mit

sm('}’) & 'i,' ’

a8,

-3%- = —2? * = ceey g = % 3 r & E 5
Es folgt

D 98 co8 =<

s 3 1 T
16 = "FTLT ------ h/ 41— = d ®
(162) n,z} m /I V1+"g§ja‘/’ {sinx} ”

FaBt man (161) und (165) zusammen, so folgt endlich

sin

008 o
(166) E} = 1;1.“75 f[[AsF+ AgTOP-"’ KG(ABB) - -531 h(1=- ﬁ )/ 'a—T{ }dw .

Diese Formel empfiehlt sich besonders fiir die praktische Berechnung der Lotabweichun-—
gen an der Erdoberfliche aus Schwereanomalien.
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8, Die Bestimmung der Hbhenanomalien und der Geoidundulationen nach dem
gravimetrischen Zusatzglied

Nachdem mit den Gleichungen (109), (112), (160), (161), (166) die Formeln zur Be-
stimmung der Lotabweichungen angegeben worden sind, sollen auch moch die betreffen—
den Beziehungen zur Berechnung der Geoldundulationen K, bzw. der HShenanomalien Ng

entwickelt werden.

Die STOKESsche Formel fiir die Geoidundulationen lautet bei Abbildung der Erde auf
die Kugel

(167) X = #—I:',_l-,-é-f/ AgF ST(V) dw ,

wobei R der Erdradius, G ein globaler Mittelwert der Schwere, dw das Flichen-
element fir die Einheitskugel und Sp(y) die STOKBSsche Funktion ist.

Die Lotabweichungen an der Brdoberfléche ergeben sich aus den horizontalen Ablei-
tungen der HShenanomalien. Umgekehrt folgen die HShenanomalien

&
168 = —
(168) N T

durch Integration iiber die Lotabweichungen an der Erdoberflédche.

oN aN
(169) § = -z = "!Tof;—;' ’

) 1 ONg
(170) 7 = =37 = TR cosy %

Bei der Bestimmung der Geoidundulationen und HShensnomalien wird hier die Abplatiung
der Erde vernachliéssigt. ¢ und A ktnnen daher in (169) und (170) als geozentrische
Brelte und Linge éngesehen werden. Bo ist dann der geozentrische Radiusvektor des
Aufpunktes an der Erdoberflédche: R, = R + h, h, = orthometrische Hbhe. In (169),
(170) zeigt die x-Richtung horizontal nach Norden, die y-Richtung horizontal nach
Osten, Ist ds das horizontale Linienelement im Azimut A, denn erh#lt man die Ande-
rung der Hohenanomalie zwischen den Punkten FP; und P2 an der Erdoberfléche aus den

Lotabweichungen nach folgender Formel:

2, 7]
(171) W)~ (Ng)y = - j [Ecos A + 7 sin 4/ ds = - j 0y ds .
B4 By

Mit (112), (167); (169), (170), (171) gilt daher fur die iHbhenanomalie das folgende
Integral:
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B
(172) Ny = g% ff [dsy+ K6Wep)] sp(¥) dw .

In (172) wurden die Glieder 2.0rdnung vernachitssigt. BEigentlich tritt noch das Inte-
gral

173) -f[d'g cos A + d',z sin A/ ds
in (172) hingu. (173) ist analytisch schwierig zu integrieren.
Geht man aber beli der Bestimmung der Hshenanomalien durch Integration der Lotab-

weichungen von der Gleichung (166) aus, dann ergeben sich die folgender Beziehungen.
Betrachtet man ndmlich das Integral

R 36
am) =% ] - 2—9;; B(1 - ¢ arsh § Y 5,(¥) dw

und bildet seine Ableitung nach der x~ bzw. nach der y-Richtuag, so folgt, weil die
Ableitung von

it J dsp 5y 4w

das Integral

gs,
I;'h"’@ ﬂ ﬁsp T(W) {cos oL} deo

Iy sin «

ist, der Ausdruck
3 Ge 5 coB8 o
p il
(175) Fe ﬂ I~ TR hjﬁ {(1 g el ) ST(V)} { si }dw )

Nun ist

1 ~ R h 2 1 R _h
(1 —Earshg) ST(V') EANG| ——h-zarshrw)-‘; = z(v-ﬁarsh RV’) .
Die Ableitung dieses Ausdrucks nach % is%

1

-212-'!- & =-£zﬂ‘-—“—]='57ﬁ-v_—=_—1
| 4 y/iw§+(§)§ (4 V 1+(F_Evr )2 1+ ¢

und aus (175) wird damit
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3G as 08 «
1 1 1 T }
176 - h e ———— —— dw -
@16 g £ R /{1 - V1+g2} ¥ {Binec
Die Hbhenanomalien ergeben sich daher als Integral vom (166) zu
B 3 Ge
0 1
(177 ¥y, = =g ﬂ {431?"' Ag‘.ﬂop."’ KG(dgp) - TR h (1= g 8rsh !;)} Sp(y) dw

Dies ist ein geschlossenser Ausdruck fiir dle HShenanomalie einschliefllich der Glieder
2.0rdnung.

Hinsichtlich der Funktion arsh ¥ sind folgende Entwicklungen interessant:

arsh§ = 1ln (§+ 7V6+1) 3

arshf = g - 2 ;3+%6 gs =+ s00e gz & 1 3
h& = 1n |2 - ess 2 4 3

ars n |28 +Z? _;;7*' s & H

arsh § =

- 1ln |28 4—;2-+3-2—-§-7;—+.,.,§ & -1
3
50

1—%arshg = % §2 c""l’-ooﬁ’ ;2 é 1 -

Ferner ist

3¢G -1
m = 0,055 99 /mgal m /
m

mit ¢ = 2,67 /g om>/, ¢, = 5,514 /& om>/, G = 979 800 mgal, R = 6371 000 m.

Die HShenanomelien N, , die sich nach (177) ermitteln lassen, sind die Brhebungen
der Erdoberfléche iiber dem Telluroid. Die Geoidundulationen N, dagegen sind die Ab-
weiochungen des Geoids vom mittleren Erdellipsoid. Ist T, das Strpotential an der
Erdoberfliche, damn gilt

Ty

(178) Ng = W .

Ist T, das Storpotential im Niveau des Meeres, dann folgt

(179) ;r T
7 € = Z‘ .
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Das wahre Potential W, an der Erdoberfliiche ¢ ergibt sich aus dem Potential an
der Oberfliche des Niveauellipsoids C = const und der wirklichen Schwere zwischen
dem Meeresniveau und der Erdoberfl¥che nach

hy
(180) ®, = G-;afgdt = C-Eho .

Fir das normale Potential U gilt analog, wenn man beriicksiochtigt, daB in der HShe N,
Uber dem Niveauellipsoid sich das Geoid befindet und um den Betrag Ny unter der Erd-
oberfléiche das Telluroid verléuft und daf der Mittelwert der normalen Schwere vom
Niveauellipsoid bis zum Telluroid zu nehmen ist, wihrend der Mittelwert der wahren
Schwere in (180) zwischen dem Geoid und der Erdoberfldche integriert ist:

Telluroid Erdoberfliche
(181) Uy = C-F(N, +h~Hy ) =g B, = C= [ yat - [ yat .
Ellipsoid Telluroid
Es folgt
(182) Ty = We=Ug = = (@ =-F) b +7F, - Vg ) + g5 Ny
und mit (178)
(183) 0 = =@ -F) b, + F (N - e )

und schlieBlich aus (183)

(184) ¥, - Ky = é?iho z Bofn = E:Gihn .

Dies ist die Bezilehung zwischen den Hthenanomalien Ng und den Geoidundulationen X, .

In (4183) ist g ho = ¢ die geopotentielle Kote. Es folgt
(185) o = §hy, = yh, = F(h, + 8 -Fg) 3
hn ist die normale Hthe, die Hthe des Telluroids Uber dem Niveauellipsoid.

Die HShe der Erdoberfliiche iiber dem mittleren Erdellipsoid ist

(186) N, + b oder Ng + hy,
mit

[¢]
(187)h°=%, hns?;
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o ist hier wieder die geopotentielle Kote. Aus (187) folgt
(188) by -hy, = - (E-F) b, -
Die Gleichungen (184) und (188) ergeben
(189) N, + h, = Ny +h, ,
wie es a priori gefordert wurde.

Geht man von der H5henanomalie zur Geoldundulation ilber, so muf der Betrag
(190) % G - P n,
zur Hbhenanomalie addiert werden. Hier ist g mit einem relativ kleinen Fehler ¢g

behaftet, der von der geologischen Abschitzung der Dichte in der Erdkruste abhiingt.
Man findet mit (4184)

N h

€ - 0 (=
i 241 = S
ag 8 T “g

und mit (187), (188)

®h h
Qdg = -x2dg .
3g g T 8

Die Summe N + h, ist frei von dem EinfluB von dg

(191) %(Ne+ho) dg = 0 .

Wihrend also die Geoidundulation und die orthometrische HShe Jeweils von den Fehlern
in der Abschidtzung der Dichte in der Erdkruste beeinflulit werden, ist die Summe dieser

beiden GrtBen ebenso wie Ny, , by und Ny + h, <frei von diesen Fehlereinfliissen. Der
genannte Fehlereinfluf kann im Mittel einige Zentimeter und in extremeren Féllen einigs
Dezimeter in N, bzw. ho betragen.

Schliefllich wurden diese Erweiterungen der STOKESschen Theorie fiir die Geoidundu-
lationen in einigen Beispielen numerisch berechnet. Der Unterschied

2585,

zwischen den Geoidundulationen und den Hshenanomalien ergab sich fiir den Brockengipfel
(1142 m) zu +1 cm. Fiir die Zugspitze (2955 m) £3nd man =54 cm und fiir den Mont Blanc
(4807 m) ~180 cm /10/.
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Den EinfluB, den die Zusatzglieder

36
Agponr Mdey) - 2-9;%’ B (1 -3 amsn)

nach (177) auf die HShenanomalien nehmen, kann man abschitzen aus dem EinfluB, den
diese Glieder nach (166) auf die Lotabweichungen haben. Dieser ist gleich dem Effekt,
den die gusdtzlichen Glieder in (109) bzw. (112) auf die Lotabweichungen ausiiben und
deren numerisohe Betrtige in Kap. 6 behandelt worden sind. Betrachtet man ein astrono~
misches Nivellement von z.B. 500 km Linge, teilt diese Strecke in 10 Abschnitte von

50 km Liénge ein und gibt fiir jeden dieser Abschnitte den Lotabweichungen eine (relativ
hohe) Korrektion von +1", die zwisohen den Abschnitten den Charakter einer zufilligen
Variablen hat, dann ergibt sich fiir die gesamte Strecke von 500 km Linge nach dem Wur-—
zelgesetz filr die Fehlerfortpflanzung als EKorrektion fiir den Unterschied der Hthen-

anomalien der Wert

lg,1-.50km-1/1o = +70 cn .
Dieser Betrag wurde unter ziemlich extremen Voraussetzungen abgeschitzt.

Die Genauigkeit der Formeln (109), (112) fiir die Zusatzglleder diirfte bei etwa
20§02 liegen. Die Vereinfachungen in den mathematischen Ableitungen, die zur Formel
{177) fur die Hbhenanomalien fithrten, werden dort analog einen Fehler von weniger als

1-‘;,,o;'02-5o kn-Yi0 = +1 cm

hervorrufen. Die Formel (177) wird also die HShenaromalien etwa mit Zentimeterge-
naulgkeit zu bestimmen gestatten.

Die Erweiterungen der STOKESschen Theorie entsprechend der Gleichung (177) wurden
auch auf ein mathematisch genau definiertes Gelidndemodell angewandt /1Q/. Dieses be-
stand aus elnem ausgedehnten Gebirge von maximal 1,5 km Hbhe, die Amplitude der Ano-
malien betrug etwa 83 mgal. Bei diesem Modell #nderten sich die HShenanomalien durch
die Berlicksichtigung der Zusatzglieder um etwa 3 %. Geht man davon aus, daB die Hshen-
anomalien im Mittel einen Wert von etwa 25 m erreichen, dann bewirkt ein prozentualer
Fehler von 3 % elnen linearen Fehler von etwa + 70 cm. Dieser Wert befindet sich in
guter Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der obigen Abschitzung.

Ferner wurden an diesem Gelindemodell die HShenanomalien aus den Schwereanomalien
nach der erwelterten STOKESschen Theorie einschlieflich des gravimetrischen Zusatzglie-

des berechnet. Dariiber hinaus war es mbglich, diese Werte auch aus den bekannten las-
sen des Geldndemodells zu ermitteln. Die sich ergebenden Differenzen beider Werte la-

gen innerhalb der Rechengenauigkeit und betrugen nur 0,2 %.
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Mit der erweiterten Theorie wurde die HYhenanomalie fiir den Mont Blanc errechnet.
Die Zusatzglieder erreichten hier den Betrag =19 cm. Fiir den Brockengipfel im Harzge-
birge fand men daflir den Wert -6 cm.
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9. Iie Hhenanomalien nach der Integralgleiochung von MOLODENSKY

MOLODENSKY /20/ hat fiir die Bestimmung des Stérpotentisls und der Hthenanomalien

an der BrdoberflHche eine inhomogene Integralgleichung der zweiten Art angegeben und
fiir ihre Lsung eine Reihenentwicklung gefunden, déren Glieder iterativ ermittelt wer—

den knnen. Als Randfliéiche wird dabei das Telluroid eingefiihrt, cine Fliche, die der
Brdoberfléiche nahekommt und sich von dieser nur um die HShenanomalien unterscheidet.
Sie erhebt sioh ilber dem mittleren Erdellipsoid um die Betriige der normalen HShen.

Auf dem Telluroid wird eine FPlHchenbelegung ¢ eingefithrt. Fir das StYrpotential T
im AuBenraum gilt dann

- r
(192) T !f £ac .
r 1ist der Abstand zwischen dem Aufpunkt, fiir dem T 2zu berechnen ist, und dem

variablen Punkt auf dem Telluroid ¢ . Das BRUNSsche Theorem filr auf dem Telluroid
gelegene Aufpunkte lautet

(193) [-:—E - ﬁ; '!L = 4gg .

Setzt man (192) in (i93) ein, dann ergibt sioch mit

/0 1 5 -
[

194) - AL, -

a0 -%@eriz - S35

und

2 2

(195) r* = B2+ RE-2R, Roosy

die folgende Integralgleichungs:
? 1 B -
(196) 27Ty cosex® = ABF+22EIJ?(16+HIIT ¢ ds o

Bel einer sphirischen Brde mit dem Radius R gilt fir den Radius des Tellurcids R4

(197) R+h, = Ry ,

wobei hn die normale HShe ist. Der Winkel «* ist hier die Geldndeneigung. Mit der
Substitution
Rz

a
(198) X = o2 ¢ seo «* ¥ ¢ gec *
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folgt aus (196) mit einfachen Umformungen
(199) 2'n’xoos2¢x* - lsl+22!ﬁ édw+32ﬂ%-hn'oxdw .

dw 1iat das Fliichenelement der Rinheitskugel, hn - hn.o der HbBhenuntersohled gegen-—
itber dem Aufpunkt.

MOLODENSKY fiihrt nun eine verflachte Brde ein, die statt durch (197) durch den Radius
(200) R+kh, = Bs

besochrieben wird., Bs ist O € k £ 1. Flir die verflachte Brde gilt die Integralgleichung
(201) 277 oos?z* = 4gy + 3R //%m,,,,xz[/ e Bl WP

mit

(202) T = 2 xg X

(203) cos?&* = (1 +x2 tan?a@*)™1 = 1 - x? tan?z* + k* tan = -+ ...,

a* < 45° ,

=2 - 2 1 x hn * hﬂoo kZ % hn.o k2
(203a) T e (1 + k Sop—=22 4 T) +

(by - hn.o:;)2 ’

(04) ¥ = > ¥ .

u=0

Setzt man (202), (203), (204) in (201) ein und 1lHBt den Parameter k gegen Eins
gehen, k- 1, dann erh#lt man das StUrpotential an der Erdoberfliche:

o
(05) T = ) T, ,
u=

’To = % ff G, SI(Y) dw
R O
(206) B B2 (b, - hn.u'.\)2
B, = ol 0y 85 aw-F ff ——?:—"Xod“’ ’
- )2
2, = 3r J] & 8a(p) dw"ﬁﬁ ) Ug ~ Zaco) :;"'" X 4w ,
4
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Die Funktionen X, errechnen sich aus den Funktionen G, nach den Besiehungen

X
2Ty, ~3R [/ R0 = 6, ,
(207) *
4 3
xu = wGu %+ W ff Gll ST(‘W‘) dw .

Die Funktiomen Gu ergeben sich aus den Funktionen Xy—1 ? X2 2 ***3 X, nach
folgenden Beziehungen:

G = ASF 9
2 hh -hnoo
2 ff ——;——x

- . ( .)2
ng - naff A 2 X4 dm-;n]f-f"_';__;_"°— o dw+ 2Ty tan®c*

G, = nzﬂJ?_ﬂ X, aw_lgf[(_h-;r;u_x aut =

xO dw 9

(208)9

-%szf %l&-"—)— Xo Qw0+ 2Ty, tan® *

e

q eoo ®

Die Lotabweichungen im Meridian, § , und im ersten Vertikal, % , folgen durch
Differentiation des Stbrpotentials T in der Horizontalebenme in Richtung nach Norder

und nach Osten:

209 ¢ = -§5F 3 1= -3F .
(210) § = S ¢, 3

w

[}
O

98
&0 = E;'rgf[GoT;T'OOSN dw ,

1 98y 2,
(241) §1 = IFT !f Gy Ty co8 x dw = (Agl‘ T) Too
<

oS5,
Ez = F‘F:FEIIGZ'a—:OOBM dw'l'znzf{(_h.;#o—.eoai XOOOSO(d(D—

T

- (6, *T—) ah‘ )
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£, = 1 G, == co8o dw + 2 Baf 28 X4 008 % 008o¢ dw-
oon 3 gl ﬁ 3 v z f —T—rx 1 Zz

(211) 1 -8 (by = By o)

L4

22, o
Xy Q0+ 27 !:EF ’

Die vorstehenden Gleichungen (205) bis (211) bilden die LYsung von MOLODENSKY fiur das
Randwertproblem der physikalischen Geodisie.

Weil die Gleichung (203) nmur fir o* < 45° konvergiert, hat man die Konvergenz der

Reihen (205) und (210) wiederholt betrachitet. Ausfiihrliche Untersuchungen stammen von
MORITZ /21/. Einen allgemeinen strengen Beweis fiir die Konvergenz der Reihen (2055 und
(210) diirfte es nicht geben, man wird dann eher zu Divergenzen gefilhrt. Bei den meisten
praktischen Anwendungen wird man aber kaum auf Konvergenzschwierigkeiten stoflen.

PELLINEN hat #hnlich wie in Kap.7 und wie in /41/ das StSrpotential mit dem Poten-
tial der BOUGUER-Massen (topographische Massen) superponiert und ist zu einer 'Methode
der Aussonderung der Topographie gekommen, die bei numerischen Berechnungen Verein-
fachungen mit sich bringt /22, 23/.
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10. Die Bestimmung des Geoids nach der Methode von BJERHAMMAR

Pransformiert man nach BYERHAMMAR /19/ die Randwerte an der Erdoberfllche in die
Randwerte auf einer sphirischen Oberfléche (BJERHAMMAR-Kugel), so kann man das Rand-
wertproblem mit den Vereinfachungen einer sphirischen Randflidche lBsen. Die BJERHAMMAR-
Eugel verlduft ganz innerhaldb des von der Erdoberfléche umschlossenen Raums. Vernach-
ldssigt man die Erdabplattung, so kommt sle etwa der mittleren Erdkugel gleich. Auf der
BJERHAMMAR-Kugel werden also ganz bestimmte Schwereanomalien als Randwerte verteilt;
mit ihnen wird das NEUMANNsche Randwertproblem fiir den Auflenraum der BJERHAMMAR-Kugel
in Strenge nach der STOKESschen Formel fiir den AuSenraum geldst. Man erhilt dannm ein
Potentialfeld und ein Feld von Schwerewerten im AuBlenraum, dessen Werte fiir die Punkte
auf der Erdoberflliche mit den dort gemessenen Schwerewerten identisch sind. Unter
dieser Voraussetzung 18st die STOEESsche Formel Zfiir den AuBenraum der BJERHAMMAR-

Kugel bei entsprechenden Randwerten auf dieser Kugel das Randwertproblem sowohl fiir
die Erdoberfliiche als auch fiir den Aufenraum der Erde. Die dabei zwischen der
BJERHAMMAR-EKugel und der Erdoberfléche gefundenen Fotentialwerte sind nicht von be-
sonderem Interesse.

Sind ‘dgp die Freiluftanomalien an der Brdoberfliche und 4g* die abgebildeten
Anomalien auf der BJERHAMMAR-Kugel, ist R  der Radius der BJERHAMMAR-Kugel und Rg
der der Erdoberfléche und ist dS das Fliéchenelement auf der BJERHAMMAR-Kugel, dann
ergibt sich aus EKugelfunktionsentwicklungen die folgende Beziehung zwischen den Ano-
malien 4gp und 4g* :

(212) Ag, = ‘*—"":;;{ [ 4g* n.Z; (2n+1) [ﬁd]n P (cos y) as .

Der Winkel vy 1st der sphirische Abstand zwischen dem Aufpunkt und dem variablen
Integrationspunkt, Pn(cos w) 8ind die LEGENDREschen Polynome. Durch geeiguete Um~
formngen der Gleichung (212) kenn man die Beihenentwioklung im Integranden in einen
geschlossenen Ausdruck transformieren. Man erhilt mit gewissen Apprcximationen

B
(213) (gp); = 3zt [ 4™y 3 as
®j 2‘1 1;1'3'
mit
2 _ .2
(c14) B = (_R!_Z_ii_) .

Die Indizes J und 1 Ybeziehen sich jeweils auf den laufenden Punkt auf der Erd-
oberfléiche bzw. auf der BJERHAMMAR-Kugel. 1-‘,‘_',j ist der geradlinige, schrige Abstand
gwischen diesen beiden Punkten.
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Gleichung (213) ist eine iterativ szu l¥sende Integralgleiohnng der ersten Art fiir
die Ermittlung der As*-lerte. Als Niherungsl¥sung fiir die Gleichung (213) gibt
BJERHAMMAR die folgende Begiehung an$

B,  (dgy . - 4ep)
(215) (4g* - dgp), = o4 [/ —FeoEd .5
2 Tﬁ

BJERHAMMAR hat nooh ein anderes Verfahren zur Aufltsung der Gleichung (213) an-
gegeben. Dabei werden die unbekannten Anomalien 4g* in ein Polymom entwickelt, das
durch wachsende Potenzen der Hthen h der Topographie iiber der BJERHAMMAR-Kugel dar—
gestellt wird.

(216) dg* = 4gy + ; oy g,

i=
Substituiert man (216) in (213), dann erhélt man ein System von linearen Gleichungen
mit den Unbekannten oy und den Koeffizienten ‘i.k H

m Meg)
@7) 2.4 0 = (g 3.3 _?{i“' s -

Aus der Aufldsung dieses Gleichungssystems (217) erhklt man die Unbekannten oy und
daraus weiter mit (216) die gesuchten Schwereanomalien 4g* .

Das Verfahren von BJERHAMMAR hat sich bel praktischen Beigpielen bewdhrt. Allge-
meine, streng mathematische Untersuchungen iiber die Lésbarkeit der Integralgleichung
(213) haben in bestimmbten Fillen auch zu Divergenzen gefithrt, die aber bei praktischen
Anwendungen kaum von Bedeutung sein dirften; insbesondere wenn man des Problem umfor—
muliert und nicht die 4g* aus Qen Agr durch eine strenge PFortsetzung nach unten
zu ermitteln trachtet, sondern statt dessen die 4g* so zu bestimmen sucht, daB sich
aus ihnen nach (213) die Oberfliéchenwerte Ag]!I innerhaldb der MeSgenauigkeit ergeben.
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