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Zusammenfassung 

In den oberen Schichten der Erde bis herab zur Tiefe D werden räumliche Dichte
anomalien verteilt, und an der Erdoberfläche wird eine Flächenbelegung angenommen. 
Diese werden so bestimmt, daß das Integral über ihre Quadrate zu einem Minimum wird. 
Ferner sollen ihre gravimetrischen Wirkungen zusammen mit denen der Gebirgsmasse~ und 
deren isostatischer Kompensation im Außenraum das aus Satelliten bestimmte Potential
feld ergeben und in Tiefen größer als D zu keiner Änderung des Potentials führen. 
Durch Integration der Differentialgleichungen des elastischen Gleichgewichts ergeben 
sich aus den Dichteanomalien die elastische Deformation und aus · ihr der Spannungsten
sor und die Spannungsunterschiede. 

Summary 

Spatial density anomalies are assumed to exist in the upper strata of the Earth 
down to a depth D, and a surface density is assumed for the Earth's surface. These 
are determined so as to minimize the integral over their squared values. Furthermore, 
their gravimetric effects together with those of the rock masses and the isostatic 
compensation of the latter in the external space are to yield the potential field as 
determined from satellite measurements, nor are they intended to result in any 
variations of the potential at depths greater than D. By integrating the differential 
equations of the elastic equilibrium; starting from the density anomalies, one obtains 
the elastic deformation, and from the latter the stress tensor and the stress 
differences are derived. 

Resume 

Des anomalies de densite volumique sont distribuees dans las couches superieures 
de la Terre jusqu'a la profondeur D, et sur la surface terrestre on suppose une 
densite surfacique~ Celles-ci sont d~terminees de sorte que l'integrale sur leurs 
carres devienne minimum. De plus, leurs effets gravimetriques, joints a ceux des 
masses de terrain et leur compensation isostatique d&ns l'espace ext~rieur, doivent 
donner le champ de potentie~ determine a partir de satellites et ne pas donner lieu a 
une modification du potential dans des profondeurs superieures a D• Apres integration 
des equations differentielles de 1 1 equilibre elastique, on peut·daduire des anomalies 
de densite la deformation elastique, laquelle donne ensuite le tenseur des tensions 
et les differences de tension. 
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PesIDMe 

B BepxHIDC c~OflX 3eM7IB BHH3 ~o r.ny6HHbl D pacrrpe~eJIIIJOTCli npocTpaHCTBeHHl:le aHOM~HH 

~OTHOCTH, a Ha seMHoß noBepXHOCTH rrpe~no~araeTCli noBepxHOCTHoe noKpHTHe . OHH orrpe~e

JirIIOTCli TaK, qTo HHTerp~ qepes HX KB~aTH npeBpa.IllaeTCli B MHHRMyM. .l{a.Jiee HX rpaBIWie

Tpßq8CKHe B03~8HCTBWI BMeCTe c rpaBHMeTpßqeCKHMH B03~eHCTBWIMH ropHHX MaCCHBOB H 

BMecTe c HX H30CTaTHll8CKOH KOMileHCaIJ;Heß BO BHernHeM rrpocTpaHCTBe ~OJlltHl:l COCTaBJir!Tb 

orrpe~e~eHHoe H3 caTe~TOB IlOTeHIJ;H~Hoe no~e H B r.ny6HHa.x, KOTOpHe 60~bllie r.ny6HHbl D, 

OHH He ~OJDKHl:l rrpHBeCTH K KaKOMY-~60 H3MeHeHHID IlOTeHIJ;H~a. B pesy~TaTe HHTerpan;u: 

~~epeHIJ;H~HHX ypaBHeHHß a~aCTHl!eCKOro paBHOBeCWI H3 aHOMa.mrli ~OTHOCTH no.nyqaeTCli 

a~aCTHll8CKaH ~e~OpMaIJ;IDI, a H3 Hee T8H30p HaIIpßllteHWI H pa3HOCTH HanplilKeHWI . 
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1. Einleitung 

Nachdem die wesentlichen Strukturen des Schwerefeldes der Erde an der Erdoberfläche 
µnd 'im Außenraum nach den Methoden der dynamischen Satellitengeodä~ie ~-7 und durch 
Gravimetermessungen an der Erdoberfläche ~g7 bekannt sin~, entsteht die Aufgabe, die 
Dichteanomalien im Erdinneren und damit die Abweichungen von der Gleichgewichtsfigur 
der Erde nach Lage und Betrag zu bestimmen. Es ist dies die Inversion der Aufgabe der 
Potentialtheorie, aus den nach Lage und Betrag gegebenen Quellen das zugehörige Poten
tialfeld e zu bestimmen: 

(1) e f Jff 
V 

j dV • e 

f ist die Gravitationskonstante, g die Dichte, V das Volumen des Körpers, und e 
ist der geradlinige Abstand zwischen dem Aufpunkt und dem Volumenelement dV. 

Bei der Inversion dieser Aufgabe gilt es, aus der bekannten Funktion e die Funk
tion s zu bestimmen. Es liegt somit eine lineare Integralgleichung der ersten Art 
vor; sie hat keine eindeutige Lösung. Die Funktionen e und f brauchen nicht einmal 
der gleichen Klasse anzugehören. Bei einer stetigen Funktion C braucht y nicht 
stetig zu sein. Es gilt, solche Lösungen der Integralgleichung (1) zu suchen, die 
geophysikalisch plausibel sind. 

Bei einer der zahlreichen Hypothesen geht man von der extremen Annahme aus, daß die 
Dichteanomalien ihren Sitz nur in der Erdkruste oder nur in der Lithosphäre haben. Es 
zeigt sich jedoch, daß diese Hypothese zumindest bei den Kugelfunktionen niederer 
Ordnung zu Dichteanomalien und Spannungsunterschieden in der Lithosphäre führt, die zu 
groß sind t:f27• Durch die Gravitationswirkung der Dichteanomalien in der Lithosphäre 
und durch den von ihnen auf die tieferliegenden Schichten ausgeübten Druck darf der 
Gleichgewichtszustand unterhalb der Lithosphäre nicht gestört werden. Daher müssen bei 
dieser Hypothese innerhalb der Lithosphäre in der Verteilung der Dichte Kompensations
erscheinungen auftreten, durch die die Beträge der Dichteanomalien erhöht werden. 

Bei einer anderen Hypothese führt man die A.nnahme ein, daß die Dichteanomalien 
ihren Sitz nicht nur in der Lithosphäre, sondern auch im gesamten Erdmantel haben 

• lJ4, 27• Die erhaltenen Dichteanomalien und Spannungsunterschiede werden natürlich 
wesentlich kleiner, wenn sie nicht nur in der Lithosphäre, sondern auch im gesamten 
Erdmantel verteilt sind. Dieser Hypothese wird aber entgegengehalten, daß die Materie 
im Erdinneren bei Temperaturen über etwa 700 °e auf elastische Spannungen, die über 
längere Zeit wirken, nicht mehr rein als elasti-.:her Körper entsprechend dem HOOKE
schen Gesetz reagiert, sondern den Kraftwirkungen auch durch plastisches Fließen nach
gibt, bis die Ursache der Spannungen abgebaut ist. Zur Aufrechterhaltung von Spannun
gen und Dichteanomalien über' längere Zeiten wäre dann ein aktiver Prozeß notwendig 
t:f'll, z.B. ein System von Konvektionsströmen. Die Temperatur von 700 °e wird im oberen 
Erdmantel wahrscheinlich s ·chon in einer Tiefe von etwa 100 km, also am Unterrand der 
Lithosphäre, erreicht. 

In der Seismologie hat man festgestellt, daß die Geschwindigkeit der seismischen 
P-Wellen dicht unterhalb der MOHOROVICIC-Diskontinuität Abweichungen vom Normalwert 
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zeigt. In den genannten Tiefenbereichen bewirken diese Lateralinhornogenitäten der Ge
schwindigkeit der Prirnärwellen Vp Variationen dieser Geschwindigkeit zwischen 7,8 
und 8,2 krn/s [Jz7. Die Ursache kann in entsprechenden Lateralinhornogenitäten der Dich
te des Gesteins, s>, ge~mcht werden. Es gilt die genäherte Beziehung (s. [J_7) 

(2) vP -1,87 + 3 ' 05 9 

oder nach ß_7 

(3) g 0,41 + 0,3597 Vp ; 

Vp ist hier in der Dimension ffirn s-27 und 9 in fj, ~m-:7 einzusetzen. 

Wächst Vp von 7,8 auf 8,2 ;r,m s-17, dann steigt 9 um 0,14 ;-g cm-37. Die Abwei-
L" - 1 - -1-

chungen des Vp-Wertes vom Mittelwert ~,O Li{rn s-_7 um maximal 0,2 ,Lkm s _7 bedeuten , 
daß ~ von seinem Mittelwert maximal etwa 0,07 fj, cm-~ nach oben und unten abweicht . 
Die Ursache für diese Anomalien in der Geschwindigkeit der seismischen Wellen kann 
wenigstens teilweise auch in thermischen Anomalien begründet sein. 

Aus den Geschwindigkeiten der seismischen :e;...wellen wurde auf wesentlich größere La
teralinhomogenitäten der Dichte in den oberen Schichten der Erde bis zu einer Tiefe 
von 50 km geschlossen /; 7; man fand maximale Abweichungen der Dichte von ihrem Mit
telwert von etwa ~0,3 "/:f,-cm-~. Für den oberen Erdmantel, also bis zu einer Tiefe von 
etwa 400 km, ergaben sich Dichtevariationen von etwa maximal ~0,1 fj, cm-~ ß_7. 

Auch in größeren Tiefen des Erdmantels im Bereich der Schichten , die etwa bis zu 
600 km über der Kern~Mantel-Grenze liegen , deuten sich Variationen in den Geschwin
digkeiten der seismischen Wellen an, deren Ursache in Inhomogenitäten der elastischen 
Parameter oder der Temperatur oder auch in Variationen der Dichte gesucht wird; viel
leicht spielen auch_ Undulationen der Kern~Mantel-Grenze eine Rolle . Die horizontale 
Ausdehnung dieser Inhomogenitäten beträgt wahrscheinlich etwa 200 bis 1000 km fJ_7. 

Die lineare Integralgleichung erster Art (1) hat keine eindeutige Lösung . Enthält 
das Potential C eine Kugelfunktion n-ter Ordnung, so kann man dieses Potential dar
stellen als das einer Flächenbelegung an der Erdoberfläche oder einer solchen inner
halb der Erdkugel in beliebiger Tiefe . 

Ist G die mittlere Schwere der Erde und 9m = 5 ,5 fj, cm-~ 
te, ist r die Entfernung der Schicht vorn Erdmittelpunkt, hn Pn 
tigkeit dieser Schicht mit der Dichte ~ und R

0 
der Radius der 

Gravitationswirkung dieser Schicht an der Erdoberfläche gleich 

(4) c5 g 3 L !Ji (~)_n+2 C ) G -2-n"""""'+-1 o n n pn sin 'P • 
1 rn o o 

deren mittlere Dich
(sin <p) die Mäch
Erde , dann ist die 
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Sind hn und 9 fest, dann nimmt 6g mit wachsender Tiefe der Schicht, also mit 
wachsenden Werten von R

0 
- r, insbesondere bei höheren Werten von n schnell ab. 

Bei konstantem og und 9 muß dagegen hn bei wachsender Tiefe erheblich zunehmen, 
so daß man bald Werte für hn erhält, die geophysikalisch nicht zu vertreten sind 

[!+_7. 

Die folgenden Untersuchungen gel ten für eine bestimmte Modellerde, die sich um dif
ferentie lle Beträge von der Normalerde unterscheidet . Abweichungen von der hydrostati
schen Schichtung sollen nur zwischen der Erdoberfläche und der Tiefe D auftreten. 
Unterhalb von D soll der Zustand der hydrostatisch geschichteten Normal erde erhalten 
bleiben, so 
Wert von D 
und R - D 

0 

daß dort auch keine Spannungsunterschiede wirken. Für einen bestimmten 
sollen die Dichteanomalien in der Kugelschale zwischen den Radien R

0 
bei Beachtung der Gleichung (1) so bestimmt werden, . daß das Volumeninte-

gral über 
plausibel 

ihre Quadrate zu einem Minimum wird. Diese Hypothese ist geophysika~isch 
und steht dem physikalischen Prinzip nahe, daß bestimmte Systeme einen Zu-

stand anstreben, bei dem die potentielle Energie ein Minimum ist. Man erhält auf 
diesem Wege die Dichtefunktion 

(5) 0 t D· 
' 

0 0 2'ii'. • 

t ist die Tiefe, J die Po l distanz und A die geographische Länge. Aus den Dichte
anomali en S'D(t,c5, A.) folgen die zugehörigen Spannungsunterschiede {}. Die Funktion 
~D soll für verschiedene Werte des Parameters D berechnet werden. Es soll ein Über
blick über die Struktur der Funktion ~D für verschiedene Werte des Parameters D 
gegeben und die Frage geklärt werden, wie groß der Parameter D wenigstens sein muß , 
damit die Spannungsunterschiede {7i innerhalb der gaophysikalisch begründeten Toleran
zen bleiben. 

Auf die Diskrepanz zwischen der dynamischen und der statischen Abplattung der Erde 
sei h i er nicht eingegangen [!+, 2.:!_7; diese Frage soll getrennt behandelt werden. Weil 
hier eine Änderung der zonal en Kugelfunktion 2. Ordnung betrachtet wird, handelt es 
sich auch um eine Änderung der Abplattung der Bezugsfigur, so daß noch andere Ge
sichtspunkte zu berücksichtigen sind f.5_7. Es werden daher nur die Kugelfunktionen 
Pn,m für die folgenden Wertepaare der Ordnungszahl en eingeführt: 

(n. m) (2. 2); (3. O); (3. 1); (3. 2); (3. 3); (4. O); (4. 1); ••• 
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2. Modellerde 

Bei den folgenden Untersuchungen wird von einem bestimmten Geländemodell ausgegan
gen, das den verschiedenen Varianten für die Verteilung der Dichte im Erdinneren ange
paßt werden kann. 

Das Gravitationspotential im Außenraum der Erde ist durch die Verfahren der dynami
schen Satellitengeodäsie bestimmt worden. Es wird als Kugelfunktionsentwicklung einge
führt (s. /5J): 

(6) c f :er_ [ 
n m 

R 
(...2.)n 17' ' c . ~ 7 '!!'; ( _{ ) r ~v1 .n.m .cos m ~ + 2 .n . m sin m~ rn.m cos u r 

f ist die Gravitationskonstante, Me die Masse der Erde und R
0 

der Radius der Erd
kugel. Als räumliche geozentrische Polarkoordinaten werden r,d ,).. eingeführt. r 
ist der Radius, cl di'e Poldistanz und A. die geographische Länge. Die Funktionen 
~n (cos d) sind Kugelfunktionen entsprechend der Normierung .m 

(7) 
{ 

cos 

(cosd) . 
sin : :}]' sin o d~ dA 

Die Parameter des Potentials C, also die STOKESschen Konstanten c1 .n.m und c2 . n.m' 
werden so eingeführt, daß sie die Abweichungen vom hydrostatischen Gl e i chgewicht cha
rakterisieren. Bestimmte Kugelfunktionen niederer Ordnung müssen verschwinden . Es 
folgt 

(8) o. 

Bei genauer Betrachtung darf ferner für 01 4 nicht der Wert +0,539.10- 6 von • .o 
GAPOSCHKIN /5_7 für das Gravitationspotential im Außenraum hier eingesetzt werden, 
sondern es muß der für die hydrostatische Figur gültige Wert cH1 4 = +1,0296•10- 6 

• .o 
abgezogen werden . In der für das Potential der hydrostatischen Erde gültigen Entwick-
lung nach LEGENDREschen Polynomen ergiot sich der Koeffizient bei der 4 . Ordnung näm
lich als J 4 = -2,99.10-6 f:f27 oder J 4 = -3,0888•10-6 f:f§7. Wegen der unterschiedli-

H H - 6 chen No~mierung gilt die Umrechnung c1 • 4 •
0 

= -1/3 J 4 • Es ist.also c1 •4 •
0 

= -0,491•10 
in die Entwicklung (6) einzusetzen. 

Die Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewicht innerhalb des Erdkörpers werden 
zunächst durch die Topographie und deren isostatische Kompensation beschrieben . Es 
wird von der Kugelfunktionsentwicklung für die äquivalente Topographie nach KAULA 
f:f17 ausgegangen. Dabei werden die Ozeane, Seen und Gletscher zu einer Schicht von 
der Dichte der Gebirgsmasse, ~o = 2,65 [i cm-~7, kondensiert. Die Entwicklung für 
die äquivalente Topographie lautet 

(9) a = ~ ~ f!.1 .n.;m cos m .A + A2 .n.m sin m A._7 'Pn.m (cos c5) • 
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Entsprechend der 
birgswurzeln um den 
gleichs T = 30 km 

isostatischen Kompensation nach AIRY-HEISKANEN senken sich die Ge

Betrag fo / Ll~ a ( 1 + t;) unter die Tiefe des isostatischen Aus

herab, wenn d~ der Dichtesprung am Unterrand der Erdkruste und 

~ der Parameter der isostatischen Überkompensation ist. Der Parameter ~ soll im 

folgenden durch Optimierungsrechnungen neben den anderen Unbekannten mit bestimmt 

werden. Die Dichteanomalien in den oberen Schichten der Erde sind im Gegensatz zu den 

Farametern der Topographie unbekannt. 

Ist R
0 

der Radius der Erdoberfläche und Ru 
der betrachteten Erdschichten, dann ist R

0 
- Ru 

die in einer Kugelschale 
Dichteanomalien 

(10) ~(t) 

( 11) t 

verteilt sind. In ihrem 

O:it:iD, 

der Radius der unteren Begrenzung 

= D die Mächtigkeit dieser Schichten, 
Bereich werden räumlich verteilte 

als Quellen des Gravitationspotentials eingeführt: 

(12) ~ ~ {l.1 .n.m(r) cos m .l. + x2 .n.m(r) sin m ~7 l5n.m (cos cl) , 

Es empfiehlt sich zu vermeiden, daß am Unterrand der Kugelschale, r = Ru, eine Un

stetigkeit der Dichteanomalien ~ vorliegt. Diese würde auftreten, wenn für die Ent

wicklung (12) gilt g(Ru) ~ O; denn für r <Ru verschwindet die Dichteanomalie in 

jedem Fall. Daher wird die Bedingung 

(13) 0 

mit hinzugenommen. Es folgt 

(14) 0 

für jeden Wert von n und m. 

Bei den späteren Berechnungen soll auch die Stetigkeit der Tangente der Funktion 

~(r) nach Gleichung (12) im Punkt r Ru zur Bedingung gemacht werden: 

( 15) !l 
ar 

d X crr 1.n.m 
d X crr 2.n.m 0 für r 

Die Erdkruste und die gesamte Lithosphäre haben eine wesentlich größere Festigkeit 

als die darunterliegenden Schichten des oberen Erdmantels. Sie können daher größere 

Spannungsunterschiede und auch größere Dichteanomalien aufnehmen. Im Bereich der . 

Lithosphäre bis in die Tiefe Ty soll daher eine Schicht von Dichteanomalien einge

führi. werden, deren Dichte 7l sich nur horizontal verändert. Diese Schicht kann auch 

Abweichungen von der isostatischen Kompensation nach AIRY-HEISKANEN aufnehmen. Man 
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kann diese Schicht ersetzen durch eine Flächenbelegung an der Erdoberfläche mit der 
Dichte 

(16) 

Für 

t5 y 

<5 y 

(17) '5y 

ergibt sich diese Kugelfunktionsentwicklung zu 

L L J 1 .n.m cos m ;>. + Y2 .n.m sin m A._7 Pn.m ( cos ö) • 
n m 

11 

Die nach Gleichung (?) ·normierten Kugelfunktionen Pn .• m errechnen sich folgender
maßen: Sind Pn die LEGENDREschen Polynome und P~~) deren m-te Ableitungen, dann 
ergeben sich die zugeordneten Kugelfunktionen Pn.m nach der Formel 

(18) 

Es gilt 

(19) 

(20) p (u) n.m m 1 ' 2' ••• ' Il'. 
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3. Potentialentwicklungen 

Das durch die topographischen Massen verursachte Gravitationsfeld wird als Poten
tial einer Flächenbelegung mit der Dichte 

(21) <5 
a '?o a 

an der Erdoberfläche eingeführt; 

e22) A ff Ga -
f _ e- dw. 

w 

w ist die Erdoberfläche und e der geradlinige Abstand zwischen dem Aufpunkt und 

dem bei der Integration variablen Punkt. Die Entwicklung e9) wird in (22) eingesetzt . 
Für den Außenraum, r ~ R

0
, gilt 

e23) 1 
e 

X ist der sphärische Abstand der beiden Endpunkte der Strecke e. 

Die Kugelfunktionen werden nach dem Additionstheorem entwickelt : 

e24) pn ecos c5) l?n ecos 0 1
) + 

+ 2 f; t~ : ~~ 1 Pn.m (cos cl) Pn.m ecos d') [Cos m ,l cos m A.' + 

+ sin mA sin m "A;,_7. 

Mit e9), e23), e24) wird aus e22) unter Berücksichtigung der Normierungen (19) und 
e2o) 

e25) A 4 'Ir f '?o R [_ 
o n 

11-__ 1~ e.....Q.)n+1 [ 
2n + 1 r m 

+ A2 .n.m sin m A} , 
Im Innenraum, r ~ R

0
, gilt anstelle von (23) 

e26) 

Damit 

e27) 

1 
e 

folgt 

A 

~ ~ er )n pn 
.t( L_ Ir ecos )'._), 

0 n=O 0 

in analoger Weise für den Innenraum 

4 'j( f ~o R [ 
1 er )n [ p 

o n 2n + 1 ~ m n.m 

+ A2.n.m sin m ;t]' r ~ R 
0 

( cos ~) f A1 cos m ;t + .n . m 
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Die isostatischen Ausgleichsmassen werden als Flächenbelegung mit der Dichte 

(28) -6 ( 1 + ~) a -rr0 a ( 1 + s) 

in der Tiefe T 30 km verteilt. Das Potential B der isostatischen Kompensations
massen ergibt sich damit durch das Integral 

(29) B 

w1 · ist die Kugel mit dem Radius R
0 

- T. 

Analog zur Ableitung von (25) und (27) aus (22) folgen die Entwicklungen für das 
Potential B im Außenraum und im Innenraum der Kugel mit dem Radius RT = R

0 
- T: 

(30) B 1 RT n+1 { 
-4 'il f rr0 

RT (1 + ~) ~ 2n + 1 Cr-) ~ I5n.m (cos 6) A1 .n . m cos mA. + 

+ A2 .n.m sin m A} , 

(31) B 

+ A2 .n.m sin m ~} , 

In den Formeln (30) und (31) soll RT durch R
0 

und T dusgedrückt werden, um Ent
wicklungen zu haben, die mit (25) und (27) vergleichbar sind . Der Ausdruck 

wird in die binomische Reihe entwickelt : 

(32) 

solange !XI ~ 1 ist , gilt diese Reihe für ganze u:aigebrochene , positive und .negative 
Werte von n . Es folgt 

(33) 
R 

R0 (ro)n+
1 /:f - (n + 2) ft- + j (n + 1)(n+2)(~-) 2 - + ··~7 

0 0 

Der entsprechende Ausdruck in Gleichung (31) lautet 

(34) R (r )n 
T ~ R

0 
CR_.-)n f'f + (n - 1) ft- + ~ n (n 

0 0 

Es empfiehlt sich, die beiden Potentiale A und B zusammenzufassen . Die Summe von 
(25) und (30) einerseits und (27) und (31) andererseits ergibt mit (33) und (34) 
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(35) A + B 

< ~ Pn.m (cos c5) [ A1 .n.m cos m i\. + A2 .n.m sin mA} , 

Mit der Reihenentwicklung (33) folgt 

(36) A + B 
R 

4 Ti f ~o R L 2n 11 cro)n+1 [(n + 2) fi- (1 -~ ~) -~7 )( 0 n o o 

>< ~ l5n.m (cos c5) { A1 .n.m cos m /.. + A2 .n.m sin mA.} , 

und für den Innenraum 

(37) A + B 

" { A1 .n.m cos m .l + A2 .n.m sin m >..} , 

Mit der Reihenentwicklung ~34) folgt 

(38) A + b 

" ·~ Pn.m (cos 6) [A1 .n.m cos m.:t + A2 .n.m sin m.A} 

r < ~ R 
0 

Das Potent ial Y für die unbekannte Flächenbelegung mit 
Erdobr~i'läche (17) ergibt sich ähnlich wie das Potential A 
Dichte ~a einer Flächenbelegung an der Erdoberfläche: 

der Dichte oy an der 
der Topographie aus der 

(39) y 4 'il f R0 ~ 2n 11 (=o)n+
1 ~ l5n.m (cos o) t Y1 .n.m cos m /<. + Y2 .n.m sin m ).. } , 

(40) y 

Das Potential X der räumlich verteilten Dichteanomalien 5 nach (12) ergibt sich 
durch Integration über das Volumen der Kugelschale e mit den Radien r = Ru und 
r = R

0
• Ist d6 das Volumenelement, dann folgt 
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(41) f JJJ ! de • 
6 

X 

Im Auße~raum der Kugelschale, r ~ R
0

, i st in (41) für 1/e der Ausdruck (23) ein-

zusetzen, ~s folgt 

(42) X 

+ sin mA r 

In dem von der Kugelschale 6 umschlossenen Raum, r ~ Ru' dagegen muß in (41) 
für 1/e der Ausdruck (26) genommen werden . Mit 

(43) X 

R 'il 2'il 
0 

f J _ f _ J ~ d~ 
R=R J =O A=O u 

ergibt sich auf diesem Wege 

(44) X 4 u f r ~ Zn 11 ~ 1' n. m ( cos cJ ) [ cos m ,l 

+ sin mA r 

Für Aufpunkte, die innerhalb des Volumens der Kugelschale c gelegen sind , 
Ru g r ~ R

0
, und die die Polarkoordinaten r,o,A haben, muß bei der Integration über 

die Variablen R, J, X zwischen dem Fall R > r und dem Fall r > R unterschieden 
werden. Das Integral (43) zerfällt daher in zwei Teilintegrale: 

r Ro 'il 2'il 

(45) X f .Cf + ) _7 _ J _ ) ~ a2 sin i 
R=Ru R=r O=O A=O 

dR d~ dl 

Im ersten Teilintegral , r ~ R, gilt für 1/e die Entwicklung (23), wenn man dort R
0 

durch R substituiert . Beim zweiten Integrationsschritt , R ~ r, wird in entsprechen
der Weise die .Entwicklung (26) g enommen. Es folgt 
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r 

(46) X 4 'il f r l 2n 1 1 l 
n m 

I5 n.m C cos o) l cos m A. ~~ X (R)(E)n+2 
R=R 1.n. m r 

u 

d.R + 

R 

+ sin mA. 
r 

~( X (R )(E)n+2 dR + J 2.n.m r 
R=R u 

( 
R=r 

Im Hinblick auf die wei t eren Untersuchungen empfiehlt es sich, für die Funktionen 
x

1 
(r) und x

2 
(r) Potenzreihenentwicklungen nach der Tiefe t im Erdinneren .n.m .n.m 

für den Bereich 0 & t ~ D einzuführen. Es gilt dann, die unbekannten Koeffizienten 
dieser Potenzreihenentwicklungen zu bestimmen: 

'i; 
ti (47) x1.n.m(r) .?::" x1.n.m.i 

l.=O 

"!: 
ti (48) X2.n.m(r) ~ x2.n.m.i l.=O 

0 ~ t D· 
' t i o, 1, 2, ••• ,'L. 

Selbstverständlich gilt 

(49) 0 . 
' 

n o, 1 ~ 2, ••• ; i = o, 1, 2, ••• ' 'L 

Die Substitutionen (47) und (48) werden in (42), (44) und (46) eingesetzt. In den 
entstehenden Ausdrücken kann in den einzelnen Integralen über den Radius R inte
griert werden. Für die drei verschiedenen Darstellungen des Potentials X in den Be
reichen r € Ru• Ru E r ~ R

0
, r ~ R

0 
ergeben sich Entwicklungen nach den konstanten 

Koeffizienten x1 . und x2 .• Diese Entwicklungen werden ermittelt für die .n.m.i .n.m.i 
speziellen Fälle r = R

0
, r = Ru und für das Intervall Ru € r € R

0
• 

Für die Aufpunkte mit dem Radius r Ro sind nach (42) die Integrale 

R 
0 

(50) f X (R)(!L.)n+2 d.R 

R=Ru 
1.n.m R

0 

und 

R 
0 

(51) r X (R)(R )n+2 d.R 

R=R 
2.n.m ~ 

u 
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zu berechnen. Mit (32) folgt 

(52) '1 - (n + 2) t-- + ~ (n + '1)(n + 2)(t--)2 
0 0 

. . . ' t • 

Werden (47) und (52) in (50) substituiert, dann ergibt sich . 

'L 

(53) '° X ti dR L... '1.n.m.i i=o 

D 
( z i ti+'1 (n + '1)(n + 2) ti+2 
) L X1 • n .m • i f.t - ( n + 2) ~ + ~ V -

t=o i=o 0 o 

Es ist 

(54) '1 ni+'1 /1 - (n + 2) i + '1 D + '1 (n + '1 )(n+2) i + '1 ·c D )2 
r+1 - m~ :?: m ~ -

-t n (n + 1)(n + 2) i: ~ (~ )3 + 
0 

+ 14 ( n ... 1.) n (n + 1 )(n + 2) i : ; (~ )4 - + •• • ] 
0 

i = o, 1, 2, ••• , t' ; n = o, 1, 2, •• • 

Analog erhält man aus (5~) mit (48) und (52) 

t" 

(55) ) f"„(n, i) x2 .• 
i=o , .n.m.1 

Für an der Erdoberfläche gelegene Aufpunkte wird damit aus (42) 

(56) 

(;" 

+ sin m).. ~ 01 (n, i) x2 .n.m.i-7 • 
l=O 

Mittels der Gleichung (44) wird das Potential X für Aufpunkte am Unterrand der 
Kugelschale e , also für r = Ru, bestimmt. Es tritt hier das Integral 

Ro 
R 

(57) Ru ( X (R)( u)n-'1 dR ) '1.n.m Ir"" 
R=R u 

'17 
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und entsprechend 

(58) 

auf. Diese 

(59) R u 

und 

(60) Ru 

R 
X (R)( u)n- 1 dR 

2.n.m r 
R=R u 

Integrale 

R 
Ro 

Cr)n-1 i 
0 R=R 

R 
Ro 

Cr)n-1 J 
0 R=R 

sind gleich 

R 
X (R)( o)n-1 
1.n.m 1r 

u 

R 
X (R)( o)n-1 

2 .n.m r 
u 

dR 

dR • 

Aus der binomischen Reihe (32) ergibt sich zunächst 

(61) 1 + (n - 1) ~ + ~ n (n - 1)(~)2 
+ ~ (n + 1) n (n - 1)(~)3 + . 

Damit erhält man 

(62) 
R 

X (R)( o)n-1 dR 
1.n.m r 

1) t + j n (n - 1)(~)2 + 
~ 0 

+ ~ (n - 1) n (n + 1)(~)3 + • ".!.7 dt • 

Der Faktor vor den Integralen in (59) und (60) wird mit Ru R
0 

- D gleich 

(63) 
' R )n-1 
~ 0 

Damit wird für (57) und (59) 
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(64) 

Ro 
R 

R ( X (R)(~)n-1 dR u ) 1.n.m 11 

R=R u 

'i; D 1 . 1 n - 1 Di +2 L X . R (1 - )n [; Di+ + . 1.n.m.1 0 I("'"'"o m + m -r-0 l=O 

··~7 

'L 
= R ~. Y.

2
(n, i) X o f;o a 1.n.m.i • 

Es ist 

(65) (1 _ D )n 1 Di+1 f:r + (n _ 1 ) i + 1 D + 
~ m m~ 

+ ~ n (n - 1) i + 1 cD )2 + ~ (n + 1) n (n - 1) I ! 4 (~)3 + 
c. m~ 0 o 

+ 1 (n + 2)(n + 1) n (n - 1) i + 1 CD )4 + ··~7 
'2'1j: m~ 

i 0,1,2, ••• ,i- n o, 1, 2 , ••• 

Entsprechend ergibt sich 

(66) 

Ro 
R 

J X (R)( u )n-1 dR Ru 2.n.m R""" 
R=R u 

Substituiert man (64) und (66) in (44) , so folgt 

'i: 
(6?) 47ifR L2 11[ i5 o n n + m n.m (cos J )ff,os mA. ~ f2 (n , i) x1 . n.m.i + 

l=O 

Schließli ch müssen in der Entwicklung (46) für das Potential X im Bereich der Ku
gelschale € , 0 ~ t ~ D, die Substitutionen (47) und (48) vorgenommen werden. Mit 
der binomischen Reihe ergibt sich wieder 

(68) Rn+2 f:r - (n + 2) t- + 
0 0 

+ ~ (n + 1)(n + 2)(~)2 - in (n + 1)(n + 2)(~)3 + - ··~7 . 
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Ferner gilt 

(69) (~)n+1 (1 _ ~)-(n+1) 
0 0 

In Gleichung (46) erhält man daher 

r 

(70) (~)n+1 s X1.n.m(R) Rn+2 dR 
R=R u 

+ ~ (n + 1)(n + 2)(~)2 - t n (n + 1)(n + 2)(~)3 + - ··~7 df 

n + 2 (ni+2 _ ti+2) 1 + (n + 1)(n + 2) (Di+3 _ ti+3) 1 - m ~ 2 Ci + 3) :'2" -
Ro 

_ t n (n + 1)(n + 2) (Di+4 _ ti+4) ~ + _ ··~7 
(i + 4) R

0 

Die beiden Gleichungen (69) und (70) ergeben 

(71) 

Es ist 

r 
Ct)n+1 ~ X1.n.m(R) Rn+2 dR 

R=Ru 

'i:' 

Ro ~ a3Ct; n, i) x1.n .m.i • 

(72) 03 Ct; n, i) 

n + 2 1 (Di+2 _ ti+2) + (n + 1)(n + 2) 1 (Di+3 _ ti+3) _ 
-~ ~ 2 (i + 3) ~ 

0 

n (n + 1)4n + 2) 1 (Di+4 _ ti+4) + 
6 Ci + ) ~ 

0 

+ ~ (n - 1) n (n + 1)(n + 2) r-i-s ~ (Di+5 - ti+5) - + ··~7 
0 

i = 0,1,2, ••• ,'C; n o, 1, 2 , ••• 
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Mit der binomischen Reihe 

(73) Cf1r--)n-1 ( 1 _ ~)-(n-1) 
0 0 

('.L.)n-1 _/'f + (n - 1) Rt + n (n2- 1) (~)2 + ~ (n - 1) n (n + 1)(~)3 + ··~7 
Ro o no 0 no 

und wegen 

folgt weiter in Gleichung (46) 

(75) X1 . fi /'f + (n - 1) !-.. + .n.m.1 - n
0 

+ ~ n (n - 1)(*-)
2 

+ ~ (n - 1) n (n + 1)(*-)3 + ··~7 df 
0 0 

rn (;\-)n-1 t.. X E 1 ti+1 n - 1 ti+
2 

n . 1.n.m.i :r-+1" + ~ -r-
0 

+ 
0 l=O 

. ·~7 

Es folgt 

'i; 

Ro ~ a4Ct; n, i) X1.n.m.i • 
l=O 

Hier bedeutet 

(77) c1 _ t )n ;;: 1 ti+1 n - 1 ti+2 

~ -I""'+'r + ~ ~ + 

+ 
1 1 ti+5 
'24 (n + 2)(n + 1) n (n - 1) m 7 + ·-~7 

0 

0 ~ t ~ D i o, 1, 2, ••• ,'r n o, 1, 2' • • • 
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Substituiert man (71) und (76) in (46), dann ergibt sich 

'L 

4 'iJ" f Ro ~ 2n : (78) X(t) 1 L p ( cos d) { cos m ;t 4: q 3Ct; n, i) + n.m m l=O 

+ r-4 Ct; n, i')_7 X . + 1.n.m.1 

'i:" 

+ sin mA. t= u 3Ct; n, 
l=O 

i) + ;f4(t; n, i27 x2.n.m.i} 

0 ~ t & D· , i o, 1, 2, ••• ,'t n 

An der Erdoberfläche, also für r = R
0

, geht X(t) für 

Gleichung (56) über. Weil bei t = 0 die Beziehung 04(0; 

wie man aus (77) entnimmt, ergibt sich nämlich mit (78) die 

o, 1 , 2, 

t = 0 in 
n , i) = 0 

Beziehung 

(X)r=R 
gilt, 0 

nach 

(79) (X(t))t=o 

„ 
4 'il f R0 ~ 2n 11 ~ Pn.m (cos 6) { cos m ?t. 'f; r3Co; n, i) x1 .n.m.i 

i-
+ sin m l .[: ;r3CO; n, 

l=O 
i) x

2 
. l 

.n.m. 1 J 

Mit (72) und (54) überzeugt man .sich davon, daß 

(80) 61 (n, i)' 

daher ist (79) identisch mit (56). 

Am Unterrand der Kugelschale, t 

t = D gilt mit (72) 

D, muß (78) mit (67) zusammenfallen. Für 

43(D; n, i) O. 

Daher wird mit (78) 

(81) (X(t))t=D ( cos c5) [ cos 
L: 

4 'ii f Ro L 1 [ Pn.m mA. L f4(D; n, 2n + 1 n m l=O 

'L 

i ) X2. n. m. i J • + sin m ;\. L. o4CD; n, 
i=o 

Mit (65) und (77) findet man 

(82) 

so da A a lso gilt 

(ß3) 

i) x1 . .n.m.1 
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Schließlich soll noch das Potential X im ~ußenraum, .,. ~ R
0

, und im Innenraum, 

r :!!i Ru' nach den Koeffizienten x1 . und x2 . (i = o, 1, 2, ••• , 't" ) entwik-
.n.m.i .n.m.1 

kelt werden. Substituiert man (47), (48), (53), (55) in (42), dann folgt 

(84) X 
Rn+2 ~ 

4 'il f L ~ 11 [ Jn m (cos d) f cos m.l ~ r1Cn, i) x1.n.m.i + 
n rn+ 2n m • i=o 

])ie entsprechende Beziehung für den Innenraum ergibt sich analog mit (64) und (66) 

aus Gleichung (44): 

(85) X ,,,, \ rn 1 '\ 't> l !.. ~ -
4 II f R0 fi. R~ 2n + 1 ~ n.m (cos c5) cos m f:ö r2 Cn, i) x1 .n.m.i + 

t' 

+ sin mA. .?:: f,2 Cn, i) x2 · } 
l=O .n.m.1 

r ~ R 
u 
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4. Potentialbedingungen 

Die dre i Potentiale von Flächenbelegungen. A, B und Y, und das Potential X einer 
räuml ichen Massenverteilung im Inneren der Kugelschale 6 verursachen außerhalb die
ser Kuge ls chale , also wenn r ~ R

0 
und r ~Ru, eine Gravitationskraft, die durch das 

Potential C beschrieben wird. Es müssen daher zwei Potentialbedingungen erfüllt wer
den: 

(86) 0 A + B + X + Y - C, 

und 

(87) 22 0 A + B + X + Y - C, r €. R 
u 

Mit den Gleichungen (6), (36), (39), (84) ergibt sich für die Bedingung 2 1 aus 
Gleichung (86) die folgende Beziehung: 

(88) 0 
. R 

4 'i' f R ' 1 ( o )n+1 \ I5 ( cos c5 ) x 
o tr 2n + 1 r- 'fu n . m 

"Lf
0

[( n + 2) ~ (1 -~ ~) - sJ{A1 .n.m cos mA.+ A2 . n.m sin m.lJ + 

'i: 

+ ~ 01 (n, i) [ x1 . n . m.i cos mA + x2 . n . m. i sin m ,\ J + 

+ Y1 . n.m cos mA + Y2 .n.m sin m ~7 -

- f :e I L 
n m 

Es folgt 

(89) Q 1.n.m. 1 0 4 Tl R~ 2n ! 1 ~o { (n + 2) ~ (1 -~ ~) - ~ J A1 .n.m + 

'i: 

+ L -r1Cn , i) X1 . + Y1 7 - Me c1.n.m i=o . n.m.i . n .m-

und 

(90) Q 
2.n.m.1 0 4 'ii R~ 2n ! 1 L'ro { (n + 2) ~ (1 -~ ~) - ~ J A2 . n . m + 

'(;" 

+ 2::: -Y-1(n, i) X2 . + y2 7 - Me 02 . n.m • i=o a· .n.m.1 . n .m-

Die Potentiale A und C sind gegeben, für ihren Anteil an den Gleichungen (89) und 
(90) wird zur Abkürzung gesetzt 
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(91) 

und 

(92) 

Die zweite, aus der Gleichung (87) erhaltene Potentialbedingung 2 2 wird für den 

Innenraum, r § Ru' entwickelt. In diesem Bereich ist das Potential C konstant, weil 

in den Erdschichten mit einer Tiefe t > D das hydrostatische Gleichgewicht erhalten 

bleiben soll: 

(93) c Co oonst, 

Mit (38), (40), (85) und (93) ergibt sich aus (87) die folgende Beziehung: 

(94) 0 = -4 'il f R L 2 1 1 Cr )n l pn m ( cos cS ) )( 
0 n n + o m • 

><fr/' {Cn - 1) ~ (1 + ~ ~) + ~ }{ A1 .n.m cos mA+ A2 .n.m sin m A. } -

- Y1 .n.m cos m .:l - Y2 .n.m sin m ~7 - c0 
; 

Die Gleichung (94) zerfällt in zwei neue Gleichungen, indem man die Koeffi zienten 

bei cos mA. und bei sin mA gleich Null setzt. Dabei wird davon ausgegangen, daß 

n ~ O. Man erhält 

(95) 2 1 . n . m. 2 0 -rf° { (n - 1) ~ (1 + ~ ~) + ~} A1·.n . m + 

und 

(96 ) Q 2.n . m.2 0 _ '?o { (n T ( 1 + n T ) 
+ t; J A2.n.m + - 1) Ir"" 

0 '2" !\;" 

R 
<:' 

+ Cr)n L: 'f2 Cn ' 
i) X . + Y2.n.m • u i=o 2.n.m.i 

In den Gleichungen (95) und (96) werden für die Anteile der gegebenen Potentiale 

wieder Abkürzungen eingeführt: 

(97) -~o (n - 1) ~ (1 + ~ ~) A1.n.m 

(98) - ~o fn - 1) T (1 + ~ ~) A2.n.m !\;" 0 
n 1, 2, 3, ••• 
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Mit (63) und (65) wird ferner gesetzt 

Rn 
0 - ( . ) n 02 n, 1 • 

Ru 
(99) 

Es ergibt sich 

(100) ;r2 Cn, i) 

+ 1 n (n - 1) i + 1 (~)2 + ~ (n + 1) n (n - 1) ~ (~)3 + 
~ m n0 0 1 + '+ no 

+ ~ (n + 2)(n + 1) n (n - 1) t : ~ (~)4 + ··~7 

i 0, 1, 2, •••t L n o, 1, 2, ••• 

Die Potentialbedingungen haben daher die folgende Form: 

(101) Q 
1.n.m.1 

i-
90 ~ 0 M1.n.m + L o1Cn, i) x1.n.m.i + Y1.n.m - A1 .n.m ' i=o 

(102) 22.n.m.1 
. 't 

0 M2.n.m + L 01 (n, i) x2.n.m.i + y OS A2.n.m 
i=o 

2.n.m - ~ 

t" 

C1o3) Q1.ri.m.2 0 N + L o2Cn, i) X1.n.m.i + Y1 - ~o~ A., .n.m 1.n.m i=o .n.m 

(104) 22.n.m.2 
i-

~o~ 0 N + ~ a2Cn, i) x2.n.m.i + Y2.n.m - A2.n.m 2 . n.m 
l.=O 

n 1, 2, 3, ... ' m O, 1, 2, ••• , n • 

Zu den Gleichungen (101) - (104) treten die Bedingungen (13) und (15): 

(105) 23 0 ~(Ru), 

(106) S24 0 (~)r=R u 

Mit ( 12), (47), (48) folgt aus (105) und (106) 
„ 

(107) Q 0 L X1.n.m.i 
Di 

1.n.m.3 i=o 
'!; 

Di (108) 2~ 3 0 L x2.n.m.i 2.n.m. i=o 
t' 

Di-1 (109) 9.1.n.m.4 0 L x1.n.m.i i 
i=1 

1: 
Di-1 (110) Q 0 L: X2.n.m.i i 2.n.m.4 i=1 

n 1, 2, 3, ... ' m o, 1, 2, . . . ' n . 
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5. Minimumprinzip für die Ermittlung der Dichteanomalien 

Die Dichteanomalien sind so zu bestimmen, daß das Integral über das Quadrat ihres 

Wertes zu einem Minimum wird. Hierbei sind die Gleichungen (101) - (104) und (107) 

(110) zu beachten . Diese a priori unbekannten Dichteanomalien treten als räumlich ver

teilte Werte ~ = ~(r) im Bereich der Kugelschale c auf und als Flächenbelegung 

csy an der Erdoberfläche . Um die Flächenbelegung C,y mit den ~-Werten vergleichen zu 

können, wird sie in di e räumlich verteilte Dichte ~ einer Schicht an der Erdoberflä

che mit der Stärke Ty umgerechnet . Mit Gleichung (16) folgt 

( 111) "'l = ~. 
y 

Unter Beachtung der Nebenbedingungen soll daher die Summe 

c112) L: =Li + ~ 

zu einem Minimum gemacht werden . Hier ist 

( 113) ~1 JJJ ~de ; 
€ m! 

m ~ ist der quadratische Mittelwert der 5 -Werte. Nimmt man den Mittelwert für die ge

samte Kugelschale, dann ist m~ gleich dem Integral 

(114) 1 JH ~ 2 de: ; we € 

Wc ist das Volumen der Ku5elschale e : 

( 115) 

Das Integral r:2 wird über das Quadrat der Funktion ~ erstreckt: 

(116) 

'il 2'il 

J. ( ~ 2 ) e:. r sin cS dr da d;l • 
cS =o it=o m"'l. 

1( und m'L sind nicht vom Radius r abhängig , daher folgt 

'il 2'0 
(117) [2 ~ 2 j ) 2 sin c5 de\ d).. j li 17.2 dw 2 Ro 'Y/. 

m7L cS =O i\=O "I. w 

d'ü:I ist das Flächenelement auf der Erdoberfläche. m~ ergibt sich analog wie m~ 

als quadratischer Mittelwert über die ~ -Werte entlang der Erdoberfläche: 

(118) 

( 11 9 ) 

2 
m'l 

w 
w 

J..... ff 12 2 
dw ; 

ww üJ 

4 'U R2 
0 
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Entsprechend den Beziehungen (112), (113), (116) soll also die Summe der Quadrate der 
~ - und der ~-Werte unter Beachtung ihrer Gewichte zu einem Minimum gemacht werden. 

In Anlehnung an die Fehlertheorie kann man hier die Ausdrücke ~ {'d&° und "?_ ../d7 
auch als zufällige Variable v1 .j und v2 .j mit den Gewichten p1 und p2 auffassen; 
de ist hier ein konstantes Volumenelement der Kugelschale e • Es gilt dann 

(120). 

Die Summation im ersten Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (120) ist hin
sichtlich der Variablen r über das Intervall Ru ~ r E R

0 
zu erstrecken, im zweiten 

Ausdruck gilt für r das Intervall R
0 

- Ty ~ r E R
0

• Mit 

1-
""7 
m~ 

und 1 
""7 
m"l 

wird der erste Ausdruck auf der rechten Seite von (120) nach (113) gleich [ 1 und 
der zweite gleich dem Ausdruck (116) für ~ 2 • 

Substituiert man (12) in (113), dann folgt wegen der Orthogonalität der Kugelfunk
tionen 

Mit (7) ergib·c 

(122) L1 

~ ~ J J J; .OC1 .n.m(r) cos m.;\ + x2 .n.m(r) sin m >.._72 
:/' 

r c:l A ms 

~ P2 ( cos d ) r 2 sin c5 dr dÖ dA. • n.m 

i:;ich 
R 

+ x2 0 

x~.n.m 4 'il [ L J 2.n.m 2 dr • r 
n m r=R ms u 

In den oberen Schichten der Erde wird mit wachsender Tiefe die Scherfestigkeit ·des 

Materials abnehmen. Um diesen Sachverhalt zu berücksichtigen, soll ein vom Radius ab

hängiger Wert für m~ eingeführt werden. Es wird gesetzt 

(123) 

t ist 
stante 

(124) 

1 
""7 
m~ 

wieder die 
Parameter. 

L1 4'il 

Tiefe im Erdinneren, t = R
0 

- r , 0 ~ t ~ D. m
0 

und v2 sind kon-
Aus (122) und (123) folgt 

Ro 

,;.[ L J LXtn.m(r) 
m

0 
n m 

r=Ru 

Geeignete numerische Werte für die Parameter m
0 

und v2 ergeben sich aus statistischen 
Abschätzungen. m~ wird an der Erdoberfläche etwa zwei- bis dreimal so groß sein wie 
in einer Tiefe von 300 km [3_7. 
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Das Integral f 2 wird in entsprechender Weise umgeformt . Zunächst wird mit (111) 

~ durch Gy ausgedrückt, man findet dann für den quadratischen Mittelwert der Dichte 

der Flächenbelegung öy 

(125) 2 1 ff G2 d~. m y w_ y 
c;;w 

Mit ( 118) und (125) wird aus (117) 

(126) L2 ~ ff 62 dZO • 
m - y y w 

Substituiert man (17), dann ergibt sich 

(127) I 
m 

!Y2 + y2 7 
1.n.m 2.n.m-

Man kann die Abnahme der Beträge der Dichteanomalien mit wachsender Tiefe auch 

durch die Einführung dieser Flächenbelegung oy berücksichtigen. Dann wird man in 

(123) den Parameter ~2 gleich Null setzen und m z.B. so wählen, daß 1/m~ in 
y 2 2 2 

(123) etwa das Vierfache oder das Neunfache von 1/m~ = 1/my (Ty) ist . Gegebenen-

falls kann man beide Ansätze für die Dichteanomalien kombinieren und n~ben den ~-Wer

ten mit dem vollen Ausdruck (123) für ihre Streuung, also unter Einschluß von v
2

, 

zusätzlich noch die Flächenbelegung üy mit einem geeigneten Wert my für ihre 

Streuung einführen. Bei den weiteren Ableitungen soll von dieser letzten allgemeine

ren Variante ausgegangen werden. 

Mit den Gleichungen (124-) und (127) sind die Teilsummen [ 1 und L:2 nach den unbe

kannten Funktionen x1 .n.m(r) und x2 .n.m(r) und den unbekannten Parametern Y1 .n.m 
und Y2 .n.m entwickelt. Die genannten Funktionen lassen sich durch die unbekannten 

Parameter x1 .n.m.i und x2 .n.m.i (i = O, 1, 2, ••• ,L) darstellen . 

Nunmehr kann das Minimum der Funktion L: 1 nach (11.2) unter Beachtung der Nebenbe

dingungen (101) - (104-) und (107)- (110) ermittelt werden. Dazu werden die folgenden 

LAGRANGEschen Multiplikatoren eingeführt: 

(128) K • 
p.n.m./) ' 

p = 1, 2; n = 2, 3, 4-, ••• ; m O, 1, 2, ••• , n 1 , 2, 3, 4- • 

Es ist also das Minimum des folgenden Ausdrucks zu ermitteln: 

(129) r = [ + [ L [ L K n " 2 n ß - Minimum • 
p n m ß P• .m.,J P• .m. 

Man erhält dieses Minimum, indem man den Ausdruck r' nach den Unbekannten x1 .n.m.i' 

X2.n.m.i; Y1.n.m' Y2.n.mi ~ differenziert und die erhaltenen Ableitungen gleich Null 

setzt: 
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(130) <>r 
0 ' :>x1 . • n.m.1 

(131) '2 r: 0 
~x2 . • n.m.1 

(132) SlI: 0 M ' 1.n.m 

(133) r.lI: 0 bY 2.n.m 

(134) ..u:. 
() ~ = 0 • 

Die Gleichung (130) zergliedert sich in die folgenden Teile: 

(135) e>X1 . • n.m.1 
ar 

+ 2= [ 
p n Lm [13 Kp.n.m.13 ax () Q 

1 . p.n.m.~ .n.m.1 
0 • 

Analoge Beziehungen gelten für die Gleichungen (131) - (134). 

Zunächst soll die Gleichung (135) betrachtet werden. Mit (124) folgt 

(136) 

k 

Mit (47) folgt 

(137) 

Mit den Substitutionen 

r Ro - t Ro 

dr -dt 

r2 R2 (1 t )2 - :rr 0 
0 

erhält .uan 

( 138) <>X 1.n.rn.k 

L 
m 

o, 1, 2, 
~ 

• • • ' L 

L X . ti+k 
i 1.n.m.1 

(1 t 
- :rr) 

0 

R2 t t2 
(1 - 2 :rr + ::-2') 0 

0 Ro 

ax1.n.m(r) 2 r2 ax C 1 + 1-'2 t ) dr 
1.n.m.k 

i, k o, 1, 2, ••• ,'t. 
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(139) 

D 
2 1 ( ~ _/Tti+k ti+k+1 ti+k+2 7 

8 u R 2 J L X1 .n.rn.i ; " - 2 R + 2 - dt + 
o mo t=o i o Ro 

ax 1.n.m.k 

D 
+ 8 ~ R2o ~ J ~ X . ,L'ti+k+2 - 2 ti+k+3 + ti+;+4 7 dt. 

c: 1.n.rn.1 R
0 

R -
mo t=o 1 o 

Wir führen die Funktion r
5

Ci, k) ein (i, k = O, 1, 2, •••• ~ ): 

(140) 1 5Ci, k) 

D 

J 
t=o 

1 Di+k+1 
i + k + 1 -

. k ti+k+1 ti+k+2 -

-
/tl+ 2 dt 

- Ro + R2 _/ 
0 

2 Di+k+2 1 Di+k+3 

1 + k + 2 R
0 

+ i + k + 3 R2 
0 

1 Di+k+1 /.'!' - 2 i + k + 1 D i + k + 1 CD )2 7 
i + k + 1 '-' i + k + 2 r + i + k + :; r -

0 0 

i,k 0,1,2, ••• ,'i:' 

Mit (139) - (141) 

ar1 
(142) ~ax~--

folgt 

1.n.m.k 

Man leitet weiter ab 

(143) 
CJ:L2 

ax 1.n.m.k 

aQ 
(144) 1.n.m.1 

ax 1.n.m.k 

aQ 
(145) 2.n.rn.1 

oX1.n.rn.k 

ci2 
(146) 1.n.m.2 

t>X1.n.m.k 

(147) 
dQ2.n.m.2 
dX 1.n.rn.k 

C)Q 
(148) 1.n.rn.2 ax 1.n.m.k 

e>Q 
(149) 2.n.rn.2 

ax1.n.rn .k 

(150) 
CJSG, .n~rn.4 
ax 1.n.m.k 

8" R
2 ~ L x1.n.m.i !i5Ci, k) + V2 r5Ci, k + 227 • 
o rno i 

0 • 

01 (n, k) 
' 

0 ' 

ö2 Cn, k) ' 

0 
' 

Dk 
' 

0 

k Dk-1 

31 
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(151) 
;JQ 

2.n.m.4 
CJX 1.n.m.k 

0 • 

Für die Ableitungen nach x2 .n.m.k folgt 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 

( 156) 

(157) 

(158) 

(159) 

(160) 

(161) 

CJX 2.n.m.k 

f>X2.n.m.k 

c'.JQ1 .n.m.1 
CJX 2 . n.m.k 

o2 2.n.m.1 ex 2 . n.m.k 

d~ .n.m.2 
ax 2.n.m.k 

aQ 2.n.m.2 ax 2.n.m.k 

C)Sl, .n.m. 3 
ax 2.n.m.k 

a2 2.n.m.3 ax 2.n.m.k 

o2, .n.m.4 
i>x 2.n.m.k 

a~.n.m.4 ax 2.n.m.k 

8 'if R
2 ~ L X2 . /I5Ci, k) + l2 ~5(i, k + 227 ' o m~ i .n.m.1 -

0 ' 

0 , 

0 ' 

0 ' 

0 

Die Ableitung der Ausdrücke I:1 , [ 2 und S? nach den Parametern der unbekann-p.n.m.13 
ten Flächenbelegung Y1 .n.m und Y2 .n.m gestaltet sich analog: 

(162) 
aL:1 0 ClY ' 1.n. m 

(163) 
dL2 

8 'iJ' R2 T 1 y at 0 y 2 1.n.m 1.n.m my 

(164) asc,, .n.m .1 1 a Y1 .n.m ' 

(165) asc2.n.m.1 
0 ay ' 1 . n . m 

(166) ()Q1.n.m.2 1 C!Jt ' 1.n.m 
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aS2 
(167) 2.n.m.2 0 uY ' 1.n.m 

(168) t>21.n.m.,2 0 
CJY1.n.m ' 

(169) ast2.n.m.3 0 :n ' 1.n.m 

(170) aQ1.n.m.4 o, CiY 1.n.m 

a9 
( 171) 2.n.m.4 0 <!>Y 1.n.m 

(172) 
JL"1 0 CJY ' 2.n.m 

(173) 
ar2 

8 'il R2 T 1 y ay 0 y ~ 2.n.m ' 2.n.m 

(174) 
aQ1.n.m.1 

0 (Jy ' 2.n.m 

(175) 
322.n.m.1 1 Jy ' 2.n.m 

. (176) a21.n.m.2 0 (?y ' 2.n.m 

(177) 
a22.n.m.2 1 Cl y ' 2.n.m 

()Q 
(178) 1.n.m.3 

0 ' €JY2 .n.m 

(179) ()Q2.n.m.3 0 
aY2.n.m ' 

(180) ClS21.n.m.4 0 
Cl Y2.n.m ' 

(181) ()S22.n.m.4 0 • 
<>Y2.n.m 

Schließlich sind noch die Ableitungen nach dem Parameter der Überkompensation, ~ , 

zu bilden: 

(182) l) ' 

(183) 0 ' 

33 
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(184) JS21.n.m.1 
CJ~ 

0 
A1 . n . m -~ 

(185) aS22.n.m .1 
C)~ 

0 
A2.n . m -9 ' 

aQ 
(186) 1.n.m.2 

Cl ~ 
0 

A1.n.m - ~ 

(187) 
CJSi?2.n.m . 2 

Cl~ 

0 
A2.n.m -9 ' 

()21 ~ 
(188) .n.m • .? 

() ~ 
0 

' 
aS? 

(189) 2.n.m.3 
CJ!; 0 

' 
ClQ 

(190) 1.n.m.4 
cl ~ 

0 
' 

a2 
(191) 2 . n.m.4 

CJ~ 
0 . 

Mit den Beziehungen (135) - (191) entwickeln sich die Gleichungen (130) - (134) 

folgendermaßen: 

(192) 

(19J) 

( 194) 

( 195) 

(196) 

8 11 R2 Ty ~ Y + K + K . o mc 1.n.m 1.n.m.1 1.n.m.2 
y 

8 \T R2 T 1 Y K K o y ~ 2.n.m + 2 . n.m.1 + 2.n.m.2 
my 

n 1, 2, ... ' m O, 1, 2, ••• , n; 

0 ' 

0 ' 

i , k o, 1, 2, ••• ,'i: 

0 

Die Gl~ichungen (101) - (104), (107) - (110), (192) - (196) bilden das lineare System 

zur B;,s timmung der Unbekannten x1 .n.m.i' x2 . n .m. i; Y1 .n.m' Y2.n . m; ~ Kp.n.m.~ 

(p = ~. 2; ~ = 1, 2, 3, 4). 
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Insgesamt ist also die Anzahl der vorliegenden Unbekannten für ein bestimmtes Werte
paar (n, m) gleich 2t + 13 und entspricht der Anzahl der genannten Gleichungen. 
Die Eindeutigkeit der Bestimmung der Unbekannten ist daher gegeben; von einer Singula
rität der Koeffizientendeterminante soll abgesehen werden. 

Die Unbekannte ~ soll noch gesondert betrachtet werden. Verzichtet man auf ihre 
Bestimmung und setzt sie gleich Null, dann entfällt die Gleichung (196). In den übrig 
bleibenden einzelnen Bestimmungsgleichungen treten dann jeweils entweder nur die Unbe

kannten x1 .n.m. i' Y1 .n.m oder nur x2 .n.m.i' Y2 .n.m auf. Das System von 2T + 12 
Unbekannten zerfällt in zwei unabhängige Systeme mit jeweils T + 6 Unbekannten. Da
mit sind Erleichterungen bei der numerischen Auflösung dieses Systems verbunden. Das 
eine Teilsystem besteht aus den Gleichungen (101), (103), (107), (109), (192), (194), 
das andere umfaßt die Gleichungen (102), (104), ('108), (110), (193), (195). 

Bei praktischen Berechnungen wird man aber nicht nur eine einzige Kugelfunktion 
~ , also ein einziges bestimmtes Wertepaar (n, m) einführen, sondern man wird n.m 
alle Kugelfunktionen etwa bis zur 4. oder 7. oder 10 . Ordnung berücksichtigen. 

·Nimmt man alle Kugelfunktionen von der 1. Ordnung bis zur Ordnung n* mit, so ist, 
die Anzahl der Glieder, die zu einer einzelnen Ordnung, z.B. der n-ten Ordnung, gehö
ren , gleich 2n + 1. Die Gesamtheit der Glieder dieser Entwicklung, die alle Ordnungen 
von n = 1 ois n = n* umfaßt, beträgt s = n* (n* + 2) . In dem Fall, daß n* = 10 
ist , pilt s = 120 . 

Für jedes einzelne Glied dieser Entwicklung fallen ~ + 6 Unbekannte an. Hinzu 
tritt noch die Unbekannte ~. Die Anzahl der im gesamten System auftretenden Unbekann
ten ist somit gleich (~ + 6) s + 1. Bei ~ = 4 und n* = 10 hat man 1201 Unbekann
te. Die Unbekannte 5 erscheint in diesem System von 1201 Unbekannten in allen Teil
systemerr, deren Anzahl gleich s = 120 ist. Berücksichtigt man also den Parameter der 
Überkompensation, ~, dann muß das gesamte System mit (~ + 6) s + 1 Unbekannten als 
ein einziges in einem Rechengang aufgelöst werden, und es zerfällt nicht in Teilsyste
me mit jeweils L + 6 Unbekannten. 

Führt man aber den Parameter 5 als ·gegebene Größe ein, dann hat man rechentechni
sche Vorteile·. Das gesamte System von (L + 6) s + 1 Unbekannten zerfällt in Teilsy
steme mit jeweils nur T + 6 Unbekannten. Die Anzahl der Teilsysteme ist gleich s. 
Den optimalen Wert von ~ kann man dann dadurch ermitteln, daß man die s Teilsyste
me für verschiedene plausible Werte des Parameters ~ auflöst. Man wird sich dann für 
die Variante entscheiden, bei der im Zuge dieses Optimierungsverfahrens die Summe der 
Quadrate· der Restfehler, a lso die Summe ~, ein Minimum wird. 
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6 . Näherungsformel für die Spannungsunterschiede 

Der vorstehend entwickelte Formelapparat gestattet die Bestimmung der Dichteanoma
lien innerhalb des Volumens der Kugelscha l e c • Dabei wurden die elastischen Eigen
schaften der Kugelschale außer acht gelassen. Weil die Dichteanomalien relativ klein 
sind und nur bis zur Tiefe D auftreten, die relativ zum Erdradius klein ist, wird 
die elastische Deformation der Kugelschale klein sein. In Wirklichkeit bestehen auch 
die oberen Erdschichten aus elastischem Material. Will man die durch die Dichteanoma
lien verursachten Spannungsunterschiede berechnen, dann kann man nicht mehr von einem 
starren Körper ausgehen, sondern muß elastische Deformationen der,Kugelschale e zu
lassen und zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften die LAMEschen Parameter 
A = A(r) und ~ = ~(r) einführen. Aus den Deformationen und den elastischen Pa
rametern lassen sich die Spannungsunterschiede berechnen. Die Ermittlung dieser Span
nungsunterschiede aus den Dichteanomalien und den ·elastischen Parametern erfordert 
einen nicht unbeträchtlich~n rechnerischen Aufwand. Die dazu benötigten theoretischen 
Entwicklungen sollen in den folgenden Kapiteln dargestellt werden. 

Für den gleichen Zweck gibt es aber eine relativ einfach zu handhabende Näherungs
formel von H. JEFFREYS !J27• Man geht dabei von dem Druck aus, den eine über dem Auf
punkt ruhende Last auf diesen ausübt. Variiert diese Last für Aufpunkte mit konstanter 
Tiefe t, also längs einer Kugelflä1che mit dem Radius R

0 
- t = r = const, um den Be

trag A , dann haben die Spannungsunterschiede in dieser Tiefe t etwa den Betrag 
1/3 A bis 1/2 A. Man wählt meistens den letzteren Wert, 1/2 A !J.27. Im vorliegen
den Fall ermittelt sich die Last A aus den Dichteanomalien ~ , den Flächenbelegungen 
ua, ~b• üy und der Schwere g oherhalb der Tiefe t. Der Anteil der ~-Werte an der 
Last A ist 

Ro 

f g~ dr ~ G f t • 
r=R0 -t 

Hier ist G eip Mittelwert der Schwere an der Erdoberfläche und f der Mittelwert 
der Dichteanomalien zwischen der Erdoberfläche, r = R

0
, und der Tiefe t: 

t 

(197) i I f dt 
0 

Der Anteil der topographischen Massen und ihrer Kompensation ist 

-G C5'a ~ • 

Die Berücksichtigung der Flächenbelegung ~y gestaltet sich entsprechend. Man findet 
G Gy. Die gesamte Last ist gleich 

(198) A 

Für die Spannungsunterschiede ergibt sich daher genähert 
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(199) 

Bemerkenswert ist, daß Formel (199) nicht die elastischen Parameter }... und fL ent- . 
hält. Ferner werden keine Daten über die elastischen Deformationen, also über die 
Punktverschiebungen, benötigt. 
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7. Elastisc~es Modell 

Die Erde und damit auch die Kugelschale ~ werden nunmehr als ein elastischer 

Körper aufgefaßt. Vor dem Auftreten von Dichteanomalien ist die gesamte Erde hydro

statisch geschichtet . Die äußeren Schichten bis zur Tiefe D und auch die tieferen 

Schichten haben in Strenge eine sphärische Gestalt, die Schichtung verläuft entlang 

von konzentrischen Kugeln. Durc,~ die Dichteanomalien im Bereich der Kugelschale ~ , 

Ru ~ r t R
0

, sollen nur in diesem Gebiet elastische Spannungen und elastische Punkt

verschiebungen auftreten. 

Die Punktverschieoungen werden mit u, v, w bezeichnet. Die Komponente u ver

läuft in radialer Richtung, positiv nach außen; die Komponenten v und w sind hori

zontal, der Vektor mit dem Betrag v ist von Norden nach Süden gerichtet, der mit 

dem Betrag w von Westen nach Osten. Sind die Vektoren ~r' ~6 , ~A die Einheitsvek

toren in den positiven Richtungen der Parameter~inien der räumlichen Polarkoordinaten 

r, o, A, dann ergibt sich der Vektor ~ der elastischen Punktverschiebung folgen

dermaßen : 

(200) ~ = U ~r + V ~~ + W ~~ • 

Unterhalb der Tiefe D gilt 

(201) u V w 0 ' r 

Durch die elastischen Punktverschiebungen im Bereich e. ändert sich die Dichte in 

einem Punkt, der im Raume fest ist, um zwei Beträge. Die radiale Verschiebung des 

Massenelementes bewirkt eine Änderung der Dichte um -u (dy1/dr) , die Ausdehnung des 

Volumenelements hat eine Abnahme der Dichte um den Betrag -f1 ß zur Folge; hier ist 

~1 die Dichte der Standarderde und ß die Volumendilatation , also die relative Ände

rung des Volumenelements . 1l ist bei Volumenvergrößerung positiv. Der gesamte Anteil 

der elastischen Funktverschiebungen an der Dichteänderung ist daher 

(202) 

Hinzu tritt noch die Dichteänderung p3 auf Grund von Unterschiedlichkeiten der che

mischen Eigenschaften des Materials; dieser Anteil ist von den Punktverschiebungen un

abhängig. Es folgt 

(203) 

Die i~i. chte der deformierten Erde, §> , setzt sich zusammen aus der Dichte der Stan-

darderde, f 1 , und den Dichteanomalien f 

(204-) ~1 + ~ ; 

(205) 
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Während am Unterrand , r = Ru ' kein Dichtesprung vorhanden ist und somit eine Defor
mation der Kugelschale e. dort ·keine gravimetrische Wirkung nach sich zieht , tritt 
an der äußeren Begrenzung , r = R

0
, eine Diskontinuität der Dichte und damit ein Gra

vitationseffekt auf . 

Die radiale Punktverschiebung an der Erdoberfläche ist 

und die Dichte 91 der Standarderde an der Erdoberfläche 

(206) Y 1 . o • 

Die an der Erdoberfläche verteilte Flächenbelegung 3y ' die mit den Rechenvor
schriften der vorstehenden Kapitel ermittelt wurde , kann daher in zwei Teile zerglie
dert we.rd~n . Der erste Anteil , ($' y . 1 , wird durch die elastische Deformation der Erde 
an ihrer Oberfläche hervorgerufen : 

(207) C5 y . 1 

Der restliche Betrag ~ y . 2 ist die eigentliche an der Erdoberfläche verteilte zusätz
liche Flächenbelegung , deren Masse additiv zur Masse der oberen Schichten der Stan
darderde hinzukommt und damit eine zusätzliche Druckbelastung auf die tieferen Berei
che ausübt : 

(208) <5 y . 2 = eJ -15 1 y y . = G y - ~ 1 • o uo • 

Für di e Punktverschiebungen u , v , w 
keit von den räumlichen Polarkoordinaten 

werden analytische Entwicklungen in Abhängig
r , cS , ).. eingeführt . Es werden zwei spe ziel-

le Typen von Punktverschieb11ngen , der sphäroidale und der torsionale Typ , betrachtet ; 
dadurch gewinnt man , wie sich im Laufe der Deduktionen zeigen wird , den Vorteil, 
nicht drei Funktionen für die drei Punktverschiebungen u , v , w einführen zu müssen , 

sondern statt dessen nur zwei unabhängige Funktionen. 

Der Ansat z für den sphärischen Typ lautet (vgl . ~-7) 

(209) US [[ 
n m 

LU1 . n . m (r) cos m A. + u2 . n . m(r) sin m ~7 rn . m (cos .5 ) 
' 

(210) [ [ L.V1 . n . m(r) cos m .:l + v2 . n . m(r) sin 
a '.Pn m (cos cS) 

vs mA._7 • cM 
n m 

(211 ) WS [ [ si~ C5 r n . m <cos ~ ) ~ LV1 . n . m<r) cos m l + v2 . n . m(r) sin mil._7 
n m 

Für gilt auch 

(212) [ [ s;i.~ 13 E v1 . n . m(r) sin m A. + v2 . n . m(r) cos m ~7 I5n . m (cos cS ) . 
n m 
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Beim sphäroidalen Typ verschwindet die radiale Komponente der Rotation des Verschie
bungsvektors: 

(213) 0 

Für die Gleichungen (209) - (211) kann man auch abkürzend schreiben 

(214) US [ 
n 

Un(r) Sn(6, .l) 

(215) vs [ Vn(r) fi Sn(cl, ;t) 
n 

(216) WS r. 
n 

Vn(r) Sl~ J ~ Sn ( cS' ,l ) 

Hier steht Sn ( cS, ;l ) für die beiden Ausdrücke 

(217) P n.m ( cos cl ) { c~s m ). } 

sin mA. 

Beim torsionalen Typ der Punktverschiebung ~t verschwinden die Volumendilatation, 

.6 = 0 

und die radiale Komponente der Punktverschiebung, 

(218) 0 • 

Die Punktverschiebungen erfolgen nur in horizontalen Richtungen; wegen der radialen 
Schichtung der Dichte tritt daher beim torsionalen Typ kein Gravitationseffekt auf, 
f 2 = O. Es gilt (s. f:i_7) 

(219) 0 

(220) [ [ 
n m 

(221) 
a'P ( cos a) - [ [ /Y1 n Cr) cos m ..l + W,., (r) sin m >. 7 --'n;.;;.;•;.;;m.;_..., __ _ 

n rn •• m c:.n.m - C>c5 

Für (220) kann man auch schreiben 

(222) 
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In abkürzender Schreibweise erhält man mit (217) für (219) - (221) 

(223) 0 

(224-) 

(225) 

Faßt man die sphäroidalen und di e torsional en Verschiebungskomponenten zusammen, dann 
folgt 

(226) 

(227) u 

(228) V 

(229) w 

~s + ~t ; 

'\ \' ITT1 .n.m(r) cos m). + u2 (r) sin m.l.7 I5 (cos CS), rr fü- 1...v .n.m - n . m 

[ [ Csi~ 0 [-v1 .n.m(r) sin m). + v2 . n . m(r) cos m>.} I5n . m (cos c.S) -
n m 
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8 . Grundgleichungen für das elastische Gleichgewicht 

Bei der allgemeinen Formulierung der Beziehung für das Gleichgewicht der Elastome
chanik wird eine Relation zwischen den inneren Kräften, die durch die elastische Ver
formung entstehen, und den Feldkräften hergestellt. Die Feldkräfte sind im vorliegen
den Fall die Gravitationskräfte der Standarderde und die der Dichteanomalien in der 
Kugelschale E , einschließlich der Gravitationskräfte der topographischen Massen und 
i hrer Kompensation . Weil es sich im vorliegenden Falle nicht um einen zeitlich verän
derlichen Vorgang , sondern um eine statische Erscheinung handelt , sind die Komponenten 
u , v, w des Verschiebungsvektors M als zeitlich konstante Größen zu betrachten . Da
bei wird der Spannungstensor 0 der deformierten Erde benötigt : 

(230) 

schreibt man ihn als Dyade, dann folgt 

(231 ) 

Ferner tritt der Gradient V in seiner Darstellung durch räumliche Polarkoordinaten 
r , cS , .il auf : 

(232 ) 17 a 1 ~ 1 a 
f@r rr + (@6 r rr + f@;l r sin C\ n . 

Der Vektor der Feldkräfte sei ~ · Er ist der Gradient der Gravit ationspotentiale . 
Diese sind das Potential der sphärisch geschichteten Standarderde , f( Me/ r) , ferner 
die Potentiale A und B der topographischen Massen und ihrer Kompensation und die 
Potentiale X und Y der a priori unbekannten Dichteanomalien ~ und der Flächenbele
gung ~y • Es folgt 

(233) 
M 

17 (f r e) + V (A + B + X + Y) • 

Ist ~ die Dichte der elastisch deformierten Kugelschale , dann gilt die folgende 
grundlegende Beziehung für das Gleichgewicht der Elastomechanik fJQ7: 

(234) v · e + ~ ~ 0 • 

Für 0 ist hier die Spannungsdyade gemäß (231) einzusetzen , diese ist skalar mit dem 
Gradienten zu multiplizieren . 
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Bevor die Gleichung (234) den Besonderheiten des hier behandelten elastischen Mo
dells angepaßt wird, sollen einige allgemeine Entwicklungen über die Spannungsdyade 
und über ihre skalare Multiplikation mit dem Gradienten vorangestellt werden. Zur Ver
einfachung der Bezeichnungen wird dabei die Spannungsdyade im räumlichen Polarkoordi

natensystem wie folgt geschrieben~ 

(235) i, k 1, 2, 3. 

Für den Gradienten gilt dann 

(236) 17' = 

u1 , u2 , u
3 

sind die sphärischen Polarkoordinaten (u1 = r , u2 = d, u
3 

= ).) und g1 , 
g2 , g

3 
die Elemente in der Hauptdiagonalen des Maßtensors dieses Orthogonalsystems: 

(237) II gi.k 11 

(238) 1, r , 

Der Verschiebungsvektor ~ sei 

(239) = [ e. v .• 
i =l l 

r sin c) • 

Im weiteren werden die Ableitungen der Basisvektoren (Einheitsvektoren) ~1 , ~2 , ~ 3 
in räumlichen sphärischen Polarkoordinaten benötigt. Dazu werden diese durch die Ba
sisvektoren ~' J, ~ in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten dargestellt !Jj_7: 

(240) e 
=1 

sin J cos l ~ + sinö sin A J + cos J ~ 

(241) ~2 cos cS cos ;t ~ + cos cS sin). J - sin ö ~ 

(242) ~3 - sin c5 sin). i + sin o cos ~ ~ 

Durch Differentiation folgt 

(243) 0 t 
a~1 a~„ 

sin ~ 
äu2 ~2 t au

3 ~3 ' 

<>~2 a ~2 
cos 6 au2 

-~1 t au
3 

e 
=3 

0 t 

a~3 
0 

a~3 
-sin cl e cos d <>u2 t ou3 

- ~2 . =1 0 ' 

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



4-4 

Entwickelt man die Ableitungen der Basisvektoren ~1 , ~2 , ~ 3 nach den Elementen 

des allgemeinen Maßtensors gi . k' dann erhält man (s . 827) 

(244) 

<>e. 
=l 

e>uk 
i 1 k • 

Aus (244) ergibt sich mit (238) wieder (24-3). 

Vor dem Spannungstensor 0 sollen zunächst der Verzerrungstensor und die Verzer
rungsdyade, ~ , behandelt und in räumlichen Polarkoordinaten dargestellt werden. Der 
Verzerrungstensor sei 

(245) {> ~ qi .k ~ i, k 1, 2, 3 

q1 .1 q,, .2 q1 . 3 

(246) cp q1 .2 q2.2 q2.3 

q1 .3 q2.3 q3.3 

Für die Verzerrungsdyade ergibt sich dann 

(~47) ~ L: L: e. ~k qi.k • qi.k 
i k =l 

Nun gilt per definitionem (vgl. 827) 

(248) 

wobei das hochgesetzte Zeichen T die Transposition bedeutet. Mit (236) und (239) 
folgt 

(249) 

Differenziert man entsprechend der Kettenregel, dann findet man die Dyade 
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(250) 

Die Elemente der symmetrischen Verzerrungsdyade ~ nach (247) werden daher mit (248) 

und (250) gleich 

(251) q1 .1 
<>v1 
är 
1 1 av1 1 av2 

q1 .2 '2" C--r ä0 - r v2 + "ä"r-7 

1 1 av1 1 av
3 

q1 .3 '2' L-r sin a C>7. - r V3 +-7 ar -

q2 .2 
1 r v1 + 

1 av2 
r~' 

1 1 av2 1 cot 6 
1 av3 

q2.3 '2° !: r Slil J äT r V3 +-~ 7 r -

1 1 cot e 1 ;)v3 
q3.3 r v1 + - V2 + r Sln (5 är. r 

Verbindet ma~ den Gradienten und den Vektor der Punktverschiebung durch das skalare 
Produkt, dann folgt dje Divergenz des Vektors u: 

(252) l7u = div ~ 

Die Divergenz ist gleich der Spur des Verzerrungstensors ~ aus (246) und gleich der 
Volumendilatation A , 

(253) div ~ 

sie ist damit gleich der skalaren Invarianten erster Ordnung i 1 des Verzerrungsten
sors ~ • Die Invärianz bezieht sich auf Ähnlichkeitstransformationen dieser Matrix . 

Aus dem Verzerrungstensor ergibt sich der Spannungstensor e gemäß (230), (235): 

(254) 

, 
I ist der Einheitstensor, A und ~ sind die LAMEschen Parameter für die elastischen 
Eigenschaften der Materie. Mit (235) und (247) folgt 
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(255) P1.1 2 f-l q1 . 1 + A ~1 

P2 . 2 2 (..1. q2 .2 + ~ i1 

P3 .3 2 f-.l q3.3 + ~ t1 

P1.2 2 l-1- q1 .2 

P1 .3 2~ q1 .3 

P2 . 3 2~ q2 . 3 

Mit den vorstehenden Gleichungen (251) und (255) sind die Elemente d·es Spannungsten

sors und der Spannungsdyade durch die Punktverschiebungen v1 , v2 , v
3 

ausgedrückt. 

Es gilt jetzt, das in Gleichung (234) benötigte skalare Produkt des Gradienten ~ 

und der Spannungsdyade e abzuleiten. Mit (235) und (236) ergibt sich 

(256) V • e 

+ 
1
g ~3 [ [ _..2._ (~l· ~k pi .• k) • 

3 - i k au3 

Anstelle von (256) kann man setzen 

(257) r . e a (e. ) au
1 

=i ~k Pi.k ; i, k, 1 1 , 2 , 3. 

Für die Glieder mit dem Index 1 = 1 in Gleichung (257) erhält man im einzelnen fol

gende Entwicklung: 

<> 
fle. 

~1 [ L: <>u1 
(e. ~k pi.k) [ .L. (~1 ....=1;.) 

~k Pi.k + 
i k =l i k au1 

(~1 
&~k ~p. k 

+[ [ e.) -·P· +[ [ (~1 e.) e i . 
i k =l au1 i .k i k =l =k ä"ü.1 

Wegen (243) verschwinden die Ausdrücke ~~i/au1 ; damit sind das erste und das zweite 

Glied auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung gleich Null. Im dritten Glied 

muß man wegen der Orthogonalität der Basisvektoren i = 1 setzen . Es folgt 

(258) ~-1 L ~ ~ (~. ~k P· k) i k uu1 -l - lo 

In analoger Weise leitet man die für die Indizes 1 = 2 und 

ren beiden Teile der rechten Seite der Gleichung (257) ab. Für 

a ae. 
~2 1;: l: (e. ~k Pi.k) [ [ =l. 

<>u2 =l (~2 au
2

) ~k pi.k + 
l k i k 

+[ [ (~2 e.) 
()~k 
- P· k 

i k =l. au2 i . 

1 = 3 gültigen ande-

1 = 2 findet man 

+[ l: (~2 e.) 
ap. k e l.o 

i k =l. =k aü2 . 
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Nach Vergleich mit (24-3) erhält man daraus 

(259) 

Für 1 = 3 gilt schließlich 

ae. 
L . [ Ce3 a=i) ~k Pi.k + 
i k = U3 

+ [ I 
i k 

Mit (24-3) entwickelt sich die rechte Seite folgendermaßen: 

(260) 

Die Beziehungen (257) - (260) ergeben schließlich mit (238) 

(261) V • e 

+ r s~n C} (p1 .3)3-7 + 

+ ~2 DP1 .2)1 + ~ P1 .2 + ~ (p2.2)2 + ~ cot cS P2 . 2 

+ r s~n d (p2.3)3-7 + 

4-7 

2. 1 2 1 7 
+ ~3 DP1 .3)1 + r P1 .3 + r CP2.3)2 + r cot ö P2 .3 + r Slil 6 CP3.3)3- • 

Bezeichnet man die Elemente des Spannungstensors wieder mi.t denselben Symbolen wie 

in Gleichung (230) und setzt man. für die räumlichen Polarkoordinaten wieder r, ö , A., 

dann gilt mit (261) (s. {.1§7) 

(262) V • e r;J,rr 1 a~rcS 1 a~r;I. 1 
~r L ar + r 7ir + r sin J ~ + r c2 .;;;rr - .;;;c1c1 - ~i + 

+ cot J ~r.sl7 + 

a;;;rJ 1 a~c1c1 1 r;;;;cfA 1 { 
+ ~cl L """är + r ar + r sin cS ar + r l 3 ~ r& + cot 0 

0~r;t 1 <>~J;t 1 <>;;;,n 1 ( -
+ ~;1. L """Fr" + r ~ + r sin J ""ä"r- + r 3 {Pr'}. + 2 cot o ~c1;1.27 • 

Mit (255) werden die Elemente des Spannungstensors e durch die des Verzerrungs

tensors ~ ausgedrückt: 
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(263) r;- • e 

;r.. ) 2 l' C)q2.3 
~'1'1 + r sin 6 <>.it + 

+ ~ [ 6t_.t q1 •2 + cot c 2 ~ (q2 • 2 - q3 •3)}_7 + 

<> ~ aqJ.3 1 <> 
+ hLar C 2 ~ q1.3) + r <> + r sinCI ~ ( 2 l-I- q3.3 + A!1) + 

+ ~ ( 6EA- q1 • 3 + 4 f-L cot~ q2 .yl7 • 

Weil der Vektor 17 • e durch die Verzerrung des elastischen Körpers ausgedrückt 

werden soll , müssen in (263) die Elemente qi.k durch die Gleichungen (251) substitu

iert werden . Zunächst empfiehlt es sich aber, in (251) die Verschiebungskomponenten 

v1, v2, V3 durch die unbekannten Funktionen u1.n.m ' u2 . n . m' v1.n.m' v2.n.m' w1.n.m' 
w2 .n.m mittels der Gleichungen (227) - (229) zu ersetzen; dabei ist u = v1 , v = v2 , 

w = v3• Die Beziehungen (251) für den Verzerrungstensor erhalten dann folgende Ge

stalt, wenn man noch i n den Ausdrücken für u, ·v und w die abkürzende Bezeichnung 

einführt , _die auch bei den Gleichungen (214) - (216) benutzt wurde: 

(264 ) 

(265) 

[q "k n n . i • . 

U' S 
n n 

1 1 " r-+ r Wn SI'IiCf ';ff _-cotö Sn+ (Sn)0 _7, 

r1 U - m
2 .1 V 1 7s + -r1 Vn cot cS (Sn)_. + - r n r n . 2~ - n a 

Sln Cl 

1 1 C>r.: 
+ r Wn SiiiCr <>il Lcot 6 Sn - (Sn)6 _7 , 

~ .c-H un - ~ vn + V~ J (Sn)d + { - r s~n 6 wn + Sl~ rs w~} (Sn\_7 

-r
1 

V + V' } (S ), 7 n n n ,..-

1 2 1 1 
2 C-{n (n + 1) - 2 m2 J r W S + 2 - cot cS Wn (Sn)cS -

sin cS n n r 

2 cot cS V (S ) + 2 .1 1 V (S ) 7 - r Siil"C) n n i\ r Siil"C) n n clA - • 

Bei der Ableitung der vorstehenden Gleichungen (265) wurde die Differentialgleichung 
der Kugelfunktionen verwendet : 

(266) 
2 

(I5n.m\sc1 + cot cS (Iin.m)..S + ffi (n + 1) - m 7 p 
• ~-< - n.m 

Sln a 

0 
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ferner die Beziehung 

(267) 
{ 

2 -m 

'Pn.rn 
2 - rn 

cos rn .l} 
sin m .l 

Substituiert man die Gleichungen (265) in den Relationen (255), dann erhält man 
die Elemente des Spannungst3nsors, der den Einfluß der Punktverschiebungen u, v , w 
auf den Spannungszustand beschreibt. Man wird bei der Betrachtung der Änderungen der 
Spannungen zu dem Tensor ..=. geführt: 

{Jtrr ..9>rd {J>r). 

(268) ~ ..?>do ~6). .!:::. '!9trcS 

'l9or). 1'-al '9>.u 

Die Elemente des Tensors 8 werden in Abhängigkeit von den Funktionen U, V, W wie 
folgt dargestellt : 

(269) ~ rr 2:: D ~ Un + (2 f:'- + .l) u~ - ;t ~ n (n + 1) V n-7 Sn 
n 

ß-66 [ [" { C 1:1 + ;t) ~ un + .l u~ - ( C2 !f + >- ) ~ n (n + 1) -
n 

2 
-2 µ ~ . m2 0 

) V n} Sn - 2 p. ~ cot o V n (Sn )6 + 
Sln 

+ 2 µ ~ Sl~ d Wn :). { - cot 6 Sn + (Sn),d _7 , 

I 
n 

2 
; ( .l n (n + 1 ) + 2 f:'- . m2 ) V } S + 

· s1n o n n 

u "\ r{1 U - .1 V +V'} (S ) + 1 { - .1 W + W' J (S ) 7 • L - r n r n n n .l Siii""6 r n n n .l-n 

1 { . 2 
}w s + 

2 µl: + 1) - 2 m cot o w (Sn)d -r- n (n 
sin2 o - r .n n r n n 

g~v (Sn)A + 
2 1 V (Sn)d). -7 " r s1no n r sin CS n 

Für die Volumendilatation .6 folgt mit (252) und (253) 

(270) 4>1 

Setzt man (264-) und (265) in (263) oder (269) in (262) ein , dann erhält man den 
Vektor {7 • 8,. Die Komponente dieses Vektors in Richtung des Basisvektors ~r er
gibt sich mit einigen Umformungen: 
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(271) ( 17 • '=' ) e "- =r L Sn LU~ (2 p. + A ) + u~ ( 4 µ ~ + 2 l ~ + 2 µ • + .\' ) + 
n 

+ Un (- I:'-~ { 4 + n ( n + 1 ) J - 2 .l 
r 

; + 2 ,l' 1) -
r r 

- V~ ( iJ.+ l. ) ~ n (n + 1 ) + Vn n 1 1 1 7 (n + 1) - (3 u - + .l - - .l' Y • r c r r .J.. 

In entsprechender Weise leitet man di e Komponente in Richtung des Basisvektors ~ h 

ab : 

(272) 
n 

(S ), /t]'' 1 ( 1:1- + ;l) + un 1 ( f;l' + 4 tJ. 1 + 2 ). 1) + no - nr r r r 

+ v~ l:l + V~(µ'+ 2 µ ~) - vn ~ {fL' + ~ (2 1J. +). ) n (n + 1)}_7 + 

n 

Wn ~ { l:l ~ n (n + 1) + I:'- ' J _7 • 

Mit den Beziehungen (271) und (272) sind die Voraussetzungen gegeben , um die Grund
gleichung (234) den besonderen Bedingungen des vorliegenden Falles anpassen zu können . 
Dabei soll berücksichtigt werden , daß der Spannungstensor 0 , die Dichte f und die 
Feldkraft ~ der deformierten Erde in erster Näherung gleich den für die Standarderde 
gültigen Werten sind . Diese auf die Standarderde bezogenen Größen seien e 1 , f

1 
und 

[T] · 
Die Abweichungen der wirklichen Größen von denen der Standarderde sind relativ 

klein und können als differentielle Beträge aufgefaßt werden . Daher werden in (234) 
die folgenden Substitutionen eingeführt : 

(273) 

und mit (204) 

(274) 

(275) 
[

- g1 J 
~ + V Q ; 

Q ist die Summe der 4 zusätzlichen Potentiale aus (22), (29) , (39) , (40) , (41) : 

(276) Q = A + B + X + Y • 

Die Struktur des Tensors 2 i st mit (268) und (269) gegeben ; der Tensor 01 gilt 
für eine hydrostatisch geschichtete Erde , bei der das Spannungsellipsoid eine Kugel 

ist : 
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(277) e -P1 Q 1 
0 -P1 

P1 ist positiv. Die negativen Vorzeichen ergeben sich, weil der hydrostatische 

Druck P1 nach innen gerichtet ist. 

Faßt man G1 und ~ als Dyade auf, dann gilt 

(278) P' • e 

Aus (262) entnimmt man 

(279) 
<>P1 1 <>P1 

- ar ~r - r '1i'O' ~o 

Setzt man (236) und (238) in (275) ein, dann folgt 

(280) d 

51 

Der Spannungstensor ~ 

Vektors der Flächennorrnale 
ergibt sich als skalares Produkt des nach außen zeigenden 

! und der Spannungsdyade: 

(281) 

Ferner ist noch der hydrostatische Druck zu transformieren . Der nach innen gerich-

tete hydrostatische Druck ist a priori im Aufpunkt r, c:S , .:l gleich P1 • Durch die ela-

stische Deformation gelangt das Volumenelement 

das a priori um den Vektor -(~] vorn Aufpunkt,entfernt war, an diesen Punkt . Der in 

den Tensor e1 einzusetzende hydrostatische Druck beträgt daher a posteriori 

(282) p 

Zu diesen Spannungen treten die Spannungsänderungen durch die Deformation entsprechend 

d ')ffi Tensor 2 . 

Die Grundgleichung (234) für da s elast i sche Gl e i chgewicht führt daher nach der Zer

legung in die einzelnen Komponenten zu fol gendem Gleichungssystem: 

(283) 
()p 

- - + Clr (V • S) ~r + (~1 + ~ ) (-g1 !.Q) 
+ <>r 0 

(284) 1 <>P (V" · 2) - r a&" + ~o + ( s>1 1~ + n r a (J 

(285) 1 <>P (17 • ::=:) ( f1 + ~) 1 ~ 0 r sind » + ~). + r sin 6 Cl;l . 

Aus (282) und (283) fol gt 

(286) 
3P1 () aci 

- är" - ar ( f g u) + ( 17 • 8 ) ~r - \>1 g1 - ~ g1 + ~1 ~ 0 
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und wei l 

(287) 0 

ergibt sich schließlich 

(288) 

(289) 

(290) 

1 au ( ~) 1 <>Q r ~ g 7f1 + V • .::; ~.s + r ~ ä'tJ 0 ' 

0 ' 

1 0 g au + (17' • 3) e + 1 «> ~ 
) a;i. · =;l r sin CS ") <>~ r SJ..n cS 0 • 

Diese drei Differentialgleichungen gelten für das Innere der Kugels .chale ~ , also .für 
den Bereich Ru ~ r i R

0
• An den Randflächen dieser Kugelschale, r = Ru und r = R

0
, 

treten jeweils noch drei , bestimmte Bedingungsgleichungen für die Spannungen auf, so 
daß mit diesen sechs Randbedingungen die sechs Integrationskonstanten der drei Diffe
rentialgleichungen 2. Ordnung ermittelt werden können. Das System wird dann eindeutig 
bestimmt . 

In den Gleichung·en (288) - (290) sollen noch die Komponenten der Punktverschiebung 
u, v~ w mittels der Beziehungen (227) - (229) durch die Funktionen Un(r) , Vn(r), 
Wn(r) ersetzt werden. Zunächst findet man 

und mit (227) 

u 

also 

(291) (\>g)'[ 
n 

(292) ( ~ g u)' 

Ferner gilt für das Produkt ~ g mit (12) 

(293) ~ = [ X Sn ' n n 

(294) ~g L 
n 

X n g Sn 

Für das Potential Q wird ebenfalls eine Kugelfunktionsentwicklung eingeführt: 

(295) Q =I Q Cr) s Cö,;t.), n n n 

(296) Q' 
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Substituiert man die Beziehungen (292), (294), (296) in (288), dann folgt 

(297) 0 [' L-C f g)' Un - ~ g u~ - g Xn + f Q~_7 Sn + (17' • 2) ~r • 
n 

Nimmt man noch (271) hinzu, dann resultiert die erste Differentialgleichung 2. Ordnung 

für die Funktionen U und V · r. n· 

(298) 0 u~ (2~ + J.) + u~ (4p. ~ + 2 ~ ~ + 2 f-L' + .l' - fg) + · 

+ Un L-1!-.; { 4 + n (n + 1)} - 2 A .; + 2 .:l' ~ - ( f g).!__7 -
r r 

- V~ n (n + 1) ~ (~ + A) + Vn n (n + 1) ~ (3~ ~ + .A. ~ - .A') -

In analoger Weise folgt die zweite Differentialgleichung aus (272) und (289): 

(299) 0 L: 
n 

+V~ l:'- + V~ ({A-' + 2 p. ~) - Vn ~ {~· + ~ (2 µ + A) n (n + 1)} + ~ ~ Qn_7 + 

+[ 
n 

(S ) ~ /VJ" 11 + W' (u' + 2 u 1) - W 1 { u• + u -r1 n (n + 1 )}_7 • n ). s1n o - n r n c- r r n r '"" • 

Aus (290) folgt eine weitere Differentialgleichung, die der Gleichung (299) sehr 

ähnlich ist; sie unterscheidet sich von dieser nur dadurch, daß die vom Radius abhän

gigen Koeffizienten bei (Sn)6 und (Sn)A si~ C5 vertauscht sind. Die Gleichungen 

(289) und (290) sind also beide erfüllt, wenn in (299) die in den beiden eckigen 

Klammern stehenden Koeffizienten bei den Funktionen (Sn{i und (Sn\ si~ J beide 
gleich Null sind. Es folgt 

(300) 

Dies ist eine homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Sie ist immer erfüllt, wenn 

(301) Q • 

Die beiden anderen inhomogenen und simultanen Differentialgleichungen 2. Ordnung 

für die Funktionen Un(r) und Vn(r) lauten 

(302) 0 

(303) 0 

Die Koeffizienten in diesen Differentialgleichungen sind im einzelnen 
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(304) CO 

c1 2f:l+.l , 

c2 2 t ( 2 p.. + ;t) + 2 f-4 1 + ;l1 
- ~ g ' 

C3 -p.;. [!+ + n (n + 1.27 - 2 :t ;. + 2 :t 1 t - ( ~ g) 1 
, 

r r 

C4 - 1 ( .l + f.l) n (n + 1) r 

C5 1 (3µ 1 +11 - ;>.') n (n + 1) r r r 

c6 -; ( ,\ + ~) t 

C7 t L2 t c2 P. + :t) + P.' - f s.7 ' 

c8 

C9 2 fl ~ + f:l' t 

c1o - ~Lt (2p. +.l) n (n + 1) +f':._7 

Ausrührlicher werden die Gleichungen (302) und (303) mit (227) - (229). folgender
maßen geschrieben: 

(305) 

(306) 

(307) 

(308) 

Die einzelnen Funktionen u1 .n.m' u2 .n.m' v1 .n.m' v2 .n.m, lassen sich also jeweils ge
trennt und unabhängig voneinander bestimmen. Dadurch wird ihre Berechnung sehr erleich-
tert. Die Koeffizienten c1 , c2 , ••• , c10 · variieren zwischen diesen Funktionen nur 
mit der Ordnungszahl n, nicht aber mit dem Index m. Bei den Inho~ogenitäten c0 und 
c00 i st in entsprechender Weise fUr Qn und~ zu setzen Q1 .n.m' Q2.n.m' x1 .n.a' 
x2.n.m• 

Schließlich soll noch auf die Berechnung der Inhomogenitäten c0 und c00 eingegan
gen werden . Es handelt sich um Funktionen vom Radius r, die ebenso wie die Funktionen 
c1 , c2 , ••• , c10 bekannt sind. 

Die im Ausdruck für c0 vorkommenden Funktionen x1 .n.m(r) und x2.n.m(r) sind die 
Koeffizienten in der Kugelfunktionsentwicklung für die Dichteanomalien ! • ~(r) 

gemäß (12) . Sie ermitteln sich aus dem System der linearen Gleichungen (101) - (104), 
(107) - (110) und (192)- (196); dort ergeben sich die konstanten Koeffizienten x1 .n.m.i 
und x2 .n.m.i (i = O, 1, 2, ••• , ~ ), aus ihnen folgen die Fotenzreihen für x1 .n~m(r) 
und x2 .n.m(r ) nach (47) und (48). 
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Für die mit den Gleichungen (276), (295), (296) beschriebenen Funktionen Q und Q' 
sollen noch die expliziten Entwicklungen angegeben werden. Es handelt sich bei Q 
um eine Potentialfunktion, die von r, ~ und ~ abhängig ist. 

Die Summe der ersten beiden Teilpotentiale A und B im Inneren der Kugelschale E, 

ist mit Gleichung (38) bekannt. Für das Potential Y gilt entsprechend die Beziehung 
(40). Das vierte Potential X ist im Inneren der Kugelschale e durch die Kugel
funktionsentwicklung (78) dargestellt. Faßt man diese vier Potentiale A, B, X, Y 
zusammen, dann ergibt sich nach Gleichung (295) in der abkürzenden Schreibweise 

(309) 

0 
- f 

n 2' 3' 4, ••• ' i o, 1, 2, ••• , 't' ; 

(r )n A 7 · r n- l 
0 

t 

Die Funktionen r
3
(t; n, i) und r4 (t; n, i) sind mit den Gleichungen (72) und (77) 

gegeben. 

Schließlich muß noch für die Ableitung Q~, die dieselbe Dimension wie die Schwere 
hat, eine Darstellung gewonnen werden. Mit 

folgt 

(310) 

(311) 

d~ 
dr 

t_3(t; n, i) 

Q' n 

1 (n + 1) ( 1 - L )-1 ( n, i) -~ Ro T3 t; 

- (1 - ~)-(n+1) ti L1" - (n + 2) t + 
0 ~ 

+ ~ (n + 1)(n + 2)(~)2 - in (n + 1)(n + 2)(~)3 + 
0 0 

+ lr.. (n - 1) n (n + 1)(n + 2)(t )4 - + ··~7 , 
C:'+ ~ 
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- t-- n (1 - ~ )-
1 

;r4-(t; n, i) + 
0 0 

+ ~ (n + 1) n (n - 1)(~)3 + 
0 

1 t 4- 7 
+ ~ (n + 2)(n + 1) n (n - 1)(R""") + ··~ • 

0 
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9. Randbedingungen 

Zur eindeutigen Integration der Differentialgleichungen (300), (302), (303) für 

die Funktionen Un(r), Vn(r) und Wn(r) müssen zusätzliche Bedingungsgleichungen in 

Form von Randbedingungen eingeführt werden. Die Gleichungen für das elastische Gleich

gewicht lassen sich eindeutig integrieren, wenn in den Punkten der Randfläche entweder 

die Punktverschiebung oder die Oberflächenspannung vorgegeben ist. Bei drei Funktionen 

und bei Differentialgleichungen 2. Ordnung sind sechs Randbedingungen zur Elimination 

der sechs Integrationskonstanten notwendig. Weil mit Gleichung (301) die Funktionen 

Wn verschwinden, werden diese sechs Randbedingungen nur vier unabhängige Bedingungs

gleichungen darstellen. 

Diese sechs Bedingungsgleichungen leiten sich aus der Forderung ab, daß entlang der 

Oberfläche der Kugelschale c , also entlang den Kugelflächen r = R
0 

und r = Ru' auf 

kein Element dieser Flächen eine Spannung wirken darf. Der räumliche Vektor der Span

nungskraft zerlegt sich i n drei Komponenten, aus denen sich jeweils eine Bedingungs

gleichung ableitet. Auf diese Weise ergeben sich die notwendigen sechs Randbedingungen, 

indem 4rei elastische Randbedingungen für die äußere Begrenzung, r R
0

, aufgestellt 

werden und drei weitere für die innere Begrenzung der Kugelschale, r = Ru. 

Ist der Einheitsvektor ~ die nach außen weisende Flächennormale der Kugelschale 

und ist e die Spannungsdyade, dann gilt mit (235) für die Komponenten der Spannungs

kräfte an der Oberfläche des elastischen Körpers allgemein die folgende Beziehung: 

(313) f: • e i, k 1, 2 , ? • 

Die Ausdrücke E1 , E2 , E
3 

sind in (313) Ortsfunktionen für die einzelnen Komponenten 

des Spannungsvektors. 

Im vorliegenden Fall läßt sich der Vektor f; leicht angeben. Entlang der äußeren 

Begrenzung der Kugelschale ~ r = R
0

, ist der Normalenvektor f; gleich dem ersten 

Basisvektor ~ 1 = ~r· Entlang der inneren Begrenzung, r = Ru' ist 

-e =1 

Damit folgt für r 

~ • e 

-e =r 

R . o· 

~1 • e 

Analog findet man für r = Ru 

f • e -~1 
. e 

e • =1 

r 

L: l: 
i k 

-e • =1 [ [ 
i k 

r R 
0 
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-I 
k 

r 

Im vorliegenden Falle interessieren die zusätzlichen Spannungen, die durch den Ten
sor ::=: nach (268) beschrieben werden. Sie lassen sich für r = R

0 
wie folgt dar

stellen: 

(314) 

Für r 

(315) 

f7' 
rr 

~rr 

r 

r 

Für die elastischen Randbedingungen (314) und (315) sollen zwei verschiedene Va
rianten eingeführt werden. 

Bei der ersten Variante handelt es sich um freie Randbedingungen. Die Oberflä-

R 
u 

che des elastischen Körpers kann sich entsprechend den elastischen Kräften deformie

ren . Die Funktionen Er' E6 , E~ wären dann in allen Punkten der Oberfl äche gleich 
Null. Im vorliegenden F°alle mui~ aber noch berücksichtigt werden, daß die Flächenbele
gungen an der Erdoberfläche , r = R

0
, neben ihrem Anteil an der Feldkraft ~ entspre

chend der Gravitation weiterhin noch einen Druck auf die darunterliegenden Schichten 
ausüben. Es handelt sich t:m die FlächenbeJ.egung der Topographie und ihrer Kompensation 
gemäß (21), (28): 

cS a + C5'b 
0 

-si a ~ 

und um die Flächenbelegung <Sy aus (16). Während die radiale elastische Deformation 
an der Erdoberfläche um den Betrag u

0 
keinen zusätzlichen Druck ausübt , sind bei den 

Randbedingungen die restli chen Beträge wirksam . Es handelt sich also mit (208) um die 
Flächenbelegung 

oder 

Ihr entspricht eine materielle Sch icht von der Stärke u
00 

und der Dichte ~ 1 • 0 • Er
mittelt man den Druck, mit dem diese Schicht auf der Erdoberfläche lastet, dann kann 

man sie genähert a ls eine plastische materielle Schicht auffassen, die auf die Unter-
lage mit dem Druck g o~ u wirkt. Diese näherungsweise Auffassung hält ei ner 

0 ,~ 1 . 0 00 

strengeren Kritik stand, denn es gilt im Bereich der Schicht mit der Stärke u
00 

wegen 
(234) 

Integriert man über die Stärke dieser Schicht, dann folgt 

Ro+uoo 

J c-v . e + f ~-7 dr 
r=R 

0 

0 ' 0 • 
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Die horizontalen Komponenten der Vektoren V' • E> und ~~ sind linear in den Ver
schiebungsbeträgen u, v, w und deren Ableitungen. In der obigen Gleichung sollen 
Ausdrücke, die quadratisch in u, v, w sind , und gemischte Glieder vernachlässigt 
werden, so daß nur die radiale Komponente der Vektorgleichung übrig bleibt: 

Mit (277) - (279) folgt 

Im Rahmen der Vernachlässigungen gilt 

P1 ist hier der Druck, der auf 
unten nach oben ausgeübt wird; 
terliegenden Schichten von oben 

die Schicht mit der Stärke u
00 

bei r = R
0 

von 

(317) 

P1 ist hier also gleich dem Druck , der auf die darun
nach unten wirkt . Es folgt 

r R 
0 

Die drei ~lastischen Bedingungsgleichungen für die Erdoberfläche, r 
her mit (J14) , (316) , (317) 

R
0

, laut en da-

(318) 

(319) 

(320) 

- go <Sy + go '?1. 0 uo + go f
0 

a ~ 
0 

Es sind ferner die analogen Bedingungen für den Unterrand der Kugelschale , r = Ru' 
aufzustellen. Hier tritt zwar kein Dichtesprung auf, im Gegensatz zur Erdoberfläche 
kann man jedoch in erster Näherung annehmen, daß die tieferen Schichten (r < R ) 

u 
aich im hydrostatischen Gleichgewicht befinden , jedenfalls bei Langzeitbeanspruchun-
gen . Eamit ändert sich der Druck im Bereich nes Unterrandes r = Ru auf Grund der 
Variation des hydrostatischen Drucks mit der Tiefe. Eine Deformation des Unterrandes 
bewirkt also eine Änderung des Oberflächendrucks auf den Unterrand der Kugelschale E • 

Ist uu negativ , dann ist Er am Unterrand positiv. Damit wird für (315 ) 

(320a) Er -~ f1.u uu 

(321) °'rr ~ f1oU ~ 
(322) °'r.s 0 

(323) "'r,_ 0 

~' f 1 .u' ~ sind die Werte für die Schwere, die Dichte und die radiale Punktver
schiebung am Unterrand der Kugelschale , r = Ru . 
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Man kann in einer zweiten Variante rigorosere Bedingungen einführen und vorschrei
ben, daß die Geometrie des Unterrandes der Kugelschale, r Ru' dllrch die elastische 
Deformation keine Veränderung erfahren soll, es gilt dann 

(324-) u V w 0 ; r 

Daraus folgt mit (227) - (229) 

(325) 0 

(326) V1.n.m(Ru) 0 

Außerdem müssen natürlich bei dieser zweiten Variante die elastischen Bedingungen 
(318) - (320) für die Erdoberfläche und die Bedingungen (315) in der folgenden Form 
erfüllt sein: 

(327) 1'-rr 0 ' r 

Zu diesen Gleichungen (324-), (318), (319), (320), (327) .wird man geführt, wenn man be
rücksichtigt, daß die Erde unterhalb der Tiefe D im hydrostatischen Gleichgewicht 
bleiben und gegenüber der Standarderde keine Veränderungen erfahren soll; denn dann 
wird a~ch die Randfläche r = Ru nicht deformiert. Man hat dann einen stetigen Über
gang in der Tiefe t = D nicht nur für die Dichte, sondern auch für die elastische 
Punktverschiebung. 

Die zusätzlichen Bedingungen (324-) können aber nicht mehr im Rahmen der Integration 
der Differentialgleichungen für die Funktionen Un und Vn durch eine Variation der 
Integrationskonstante befriedigt werden. Diese Möglichkeit wurde schon durch die Be
dingungen (318) - (320) und (327) ausgeschöpft. Zur Erfüllung der Gleichungen (324-) 
müssen daher tiefergreifende Bedingungen eingeführt und es muß vorgesehen werden, daß 
die Dichteanomalien ~ und die Flächenbelegung dy über ihre Bestimmung nach den 
Gleichungen (101) (104-), (107) - (110), (192) - (196) hinaus durch zusätzliche Be-
dingungen verändert werden, bis die Gleichungen (324-) erfüllt sind. 

Die zweite Variante wird daher einen wesentlich größeren rechentechnischen Aufwand 
nach sich ziehen als die erste. Diese bei der zweiten Variante anzuwendenden Rechen
verfahren werden später in Kapitel 12 behandelt. Die erste Variante ist mit erheblich 
weniger rechentechnischem Aufwand verbunden und dürfte im Rahmen der vorliegenden Auf
gabenstellung, nämlich bei der Abschätzung der Größenordnung der Dichteanomalien und 
der daraus zu folgernden Spannungsunterschiede, allen praktischen Anforderungen im we
sentlichen genügen. 

Die besprochenen Randbedingungen für die erste und die zweite Variante sollen noch 
ausführlich nach den Funktionen u1 n m• u2 , v1 , v2 entwickelt werden. • • .n.m .n.m .n.m 
Mit (269) folgt für die Randbedingungen (318) - (323) der ersten Variante 

(3?8) 2 1 
u~ (2fL + ~) + Un A. Ir" - Vn.l Ir" n (n + 1), 

0 0 
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(329) 0 un 
1 + V' - V 1 R . 
Ro Ro 

r n n o' 

(3.30) g s>1 u U' (2 p. + }. ) + un ). g_ - vn ). 
1 (n + 1)., Ru . n n Ru Rn r 

u 

( 3.31) 0 un 
1 + V' 1 

Ru Ru - V R' r n n u 

Hier stehen Yn und A n wieder für Y1.n.m' Y2 . n .m' A1.n.m' A2.n.m • 

Bei der Betrachtung der zweiten Vari~nte können die Bedingungen (.328) und (329) 
für die Erdoberfläche von der ersten Variante übernommen werden. Für die Tiefe D 
findet man bei der zweiten Variante, daß die Gleichungen (325) - (.327)' erfüllt werden, 
wenn gesetzt wird 

(332) un 0 r Ru 

(333) U' n 0 r Ru 

(3.34) vn 0 r Ru 

(3.35) V' 0 ' r Ru n 

Die hydrostatisch geschichtete Erde soll - entsprechend der Arbeitshypothese - in 
Tiefen mit einem geozentrischen Radius r ~ Ru über sehr lange Zeiträume keine Scher
kräfte mehr aufnehmen können; in diesem Bereich wäre dann der Langzeitwert des elasti
schen Parameters 1:J- gleich Null . Um im Randbereich r = Ru einen stetigen Übergang 
für die elastischen Parameter zu haben, wird es sich empfehlen , den für die Kugelscha
l ·e e gültigen Langzeitwert des Parameters µ bei Annäµerunei; an den Unterrand der 
Kugelschale e gegen Null gehen zu lassen: 

(336) wenn t - D bei t {: ])' • 

In diesem Falle verschwinden die Spannungen ~r~ und 1"r~' wie man dem System (269) 
entnimmt . In der Gleichung für 1'-rr werden die Koeffizienten bei der Funktion Sn 
gleich 

)..'gU +U'--r1 n(n+1)Vn7· t-r n n -

Dies ist aber mit (270) der Ausdruck für die Volumendilatation 6 1 multipliziert mit 
A• Verschwindet also die radiale Komponente der Oberflächenspannung und ist tJ. = O, 
dann ist auch ~ = 0 . 
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10. Integration der Differentialgleichungen 

Für die Integration der Differentialgleichungen (302) und (303) bieten sich ver
schiedene Möglichkeiten an. Hier sollen für die Funktionen Un und Vn Potenzreihen
entwicklungen nach der Tiefe t gewählt werden: 

(337) un „ [ X tk 
' k 1.n.k 

(338) vn [ k k = o, 1,- 2' ••• , d 0 !: t f= D • x2.n.k t ' k 

Die konstanten Koeffizienten x1.n.k und x2.n.k sind die Unbekannten . Es folgt 

(339) U' 
dUn 

-[ k-1 
n crr k 

k x1.n.k t 

d2U 
tk-2 (340) U" n [ k (k - 1) n ~ k x1.n.k 

(341) V' 
dVn 

-[ k k-1 = crr x2.n.k t ' n k 

d2V 
tk-2 (342) V" n L: k (k - 1) x2.n.k = 

~ n k 

Die Gleichungen (337) (342) werden in die Differentialgleichungen (302) und (303) 
eingesetzt; es ergibt sich 

-(343) '° k (k 1 ) tk.:..2 - C2 L k k-1 '° k C1- L - X1 . n .k X1 .n.k t + C3 L. x1 .n.k t -
k k k 

(344) 

Die Entwicklungen (343) und (344) werden nach den unbekannten Konstanten x1 .n.k und 
x2 .n.k geordnet ; man erhält ein lineares Gleichungssystem für die Unbekannten~ 

(345) Tf n.1 [ at..i.k X1 . n .• k +[ ar2.k x2.n.k + CO 0 ' k k 

(346) 1fnG2 
„ [ at3.k x1.n.k +~ ~4.k x2.n.k + coo 0 

k k 

k o, 1, 2, ••• ' tS . 
Die Koeffizienten ~1 .k, ~2 .k, ~3 .k, z4 .k bei den Unbekannten ermitteln sich nach 
Rekursionsformeln: 
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- ae1 .o C3 t 

ac1.1 t c3 - C2 t 

~1.2 
t2 c3 - 2 t c2 + 2 c1 ' 
t3 2 + 6 t c1 ae1 .3 C3 - 3 t c2 t 

(347) ae1.k tk C3 - k t{k-1) c2 + k (k - 1) t(k-2 ) c1 ' 

ae2. o -c4 + t c5 -2 t 2 
C5 ae2.1 11t2.2 c4 + t C5 t ···i 

(348) ae2.k -k t(k.:.1) c4 .+ t k 
C5 t 

ae3.o C7 z3.1 t C7 - c6 ' Cll!3.2 
2 t c

7 
- 2 t c6 , .. ~; 

(349) cit3.k 
tk C7 -

k t(k-1) c6 

(350) ae4.k k (k - 1) t(k-2 ) ca - k t(k-1) C9 +. tk c1o 

k o, 1, 2, ••• t d 

Die Koeffizienten ~1 .k' ae2 .k, x 3.k, at4 .k und die Inhomogenitäten c0 und c00 
hängen vom Radius r ab und sind bekannt. Zur Bestimmung der Unbekannten müssen die 
Gleichungen (345) und (346) für verschiedene Stützpunkte, d.h. für verschieden& Werte 
des Radius r, Ru ~ r ~ R0 , berechnet werden. Insgesamt beträgt die Anzahl der Unbe
kannten x1 .n.k und x2 .n.k (k = o, 1, 2, •• ~,d) 2(S + 2. Zu den Gleichungen (345) 
und (346) treten bei der ersten Variante noch die vier Rapdbedingungen (328) - (331) . 
Damit die Anzahl der Gleichungen gleich derjenigen der Unbekannten ist, ·müssen bei 
2~ + 2 - Unbekannten die Gleichungen (345) und (346) wenigstens für t!J - 1 Stütz
punkte berechnet werden. 

In diesem Zusammenhang müssen die Entwicklungen (337) - (342) in die genannten 
Randbedingungen eingesetzt werden. Es gilt 

un x1 .n.o t 0 U' -x1.n.1 n t 0 

vn x2.n.o ' t 0 V' n -x2.n.1 ' t 0 • 

Damit erhält man die Entwicklung der Bedingungsgleichungen (328) und (329) nach den 
Unbekannten -X1 .n.k und x2 .n.k 

(351) r 0 2 
91.0) - (2 f:l + ;l.) X1 .n.1 -n.3 (~Ir - go x1.n.o 0 

1 (n + 1) 90 ~ - AT n x2.n.o + go Yn - go An' r Ro 0 

(352) ffn.4 0 x1 .n.o - x2.n.o - Ro x2.n.1 ' r Ro . 
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Für den Unterrand r Ru folgt mit (337) - (341) 

un [ x1.n.k 
Dk t D ; U' -l k x1 . n . k 

Dk- 1 t D t n t 
k k 

vn = [ x2.n.k 
Dk t D ; V' -l: k x2.n.k 

Dk-1 t D • t n 1 

k k 

Aus den Gleichungen (330) und (331) wird daher 

053) 0 c~ ~ - g ~1) r. x1 . n.k Dk - (2l4 + l) L k x1.n.k Dk- 1 -
~u k k 

l ~ n (n + 1) L 
u k 

r 

(354) 0 r 

Ordnet man nach den Unbekannten x1 .n.k ' x2 .n.k' so resultiert für die erste Variante 

055.) 0 

- [ x2 n k A ~ n (n + 1) Dk , 
k • • u 

r 

056) . 'ii' 6 n. 0 [ x Dk - [ x2 .n.k jpk + k Ru Dk-~7 k 1 . n.k k 

Der Index k durchläuft die Folge 

k o, 1, 2 , ••• ,cr • 

Der Index n steht wieder für die Wertetripel 1 . n . m und 2 . n . m. 

Als Bedingungsgleichungen der zweiten Variante am Unterrand r 
mit (332) - (335) 

(357) 'jj' 
n . 7 0 [ x1.n.k 

Dk r Ru 
k 

(358) 'jj' 
n . 8 0 r k x1 . n . k 

Dk-1 r Ru 
k 

059) 'ii' 
n.9 0 E x2.n.k 

JD):c r Ru 
k 

(360) 1i' 0 E k x2 . n . k 
Dk- 1 r Ru n .1 o k 

k o, 1 , 2, ••• ' c:; . 

r 

Ru findet man 

Bei .der Integration der Differentialgleichungen für die elastischen Punktverschie
bungen nach der ersten Variante sind damit die Gleichungen für E 1 , 1r 2 , X 

3
, n. n . n . 

Xn.4 , ~n. 5 , En. 6 aufzulösen . Die Gleichungen En.1 und ~n . 2 sind dabei für je-
weils 5 - 1 Stützpunkte aufzustellen . Die geozentrischen Radien dieser Stützpunkte 
haben die Werte 
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h O, 1, 2, • • • , G - 2; 

Damit erhält man für die erste Variante die folgenden Gleichungen : 

(361) :;r 
n.1.h 0 r. 1'1.k(rh) x1.n.k + [ ~2.k(rh) x2.n.k + co(rh) ; 

k k 

(362) 1l' 0 = r at3.kCrh) x1.n.k + r ~4.k(rh) x2.n.k + coo(rh) n.2.h k k 

(363) 'Jl3=1f4 n. n. = 1l' 6 n. 0 

h o, 1, 2, ••• , G - 2 k o, 1, 2, ••• ,~ n - 1 .n.m, 2.n.m • 
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11. Ermittlung der Spannungen und der Spannungsunterschiede 

In Kap~ 6 wurde eine Näherungsformel zur Ermittlung der Spannungsunterschiede in 
der Kugelschale E.. angege·ben. Es s ·>llen jetzt die Formeln zur strengen Berechnung 
dieser Werte entwickelt werden. 

Mit den Gleichungen (1'01), (103), (1 07), (109), (192) und (194) findet man die Un-
bekanilten x1 n 

1
. (i = O, 1, 2, ••• , 'i:') und Y1 • Aus dem linearen Gleichungssysteu • .m. .n.m 

(102), (104), (108), (110), (193), (195) resultieren die Unbekannten . x~ . . 
--~.n.m.1 

(i = O, 1, 2, ••• ,'i::') und Y2 in analoger Weise. Dabei wird der Parameter ~ als .n.m 
fester Wert eingeführt, und die linearen Gleichungssysteme werden für mehrere Varian-
ten des Wertes von ~ aufgelöst~ Der spezielle Wert von ~' für den die Summe I: 
nach (112) ein Minimum hat, kann als optimal angesehen werden. Eine andere Möglichkeit 
besteht darin, die Gleichungen (101 ) - (104), (10?) - (110), (19?) - (196) in einem 

Guß aufzulösen und die Unbekannten x1 .n.m.i' x2 .n.m.i' Y1 .n.m' Y2 .n.m• ~ gleichzei
tig zu bestimmen. Nach den Gleichungen (47) und (48) folgen die Funktionen x1 .n.m(r) 

und x2 .n.m(r), Ru Ar~ R0 , aus den Konstanten x1 .n.m.i und x2 .n.m.i" 

Damit sind auch alle Parameter bekannt, die für die Ermittlung d.er Funktionen 

Q1 .n.m(r), Q.2 .n.m(r) und Q1.n.m(r), Q2~n.m(r) (Ru t r t: R0 ) nach (309) und (310) 
benötigt werden. Folglich hat man auch die Inhomogenitäten c

0 
und c

00 
in ihrer Ab

hängigkeit vom geozentrischen Radius r gemäß (304) gefunden. 

Im Anschluß erhält man die Unbekannten x1 •1 .n.m.k' x1 •2 .n.m.k und x2 •1 .n.m.k' 
x2 •2 .n.m.k (k • O, 1, 2, 1.„.,d'-) durch die Auflösung des linearen Systems der Glei
chungen (3°61), (362), (35! '), (352), (355) und (356) nsch der ersten Variante. 

Somit sind alle Voraussetzungen gegeben, um die Funktionen u1 .n.m(r), u2 .n.m(r), 

V1.n.m(r), V2.n.m(r), U1.n.m(r), U2.n.·m(r), V.\.n.m(r), V.2.n.m(r) mittels der Glei
chungen .(337) . - 039) lind {341) in Abhängigkeit '\Tom Radius zu ermitteln. Schließlich 
findet man aus den Funktionen Un, Vn, U~, V~ und mit den Gleichungen (269) die Ele
mente des Tensors der zusätzlichen Spannungen, ;::: • 

Der Tensor :=: beschreibt vollständig den Spannungszustand innerhalb der-.Kugelscha
le E. Ef' gestattet daher.auch die Ermittlung der Spannungsuntersch~ede. Diese werden 
definiert -als die stets positive Differenz zwischen der größten und der kleinsten 
Hauptspannung, die sich nach der Hauptachsentransformation ergeben. 

Mit dem Spannungstensor -- nach (268) stellt man die charakteristische Gleichung ..:. 

-3' - " :Jtr6 b'rJ. rr 

(364) {}> ri> 1'66 - .,, 1".u. • O· 

17r). 1',u. a-„„ - p 

auf. Sie ist eine kubische Gleichung für f: 

) wr3 ,..., 11r2 ..., nr .... 
(365 '.i' - -=-1 r + .:.2 "K - -=-3 0 • 
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Die Ausdrücke 2 1 , 2 2 , :=:;
3 

sind die Invarianten 1., 2 . und 3. Ordnung der Matrix 3; 
sie sind invariant gegenüber Ähnlichkeitstransformationen dieser Matrix: 

~rr + ~d + ~)..l. , (366) ....... 
-=-1 

,,,dd '1'1dA i'J>rr 1"r.l. ,9irr {)>rd 

(367) + + 

i>cl;l ..?o • .u i>r).. 19>.u ~ro -i?-.scf 

-tPrr -{l>rc1 ~r:i. 

(368) 1'-rcl .,,. .Jcf i?'d). 

~N "'d.:I. .,,..l.l. 

Die drei Invarianten lassen sich auch durch die drei Hauptspannungen "1' 1"2 , ~3 aus
drücken: 

(369) 
.., 

~ + ~ +~, -=-1 

(370) ...... 
~ .,,.3 + ,,.3 ~ + i?-1 1" 2 , .::.2 

(371) .::.3 1"1 ,,. 2 lJr 3 

(372) ""1 ~ -(Jr2 ~ 1>'3 • 

Nach der Hauptachsentransformation hat der Tensor S die Form 

073) 

0 

iJ.2 

0 

0 

0 

i>3 

Aus der kubischen Gleichung (365) ergeben sich drei Werte für ll', dies sind die 

drei Hauptspannungen ~' ir2 , i>3• Der gesuchte Spannungsunterschied ist gleich 
~ - ir3• Die Auflösung von (365) erfolgt nach bekannten Verfahren. Es empfiehlt sich 
hier der folgende Formelapparat: 

x3 + a x2 + b X + C 0 

X y -
a 
~ 

y3 + 3 p y + 2 q 0 

3 
a2 

+ b, 2 2 a3 a b p -, q '217 -3 + c 

es liegen drei reelle Lösungen vor, wenn 
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Daraus fo~ ~t, daß p < O. Mit 

-q sin tp cos 'f' 

V-P3 
+ 

folgt 

Y1 2 1-P cos 'f' 

+ 
) 

Y2 -2 ..,.-=p cos 
+ 

(~ + 60°) 

Y3 -2 ~ cos <3 - 60°) 
+ 

der Winkel 'f liegt im I. oder II. Quadranten, je nachdem, ob q L 0 oder q > O. 
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Bei der in Kap. 9 und 10 betrachteten zweiten Variante des Verfahrens zur Bestim
mung der Dichteanomalien verändert der Unterrand der Kugelschale e nicht seine sphä
rische Gestalt. Es gilt hier also die Randbedingung, daß die drei Punktverschiebungen 
bei r = Ru verschwinden. Weil die Schichten unterhalb der Tiefe t = D im hydrosta
tischen Gleichgewicht bleiben sollen, darf auf die Fläche r = Ru auch kein Span
nungsvektor wirken. Es kommen also noch drei weitere, für den Unterrand gültige Rand
bedingungen hinzu; sie bewirken, daß dort die drei Komponenten des Spannungsvektors 
verschwinden. Schließlich ist die Oberfläche der Erde eine freie ·Randfläche, auf der 
aber als zusätzliche Belastung die Flächenbelegungen G , 6 und G. verteilt sind. y a b 
An der Oberfläche r = R

0 
treten also drei weitere Randbedingungen für die drei Kom-

ponenten des Spannungsvektors auf. Nun lassen sich die Differentialgleichungen für das 
elastische Gleichgewicht eindeutig integrieren und als Randwertproblem lösen, wenn 
entlang der Oberfläche des Körpers Randbedingungen gegeben sind in der Form, daß ent
weder die drei Komponenten des Spannungsvektors oder die drei Komponenten der Punkt
verschiebung vorgeschrieben sind. Am Unterrand r = Ru liegen somit dr~i überschüssi
ge Bedingungen vor; sie können nicht im Rahmen der Lösung des Randwertproblems bei ge
gebenen Dichteanomalien befriedigt werden, sie müssen vielmehr schon eingeführt wer
den, wenn die Dichteanomalien so bestimmt werden, daß das Integral über ihre Quadrate 
gemäß (112), (129) zu einem Minimum wird. Bei der zweiten Variante müssen also die Be~ 

dingungen (361), (362), (351), (352), (357) - (360) für nn.1.h' ~.2.h' Iln.3' nn . 4' 
~n.7' ~n.8' nn.9• nn.1o erfüllt sein . 

Die Bedingungen ~n. 7 unu ITn. 9 für die Punktverschiebungen werden aus den Randbe
dingungen herausgenommen und dem Ausdruck r als zusätzliche Nebenbedingungen h 0 im 
Aufsuchen des Minimums hinzugefUgt. Mit (JJ7) und (JJB) hat man daher in abkürzender 
Bezeichnungsweise die linearen Funktionen 

(374) 

(375) 

Die Werte xj (j = 1, 2, 3, ••• ) sind die konstanten Koeffizienten bei den Potenz
reihenentwicklungen für die Funktionen Un und Vn• 

Löst man jetzt die Differentialgleichungen (302) und (303) als Randwertproblem nach 
der ersten Variante, also mit den Randbedingungen (363) Xn. 3 ' ~.4 , Rn. 5 ' ~n. 6 ' dann 
erhält man ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter xj aus den In
homogenitäten dieser Gleichungen (361) - (363). Man findet 

(376) 0 

mit 
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x1 11 

(377) ~ ~ j 1, 2, 3, ••• 'I s 

xj ls 

Die Inhomogenitäten ls sind mit (361), (362), (351), (304) die Ausdrücke 

Diese sind linear in den Unbekannten der Minimumaufgabe des Kap. 5, 

(378) X . ' n . i i o, 1, 2, ••• , 't' • 

1, 2, 3, ••. 

Der Index n steht hier wieder für die Wertetripel 1.n.m und 2.n.m. Die Gesamtheit 

der Unbekannten werde mit 

y °"' , oc. = 1, 2, 3, • • • t 

bezeichnet. Die Inhomogenitäten ls sind lineare Funktionen von den Parametern y"' 

(379) 

Aus (376) folgt 

(380) 

und mit (377) und (379) 

(381) L„ . (yoc.) • 
..... J 

Die Linearisierung von (374) für t = D ergibt mit (357) 

(382) 0 = 2 5 n. 

Dafür kann gesetzt werden 

(383) 0 = 2 5 n. u n.o + L. 
i 

Die Differentialquotienten 

_iJ_ L 
ay.,.. 4.j 

kann man auch in der Rechenmaschine als Differenzenquotienten erhalten . Die lineare 

Bedingungsgleichung 

(384) 0 = 2. 6 n . V n.o 
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wird analog wie (383) gewonnen. Nunmehr kann das Minimum der Funktion 
unter Beachtung der sechs verschiedenen Arten von Nebenbedingungen 

L. nach (129) 
• 

((3 = 1,2, ••• ,6) 

ermittelt werden. 

(385) - Minimum. 

Die Differentiation dieses Ausdrucks nach den Unbekannten 
o ergeben das System zur Bestimmung der Unbekannten ·-n .13 

y~ und die Gleichungen 
Y~· Die Differentiation lie-

fert 

(386) 

(387) 

8 'jj R2 1 L 
0 ~ i 

0 

+ T2Cn, k) Kn.2 + Dk Kn.3 + k Dk-1 Kn.4- + un.1 . k Kn.5 + vn . 1 . k Kn . 6 <J, ' 

K +U K +V K n.2 n.2 n.5 n.2 n . 6 0 • 

Die Ableitung ~ach ~ umfaßt alle Kugelfunktionen 

(388) K +U K +V K 7 p.n.m.q p.n.m.3 p.n.m.5 p . n . m. 3 p . n . m.6- 0 

p, q 1' 2 • 

Aus der Gesamtheit der Gleichungen (386) - (388) zusammen mit den Bedingungsglei chun
gen 

( (3 = 1, 2, 3, ••• , 6) 

ergibt sich das lineare System zur Bestimmung dßr Unbekannten Y~· Aus ihnen gewinnt 
man die Punktverschiebungen, den Spannungstensor und die Spannungsunterschiede . 
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