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4

Zusammenfassung

In den oberen Schichten der Erde bis herab zur Tiefe D werden rdumliche Dichte-
anomalien verteilt, und an der Erdoberfléche wird eine Fl&chenbelegung angenommen.
Diese werden so bestimmt, daB das Integral iiber ihre Quadrate zu einem Minimum wird.
Ferner sollen ihre gravimetrischen Wirkungen zusammen mit denen der Gebirgsmassen und
deren isostatischer Kompensation im AuBenraum das aus Satelliten bestimmte Potential-
feld ergeben und in Tiefen gréBer als D zu keiner Anderung des Potentials fiihren.
Durch Integration der Differentialgleichungen des elastischen Gleichgewichts ergeben
sich aus den Dichteanomalien die elastische Deformation und aus ihr der Spannungsten-
sor und die Spannungsunterschiede.

Summary

Spatial density anomalies are assumed to exist in the upper strata of the Earth
down to a depth D, and a surface density is assumed for the Earth's surface. These
are determined so as to minimize the integral over their squared values. Furthermore,
their gravimetric effects together with those of the rock masses and the isostatic
compensation of the latter in the external space are to yield the potential field as
determined from satellite measurements, nor are they intended to result in any
variations of the potential at depths greater than D. By integrating the differential
equations of the elastic equilibrium,; starting from the density anomalies, one obtains
the elastic deformation, and from the latter the stress tensor and the stress
differences are derived.

Résumé

Des anomalies de densité volumique sont distribuées dans les couches supérieures
de la Terre jusqu'd la profondeur D, et sur la surface terrestre on suppose une
densité& surfacique. Celles-ci sont déterminées de sorte que 1l'intégrale sur leurs
carrés devienne minimum. De plus, leurs effets gravimétriques, joints & ceux des
masses de terrain et leur compensation isostatique dens 1l'espace extérieur, doivent
donner le champ de potentiel déterminé & partir de satellites et ne pas donner lieu &
une modification du potentiel dans des profondeurs supérieures & D. Aprés intégration
des équations différentielles de 1'&quilibre &lastique, on peut déduire des anomalies
de densité la déformation &lastique, laquelle donne ensuite le tenseur des tensions
et les différences de tension.
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Pesnme

B BepXHIX CJIOAX 3eMIX BHA3 IO IVIyCMHH D pacHpeleJANTCA IPOCTPaHCTBEHHHE aHOMAJIMI
IJIOTHOCTH, & Ha 3EeMHO# IOBEPXHOCTHU IPENNoJaracTcd MOBEPXHOCTHOE NOKpHTHEe. OHE ompelne-
JANTCA Tak, YTO HHTerpas depe3 IX KBaIpaTH HpeBpaujaeTcAd B MAHMMyM. Jajee MX I'DaBHME—
‘TpUYEeCKMe BO3AEHCTBUA BMECTE C I'DaBUMETPUUYECKIMA BO3IEiCTBIAMI T'ODHHX MAacCHBOB I
BMECTE C MX M30CTATHIEeCKOo# KoMIeHCalyeil BO BHENHEM IPOCTPAHCTBE IOJKHH COCTaBJATH
OTpPENENEHHOE 13 CATEJUIMTOB NOTEHIHaJbHOE IOJe U B IVIyOMHaX, KOTOpHe OoJiblie IVIyOWHH D,
OHM HE JOJIKHH TPUBECTH K KaKOMy-JmO0 U3MEeHEeHMD MOTeHIuasna. B pesyJserare HHTeIpalidi
InbPepeHITnaNbHHX ypaBHE N 2JaCTUYEeCKOT'0 DaBHOBECHA U3 aHOMAJMl IVIOTHOCTH MOJydYaeTcd
aJacTuYecKad mefopmanud, a U3 Hee TEeH30p HaIpAKEHWA U DA3HOCTH HAUpPAREHU.
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1. Einleitung

Nachdem die wesentlichen Strukturen des Schwerefeldes der Erde an der Erdoberfléche
und im AuBenraum nach den Methoden der dynamischen Satellitengeodésie /9_7 und durch
Gravimetermessungen an der Erdoberfliéche /227 bekannt sind, entsteht die Aufgabe, die
Dichteanomalien im Erdinneren und damit die Abweichungen von der Gleichgewichtsfigur
der Erde nach Lage und Betrag zu bestimmen. Es ist dies die Inversion der Aufgabe der
Potentialtheorie, aus den nach Lage und Betrag gegebénen Quellen das zugehorige Poten-
tialfeld C zu bestimmen:

(1) ¢ = f”]-gdv.
i

f ist die Gravitationskonstante, ¢ die Dichte, V das Volumen des Kdrpers, und e
ist der geradlinige Abstand zwischen dem Aufpunkt und dem Volumenelement dV.

Bei der Inversion dieser Aufgabe gilt es, aus der bekannten Funktion C die Funk-
tion ¢ 2zu bestimmen. Es liegt somit eine lineare Integralgleichung der ersten Art
vor; sie hat keine eindeutige Losung. Die Funktionen C und ¢ brauchen nicht einmal
der gleichen Klasse anzugehOren. Bei einer stetigen Funktion € braucht ¢ nicht
stetig zu sein. Es gilt, solche Ldsungen der Integralgleichung (1) zu suchen, die
geophysikalisch plausibel sinde.

Bei einer der zahlreichen Hypothesen geht man von der extremen Annahme aus, daB die
Dichteanomalien ihren Sitz nur in der Erdkruste oder nur in der Lithosph&re haben. Es
zeigt sich Jjedoch, daB diese Hypothese zumindest bei den Kugelfunktionen niederer
Ordnung zu Dichteanomalien und Spannungsunterschieden in der Lithosphdre fiihrt, die zu
grof sind Zﬂ??. Durch die Gravitationswirkung der Dichteanomalien in der Lithosphire
und durch den von ihnen auf die tieferliegenden Schichten ausgeiibten Druck darf der
Gleichgewichtszustand unterhalb der Lithosphédre nicht gestort werden. Daher miissen bei
dieser Hypothese innerhalb der Lithosphire in der Verteilung der Dichte Kompensations—
erscheinungen auftreten, durch die die Betrdge der Dichteanomalien erhdht werden.

Bei einer anderen Hypothese fiihrt man die Annahme ein, daB die Dichteanomalien
ihren Sitz nicht nur in der Lithosph#dre, sondern auch im gesamten Erdmantel haben
T4, 37. Die erhaltenen Dichteanomalien und Spannungsunterschiede werden natiirlich *
wesentlich kleiner, wenn sie nicht nur in der Lithosphire, sondern auch im gesamten
Erdmantel verteilt sind. Dieser Hypdthese wird aber entgegengehalten, daB die Materie
im Erdinneren bei Temperaturen iiber etwa 700 °C auf elastische Spannungen, die iiber
léngere Zeit wirken, nicht mehr rein als elastischer Korper entsprechend dem HOOKE-
schen Gesetz reagiert, sondern den Kraftwirkungen auch durch plastisches FlieBen nach-
gibt, bis die Ursache der Spannungen abgebaut ist. Zur Aufrechterhaltung von Spannun-
gen und Dichteanomalien ﬁber‘léngere Zeiten wére dann ein aktiver ProzeB notwendig
(177, z.B. ein System von Konvektionsstrdmen. Die Temperatur von 700 °C wird im oberen

Erdmantel wahrscheinlich schon in einer Tiefe von etwa 100 km, also am Unterrand der
Lithosphére, erreicht.

In der Seismologie hat man festgestellt, daB die Geschwindigkeit der seismischen
P-Wellen dicht unterhalb der MOHOROVIéIé-Diskontinuitét Abweichungen vom Normalwert
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zeigt. In den genannten Tiefenbereichen bewirken diese Lateralinhomogenitéten der Ge-
schwindigkeit der Prim&arwellen VP Variationen dieser Geschwindigkeit zwischen 7,8
und 8,2 km/s /27/. Die Ursache kann in entsprechenden Lateralinhomogenitéten der Dich-
te des Gesteins, ¢, gesucht werden. Es gilt die gensherte Beziehung (s. /2_7)

(2) Vp = 1,87 + 3,05 ¢
oder nach /3 7
(3) 8 = 0,41 + 0,3597 Vp ;

V., ist hier in der Dimension /km s'27 und ¢ in /g cm_f7 einzusetzen.

P

Wichst Vp von 7,8 auf 8,2 /km s” 7 dann stelgt ® um 0,14 /g cm 57 Die Abwei-
chungen des VP—Wertes vom Mittelwert 8,0 [Ekm s~ 7 um maximal 0,2 /km s”_/ bedeuten,
daB ¢ von seinem Mittelwert maximal etwa 0,07 /_ cm 57 nach oben und unten abweicht.
Die Ursache fiir diese Anomalien in der Geschwindigkeit der seismischen Wellen kann
wenigstens teilweise auch in thermischen Anomalien begriindet sein.

Aus den Geschwindigkeiten der seismischen B-Wellen wurde auf wesentlich groBere La=
teralinhomogenitdten der Dichte in den oberen Schichten der Erde bis zu einer Tiefe
von 50 km geschlossen Z3;7; man fand maximale Abweichungen der Dichte von ihrem Mit-
telwert von etwa +0,3 /g cm_é7. Fir den oberen Erdmantel, also bis zu einer Tiefe von
etwa 400 km, ergaben sich Dichtevariationen von etwa maximal +0,1 /g cm-27 3.7

Auch in grdBeren Tiefen des Erdmantels im Bereich der Schichten, die etwa bis zu
600 km iiber der Kern-—Mantel-Grenze liegen, deuten sich Variationen in den Geschwin-
digkeiten der seismischen Wellen an, deren Ursache in Inhomogenitaten der elastischen
Parameter oder der Temperatur oder auch in Variationen der Dichte gesucht wird; viel-
leicht spielen auch Undulationen der Kern—Mantel-Grenze eine Rolle. Die horizontale
Ausdehnung dieser Inhomogenitdten betrégt wahrscheinlich etwa 200 bis 1000 km /7 7.

Die lineare Integralgleichung erster Art (1) hat keine eindeutige Ldsung. Enthilt
das Potential C eine Kugelfunktion n-ter Ordnung, so kann man dieses Potential dar-
stellen als das einer Flichenbelegung an der Erdoberfldche oder einer solchen inner-
halb der Erdkugel in beliebiger Tiefe.

Ist G die mittlere Schwere der Erde und g = 5,5 /8 cm-27 deren mittlere Pich-
te, ist r die Entfernung der Schicht vom Erdmittelpunkt, hn Pn (sin ¢) die Mich=-
tigkeit dieser Schicht mit der Dichte ¢ und Ro der Radius der Erde, dann ist die
Gravitationswirkung dieser Schicht an der Erdoberfliche gleich

h

(o]
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Sind hrl und ¢ fest, dann nimmt &g mit wachsender Tiefe der Schicht, also mit
wachsenden Werten von RO - r, insbesondere bei héheren Werten von n schnell ab.
Bei konstantem d&g und ¢ muB dagegen hn bei wachsender Tiefe erheblich zunehmen,
so daB man bald Werte fiir hn erhélt, die geophysikalisch nicht zu vertreten sind

[F7.

Die folgenden Untersuchungen gelten fir eine bestimmte Modellerde, die sich um dif-
ferentielle Betrdge von der Normalerde unterscheidet. Abweichungen von der hydrostati-
schen Schichtung sollen nur zwischen der Erdoberfliche und der Tiefe D auftretene.
Unterhalb von D soll der Zustand der hydrostatisch geschichteten Normalerde erhalten
bleiben, so daB dort auch keine Spannungsunterschiede wirken. Fir einen bestimmten
Wert von D sollen die Dichteanomalien in der Kugelschale zwischen den Radien R°
und Ro - D Dbei Beachtung der Gleichung (1) so bestimmt werden,. da das Volumeninte=-
gral Uber ihre Quadrate zu einem Minimum wird. Diese Hypothese ist geophysikalisch
plausibel und steht dem physikalischen Prinzip nahe, daB bestimmte Systeme einen Zu-
stand anstreben, bei dem die potentielle Energie ein Minimum ist. Man erhdlt auf
diesem Wege die Dichtefunktion

(5) ¢ = sp(¢,6,2)5; O £ t £ Dj 0O &8 4 & T3 0 & %

N

2% .

t ist die Tiefe, J die Poldistanz und A die geographische Linge. Aus den Dichte-
anomalien QD(t,é,k) folgen die zugehdrigen Spannungsunterschiede ¥ . Die Funktion

9p soll fiir verschiedene Werte des Parameters D berechnet werden. Es soll ein Uber-
blick iber die Struktur der Funktion ¢ flir verschiedene Werte des Parameters D
gegeben und die Frage gekldrt werden, wie groB der Parameter D wenigstens sein mufl,

damit die Spannungsunterschiede +» innerhalb der geophysikalisch begriindeten Toleran-
zen bleiben.

Auf die Diskrepanz zwischen der dynamischen und der statischen Abplattung der Erde
sei hier nicht eingegangen /%, 217; diese Frage soll getrennt behandelt werden. Weil
hier eine Anderung der zonalen Kugelfunktion 2. Ordnung betrachtet wird, handelt es
sich auch um eine Anderung der Abplattung der Bezugsfigur, so daB noch andere Ge-
sichtspunkte zu beriicksichtigen sind /5_7. Es werden daher nur die Kugelfunktionen
Pn,m fir die folgenden Wertepaare der Ordnungszahlen eingefiihrt:

(ne m) = (2a 25 (3o 0)§ (3o 1)3 (3 25 (3e B)3 (Ba 0); (4a 1)3 aswe

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



2. Modellerde

Bei den folgenden Untersuchungen wird von einem bestimmten Gelandemodell ausgegan-
gen, das den verschiedenen Varianten fiir die Verteilung der Dichte im Erdinneren ange-
palt werden kann.

Das Gravitationspotential im AuBenraum der Erde ist durch die Verfahren der dynami-
schen Satellitengeoddsie bestimmt worden. Es wird als Kugelfunktionsentwicklung einge-

fithrt (s. /O9_7):

=
w
=

R
(6) r_eg Z (_r_o_)n .[C'],n.m cos mA + c2.11.m sin m/‘_—7 Pn.m (cos d)

f ist die Gravitationskonstante, M, die Masse der Erde und R der Radius der Erd-
kugel. Als r8umliche geozentrische Polarkoordinaten werden r,d ,A eingefiihrt. r
ist der Radius, ¢ die Poldistanz und A die geographische Linge. Die Funktionen
Fn.m (cos 8) sind Kugelfunktionen entsprechend der Normierung

27 cos m A .

5 (cos d) sind dd dA = 4
o sin m A

2]

O

Die Parameter des Potentials C, also die STOKESschen Konstanten Ci.n n und Cs .
werden so eingefiihrt, daf sie die Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewicht cha-
rakterigsieren. Bestimmte Kugelfunktionen niederer Ordnung miissen verschwinden. Es
folgt
(8)

C C

Cl.000 = %10 = €114 = %4014 = %20 = G201 <

Bei genauer Betrachtung darf ferner fir 01.4.0 nicht der Wert +O,559-1O"6 von
GAPOSCHKIN /T 7 fiir das Gravitationspotential im AuBenraum hier eingesetzt werden,
sondern és muB-der fiir die hydrostatische Figur gliltige Wert C§.4.0 = +4,0296-1O-6
abgezogen werden. In der fiir das Potential der hydrostatischen Erde giiltigen Entwick-
lung nach LEGENDREschen Polynomen ergibt sich der Koeffizient bei der 4. Ordnung niam-
lich als J, = =2,99¢10" [797 oder J4 = =3,0888-10 i /[7167. Wegen der unterschiedli-
chen Normierung gilt die Umrechnung 01 oo = =1/3% J4. Es ist also 01.4.0 = =0,491+10 )
in die Entwicklung (6) einzusetzen.

Die Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewicht innerhalb des Erdkdrpers werden
zundchst durch die Topographie und deren isostatische Kompensation beschrieben. Es
wird von der Kugelfunktionsentwicklung fir die &quivalente Topographie nach KAULA
17&7 ausgegangen. Dabel werden die Ozeane, Seen und Gletscher zu einer Schicht von

der Dichte der Gebirgsmasse, 9° = 2,65 /& cm‘f7, kondensiert. Die Entwicklung fiir
die &dquivalente Topographie lautet

(9 a = % %ﬁ’l.nam cosmA + Ay - sinm A7 'Fn.m (cos d)
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10

Entsprechend der isostatischen Kompensation nach AIRY-HEISKANEN senken sich die Ge-
birgswurzeln um den Betrag ?O/Agba (1 + &) unter die Tiefe des isostatischen Aus-
gleichs T = 30 km herab, wenn Ag der Dichtesprung am Unterrand der Erdkruste und
€ der Parameter der isostatischen Uberkompensation ist. Der Parameter & soll im
folgenden durch Optimierungsrechnungen neben den anderen Unbekannten mit bestimmt
werden. Die Dichteanomalien in den oberen Schichten der Erde sind im Gegensatz zu den
Parametern der Topographie unbekannte.

Ist Ro der Radius der Erdoberfléche und Ru der Radius der unteren Begrenzung
der betrachteten Erdschichten, dann ist Ro - Ru = D die M&chtigkeit dieser Schichten,
die in einer Kugelschale verteilt sind. In ihrem Bereich werden r&dumlich verteilte
Dichteanomalien

(10) E

§(t) , 0O s t & D,

(11) t R -r

(]

als Quellen des Gravitationspotentials eingefiihrt:

(12) E = €(r) = ; ; LX’I.n.m(r) cos m A + x2.n.m(r) sin m 7 Pn.m (cos &) ,

R

N

£
u r £ R0 .

Es empfiehlt sich zu vermeiden, daBl am Unterrand der Kugelschale, r = Ru’ eine Un-
stetigkeit der Dichteanomalien € vorliegt. Diese wiirde auftreten, wenn fir die Ent-
wicklung (12) gilt E(Ru) # 0; denn fir r < R, verschwindet die Dichteanomalie in
jedem Fall. Daher wird die Bedingung

(13) E@®,) = 0
mit hinzugenommen. Es folgt

(14) Xﬂ.n.m(Ru) . X2.n.m(Ru) = @

fiir jeden Wert von n und m.

Bei den spateren Berechnungen soll auch die Stetigkeit der Tangente der Funktion
€(r) nach Gleichung (12) im Punkt r = R, zur Bedingung gemacht werden:

E d d -
(15) 3§ = IF Xﬂ.n.m = g x2.n.m = @ fir r = Ru o

Die Erdkruste und die gesamte Lithosphire haben eine wesentlich groRere Festigkeit
als die darunterliegenden Schichten des oberen Erdmantels. Sie konnen daher gridBere
Spannungsunterschiede und auch groBere Dichteanomalien aufnehmen. Im Bereich der .
Lithosph&8re bis in die Tiefe Ty soll daher eine Schicht von Dichteanomalien einge-
fiihrt werden, deren Dichte 7 sich nur horizontal ver&éndert. Diese Schicht kann auch
Abweichungen von der isostatischen Kompensation nach ATRY-HEISKANEN aufnehmen. Man
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kann diese Schicht ersetzen durch eine Flachenbelegung an der Erdoberflidche mit der
Dichte

(16) 6:}' = ,ZT:Y e

Fir Gy ergibt sich diese Kugelfunktionsentwicklung zu

17) G’y = Zn Xm LY’I.n.m cosmia + Y,  sinm A7 Pn.m (cos d) .

Die nach Gleichung (7) normierten Kugelfunktionen Pn - errechnen sich folgender-
maBen: Sind Pn die LEGENDREschen Polynome und Pém) deren m-te Ableitungen, dann

ergeben sich die zugeordneten Kugelfunktionen Pn m nach der Formel

(18) B (@) = (1-uD)W2 My,

n.m
Es gilt
(19) Pn.o(u) = 12n + 1 Pn(u);
(20) Pn.m(u) = 12 (2n + 1) %%—E—%%% Pn.m(u) 3 = Ty 2y sesy O
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%. Potentialentwicklungen

Das durch die topographischen Massen verursachte Gravitationsfeld wird als Poten-
tial einer Fldchenbelegung mit der Dichte

(21) o, = ¢a

an der Erdoberflidche eingefiihrt;
Gg .—
(22) A = f 1] e dw .
w

@ ist die Erdoberfldche und e der geradlinige Abstand zwischen dem Aufpunkt und
dem bei der Integration variablen Punkt. Die Entwicklung (9) wird in (22) eingesetzt.
Fir den AuBenraum, r = Ro, gilt

(23)

ol

- 1§ R a
= En=o (Eg_)n B (cos x) , r =2 Ro.

X ist der sphérische Abstand der beiden Endpunkte der Strecke e.
Die Kugelfunktionen werden nach dem Additionstheorem entwickelt:

(24) B, (cos X) = P (cos d) P, (cos d') +
= !

r B (cos d) - S (cos ¢') fcos mA cos m A' +

+ sinmA sin m A'/.

Mit (9), (23), (24) wird aus (22) unter Beriicksichtigung der Normierungen (19) und
(20)

R
(25) A = 49 f 90 ROZ gﬁ (_r_o)n+’l Z P .p (cos d) {A’I.n.m cos m A +
ol i

+A2nmsinmk}, r : R, -
Im Innenraum, r £ R, gilt anstelle von (23)
4 4 == .p .n
(26) g = R;§n=o (EC-)) Pn (cos X, r £ R, .

Damit folgt in analoger Weise filir den Innenraum
P o 1 T \n
(27) A = 4Tfeg Rog g (ro) gpn.m (cos &) {A’I.n.m cos m A +

3 &
+ Ay nom mnml}, # £ R_
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Die isostatischen Ausgleichsmassen werden als Fldchenbelegung mit der Dichte

(28) Gb = -6, (1+8 = -¢®a (1+E)

in der Tiefe T = 30 km verteilt. Das Potential B der isostatischen Kompensations=-
massen ergibt sich damit durch das Integral

Sp .—
T——— dw/l L]

e B -t Jf <

4'\\\‘

(‘T”l‘ ist die Kugel mit dem Radius R, - T

Analog zur Ableitung von (25) und (27) aus (22) folgen die Entwicklungen fiir das

Potential B im AuBenraum und im Innenraum der Kugel mit dem Radius RT = Ro - T
- 5 1 RT n+1
(30) B = 4T fg¢g R’I‘ 1+ Q); Ay (I-,—) ; Pn.m (cos &) {A’I.nam cos mA +
+ Ay, psinm A} s T 2 Rp;
_ e (o} 1 r \n =
(31) B = 4T fg Ry, 1+ @); et (F‘I‘) g P n (cos d) {A’I.n.m cos m A +
+ Ay opsinm A} 3 r £ Rpoe

In den Formeln (%0) und (31) soll Rp durch R, und T ausgedrlickt werden, um Ent-
wicklungen zu haben, die mit (25) und (27) vergleichbar sind. Der Ausdruck

R
T\n+1 _ n+2 1 \n+1
Rn (r_) = (Ro -T) ('f)
wird in die binomische Reihe entwickelt:

(32) (1 +x)" = G+ ) x+ (g) 2 4 oeee

solange |xI < 1 ist, gilt diese Reihe filir ganze urmdgebrochene, positive und negative
Werte von n. Es folgt

R R

L 1 1
(33) Ry ™ = B 2™ A~ (n+2) %‘: s o+ ’I)(n+2)(%—o)2 e
Der entsprechende Ausdruck in Gleichung (31) lautet

7 e

(35) Ry G = R, G A+ (=) F-+mn (- 1DE2+ ..
(o) (o} o

Es empfiehlt sich, die beiden Potentiale A und B zusammenzufassen. Die Summe von
(25) und (30) einerseits und (27) und (31) andererseits ergibt mit (3%) und (34)
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R R
(35) A+B = 4Tt @Y mi (R GO - Ry G (14 6))
n

:g ?n.m (cos &) {Aﬂ.n.m cos m A + As nom sin m l} . r = R.
Mit der Reihenentwicklung (33) folgt
R
~ o 1 o\n+1 T n+17T
(36) A+B = 4T feg RO% m(-r—) En+2)F(;(1—T—FO)—§_7x
x; Pn.m (cos d) {A’].n.m cos m A + A oo sinml}, r x B,
und fiir den Innenraum
~ 0 1 T \n RT T \I
(57) A+B = 470 f 5 ROZ s+ T {(r) - (RE) 1+ S)}Z Pn.m cos CS) x
n o o m
x {A’I.n.m cos mA + Ay n.p sin mk} § r £ Rp .
Mit der Reihenentwicklung {34) folgt
(58) A+ b = -4?1‘?0]302 E%ﬂr(?r)nﬂn-’l)?r(’l +%§—)+Q7x
: ol o o o
x ; Pn.m (cos &) {A’l.n.m cos mA + A2.n.m sin ml} 5

Das Potential Y filir die unbekannte Flichenbelegung mit der Dichte Gy an der
Erdobcrfléche (17) ergibt sich ghnlich wie das Potential A der Topographie aus der

Dichte Ga einer Fléchenbelegung an der Erdoberfléche:

R
~ 1 o\n+1 2
(39) Y = 47 rfR, ; T (r—)n %Pn.m (cos &) {Y’l.n.m cosmd + Y,  sinm }L} -
r =2 R0 3
1 § .
40) Y = 4 7rf Rog . (ﬁg)n;Pn.m (cos d) {Y’l,n.m cos mA + Ty g 800 m/\} 5

Das Potential X der rdumlich verteilten Dichteanomalien € nach (12) ergibt sich
durch Integration iiber das Volumen der Kugelschale €& mit den Radien 1 = Ru und
r = Rj. Ist de das Volumenelement, dann folgt
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#1) X = -:fff%de.

Im AuBenraum der Kugelschale, r 2 R, ist in (41) fiir 1/e der Ausdruck (23) ein=-
zusetzen. s5s folgt

R

o
(42) X = 4% rfr ZZH—}’TZ pn.m (cos d) {cos mA J X,l_n.m(R)(%)m'g dR +
T i R-R
Ry,
+ sin mA ! )(2.n.m(R)(-§-)n+2 dR} s r & R .
R=R
u

In dem von der Kugelschale €& umschlossenen Raum, T £ R dagegen muB in (41)

ul
fiir 1/e der Ausdruck (26) genommen werden. Mit
R T 2%
o
(43) X=ff f féde
R:Ru J:O R.:o
ergibt sich auf diesem Wege
R
o
_ ~ 1 r\n="1
(44) X = 470 ¢ I‘g m; Pn.m (cos &) {COS mA S X’l.n.m(R)(F) dR +
R=R
u
B
. r\n=1
+ sin m A f X2.n.m(R)(§) dR}, r £ R, .
R=Ru

Fir Aufpunkte, die innerhalb des Volumens der Kugelschale & gelegen sind,
R, €r £ R , und die die Polarkoordinaten r,d,A haben, muB bei der Integration iiber
die Variablen R, 3, A zwischen dem Fall R > r und dem Fall r > R unterschieden

werden. Das Integral (43) zerfdllt daher in zwei Teilintegrale:

R, T 2w

(45) X = f[}: + S_? 5
R=R -

S £ 8% sin 3 am a3 a% .
R:I‘ (_f =

Im ersten Teilintegral, r

liv

R, gilt fir 1/e die Entwicklung (23), wenn man dort R,
durch R substituiert. Beim zweiten Integrationsschritt, R 2 r, wird in entsprechen-

der Weise die .Entwicklung (26) genommen. Es folgt
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r
(46) X = 49 ¢f rg H’qﬂ; Pn.m (cos &) {cos m A [g . m(R)(%)zHZ dR +
Rag TeDe
u

R
(o]

of 2y G a7 «

R=r
r o

+ sin mQ [‘S X2.n_m(R)(§)n+2 dR + g )cg‘n.m(R)(%)’“"| dg7},
R=R R=r

R, 8 £ R, . N

Im Hinblick auf die weiteren Untersuchungen empfiehlt es sich, fir die Funktionen
Xﬂ.n.m(r) und X2.n.m(r) Potenzreihenentwicklungen nach der Tiefe + im Erdinneren
fiir den Bereich O £ t £ D einzufihren. Es gilt dann, die unbekannten Koeffizienten
dieser Potenzreihenentwicklungen zu bestimmen:

T

i
(47) Xﬂ.n.m(r) = %;g Xonemei ¥ o0
.3 i
(48) x2.n.m(r) = g;% YHonem.i ¥ 3
O € t £ D o= R° -r 3 1 = O Ty 2y weey'T o

Selbstverstdndlich gilt
(49) Xono = Xono0i = O B o= O, 1; B, sus} 5, = O Uy 25 siesy E o

Die Substitutionen (47) und (48) werden in (42), (44) und (46) eingesetzt. In den
entstehenden Ausdriicken kann in den einzelnen Integralen iiber den Radius R inte-
griert werden. Fir die drei verschiedenen Darstellungen des Potentials X in den Be=-
reichen 1r £ Ru, Ru E€r s Ro, r 2 Ro ergeben sich Entwicklungen nach den konstanten
Koeffizienten Xﬂ.n

. und X2 R L Diese Entwicklungen werden ermittelt fiir die
speziellen F&dlle

oMmoi
=Ry, r =R, und fiir das Intervall R, &8T £R..

u

Fiir die Aufpunkte mit dem Radius r = R sind nach (42) die Integrale

o
R
o}
500 |y, a®RE ar
R=R "
und
R
o}
D % ®EM2 @R
R=R 9
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zu berechnen. Mit (32) folgt

(52) E2 = 1-@+2fF+3 @+ D@+ 2><r>
(o]

—%n(n+1)(n+2)(§r)5+-...; r£€R, R -7 = t.
o
Werden (47) und (52) in (50) substituiert, dann ergibt sich .
R \n+2 i
(53) f &) Z Xy ooyt R =
Ry
0 i 3 v D@+ 2) £1*2
I ‘ X1onem.i £& - @+ 2) ‘Rro"' 2 R
= = O
i+3 T
-alns ,]6)(lrl = t_3_ + = ees/ At = i;o 1@y 1) Xy 1 -

(o)

Es ist

(54)  ¥q(my 1) =g D A - (a e 2) FEL R+ 5 (ar D) FEF @7 -
[e] (o]

—gn(n+1)(n+2)112(g—)3+

+§E(n-v1)n(n+1)(n+2)i:_';(D)4—+...];

1 =0y,1y 2 seey T 3} n=0,1, 2, «c0

Analog erh#lt man aus (51) mit (48) und (52)
R
° R \n+2 o

(55) j X2.n.m(R) (ITO')IH d? = iZ—c:) rq(n, 1) X onum.i °
=R -

Fir an der Erdoberfliche gelegene Aufpunkte wird damit aus (42)

¥
(56) (X)r=Ro = 4% r R, Z rl’r; Pn.m (cos 8)/cos m A gf’l(n’ i) X’l.n.m.i *

n

T
+ sin m A _Z:pl(n, 1) X2nmi7‘
1=o eollellle

Mittels der Gleichung (44) wird das Potential X fiir Aufpunkte am Unterrand der

Kugelschale €, also fiir r =R bestimmt. Es tritt hier das Integral

u?

R
o

Ru n-"1
57) R, | %, (RGP ar

R=Ru

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



18

und entsprechend

R
(o}
R
58) Ry | % o EH™T
R=R
u

auf. Diese Integrale sind gleich

R

(59) R, (g KO X, ()2 an
= R=R
und
R %o R
(60)  ®, (g™ R[R X5 0.a(E™ @R .
“Tu

Aus der binomischen Reihe (32) ergibt sich zun#chst

R
(61 (27 - 1+<n_1)§:+,}n(n-q)(g-o-)2+%(n+1)n(n-n)(fr)3+.
. o

Damit erhdlt man

%o Ry 1A %o R, 1oq & %
(62) .( X’\.n.m(R)(Rg)n- dR = J (Iro)n Z X’l P ) P 7 dR .=
R=R R=R L=
u u
< D
= zi:—(-)x’l.n.m.it ti[r+(n—’l)%-+%n(n—’l)(fr)2+
=0 . (o] o

tg@-Da@+ NE?+ .7 dt .
(e}

Der Faktor vor den Integralen in (59) und (60) wird mit Ru = Ro - D gleich

(R " B
(63) W = R, (1 - R’;) .
o

Damit wird fiir (57) und (59)
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. .
(o]
[ =1
es) R, §x, mEH" -
R=Ru
i 1 441 . n =1 D@
= 3 Mpma R O -5 G50 +1—‘z17+
(-’I)Di+5 (n=-1)n@+1)0D i+4 _
+S(I::+5) R2 o 6(l+4) - +o~;7 =
[e] (o]

Es ist
(65) 7Toln, 1) = (1 -Pk—o)n-f—j_—q-Di+1ﬂ+ (n-’l)%—%—%%;+
+2n(n-1).1—+_.1,<ﬁ-)2 (n+’|)n(n-’1)l+1(r)3

i 4
+%E(n+2)(n+’1)n(n-’l)-i+%(]ﬁ:) + ses’ 3
Entsprechend ergibt sich

R
o

T

R
(66) R, J X2.n.m<R)(RE)n-q dR° = R, Z——- ?2(11’ i) X nemei ®
=0

R=Ru

Substituiert man (64) und (66) in (44), so folgt
L 1 {i: > i
(67) (X)r=Ru = R ¥ Ro%m’r; Py.n (cos d)/Cos mA iZ=o T (my 1) Xy opg +

+ sin mA Z To(n, 1) X5 oom. 1_7 »
i=o

SchlieRlich miissen in der Entwicklung (46) fiir das Potential X im Bereich der Ku-

gelschale €, O = t £ D, die Substitutionen (47) und (48) vorgenommen werden. Mit
der binomischen Reihe ergibt sich wieder

(68) Rn+2 - RI(’)1+2 (,] - .E;)n+2 - RI;+2 [r - (Il + 2) t

fa @+ D@+ 2)(1’3;)2 —gn @+ D@+ 2)E)P + -7
[e]
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Ferner gilt

(69) @™ = @™ (- ),
" (o} (o]

In Gleichung (46) erh&lt man daher

r
(70) (B [ %y, L@ R -
R=R

~

u 3
E:: X nem.i T Rg+2 - (+2) E; %

1=0

(%)IH"]

g

s d@eN@eDER - @+ D@+ 2EP 4 - o7 aF
(o) [¢]

L

_ (A\n+1 on+2 1 i+1 i+
= (@ B 52; X1 onem.i Ly w7 @ - BT -

n+ 2 ;qit+2 i+2y 1 (n+ 1@+ 2) ,-i+3 i+34 1
pi -G RS kN ) AR
)
_dn (n+ D +2) (Di+4 ity A, o o,
(i + 4) R
o
Die beiden Gleichungen (69) und (70) ergeben
7 1 p 2 =
n+ n+ .
7 @™ xR R™E @R = Ry 2— r3(timy 1) Xq gy
R=R -
u

Es ist

(72)  ¥3(t; n, 1) 1 - %)-(nﬂ) L o3 - iy |
o

(1 + %)

+ %E (n=1)n(+ 1)@+ 2) 1_%_5 %E (Di+5 _ ti+5)

[o}

0O ¢ t&0D; 3 | By 1 By syt 3 n = 0, 1y 2y wew
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Mit der binomischen Reihe

73 G - @ (- =@
o o

= (R )n-’l /’r+ (r\—’l) .JEF__,I_Z(R_) +6(H—1)1’1(D+’|)(T)5+ ...7

und wegen
n_ _+) _ pn _r
(7) B = (R, -0 = RG (1 -F)
folgt weiter in Gleichung (46)
R

o
75) (%, @@EPTT @R = ()
R=r &

v
X "t'l/’l'+(-’|)
g;g M1eNeMoi A

OSNe—~ ¢t

O

+an (n_q)("‘f',r)2 +3@-DnG@+DE?+ .7 -
(o]

i1, =] £i+2

1 \n=1 1
= ( ) gg: TeNoemod ZI . S ¥ + 2 E *

n(n-=-1 ti+3 (n -1 n@@+1) ti+4
- e = ¥ A CERY) a8 T v
o o
Es folgt
0 T
1yn-1 :
(76) [ %, @@ R - Ry i};gmct; by AY By o o0 g
Hier bedeutet
. i+2
77 #Ge3 m, i) = (1 - frofl L 7 e 2] %;o— +
+ofn=1) gi+3 (n + 1)4p (n = 1) ti'"‘+
TU T3 2 G+, =
o o

0O £ t £ D ; i = 0,1, 2, eeey¥ 3 n o= 0,1, 2, «o.
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Substituiert man (71) und (76) in (46), dann ergibt sich

(78)  X(t) = 47« Ro;?n—l-q-% P, . (cos d) {cos md gt_;o [F5(ts 0y 1) +
+ (s 0y 107 Xq pn gt
+ sin m A Ei; Z}B(t; n, i) + 3, (t; n, 1Y7 X2.n.m.i} ;
0 £ t £ D i = Oy 1, 2y esesT 3 n o= 0, 1, 2, eee

An der Erdoberfléche, also fiir r = R, geht X(t) fir t =0 in (X)r=R nach
Gleichung (56) iiber. Weil bei t = O die Beziehung gh(o; n, i) =0 gilt, o
wie man aus (77) entnimmt, ergibt sich nimlich mit (78) die Beziehung

T
(79) X))y, = #TER Y gmeg ) By (cosd) {C"S mA 2 73005 my 1) Xy png
n m

i=o
v
+ sin m L 2:: ]3(0; n, i) X2.n.m.i} »
i=0
Mit (72) und (54) iiberzeugt man .sich davon, daB
(80) 33(0; n, i) = }H(nv i),

daher ist (79) identisch mit (56).

Am Unterrand der Kugelschale, t
t =D gilt mit (72)

D, muB (78) mit (67) zusammenfallen. Fiir

rB(D; I, i) = Qs
Daher wird mit (78)

Vel ] . . 1
(81)  X(t))gp = 4T LR, ;: 2n + 1 ;: Pp.n (cos d) {COS m A g;; ¥u(Ds 0y 1) Xq pop.i
+ sin m A Zf: 7y (D5 n,y 1) X2.n.m.i} g
i=o

Mit (6%) und (77) findet man
(82) EA(D; n, i) = 7é(n, i) N

so daR also gilt

(82)  (X()gop = Hpg -
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SchlieBlich soll noch das Potential X im AuBenraumy = =2 R_, und im Innenraum,
r £ R, nach den Koeffizienten X, , . ; und X5 . o 4 (i =0, 1, 2y eeey,T ) entwik-
kelt werden. Substituiert man (4'7), (48), (53), (55) in (42), dann folgt

Rn+2 T
(84) X = 47Tf Z _g-?l' Tn_j-—TZ B (cos d) {cos A Z (s 1) Xq gyt
o r m 1=0

T
+sin'm).Zx,|(n,i)X2nmi}, r &8 R_.
i=o ellellle

Die entsprechende Beziehung fiir den Innenraum ergibt sich analog mit (64) und (66)
aus Gleichung (44):

(85) X = 4T f Ro; ;—n g o (cos &) {cos m A 1§o Toln, 1) Xy o o4+
u
T
+ sin mlg);rz(n, i) XZ.n.m.i}’ r £ Ru.
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4, Potentialbedingungen

Die drei Potentiale von Flédchenbelegungen, A, B und Y, und das Potential X einer
riaumlichen Massenverteilung im Inneren der Kugelschale €& verursachen auflerhalb die-
ser Kugelschale, also wenn T 2 Ro und 1T £ Ru’ eine Gravitationskraft, die durch das
Potential C Dbeschrieben wird. Es miissen daher zwei Potentialbedingungen erfillt wer-
den:

(86) R, = 0 = A+B+X+Y-¢, r 2 R,
und
(87) §22=O=A+B+X+Y—C, réRu.

Mit den Gleichungen (6), (36), (39), (84) ergibt sich fiir die Bedingung ®?, aus
Gleichung (86) die folgende Beziehung:

R
(88) 2, = 0 = 4T R Y m—i GD™Y B (cos$) x
n m

x[eo{(n + 2) 1%; (1 = n_+r’1 g:) - g}{A’I.n.m cos mA + Ay oo osin ml} +

T
+ Z (n, 4) [X . cos mA + X .
= 1\ Tenemedi 2enemei

sin m/\} +
+ Y ppcosmA + Y, osinmA7 -

Mez Z Ron :
- P = L & (=) Pn.m (cos d)ﬂ’l.n.m cosmdA + C,  sinmA7 ;

Es folgt
_ ~ 2 1 0 Y n+110
(89 R4 ppa = O = 4TE i £ {(+ 2) g -T2 '§} Ao *
T
o E) 2'b’l(n’ i) Xonemei * Y’l.n.m—7 =M Chinem
und

~ 52 1 T 9
(90) RE.n.m.’l = 8 = 3T R e [90 {(n +2) g (1= . 2+ %;) -gl Lot

(o}

T
¥ g) P 1 X pons * Yo = Y Conum ¢

Die Potentiale A und C sind gegeben, fiir ihren Anteil an den Gleichungen (89) und
(90) wird zur Abkiirzung gesetzt
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2n + 1 o m n+17T
o1 Monem = Mo ZTE—EZ Clenem * 9 (n +2) F; (1 - -2 R;) Aonem
()
und
_ 2n + 1 0 T n+1T
(92) My ;m = Mg LT B2 Conm * (1 +2) R 1 - R_) Asnem *
) o

Die zweite, aus der Gleichung (87) erhaltene Potentialbedingung 522 wird fiir den
Innenraum, r £ R, entwickelt. In diesem Bereich ist das Potential C konstant, weil
in den Erdschichten mit einer Tiefe t > D das hydrostatische Gleichgewicht erhalten
tleiben soll:

(93) g = B = sonst, r € R. .

Mit (38), (40), (85) und (93) ergibt sich aus (87) die folgende Beziehung:
() 2, = 0 = 4T IR T o GONT By, Ccos )
n o m

*{ ¢ i(n -1) g—; & +§g—;) +§}{A’I.n.m cos mA + Ay - sin ml} -

R T

o\n = . )
- (R';) iZ=o To(m, 1) {X’l.n.m.i cos md + X nem.i 510 m’l} =
= ¥q,nm 08 mA = Tp  , osinmA7 - c® ; T £ By

Die Gleichung (94) zerfillt in zwei neue Gleichungen, indem man die Koeffizienten
bei cos mA und bei sin m A gleich Null setzt. Dabei wird davon ausgegangen, dal
n # 0. Man erhdlt

(BB Ryppp = 9 = '?O {(n -1 %_ 1+ % ITT') * S} Avonen *
o o
(R—°>n i Tolity 1) X Y
= Ru Teo Yarty 1 1enemei ¥ Monem
und.
T T
(96) @5 imo = 0 = —90 {(n - 1) o 1+ % }-g) + I;} L

= %
o\n = .
* (Hu) iZ=o 3‘2(11 )y 1) X2.n.m.i + Y'2.n.m °

In den Gleichungen (95) und (96) werden fiir die Anteile der gegebenen Potentiale
wieder Abkiirzungen eingefiihrt:

O Nypm = ~€ @=DF O+ BE) Ay,
(o] (e}

(98) Ny pnp = '90 m = 1) ?R_ “ +§'ITT'> A.nem 3 o= 1y 2y 3y e
(o] [e]
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Mit (63) und (65) wird

(99)

Es ergibt sich

(100)

(n, 1)

3é(n, i)

1
1 4

+ % n(n=1)

ferner gesetzt

To(n, 1) .

B - R R
[e)

i#®

i+ 1

@2 +g@+n@-1 4

+ %E m+2)n+1) n(-=1) %—{—% (g;)4 + asaf 3

Qs My 24 »

Die Potentialbedingungen haben daher die folgende Form:

(101) R

(102) <

(103) @

(104)

Zu den Gleichungen (101) - (104) treten die Bedingungen (13) und (15):

(105) 24

(106) R,

1 enema’
2eNeMoe
1 ol oMl

Q2.n.m.2

0

L}

T

0 = Mpmt g;;

. T

Ll M2.n.m * g;é

' T

O = Ny pm* g;%

i T

O = % pum t E;%
Ty 25 By sesl

E(Ry

N

)s

R, *

74(n,
11 (0,
ro(n,
#o(n,

m =

i) X1.n.m

i) X2.n.m

0, 1, 2,

Mit (12), (47), (48) folgt aus (105) und (106)

(107) *

(108) %

(109)

(110) @

MeDele?
2eDeMe?
Q'1.n.m.4

2ol oMokt

n

0

>

1 eNelei
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5. Minimumprinzip fir die Ermittlung der Dichteanomalien

Die Dichteanomalien sind so zu bestimmen, daB das Integral iiber das Quadrat ihres
Wertes zu einem Minimum wird. Hierbei sind die Gleichungen (101) - (104) und (107) =
(110) zu beachten. Diese a priori unbekannten Dichteanomalien treten als r&umlich ver-
teilte Werte € = E(r) im Bereich der Kugelschale & auf und als Flédchenbelegung
Gy an der Erdoberflédche. Um die Fl&chenbelegung 6 mit den € -Werten vergleichen zu
konnen, wird sie in die rdumlich verteilte Dichte % einer Schicht an der Erdoberfla-
che mit der Starke Ty umgerechnet. Mit Gleichung (16) folgt

(111) 7y = %1
y

Unter Beachtung der Nebenbedingungen soll daher die Summe
(1M2) X =2, + X,

zu einem Minimum gemacht werden. Hier ist
EQ
(113) L, = fff e
3 mg

mg ist der quadratische Mittelwert der € -Werte. Nimmt man den Mittelwert fur die ge-
samte Kugelschale, dann ist m? gleich dem Integral

1 2
114 dg 3
) g fff 62 ac s
We 1ist das Volumen der Kugelschale € ¢

(115) W = %'ﬁ (R2 - R)) _

Das Integral Zé wird iber das Quadrat der Funktion 7 erstreckt:

R r~

o W
2

(116) Zg = 5 5 EZ r° gind dr d6 dX .
r=R -T, =0 A=o By

W

R \V)

n und msy sind nicht vom Radius =+ abhingig, daher folgt

woov
T I
(17 L, = —%Ri S 7 sind ds dx = -% f»zg dw .
Loy §=0 A=0 My w

d@ ist das Flachenelement auf der Erdoberfliche. m, ergibt sich analog wie mg
als quadratischer Mittelwert {iber die p-Werte entlang der Erdoberfliche:

2 1 2 -
(118) My = W: g no dw
w
(119) W = 47 RS .
> [¢]
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Entsprechend den Beziehungen (112), (113), (116) soll also die Summe der Quadrate der
§- und der n-Werte unter Beachtung ihrer Gewichte zu einem Minimum gemacht werden.

In Anlehnung an die Fehlertheorie kann man hier die Ausdriicke € ydé und % ¥de
auch als zufdllige Variable V4 3 und vy J mit den Gewichten p, und Pp auffassen;
de ist hier ein konstantes Volumenelement der Kugelschale & . Es gilt dann

(120) Z = JZ v‘%.j P4 +zj-_ vg.j Dp o

Die Summation im ersten Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (120) ist hin-
sichtlich der Variablen r iiber das Intervall Ru £r £ RO zu erstrecken, im zweiten
Ausdruck gilt fir r das Intervall Ro - ’I‘y £T £ Ro. Mit

X 1
ol -

wird der erste Ausdruck auf der rechten Seite von (120) nach (113) gleich Z’I und
der zweite gleich dem Ausdruck (116) fiir 22.

Substituiert man (12) in (113), dann folgt wegen der Orthogonalitit der Kugelfunk-
tionen

(121) Z,] jj[ -:-lg [K' .n.m(r) cos md + X, (r) sin m A 72
rd A g

x T’ﬁ o (cos &) r° sind dr dd dA .

Mit (7) ergibyv sich
R

o 2
(122) Z’l & A Z Z J X%.n.m . X5 n.m o do .

r=R mg ®

In den oberen Schichten der Erde wird mit wachsender Tiefe die Scherfestigkeit des
Materials abnehmen. Um diesen Sachverhalt zu beriicksichtigen, soll ein vom Radius ab-
héngiger Wert fir me eingefihrt werden. Es wird gesetzt

(125) Ly = Ly (149, 1)
m m
3 0
t ist wieder die Tiefe im Erdinneren, t =R_ -1, 0 2 ¢
stante Parameter. Aus (122) und (123) folgt
R

LI

Ds m, und v2 sind kon-

(2w) L, = 475y ¥ j/z a7 (1 + v, t2) 2P ar .
Inon m R

Geeignete numerische Werte fiir die Parameter m, und ) ergeben sich aus statistischen
Abschétzungen. m wird an der Erdoberfldche etwa zwei- bis dreimal so groBR sein wie
in einer Tiefe von 300 km /3 7.
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Das Integral 2:2 wird in entsprechender Weise umgeformt. Zundchst wird mit (111)
» durch 6_ ausgedriickt, man findet dann fiir den quadratischen Mittelwert der Dichte

der Fladchenbelegung Gy

(125) =2 = {'Eff 62 dw.
w

w

Mit (118) und (125) wird aus (117)

T
(126) T, = —%fe?a&.
my o

Substituiert man (17), dann ergibt sich

- 2 =
(127) L, = 4T R] Ty—zg % ACIILI PR

m,
J

Man kann die Abnahme der Betridge der Dichteanomalien mit wachsender Tiefe auch
durch die Einfiihrung dieser Flédchenbelegung 6y berilicksichtigen. Dann wird mgn in
(123) den Parameter v, gleich Null setzen und mg z.B. so wdhlen, daB ’l/mo in
(123) etwa das Vierfache oder das Neunfache von 1/m% = 1/m§ (Ty)2 ist. Gegebenen-
falls kann man beide Ansétze fiir die Dichteanomalien kombinieren und neben den § =Wer-
ten mit dem vollen Ausdruck (123) fiir ihre Streuung, also unter EinschluBR von Voo
zusdtzlich noch die Fl&dchenbelegung G mit einem geeigneten Wert m fiir ihre
Streuung einfiihren. Bei den weiteren Ableitungen soll von dieser letzten allgemeine-

ren Variante ausgegangen werden.

Mit den Gleichungen (124) und (127) sind die Teilsummen 2:1 und.Zé nach den unbe=
kannten Funktionen X, _ m(r) und X, m(r) und den unbekannten Parametern Y, . =
und Y2 .o entwickelt. Die genannten Funktionen lassen sich durch die unbekannten
Parameter X; . .. und Xp o5 (1 =0, 1, 2, eeeyT ) darstellen.

Nunmehr kann das Minimum der Funktion 2:1 nach (112) unter Beachtung der Nebenbe-
dingungen (101) - (104) und (107)- (110) ermittelt werden. Dazu werden die folgenden
LAGRANGEschen Multiplikatoren eingefiihrt:

(128) Ko num.p 3

p =1, 2; n =2, 3, 4y cee3 m = 0, 1, 2, ecoy I ; p = 1,2, 3,
Es ist also das Minimum des folgenden Ausdrucks zu ermitteln:

(129) T = Z+§ ; gzﬁKp.n.m.b .nom.p — Minimum .

Man erh&dlt dieses Minimum, indem man den Ausdruck T nach den Unbekannten X1 Aaillad?

X2.n.m.i; Yﬂ.n.m’ Y2.n.m3 § differenziert und die erhaltenen Ableitungen gleich Null

setzt:
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(130) aﬁnl’;—l -
(131) ﬁme—l = 03
(132) EYﬁ%ﬁfg = 0,
CLE o
(1z4) 2& - 0.

Die Gleichung (130) zergliedert

25,
8X1

(135)  Fx2L =

eNeMei eNoeMel

+2 L

P n

sich in die folgenden Teile:

or
+ 2 +
Tenemei
Y Yk ?
eNeMef TH—— = 0 »
mp P-nemeB axq.n.m.iszp.n.m.p

Analoge Beziehungen gelten fiir die Gleichungen (131) - (134).

Zundchst soll die Gleichung (135) betrachtet werden. Mit (124) folgt

X
(1%6) s — = 44 2
aX’I.n.m.k ;g ;

k =

Mit (47) folgt

R
¥ aX1.n.m(r)
5: g 2 X1 n m<r) X
m e 1eNeMok
r=Ru

By Ty By wosyT o

X (r) ’
/l' Ld k .
(137)  X4.0.0(®) SE—_E_E—_— > Z: Xq.nem.i L i, k = 0,1, 2,
1ene.me.k &
Mit den Substitutionen
r = R -t = R (1-25)
o o E; ’
dr = =dt ,
T,2_R2(,]_t)2_R2(,]_2t+t2)
- - Yo R = o 7 2
o o Ro
erhalt man
EJZ b % i+k+1 i+k+2
(138) SY—__E‘"- = 8% Rg 1? [ z: X1 NeMoi ZEl+k -2 £ R + L
1eNeMek By sres i erele o -
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(1 + v, t2) o2 dr 5

LR Y

7(1 + Y5 t
R2 . 2

2y dat



D ; ;
oL . i+k+1 i+k+2
1 v w2 i+k t t
(139) o - BT )( Y %4nomi i - .7 it +
sNels o B 5
D : "
. k+3 i+k+4
o 2 2 i+k+2 g1t t
+ 8T RS = J § > N - Tt . 7 dt.
o t=o0 o
Wir fihren die Funktion gs(i, k) ein (i, k= 0, 1; 2, sseyt )3
T e pLHEE  GREEeE 1 1+k+
13 K = 5 -2 + at = —
LURDZ Tgliy X tio L5 R, RE ~/ IT+x+170
P Di+k+2 1 D1+k+5
- +
1+ k+ 2 Ro 1+ Kk + 5 Rg 3

(W) gy0e 1) = i P -2 B B SR @R

Mit (139) = (141) folgt

d
(142) b_xq__z’]—_ = 8T R

eNeMaK

Man leitet weiter ab

92,

(143) gxq—————;
oNloMe

1}
o

(144) oDNsMe’l

i
x
—~
o}
23
~
-

1eneMmek

)
2eNeMel
(145) 80 L = O
aX’l.n.m.k ’

aQ’I.n.m.2

(146) 3%,

]
N
~
a]
-
~—

NeMek

392 2
(147) oellollle = 0
4 nom.k ’

o%R
(148) j.n.m.E = Dk .
ellellle

%R
(149) aX2.n.m.§ = 0
TeNemak

agq .
: oNoMad k=1
(150) gr=iedet = kDT,
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29
(,151) X2.n.m.4 ” 0 .
Tenemek

Fir die Ableitungen nach X2.n,m.k folgt

X
1 . s
(152) gg——— = 8F B2 Ly ¥ X, . L5(is X) + ¥y (i, k + 2)7
2e.NeMek my i
Ix,
(153) g———— = O
aX2.n.m.k ’
9%
(,]54) 1eNeMs’ = 0 p
2eNeMoek
R
(155)  groilel - g (n, K,
oNeMe
(156) ggi;ﬁ;ﬂ;g = 0,
2e.NeMek
%R
(/]57) i.n.m.i = 3‘2(1’1’ k) 9
oNoMe
)
(158) %.n-m-5 = O -
2eNsMek
%R
(159) X2-n-m¢ = Dk 5
2on.m.k
5 .
(160) 9>’l.n.m.4 - B,
2eNeMek
9 -
(161) %'mm'“ = xo¥,
2eNeMoek
Die Ableitung der Ausdriicke X,, I, und.QEp n.m.p nach den Parametern der unbekann=-
ten Fléchenbelegung Yﬂ.n.m und Y2.n.m gestaltet sich analog:
9%, ’
(16e2) s = 0
1en.m ’
Lo .
(163) ol 8T Ry T = p A
y
d
(’]64—) Q’I.n.m.’l = 1 ,
1enem
IR
(165) %.n.m.’l = 0 ,
Tenoem
R
(/]66) N ol allind o 1 .
1enem
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(167)

(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

33

aQE.n.m.E
d .o damiil

agﬂ.n.m.i

Y’I.n.m

M2 n.m.3

Tenem

391.n.m.4
1eNom

age2.n.m.4
1enem
9,
2eNeM
%,
2eNel

aQﬂ.n.m.ﬂ

aY2.n.m

I
o
-

SchlieRlich sind noch die Ableitungen nach dem Parameter der Uberkompensation, §,

zu bilden:
a2

(182) e o,
oL

(183) agg = 0,
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(184)

(3]
v
I
|
-0

(185) Zre.n.m.q _90 A

(186) oNloMoe2 _ —9°A

(’]87) 892-1’1.1'(1.2

©
(Ve 3
I
]
“o
s
N
e
5
L]
=]

oNolled

(188) J¢

R
(189) Za.él.m.B - 0
5)521

(190) _Tgn_ﬂ_‘* = o,

a2
(191 _2%111_4 - o.

Mit den Beziehungen (135) - (191) entwickeln sich die Gleichungen (130) = (134)
folgendermafen:

n 2 1 . -
(192) 8 T RS F% X onumei £5(E, B) + vy w(d, k + 207 + Ky o0y yy(n, k) +
. o]
. k k="
+ X9 nem.2 3*2(11, k) + K’I.n.m.B D"+ Ky nima D = 0,

(193) 8 TR

lzg X2un.m.i 55(1’ k) + v YB(i’ k +2) + Ko nom.1 rqln, k) +

k k=1
* Konem.2 T2 B) + Ko p 3 D+ Kp iy kD = O
e 1
(194) 8T R, Ty 2 T4 num * ®inan1 * ®rinanez = 0,
J
. 1
C1E5) BT R Ty - 2 * ¥2inuma + ¥oinom.2 R
J
(196) K4 nomat Monon * ¥2unemed 22unan * ®onen.2 Minen * ¥2ineme2 A2.5n = 0
B = My By eeel m. = 0y 9y 2y esuey 1} iy B = Oy My &y wewn b o

Die Gleichungen (101) - (104), (107) - (110), (192) - (196) bilden das lineare System

eur Bestimmeng der Unbekennben Xj o p.3% fo,gomds o “2ena’ 73 Kp.n.m.p
(p=72 Pp=1,2, 3, 4).
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Insgesamt ist also die Anzahl der vorliegenden Unbekannten fir ein bestimmtes Werte=-
paar (n, m) gleich 2T + 13 und entspricht der Anzahl der genannten Gleichungen.
Die Eindeutigkeit der Bestimmung der Unbekannten ist daher gegeben; von einer Singula-
ritdt der Koeffizientendeterminante soll abgesehen werden.

Die Unbekannte € soll noch gesondert betrachtet werden. Verzichtet man auf ihre
Bestimmung und setzt sie gleich Null, dann entf&dllt die Gleichung (196). In den iibrig
bleibenden einzelnen Bestimmungsgleichungen treten dann jeweils entweder nur die Unbe-

kannten Xﬂ.n oder nur X2.n.m.i’ Y2.n.m auf. Das System von 2T + 12

e G
eei? “Men.m
Unbekannten zerfdallt in zwei unabhingige Systeme mit jeweils T + 6 Unbekannten. Da-
mit sind Erleichterungen bei der numerischen Auflosung dieses Systems verbunden. Das
eine Teilsystem besteht aus den Gleichungen (101), (103), (107), (109), (192), (194),

das andere umfaBt die Gleichungen (102), (104), (108), (110), (193), (195).

Bei praktischen Berechnungen wird man aber nicht nur eine einzige Kugelfunktion
nem? also ein einziges bestimmtes Wertepaar (n, m) einfiihren, sondern man wird
alle Kugelfunktionen etwa bis zur 4. oder 7. oder 10. Ordnung beriicksichtigen.

‘Nimmt man alle Kugelfunktionen von der 1. Ordnung bis zur Ordnung T mit, so ist,
die Anzahl der Glieder, die zu einer einzelnen Ordnung, 2z.B. der n-ten Ordnung, geho-
ren, gleich 2n + 1. Die Gesamtheit der Glieder dieser Entwicklung, die alle Ordnungen
von n =1 bis n = n® umfaBt, betrdgt s = n® (n* + 2). In dem Fall, daB n*® = 10
ist, gilt s = 120.

Fir jedes einzelne Glied dieser Entwicklung fallen T + 6 Unbekannte an. Hinzu
tritt noch die Unbekannte § . Die Anzahl der im gesamten System auftretenden Unbekann-
ten ist somit gleich (T + 6) s + 1. Bei T =4 wund n® = 10 hat man 1201 Unbekann-
te. Die Unbekannte & erscheint in diesem System von 1201 Unbekannten in allen Teil-
systemen’, deren Anzahl gleich s = 120 ist. Beriicksichtigt man also den Parameter der
Uberkompensation, & , dann muB das gesamte System mit (T + 6) s + 1 Unbekannten als
ein einziges in einem Rechengang aufgeldst werden, und es zerfdllt nicht in Teilsyste-
me mit jeweils T + 6 Unbekannten.

Fihrt man aber den Parameter & als gegebene GroRe ein, dann hat man rechentechni-
sche Vorteile. Das gesamte System von (T + 6) s + 1 Unbekannten zerfillt in Teilsy-
steme mit Jjeweils nur T + 6 Unbekannten. Die Anzahl der Teilsysteme ist gleich s.
Den optimalen Wert von & kann man dann dadurch ermitteln, daB man die s Teilsyste-
me flir verschiedene plausible Werte des Parameters & aufldst. Man wird sich dann fiir
die Variante entscheiden, bei der im Zuge dieses Optimierungsverfahrens die Summe der.
Quadrate-der Restfehler, also die Summe 2 , ein Minimum wird.
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6. Naherungsformel fir die Spannungsunterschiede

Der vorstehend entwickelte Formelapparat gestattet die Bestimmung der Dichteanoma-
lien innerhalb des Volumens der Kugelschale & . Dabei wurden die elastischen Eigen-
schaften der Kugelschale auBer acht gelassen. Weil die Dichteanomalien relativ klein
sind und nur bis zur Tiefe D auftreten, die relativ zum Erdradius klein ist, wird
die elastische Deformation der Kugelschale klein sein. In Wirklichkeit bestehen auch
die oberen Erdschichten aus elastischem Material. Will man die durch die Dichteanoma-
lien verursachten Spannungsunterschiede berechnen, dann kann man nicht mehr von einem
starren Korper ausgehen, sondern muB elastische Deformationen der'Kugelschale € zu-
lassen und zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften die LAMEschen Parameter
A = A(r) und & = p(r) einfiihren. Aus den Deformationen und den elastischen Pa-
rametern lassen sich die Spannungsunterschiede berechnen. Die Ermittlung dieser Span-
nungsunterschiede aus den Dichteanomalien und den elastischen Parametern erfordert
einen nicht unbetréchtlichen rechnerischen Aufwand. Die dazu bendtigten theoretischen
Entwicklungen sollen in den folgenden Kapiteln dargestellt werden.

Fir den gleichen Zweck gibt es aber eine relativ einfach zu handhabende Nidherungs-—
formel von H. JEFFREYS /T37. Man geht dabei von dem Druck aus, den eine iiber dem Auf-
punkt ruhende Last auf diesen ausiibt. Variiert diese Last fir Aufpunkte mit konstanter
Tiefe +t, also léngs einer Kugelfliche mit dem Radius Ro -t =r = const, um den Be-
trag A, dann haben die Spannungsunterschiede in dieser Tiefe + etwa den Betrag
1/32 A bis 1/2A. Man wihlt meistens den letzteren Wert, 1/2 A /117. Im vorliegen-
den Fall ermittelt sich die Last A aus den Dichteanomalien & , den Fldchenbelegungen
Gas Ops Gy und der Schwere g oherhalb der Tiefe t. Der Anteil der g-Werte an der
Last A ist

Ry

J g§ dr 2 G ? ¥ s
r=Ro—t

Hier ist G ein Mittelwert der Schwere an der Erdoberfldche und F der Mittelwert
der Dichteanomalien zwischen der Erdoberfldche, r = Ryy und der Tiefe t:

t
(97§ = g et

o
Der Anteil der topographischen Massen und ihrer Kompensation ist
G (Ga + Gb) = =G S, £ .

Die Beriicksichtigung der Fldchenbelegung sy gestaltet sich entsprechend. Man findet
G Gy. Die gesamte Last ist gleich
(198) A = G (Ft-ga,¢ +6y).

Fir die Spannungsunterschiede ergibt sich daher gendhert
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4 -
(199) 76 (Ft-e8 +6) .
Bemerkenswert ist, daB Formel (199) nicht die elastischen Parameter A und p ent=

h&lt. Ferner werden keine Daten iber die elastischen Deformationen, also iiber die
Punktverschiebungen, bendtigte.

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



38

7. Elastisches Modell

Die Erde und damit auch die Kugelschale & werden nunmehr als ein elastischer
Korper aufgefaBt. Vor dem Auftreten von Dichteanomalien ist die gesamte Erde hydro-
statisch geschichtet. Die ZuBeren Schichten bis zur Tiefe D wund auch die tieferen
Schichten haben in Strenge eine sphédrische Gestalt, die Schichtung verlauft entlang
von konzentrischen Kugeln. Durc. die Dichteanomalien im Bereich der Kugelschale ¢ ,
Ru £r & Ro, sollen nur in diesem Gebiet elastische Spannungen und elastische Punkt-
verschiebungen auftreten.

Die Punktverschieoungen werden mit wu, v, w bezeichnet. Die Komponente u ver=-
l3uft in radialer Richtung, positiv nach auBen; die Komponenten v und w sind hori=-
zontal, der Vektor mit dem Betrag v ist von Norden nach Sliden gerichtet, der mit
dem Betrag w von Westen nach Osten. Sind die Vektoren € 859 €2 die Einheitsvek-
toren in den positiven Richtungen der Parameterlinien der r&dumlichen Polarkoordinaten
r,4, A, dann ergibt sich der Vektor u der elastischen Punktverschiebung folgen-
dermaflien:

(200) u =u

o

r+vgé+wgz.

Unterhalb der Tiefe D gilt
(201) u = v = w = 0, r & R_.

Durch die elastischen Punktverschiebungen im Bereich & &ndert sich die Dichte in
einem Punkt, der im Raume fest ist, um zwei Betrdge. Die radiale Verschiebung des
Massenelementes bewirkt eine Anderung der Dichte um =u (dgq/dr), die Ausdehnung des
Volumenelements hat eine Abnahme der Dichte um den Betrag -q4A zur Folge; hier ist
¢q die Dichte der Standarderde und A die Volumendilatation, also die relative Ande-
rung des Volumenelements. A ist bei VolumenvergrdBerung positiv. Der gesamte Anteil
der elastischen Punktverschiebungen an der Dichte&dnderung ist daher

d?,]
(202) 92 = "?1A = U gy e

Hinzu tritt noch die Dichtednderung 95 auf Grund von Unterschiedlichkeiten der che-
mischen Eigenschaften des Materials; dieser Anteil ist von den Punktverschiebungen un-
abhidngig. Es folgt

(205) g = ?2 ¥ 93 °

Die Dlichte der deformierten Erde, ¢ , setzt sich zusammen aus der Dichte der Stan-
darderde, @4, und den Dichteanomalien § :

(204) @ o1+ €3

d91
(205) ¢ = @4+ 93 -9qA ~u g .
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Wghrend am Unterrand, r = R, kein Dichtesprung vorhanden ist und somit eine Defor-
mation der Kugelschale €& dort keine gravimetrische Wirkung nach sich zieht, tritt
an der #duBeren Begrenzung, T = Ro, eine Diskontinuit&t der Dichte und damit ein Gra-
vitationseffekt auf.

Die radiale Punktverschiebung an der Erdoberfléche ist
(u)r=Ro = B
und die Dichte 94 der Standarderde an der Erdoberfliche
(206} (?’l)r=Ro = ¥lm *

Die an der Erdoberfldche verteilte Flédchenbelegung Gy’ die mit den Rechenvor-
schriften der vorstehenden Kapitel ermittelt wurde, kann daher in zwei Teile zerglie-
dert werden. Der erste Anteil, Gy.’l’ wird durch die elastische Deformation der Erde
an ihrer Qberflache hervorgerufen:

(207> Gy.q =
Der restliche Betrag Gy 2 ist die eigentliche an der Erdoberfliache verteilte zusédtz-
liche Flachenbelegung, deren Masse additiv zur Masse der oberen Schichten der Stan-
darderde hinzukommt und damit eine zus&dtzliche Druckbelastung auf die tieferen Berei-
che ausiibt:

(208) &, , = 6, -6, =

Gy -9€19.0 Y% °

Fir die Punktverschiebungen u, v, w werden analytische Entwicklungen in Abhingig-
keit von den r&dumlichen Polarkoordinaten =r,d, A eingefiihrt. Es werden zwei speziel-
le Typen von Punktverschiebungen, der sphédroidale und der torsionale Typ, betrachtet;
dadurch gewinnt man, wie sich im Laufe der Deduktionen zeigen wird, den Vorteil,
nicht drei Funktionen fir die drei Punktverschiebungen u, v, w einfilhren zu miissen,
sondern statt dessen nur zwei unabhingige Funktionen.

Der Ansatz fiir den sphérischen Typ lautet (vgl. /1_7)

(209)  ug Yy [0 n.n(T) cosma + U, (r) sinmd/7 B = (cosd) ,
= A o1l .

P, . (cosd)

(210) vy = % ‘g [T nn(T) cosmA + V,  (r) sin mA7 33 s
(211) wy = Y Z E:'L;ll_é_ Pn.m (cos d) b%— ﬂq.n.m(r) cos md + V, m(1:') sin ma7/ .
n m e o

Flr W gilt auch

(212) Wy o= ; % B_;L%T Z:V’I.n.m(r) sin mA + V2.n.m(r) cos mA/ Pn.m (cosd) .
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Beim sph&roidalen Typ verschwindet die radiale Komponente der Rotation des Verschie-
bungsvektors:

(213) (b u) e, = O.

Fiir die Gleichungen (209) = (211) kann man auch abkirzend schreiben

"

(214) g r U (x) s (8, 1),

n

L}

(215) v, = ¥ Vo (x) & s (s,1),

n

(216) Wy = T V() i 2 5,(8, 1) .

Hier steht Sn(é, A ) fiir die beiden Ausdriicke
cos mA
(217) s (dy 1) = P .p (cosd) { } .
sin mA
Beim torsionalen Typ der Punktverschiebung U verschwinden die Volumendilatation,
-A = 0 9
und die radiale Komponente der Punktverschiebung,
(218) up = Q .
Die Punktverschiebungen erfolgen nur in horizontalen Richtungen; wegen der radialen
Schichtung der Dichte tritt daher beim torsionalen Typ kein Gravitationseffekt auf,
¢, = 0. Bs gilt (s. A7)
(219) ut = O 9

(220)

<
¢t
"
51

§ E'J'.;]l_é' Pn.m (cos d) 33_1- Z-W'\.n.m(r) cos mi + W2.n.m(r) sin ma7/ ,

) aiv'n‘m (cos &)
_g % ﬁﬂ.n.m(r) cos mA + w2.n.m(r) sin mA7/ — gy -

221) Wi

Pir (220) kann man auch schreiben

(222) vy = % § E'l%é' qu.ﬁ.m(r) sin mA + W2.n.m(r) cos mA7/ Fn.m (cosd) .
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In abkiirzender Schreibweise erhidlt man mit (217) fiir (219) - (221)

(223)  uy
(224) v,
(225)  wy

FaBt man die
folgt

(226) u =
(228) v =
(229) w =

o 9
1 9
Wn(r) sing 0x Sn(d’ 2)

) ’
—Wn(I‘) 33- Sn\d, l) e

sphdroidalen und die torsionalen Verschiebungskomponenten zusammen, dann

g % [U,I.n.m(r) cos mA + Uz_n.m(r) sin mA7 Pn'm (cos é) ,
Ve

P (cos &)
% % & {V’l.n.m(r) cos mA + V,  (r) sin mA } ._.___n‘m.aé g

4 ﬁ- {—w’l.n.m(r) sinm2 + W,  (r) cos m).} Fn.m (cos 8)7 ,

% % / Slgd {—V,I.n.m(r) sin m A + V2.n.m(r) cos ml} Pn.m (cos §) =

aFn o (cos &)
- {W,l.n.m(r) cos mA + w2.n.m(r) sin ml} ——‘75——__ .
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8. Grundgleichungen fiir das elastische Gleichgewicht

Bei der allgemeinen Formulierung der Beziehung fiir das Gleichgewicht der Elastome-
chanik wird eine Relation zwischen den inneren Kr&ften, die durch die elastische Ver-
formung entstehen, und den Feldkraften hergestellt. Die Feldkrafte sind im vorliegen-~
den Fall die Gravitationskrédfte der Standarderde und die der Dichteanomalien in der
Kugelschale g , einschlieBlich der Gravitationskr&dfte der topographischen Massen und
ihrer Kompensation. Weil es sich im vorliegenden Falle nicht um einen zeitlich verin-
derlichen Vorgang, sondern um eine statische Erscheinung handelt, sind die Komponenten
u, v, w des Verschiebungsvektors u als zeitlich konstante GroBen zu betrachten. Da-
bei wird der Spannungstensor © der deformierten Erde bendtigt:

rr ;ré srA
(220) © = [& Fgs Bar | 3
TA Far Fa

schreibt man ihn als Dyade, dann folgt

(231) © = & &p Vpp * &p gasré + 8, 8, T, + e S 5}6 + 8y &4 Fss +
+ 85 82 Vs t & & Ty * 8 86T * 8 82 Taa -

Ferner tritt der Gradient ¥ in seiner Darstellung durch ridumliche Polarkoordinaten
r,éd ,A auf:

_ 9 ’]a 1 J
(232) V = e pr*+e 73T * 827 51aS 3T °

Der Vektor der Feldkrdfte sei d. Er ist der Gradient der Gravitationspotentiale.
Diese sind das Potential der sphérisch geschichteten Standarderde, f(Me/r), ferner
die Potentiale A und B der topographischen Massen und ihrer Kompensation und die
Potentiale X und Y der a priori unbekannten Dichteanomalien § und der Fl&chenbele-

gung Gy. Es folgt

M
(233) 4 = P(E )+ PA+B+X+1Y).,

Ist @ die Dichte der elastisch deformierten Kugelschale, dann gilt die folgende
grundlegende Beziehung fiir das Gleichgewicht der Elastomechanik /207:

(234) P -0+ ¢d = O.

Fir @ ist hier die Spannungsdyade gemdB (231) einzusetzen, diese ist skalar mit dem
Gradienten zu multiplizieren.
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Bevor die Gleichung (234) den Besonderheiten des hier behandelten elastischen Mo-
dells angepaBt wird, sollen einige allgemeine Entwicklungen iliber die Spannungsdyade
und iber ihre skalare Multiplikation mit dem Gradienten vorangestellt werden. Zur Ver-
einfachung der Bezeichnungen wird dabei die Spannungsdyade im rdumlichen Polarkoordi-
natensystem wie folgt geschrieben:

(235) 0 = g %{: €i & Pi.x Pi.k Pk.i’ i, k = 1, 2, 3.
Fiir den Gradienten gilt dann
] ) 1 d 1 p)
(256) V = g — e o g — — g ——— .
=1 g8, 9uy =2 8o AUy 5 §u3 )
Uy Up, Uz sind die sphérischen Polarkoordinaten (u,| =D, Uy = J, uy = A) und 81
8o 83 die Elemente in der Hauptdiagonalen des MaBtensors dieses Orthogonalsystems:
81 0 Q
(257) Il gi.k II Q 82 0 5
0 83
(258> gll = /I, 82 = r, g} = r Sind °
Der Verschiebungsvektor u sei

(259)

L Z 8 Vi e
i

Im weiteren werden die Ableitungen der Basisvektoren (Einheitsvektoren) g1r €1 &3
in r&dumlichen sphirischen Polarkoordinaten bendtigt. Dazu werden diese durch die Ba-

sisvektoren i, g, k in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten dargestellt _/_8_7:
(240) g, = sind cos2 i + sind sinA j + cosd k ,
(241) &, =cosd cosd i+ cosd sind j - sind k,
(242) gz = -sind sinA i + sind cosZ j .
Durch Differentiation folgt

94 321 ¢4 .
(245) -aTl_ = 0 N ru— = 22 9 5-?- = s:.né 25 9

1 2 3

de de de

S2 _ g2 €2

ou; ° 0, au, ~ €9 » Fuy T cos d 23 ’

ag 385 g5 .

a_u—'{ = 0, 5o, = Q , ﬁg -sind ¢ = cosd g5 o
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Entwickelt man die Ableitungen der Basisvektoren €1» o 25 nach den Elementen
des allgemeinen MaBtensors 8 .k dann erhilt man (s. 1297)

de g 28
: =1 1 1 1 =1

(244) _au’l = —(22 'é-g' _8u2 + ez 83 _au5) ’
¢ (o, 2 %2 o 1 age)
= e —_— ==t e, — ==) ,
au2 = g5 au3 =1 84 au1
de ) 9
R T O . S Bl )
au5 £1 84 duy =2 )
de. EY:s

=i 1 k 2

== = e, — == i#Ek .
uy =k 85 aui ’

Aus (244) ergibt sich mit (238) wieder (243).

Vor dem Spannungstensor © sollen zundchst der Verzerrungstensor und die Verzer-
rungsdyade, ® , behandelt und in rdZumlichen Polarkoordinaten dargestellt werden. Der
Verzerrungstensor sei

(245) $ = “qi.kﬂ 9 i, k = 1, 2, 3 3
91,1 94 .2 91,3

(246) ¢ = |aq, Q.o aQ.3| .
9.3 9.3 93,3

Fir die Verzerrungsdyade ergibt sich dann

@7 & = T T g5 g 9 %.x = .-
i

Nun gilt per definitionem (vgl. /207)

(eu8) & = T Pu+ W7,

wobei das hochgesetzte Zeichen T die Transposition bedeutet. Mit (236) und (23%9)
folgt

(3}
ne
©
ne
(U3
ne

(249) Fu =

no
=
(<1
e
=
-+
no
\V
O'QIA
S
@
c
¥
-+
o
W
m'A

3 duz °

Differenziert man entsprechend der Kettenregel, dann findet man die Dyade

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



45

av,] av2 av3
(250) Pu = g e vt t e &3
oV v v
1 1 1l 1 %Y, 4 g
ter e L33 TVl t e 8 LTVt T / + 8 83775 *

12 12
+§53’l[rsin3 az’EV3-7+2522_/_—;ma—,.—;coté v5_7+
1 1 v
+g323_/__-1-,v,]+;cot6 Yo % T orm =7 o

Die Elemente der symmetrischen Verzerrungsdyade @ mnach (247) werden daher mit (248)
und (250) gleich

v
(251) er./l = 3r
3V v
1 197 1 2
Yo = 2L53F T2t
v, v
| 4 1 1 il
P,z = Z2LTsind 2% ~ T3 * r—7’
v
il 1 2
%o = TVM*TrIE
v v
4 1 2 1 4, 3
%3 = 3L5 s 3L -7 8 V3 + 135 »
- + 1 cots + 3v5
q5.5 = TV T Vo T sinsd oX °

Verbindet maa den Gradienten und den Vektor der Punktverschiebung durch das skalare
Produkt, dann folgt die Divergenz des Vektors u:

. oy 2 i 9 4 O
(52) Py = divyg = &) = & = Gz +FVitpE t 7 %S Vot Ty B -

Die Divergenz ist gleich der Spur des Verzerrungstensors @& aus (246) und gleich der
Volumendilatation A ,

(253) divyg = qq 4+ 4y o+ 93,3

sie ist damit gleich der skalaren Invarianten erster Ordnung &,l des Verzerrungsten-
sors ® . Die Invarianz bezieht sich auf Ahnlichkeitstransformationen dieser Matrix.

Aus dem Verzerrungstensor ergibt sich der Spannungstensor © gemidR (230), (2555:
(254) © =2pd + l@,‘ T

I ist der Einheitstensor, A und p sind die LAMﬁschen Parameter flir die elastischen
Eigenschaften der Materie. Mit (235) und (247) folgt
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(255) pyq = 2B a4t 2y,
Pro = 2H Aot Ay,
Pz,3 = 28 43 3+ 2é,
P12 = 2 9.2
Pi,3 = 2B 9 3
P23 = 2 9o,.3

Mit den vorstehenden Gleichungen (251) und (255) sind die Elemente des Spannungsten-
sors und der Spannungsdyade durch die Punktverschiebungen Ve Vo v5 ausgedrickte.

Es gilt jetzt, das in Gleichung (234) bendtigte skalare Produkt des Gradienten ¥
und der Spannungsdyade © abzuleiten. Mit (235) und (23%6) ergibt sich

.0 1 2
(R 7 g ¢ § L 5% - ey e Pix) +'g_222§‘ % s (81 & Pid *

mIA

2
52 g zk: su—5 (g5 & Pj i) °

Anstelle von (256) kann man setzen

(257) V.o = § %E ey %: % 3§I (gi ex Pi.k); i, ky 1 = 1, 2, 3.

Fir die Glieder mit dem Index 1 = 1 in Gleichung (25'7') erhdlt man im einzelnen fol-
gende Entwicklung:

21%% (el—kplk)=§z(’la—l)-kpi.k+

; ?e api.k
*L E (gq &) auI,T Pix* Z % (g1 857 & Tu,; °
i

Wegen (243) verschwinden die Ausdriicke agi/au,l; damit sind das erste und das zweite
Glied auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung gleich Null. Im dritten Glied
muB man wegen der Orthogonalitit der Basisvektoren i = 1 setzen. Es folgt

3P4,k 3P 9 34,2 Wz
(258) ;% ¥ 32— (e; e D5 ) = L ¢ — = e = + + e =
g1% & Fu; ‘& Sk Pik L & Thu, g1 oy, & Ju, 23 =w;

In analoger Weise leitet man die fiir die Indizes 1 =2 und 1 = 3 giltigen ande-
ren beiden Teile der rechten Seite der Gleichung (257) ab. Fiir 1 = 2 findet man

2L T 5 (& & Pi) - Ll (92 ) & Pix *
ik 2
2e ap.
=k i.k
+ (g5 8:) 5= D; . +L L (g5 25) & 5= -
% % =2 =i au2 i.k % % =2 =i/ =k us
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Nach Vergleich mit (24%) erh&dlt man daraus

P2k
(259) L g Pix * €2 P~ 1 P22 *1 e,
Fir 1 = 3 gilt schlieBlich
2 ( ) = LE (g5 w2
ez L ¥ 3u- (&5 & Py = ez 3==) & D: y +
_5i % au5 =i =k Ti.k I =3 Uz k Fi.k
o¢e 9D k
+Y Y (es e)(55= Py g + & 35 o
I 5 =3 =i au5 i.k =k au3

Mit (24%) entwickelt sich die rechte Seite folgendermaRen:
(260) sind )l_:_ &g Pq *+ 0S8 %’ g Pp i * Siné gz bz 4 + cosd g3 Pz o =
ap
- - 5.k
sind g Py 5 = COSé g, Pz 3 + § € .

Die Beziehungen (257) - (260) ergeben schlieBlich mit (238)

2 1 1 1 1
(261) 7+ @ = e [Togq)q + 5 P14+ T (Prpla+ 500t Py o -5 P05 Ps3"

/l
* ¥ Ems (p’l.5)3— L

*+ &5 [('pq.2),| * -15: Pqp t % (132.2)2 + :Ir' cotd py 5 = -;]_— cot & Pz 3 +
/1
* T sing (p2.5)3—7 &
1 . 1
+ a5 [I0g,301 + 2 P15+ F (Pa,3)2 + 5 0068 Do 3 + Taams (P3.3)37 -

Bezeichnet man die Elemente des Spannungstensors wieder mit denselben Symbolen wie
in Gleichung (230) und setzt man fiir die r#dumlichen Polarkoordinaten wieder =o,6 , 2,
dann gilt mit (261) (s. /787)

o EX 0%
P Ty 1 s 1 TA 1 - = -
(262) Fea a gr[ar t T35 Y T sing o +E(2’}rr_’93d -9, +

o Iy >
rd 1 LL] 1 g2 1 = - -
t ey [_F+I‘ 25 Y T sing ox E{B#ré'{"cc’té s —0‘12)}—7-"
FIc PY B
ra 1 782 il a2 1 =
+g,1[ar tT 33 tTrsind ax +r(5‘9'r1+2C°t‘5 Ty2 )/ o

Mit (255) werden die Elemente des Spannungstensors @ durch die des Verzerrungs-
tensors ¢ ausgedriickt:
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9q 2q
. 2 2 99,2 2u 1.3 ,
(263) P 0 = g [H% (2u qq 4+ 20 + = 5=+ —Hr 3
) .
+3 (BB 9 q =28 Q@ p =21 Q5 3 ¥ OV 28 dq Q)] +

2 1 2 2u 9%, =,
t+ g4 ['a_r Qe q’|.2)+'f?5'(28 95 5 F MI)’I)"'rsiné N

+ %{69 Q.o+ cotd 2 (q2_2 - QB-B)}-7 *

3q
2 2u 292, 13
ten R e+ H55 r r & v W3 * A8 +

(6 u a5 * 4 cot & q2.527 .

Hl=>

Weil der Vektor P <@ durch die Verzerrung des elastischen Kdrpers ausgedriickt
werden soll, miissen in (263) die Elemente 9 ¥ durch die Gleichungen (251) substitu-
iert werden. Zunidchst empfiehlt es sich aber, in (251) die Verschiebungskomponenten
Vqr Vo V3 durch die unbekannten Funktionen U1.n.m' U2.n.m’ Vﬂ.n.m’ V2.n.m’ wq.n'm,
Wz'n‘m mittels der Gleichungen (227) = (229) zu ersetzen; dabei ist u = Vs V= Vo,
W= Ve Die Beziehungen (251) filir den Verzerrungstensor erhalten dann folgende Ge-
stalt, wenn man noch in den Ausdriicken flir u, v und w die abkilirzende Bezeichnung
einflihrt, die auch bei den Gleichungen_(214) - (216) benutzt wurde:

(264)  qy = gqn.i.k ;
(265)  ap 4,4 = U3 8,
1 1 2
qn.2.2 = 7 Un Sn -7 Vn cot & (S )6 - — V /_ (Il + ’|) L ;r7 S +
w2 Zeotd S+ (S.), 7
T "n simg Wx £7°¢° s )
1 21 1
qn.5.5 = / -I_‘ UIl = Im I‘ n ;;26—'75 +'£ Vn cot & (Sn)é +
b W el JEG S B o= (B Y, T
T 'n sind ox & n né-="1*
1 - 1 1 1
9n.1.2 = 2 [{'f Up =7Vt Vrll} (8p)s + {- T5ind 'n T SIn g w;l}(sn)l—7 '
1 1 1 1
4.1.,3 = T Lo {-Fwn }<S )s +51n3 0y —fvn+vr'1}(sn)l—7’
1 4 i
9.2.3 = 2[{11 (n+1)-2m}fwnsn+2—(‘otdw (Sn)d_
-2284 v (), +2 2oy Vy (Spda
T sin n n T sin n SA °

Bei der Ableitung der vorstehenden Gleichungen (265) wurde die Differentialgleichung
der Kugelfunktionen verwendet:

2
(266) (Pn.m)dd + cot & (Fn.m) +/mn (n+1) - :1;26—7? m = 93
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ferner die Beziehung

—m2 cos m A
= 2
@) n = Fuai - a?8 .
=m_ sin m A

Substituiert man die Gleichungen (265) in den Relationen (255), dann erh#lt man
die Elemente des Spannungstansors, der den EinfluB der Punktverschiebungen u, v, w
auf den Spannungszustand beschreibt. Man wird bei der Betrachtung der Anderungen der
Spannungen zu dem Tensor =  gefihrt:

’9'rr ‘ard ’9'1‘).
Br), P42 LPY!

—

Die Elemente des Tensors = werden in Abh#ngigkeit von den Funktionen U, V, W wie
folgt dargestellt:

1
(269) ®__ = % [AEU + (2p FA) U= 2In @+ NV TS,
b = T L{ws ) Bupe auy- (e s dn ) -
pu 1 o v}s-zitév(s)+
-“'r_sinzé nf *n ® 7 co n “‘"n’é
1 1 P
+ 2 = — Wn ﬁ{-cotd Sn + (Sn)é}-] ’
2
2 1 .
Ga = L L+ 50 e 20 -2 Qo@D v 2e By v s
1 1
+2u zcoté V, (Sn)6+29mwn-a—‘3—(cotd sn-(sn)é)],
1 1 1 1
s =0 [feUa-FVar Al Gt {- it e,
1 1 1 1 .
‘}rx =H; [{;Wn—w;l}(sn)d+m ;Un-EVn+V;1}(bn)l—7’
Oy =Y at '(n+’|)-2——2—“‘2 }w S +2cotd W_ (8 ) -
:m_“n_l'{n sin“d R =

2 cotd 2 4
- T snsd 'n (Sn);t +Zsmd 'n (Sn)61—7 °

Fir die Volumendilatation A folgt mit (252) und (253)
(270) ¢, = A = 2 [%Un+Ur'l—;—n (m+ 1)V, 78 .
n
Setzt man (264) und (265) in (263) oder (269) in (262) ein, dann erh#lt man den

Vektor V ¢ =.. Die Komponente dieses Vektors in Richtung des Basisvektors e, er-
gibt sich mit einigen Umformungen:
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@71) (=) e. = % s, /U0 (2p +A) + U} (Gud+2a Tr2p )

1 19 v A
+ U (-fl;z {4 +n (n + 1)} -2 A ;2 +2 X r) -
SV (u+ D) 2n e D +V 0 (m+1) 2 Ge 2 ado )7
n ‘¥ T n T ¢z e °
In entsprechender Weige leitet man die Komponente in Richtung des Basisvektors €4

absg

- 1 1 1
(272) (P +Z) g¢ = % (8% ULz (e+2) +U = (p+24p o +22 2) 4+
£ YV + V(W o .1) v a ' 1(2 ) ( 0Nt 7
gy n“+p’r'nr{""+r ®w o+ n (n + o+
1 1 i
+§ (Sn)/\ sin o [1"'19‘ +W, @p o+ ) -
‘1 !
_wn-i,—{p;n (n + 1) +y.'}_7 .
Mit den Beziehungen (271) und (272) sind die Voraussetzungen gegeben, um die Grund-—
gleichung (234) den besonderen Bedingungen des vorliegenden Falles anpassen zu konnen.
Dabei soll berlicksichtigt werden, daB der Spannungstensor © , die Dichte ¢ wund die

Feldkraft d der deformierten Erde in erster Ndherung gleich den fiir die Standarderde
giltigen Werten sind. Diese auf die Standarderde bezogenen GrdBen seien 0.4 91 und

M
V=) = o |

Die Abweichungen der wirklichen GroBRen von denen der Standarderde sind relativ
klein und konnen als differentielle Betridge aufgefaBt werden. Daher werden in (234)
die folgenden Substitutionen eingefiihrt:

(273) e = 9’] + =

und mit (204)

(274) 9 ¢+ €,

L[}
o
+
|

)
oo

(275) ¢

Q ist die Summe der 4 zusdtzlichen Potentiale aus (22), (29), (39), (40), (41):

(276) Q =A+B+X+Y.

Die Struktur des Tensors = ist mit (268) und (269) gegeben; der Tensor GJ,I gilt
fiir eine hydrostatisch geschichtete Erde, bei der das Spannungsellipsoid eine Kugel

ist:
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=P, 0 0
277) @,l = 0 -B, 0 |.
0 0 -E,

P,\ ist positiv. Die negativen Vorzeichen ergeben sich, weil der hydrostatische
Druck P,] nach innen gerichtet iste.

FaBt man 01 und = als Dyade auf, dann gilt
(278) V-e=l7-e,]+t7~s.'.

Aus (262) entnimmt man

3k, q 284 1 O,
(279) Ve, = -35¢e T35 8 - Tsind 3% & °

Setzt man (23%6) und (238) in (275) ein, dann folgt

) 1 9 4 9
(280) d = (—g’l+'£")gr+53§gé+rs1n6£'gl'

Der Spannungstensor p ergibt sich als skalares Produkt des nach auBen zeigenden
Vektors der Flachennormale f wund der Spannungsdyade:

(281) p = £+0 = £+0,+f 2.

Ferner ist noch der hydrostatische Druck zu transformieren. Der nach innen gerich-
tete hydrostatische Druck ist a priori im Aufpunkt r,d,A gleich P,I. Durch die ela-=

stische Deformation gelangt das Volumenelement,
u
das a priori um den Vektor =|v vom Aufpunkt entfernt war, an diesen Punkt. Der in

W,
den Tensor 9, einzusetzende hydrostatische Druck betridgt daher a posteriori
(282) P=P-—u=P,]+ eg u .

Zu diesen Spannungen treten die Spannungsinderungen durch die Deformation entsprechend
d~>m Tensor = .

Die Grundgleichung (2%4) fiir das elastische Gleichgewicht fiihrt daher nach der Zer-
legung in die einzelnen Komponenten zu folgendem Gleichungssystem:

(283) -4+ (Fem) g+ (g +8)(-g + 3 = 0,
(284) -2+ (PeE)e+ (g +8) 2P = O,
(285) -stmrort P ) ex+ (9 +8) sotmg 53 = O -
Aus (282) und (283) folgt
BP,I 3 ) S
(286) - gr gy (gewW + (P 2) g~ 98 ~§ 6+ 958 = O
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und weil

P
(287) O = 3=+ ¢, 841

ergibt sich schlief3lich

(288) -(gguw), + (FP*S)e - g+ ga2 = O,
(289) -2 oedB+ (PoD) g+ o583 = 0,
— a
(290) - zoimy $E 3+ (P 2) gt roins 958 - O -

Diese drei Differentialgleichungen gelten fiir das Innere der Kugelschale & , also fiir
den Bereich Ru £ & Ro. An den Randfldchen dieser Kugelschale, r = Ru und r =R
treten jeweils noch drei, bestimmte Bedingungsgleichungen fiir die Spannungen auf, so
daB mit diesen sechs Randbedingungen die sechs Integrationskonstanten der drei Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung ermittelt werden k&nnen. Das System wird dann eindeutig
bestimmt.

o?

In den Gleichungen (288) = (290) sollen noch die Komponenten der Punktverschiebung
u, v, w mittels der Beziehungen (227) = (229) durch die Funktionen Un(r), Vn(r),
Wn(r) ersetzt werden. Zunidchst findet man

(pgu), = (@) u+ gg 32
und mit (227)
2u
u = U s — = U' s
% n “n ? or é n n?
also

(291) (gg u),

(g"g)'% Uy 85 gg% Uh Sn s

(292) (ggw! X [pe) U, +egU75S, .
n

Ferner gilt flir das Produkt £ g mit (12)

(293) € = } X 8 ,

n
(294) e = ¥ X g5 .
o

Fir das Potential Q wird ebenfalls eine Kugelfunktionsentwicklung eingefiihrt:
(295) Q = ¥ Q. (r) s,(s,2) ,
n

(296) Q' = X Qi(x) 8.(8,2) .
n
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Substituiert man die Beziehungen (292), (294), (296) in (288), dann folgt

(297) 0 = Y [(ee) U -¢gUl-gX + Q785 +(F°Z)e, .
n

Nimmt man noch (271) hinzu, dann resultiert die erste Differentialgleichung 2. Ordnung
fiir die Funktionen Ur und Vn:

(208) 0 = UM (2u +1) +U! (bp T+2X T+ 2p + 2 - g8) +
+Un£:y:‘—z{4+n(n+'l)}-2?. %2+2A'%-(9g)L7-

1 )
SHAz =) -

- Vﬂ n(n+ 1) =

Bl

4]
(B+2) +V n(a+1) 7 Gp
-an+ 9%0
In analoger Weise folgt die zweite Differentialgleichung aus (272) und (289):
(299) 0 =% (58) M I (u+)+U 2(u +apli2aloepg) s
= n’s nr nr ¢ r r $

+ V04 e (W +2p %) - Vn % {g' +=C@Cr +2)n (0 + ﬂ)} +

Hi=>

Q.7 +

Hi=  Hi=

+T (8, g Maw vy @ r2e D - pfu rpge )7

Aus (290) folgt eine weitere Differentialgleichung, die der Gleichung (299) sehr
ghnlich ist; sie unterscheidet sich von dieser nur dadurch, daf die vom Radius abhin-
gigen Koeffizienten bei (Sn)é und (Sn)A §I%7I vertauscht sind. Die Gleichungen
(289) und (290) sind also beide erfiillt, wenn in (299) die in den beiden eckigen

Klammern stehenden Koeffizienten bei den Funktionen (Sn)‘5 und (Sn)JL §I%73 beide
gleich Null sind. Es folgt

1 1 1 ‘
(300)  Whg o+ W (@ +2p D) -Wy 2{u +pIn @+ D) = 0.
Dies ist eine homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Sie ist immer erfiillt, wenn
(301) W, = Q.

Die beiden anderen inhomogenen und simultanen Differentialgleichungen 2. Ordnung
fiir die Funktionen Un(r) und Vn(r) lauten

(302) Ut eq + U ey + Uy ez + V) ocy + ¥ Bp * G 0 4

L =
(303) Ul cg + Un coy + Vg cg + Vﬂ cg + ¥y Gy * 8oy = 0

Die Koeffizienten in diesen Differentialgleichungen sind im einzelnen
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A .
(304) ey = 9Q -&X , B = 8% 3
c, = 2@ + 4,
¢y = 2%(2H +A) +2p" + 2 - e8 ,

oy = -y.%zﬂ+n(n+‘ll7-21 %2+27-'-;I-,-(?€)' ’

%(A+y)n(n+’l),

Cy = =
c5=%(3y%+2%-x')n(n+1),
cg =%(A+y),

¢ = 1A 1@r+2) v - og7 ,
08 = y-}

Cio = - % Zf% @ +2)n(a+1) +pu'7 .

Austiihrlicher werden die Gleichungen (302) und (303) mit (227) = (229). folgender-
maBen geschrieben:

(305) Ui nw ®1 * Ui ©2 * Menen ©3 * Vo % * Yonem 95+ By = &
(306) U%.n.m ¢6 * U.nem b VLi.n.m %e ¥ V"l.n.m Cg * Vienem ®0 * 0 = O
(307) U3 hom 1+ W+ Vo 3+ V2 nm® * V2,nm% *C¢ = 0,
(308) Ué.n.m Cg + U2.n.m c7 * E.n.m Cg * vé.n.m c9 * V2.n.m B4 * Yo = Q.

Die einzelnen Funktionen U1.n.m’ U2.n.m' vﬂ.n.m’ v2.n.m‘ lassen sich also jeweils ge=
trennt und unabh&éngig voneinander bestimmen. Dadurch wird ihre Berechnung sehr erleich-
tert. Die Koeffizienten c;, Cp5y eecey €4, Variieren zwischen diesen Funktionen nur
mit der Ordnungszahl n, nicht aber mit dem Index m. Bei den Inhomogenité@ten c¢_ und

o
c ist in entsprechender Weise filr Q, und X, 2zu setzen Q. pom 0

00 .nem? x1.n.n’

X2.n.m’

SchlieBlich soll noch auf die Berechnung der Inhomogenitdten C, und %0 eingegan-
gen werden. Es handelt sich um Funktionen vom Radius r, die ebenso wie die Funktionen
Cqs Cps eeey Cyq bekannt sind.

Die im Ausdruck fiir ¢, vorkommenden Funktionen X1.n.m(r) und X2.n.m(r) sind die
Koeffizienten in der Kugelfunktionsentwicklung fiir die Dichteanomalien § = ¢£(r)
gemdB (12). Sie ermitteln sich aus dem System der linearen Gleichungen (101) - (104),
(107) = (110) und (192)~ (196); dort ergeben sich die konstanten Koeffizienten X, _ .
und X, . (1 =0,1,2, «.., T), aus ihnen folgen die Potenzreihen fir X, (r)
und X2.n.m(r) nach (47) und (48).
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Fir die mit den Gleichungen (276), (295), (296) beschriebenen Funktionen Q und Q'
sollen noch die expliziten Entwicklungen angegeben werden. Es handelt sich bei Q
um eine Potentialfunktion, die von r, § und A abh#ngig ist.

Die Summe der ersten beiden Teilpotentiale A und B im Inneren der Kugelschale &
ist mit Gleichung (38) bekannt. Fir das Potential Y gilt entsprechend die Beziehung
(40). Das vierte Potential X dist im Inneren der Kugelschale & durch die Kugel-
funktionsentwicklung (78) dargestellt. FaBt man diese vier Potentiale A, B, X, Y
zusammen, dann ergibt sich nach Gleichung (295) in der abkiirzenden Schreibweise

(309) Q@ = 4T f£R "t LE Yy + T X {r5(t5 0y 1) + 7,(85 0, DY -

-¢° <n-1>(1”ro>n§; (1 +§§;> by = 2% " AT

n = 2, 3, 4, eee} 1 = 0y Ty 2y esuyT 3 t = R, -r.

Die Funktionen zz(t; n, i) und Ih(t; n, i) sind mit den Gleichungen (72) und (77)
gegeben. :

SchlieBlich muB noch fiir die Ableitung QA, die dieselbe Dimension wie die Schwere
hat, eine Darstellung gewonnen werden. Mit
aQ, aQ,

O R T

: Té(t; n, l) Ta.E XB(t; n, l) e ol 533 TB 9

folgt
(310) Q) = 4T £ g A & Y - R X {r3(t; n, 1) + g4t 0, 1)} -

L NCERC oLt NGRS R MU g R i

(311)  F4(ts n, 1) = 14?; (n+ 1A - %;)-1 F5(t3 n, 1) =

-1 ‘%)—CTH’I) A -m+2) s

o

rp@+eN@+2EP -0 @+ D@+ 2)E +
o (o)

=/ s

+dr@-1n@+ D@+ 2E" -+ ..
o
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(312) il my i) = -pn (1 - E7 g5 0, 1)
(o} (o]
fO-EPE A+ @-1DE) + 30 @-DET 4
(6} o [0}

+%(n+’l)n(n—’|)(§—)5+
o

: 2 1 - EH 4 T .
+=sp (0 +2)@+ 1) n(n )(RO) + oees
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9. Randbedingungen

Zur eindeutigen Integration der Differentialgleichungen (300), (302), (303) fir

die Funktionen Un(r), Vn(r) und Wn(r) miissen zusidtzliche Bedingungsgleichungen in
Form von Randbedingungen eingefiihrt werden. Die Gleichungen fiir das elastische Gleich-
gewicht lassen sich eindeutig integrieren, wenn in den Punkten der Randflidche entweder
die Punktverschiebung oder die Oberflichenspannung vorgegeben ist. Bei drei Funktionen
und bei Differentialgleichungen 2. Ordnung sind sechs Randbedingungen zur Elimination
der sechs Integrationskonstanten notwendig. Weil mit Gleichung (301) die Funktionen

W verschwinden, werden diese sechs Randbedingungen nur vier unabhdngige Bedingungs-

n
gleichungen darstellens

Diese sechs Bedingungsgleichungen leiten sich aus der Forderung ab, daB entlang der
Oberflache der Kugelschale & , also entlang den Kugelfldchen 1 = RO und r = Ru’ auf
kein Element dieser Fldchen eine Spannung wirken darf. Der rdumliche Vektor der Span-
nungskraft zerlegt sich in drei Komponenten, aus denen sich Jjeweils eine Bedingungs-
gleichung ableitet. Auf diese Weise ergeben sich die notwendigen sechs Randbedingungen,
indem drei elastische Randbedingungen fiir die &uBere Begrenzung, r = Ro’ aufgestellt
werden und drei weitere fiir die innere Begrenzung der Kugelschale, = = Ru'

Ist der Einheitsvektor £ die nach auBen weisende Fldchennormale der Kugelschale
und ist © die Spannungsdyade, dann gilt mit (235) fiir die Komponenten der Spannungs-—
krafte an der Oberfliche des elastischen Korpers allgemein die folgende Beziehung:

(515) £‘G =f.§§glgkpl.k=E’|§’]+E222+E323; iak=’|,2,30

Die Ausdriicke E,, E,, E5 sind in (313) Ortsfunktionen fiir die einzelnen Komponenten
des Spannungsvektors.

Im vorliegenden Fall 1&4Rt sich der Vektor f leicht angeben. Entlang der duBeren
Begrenzung der Kugelschale &€ , T = Ro’ ist der Normalenvektor f gleich dem ersten
Basisvektor g, = epne Entlang der inneren Begrenzung, r = Ru, ist

£ = - = & ¥ om By e
Damit folgt fir r = RO:
£:0 = g0 = g2 % €i & Pi.x °
ZogePrx = Bpgqt Byt Byess
Paq = B P12 = Eo Pip = Bt B® Ry

i &k Pi.x

ey
°
©
I
1
o
-
[ ]
©
1
1
no
PN
®
H-™
™M
o
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‘% Sk Pik = B gt Eyert By
P, = “Bgs Py = By pq 5 = -Ey: ¥ = By »

Im vorliegenden Falle interessieren die zusdtzlichen Spannungen, die durch den Ten-
sor = nach (268) beschrieben werden. Sie lassen sich fiir r = R0 wie folgt dar=-

stelleh:

(314) ﬁrr = Er(cS,R.) 4 z%u = E4(8,2) , z}N = E,(é, 1) ; r = R, .
Fir r = R, gilt

(315) o, = =B (4,2), Py = ~Ey(d, 2) Py = -E,(d,2) ; r = R .

Fir die elastischen Randbedingungen (314) und (315) sollen zwei verschiedene Va-
rianten eingefiihrt werden.

Bei der ersten Variante handelt es sich um freie Randbedingungen. Die Oberfli-
che des elastischen Korpers kann sich entsprechend den elastischen Kraften deformie-
ren. Die Funktionen Er’ E;y E, wéren dann in allen Punkten der Oberfldche gleich
Null. Im vorliegenden Falle musn aber noch beriicksichtigt werden, daB die Fl&chenbele-
gungen an der Erdoberfldche, r = Ro, neben ihrem Anteil an der Feldkraft d entspre-
chend der Gravitation weiterhin noch einen Druck auf die darunterliegenden Schichten
ausiiben. Es handelt sich um die Fladchenbelegung der Topographie und ihrer Kompensation
gemsB (21),(28):

0
€. # & = =¢ ag ,
und um die Flachenbelegung Gy aus (16). Wihrend die radiale elastische Deformation

an der Erdoberflidche um den Betrag u keinen zus#tzlichen Druck ausiibt, sind bei den

o
Randbedingungen die restlichen Betrdge wirksam. Es handelt sich also mit (208) um die

Flachenbelegung

o
dy - $19.0 Y * Gé + Gb oder Gy - 1.0 % ¢ 2 § = ®1.0 Yo °

Ihr entspricht eine materielle Schicht von der Stdrke u, , wund der Dichte ®4,0° Er-
mittelt man den Druck, mit dem diese Schicht auf der Erdoberfliche lastet, dann kann
man sie gendhert als eine plastische materielle Schicht auffassen, die auf die Unter-
lage mit dem Druck 8o ®1.0 uoo wirkt. Diese ndherungsweise Auffassung h&lt einer
strengeren Kritik stand, denn es gilt im Bereich der Schicht mit der Stérke u,, wegen
(e34)

Ve.e s+ ed = 0.

Integriert man ilber die Stdrke dieser Schicht, dann folgt

Ro+uOO

j [V -0 +e¢d/dr = 0, V->u_ +edu, = 0.

r=RO
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Die horizontalen Komponenten der Vektoren ¥ ° © und ¢d sind linear in den Ver-
schiebungsbetrdgen u, v, w und deren Ableitungen. In der obigen Gleichung sollen
Ausdriicke, die quadratisch in wu, v, w sind, und gemischte Glieder vernachléssigt
werden, so daB nur die radiale Komponente der Vektorgleichung iibrig bleibt:

(w-o uoo) & = -(¢d uoo) & ° 8 1.0 Yoo °

Mit (277) - (279) folgt

d
° = = .—1 o
(Fe0)u,, g = a7 Yoo * (VW °2) vy, gp -
Im Rahmen der Vernachlédssigungen gilt
an
= 51‘ uOO = —[qu )I'=Ro+u°° = (P'])r=Ro—7 = (P'] )r=Ro = go ?’l.o uoo -2

P& ist hier der Druck, der auf die Schicht mit der Stidrke Yoo bei r = Ro von
unten nach oben ausgelibt wird; P1 ist hier also gleich dem Druck, der auf die darun-

terliegenden Schichten von oben nach unten wirkt. Es folgt

(317) B, = -8, 94,0 Yoo B By

Die drei elastischen Bedingungsgleichungen fiir die Erdoberflédche, = = Ro’ lauten da=
her mit (314), (316), (317)

(318) P, = -g, Sy * 8 %1.0 Y * & 90 ag§ ,

(319) a‘ré = 09
(320) 1"1_1 = 0.

Es sind ferner die analogen Bedingungen fiir den Unterrand der Kugelschale, r = Ru’
aufzustellen. Hier tritt zwar kein Dichtesprung auf, im Gegensatz zur Erdoberfliche
kann man jedoch in erster Ndherung annehmen, daB die tieferen Schichten (r < Ru)
gich im hydrostatischen Gleichgewicht befinden, jedenfalls bei Langzeitbeanspruchun-
gen. Damit &ndert sich der Druck im Bereich aes Unterrandes o = Ru auf Grund der
Variation des hydrostatischen Drucks mit der Tiefe. Eine Deformation des Unterrandes
bewirkt also eine Anderung des Oberfléchendrucks auf den Unterrand der Kugelschale € .

Ist u, negativ, dann ist Er am Unterrand positiv. Damit wird fiir (315)

(3208) E, = -8, ¢4, Yy
(321) Fr = By ®u W
(322) Jpy = 0,
(323) &, = 0;

By P1.u* Yu sind die Werte fiir die Schwere, die Dichte und die radiale Punktver-
schiebung am Unterrand der Kugelschale, r = Ru‘
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Man kann in einer zweiten Variante rigorosere Bedingungen einfiihren und vorschrei-
ben, daB die Geometrie des Unterrandes der Kugelschale, r = Ru’ durch die elastische
Deformation keine Verdnderung erfahren soll, es gilt dann

(324) u = v = w = 03 r = Ru .

Daraus folgt mit (227) = (229)

(325) Ud.n.m(Ru) = U2.n.m(Ru) = Oy

(326) VenamBy) = v2.n.m(Ru) - @

AuBerdem miissen natiirlich bei dieser zweiten Variante die elastischen Bedingungen
(318) = (320) fiir die Erdoberfliche und die Bedingungen (315) in der folgenden Form
erfiillt sein:

(327) 17'1.1, = '}I‘d = 1.7‘1‘;’ = 0, r = R .

Zu diesen Gleichungen (324), (318), (319), (320), (327) wird man gefiihrt, wenn man be-
ricksichtigt, daB die Erde unterhalb der Tiefe D im hydrostatischen Gleichgewicht
bleiben und gegeniiber der Standarderde keine Ver&nderungen erfahren soll; denn dann
wird auch die Randflédche r = Ru nicht deformiert. Man hat dann einen stetigen Uber-
gang in der Tiefe t = D nicht nur fiir die Dichte, sondern auch fiir die elastische
Punktverschiebunge.

Die zus&tzlichen Bedingungen (324) konnen aber nicht mehr im Rahmen der Integration
der Differentialgleichungen fiir die Funktionen Un und Vn durch eine Variation der
Integrationskonstante befriedigt werden. Diese Moglichkeit wurde schon durch die Be=-
dingungen (318) - (320) und (327) ausgeschdpft. Zur Erfiillung der Gleichungen (324)
miissen daher tiefergreifende Bedingungen eingefiihrt und es muB vorgesehen werden, daf
die Dichteanomalien § wund die Flichenbelegung € iiber ihre Bestimmung nach den
Gleichungen (101) — (104), (107) = (110), (192) = (196) hinaus durch zus#dtzliche Be-
dingungen ver#dndert werden, bis die Gleichungen (324) erfiillt sind.

Die zweite Variante wird daher einen wesentlich grdBeren rechentechnischen Aufwand
nach sich ziehen als die erste. Diese bei der zweiten Variante anzuwendenden Rechen-
verfahren werden spéter in Kapitel 12 behandelt. Die erste Variante ist mit erheblich
weniger rechentechnischem Aufwand verbunden und diirfte im Rahmen der vorliegenden Auf-
gabenstellung, nédmlich bei der Abschatzung der GroBenordnung der Dichteanomalien und
der daraus zu folgernden Spannungsunterschiede, allen praktischen Anforderungen im we-
sentlichen geniigen.

Die besprochenen Randbedingungen fiir die erste und die zweite Variante sollen noch
ausfiihrlich nach den Funktionen U1.n.m' U2.n.m’ Vﬂ.n.m’ V2.n.m entwickelt werden.
Mit (269) folgt fiir die Randbedingungen (318) - (32%) der ersten Variante

o 2 1
(328) -g Y +geq U, +g89 §A = U (Cu + 1) + U, 2 R; -V, 2 E; n(n+ 1),

r = Fo H
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1 1
(329) 0 = UnR—°-+VI'1—VnI—{-°-, T = RO’
2 1
(3%0) &9 U, = U} (2‘*“”“Un"R"u‘anR—un(n*")w r = R,
- 1 . 3 -
(331) O'UnRu+VI'1-vnRu’ r = R .

A

Hier stehen Yn und An wieder fir Y1

enem’ Y2.n.m* AMonom A2.n.m4

Bei der Betrachtung der zweiten Variante kénnen die Bedingungen (328) und (329)
fiir die Erdoberfliche von der ersten Variante iibernommen werden. Fiir die Tiefe D
findet man bei der zweiten Variante, daB die Gleichungen (325) = (327) erfiillt werden,
wenn gesetzt wird

(332) U, = 0, r = R ;
(333) U, = 0, r = R ; |
(33) V, = 0, T = R ;
(335) Vﬁ = 0, r = R, .

Die hydrostatisch geschichtete Erde soll = entsprechend der Arbeitshypothese = in
Tiefen mit einem geozentrischen Radius r < Ru iiber sehr lange Zeitrdume keine Scher-
kréfte mehr aufnehmen kdnnen; in diesem Bereich wire dann der Langzeitwert des elasti-
schen Parameters W§ gleich Null. Um im Randbereich r = Ru einen stetigen Ubergang
fiir die elastischen Parameter zu haben, wird es sich empfehlen, den fiir die Kugelscha=
le ¢ gliltigen Langzeitwert des Parameters M bei AnnZherung an den Unterrand der
Kugelschale & gegen Null gehen zu lassen:

(326) @ — 0, wenn t —= D bei t &€ B.
In diesem Falle verschwinden die Spannungen 0}6 und ﬁ}z’ wie man dem System (269)
entnimmt. In der Gleichung fiir ﬁ}r werden die Koeffizienten bei der Funktion Sn
gleich
2 1
AZT? U, + U -=n (n+1) Vn;7 o
Dies ist aber mit (270) der Ausdruck fiir die Volumendilatation A, multipliziert mit

Ae Verschwindet also die radiale Komponente der Oberflichenspannung und ist @ = 0,
dann ist auch A = Q. :
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10. Integration der Differentialgleichungen

Fir die Integration der Differentialgleichungen (302) und (303) bieten sich ver-
schiedene Moglichkeiten an. Hier sollen fiir die Funktionen Un und Vn Potenzreihen-
entwicklungen nach der Tiefe +t gewdhlt werden:

37 Uy = L oxqa 2 4
(338) vV = % I K =0, 1y 2, eeey & , 0

(13
o
nn

D.

Die konstanten Koeffizienten Xi 6.0 und X5 0.k sind die Unbekannten. Es folgt

du

R TN
(340) U = %— - i_‘ k(-1 x, t52
(342) V' = Z-;B . % K (k=1) % o2

Die Gleichungen (337) = (342) werden in die Differentialgleichungen (302) und (3%03)
eingesetzt; es ergibt sich

(343) g &k (k=) g gk 72 - o L kX n AR °3 % *in.k v -
- c4_§ kX5 oy 5= 4 cg % X5 0.k % 4 c, = 0,

(344)  =cg % kX o 51 ¢y E X1 0.k £t & cg E k (k =1) x5, q 52 o
—c9§ K X3 n.k £ 4 ®10 % -¥2.n.k £ + Coo = O

Die Entwicklungen (343) und (344) werden nach den unbekannten Konstanten X4.0.k und
X5 0.k geordnet; man erh8lt ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten:

(345) Maa = & %k Mk *L %2 Donxt % = 00
(346) M., = % *3.k F.n.x t E %4k ¥2.n.k * %0 = O3
k = O, 1, 2, ooy 6’ °

Die Koeffizienten 2 1 % 1 325 k* ®yx bei den Unbekannten ermitteln sich nach
Rekursionsformelns
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1e0 = %30
at,].,‘ = 1;2c5 = Co
ae,l.2=tc3-2tc2+2c,],

11_3 = ta'cB- 3t2c2+6tc,‘,
S

(347) 2, = t¥c5 -k £ o) vk (x - 1) £33 ¢,

X, 0 = C5 %, 4 = =cy t Cg o Xy 5 = -2t ey + t2 C5 » cee}
(348) %, = &k (1) Cy -+ £ Cg »

25.0 = 07 ’ z3.1 = t c7 = Cg x5.2 = t2 07 -2t Cg 9 eoo}
(349) %5, = t* oy -k 8D oy
(350) %, 4 = k (= 1) £ g mx (K1) g p gk o

E o= O, 1; 2y sey® &

Die Koeffizienten *1.1{' x2.k’ !5.k, 324.k und die Inhomogenitéten s und L.
héngen vom Radius r ab und sind bekannt. Zur Bestimmung der Unbekannten miissen die
Gleichungen (345) und (346) fiir verschiedene Stiitzpunkte, d.h. fiir verschiedene Werte
des Radius r, R, & r E R,y berechnet werden. Insgesamt betrégt die Anzahl der Unbe-
kannten X1 .n.k und X5 0.k (k = 0y 1y 2, 000y ) 26 + 2. Zu den Gleichungen (345)
und (346) treten bei der ersten Variante noch die vier Randbedingungen (328) = (331).
Damit die Anzahl der Gleichungen gleich derjenigen der Unbekannten ist, miissen bei
26 + 2 . Unbekannten die Gleichungen (345) und (346) wenigstens fiir & = 1 Stiitz-
punkte berechnet werden.

- In diesem Zusemmenhang miissen die Entwicklungen (337) = (342) in die genannten
Randbedingungen eingesetzt werden. Es gilt

U, = x, t = 0 UI'1=-x1 t = 03

-e

eN.0 ? shiel ¥

Vv =

n X2.n.0 °? LI

t = 0] o

s

Vap = =Xp.n.9

Damit erh&lt man die Entwicklung der Bedingungsgleichungen (328) und (329) nach den
Unbekannten X4 .n.k und X5 nok ¢

2
(251) rn.B = 0 = £X Ry~ 8o 91.0) ¥.n.0 = (28 +A) B oita1 =
1 o
-Aron(n+'l)x2.n.o+gol'n-g09gAn, r = R
(352) "n'q_ = (0] = x,l.n.o - x2.n‘o - RO xa.n.,l 9 r = RO -
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Fiir den Unterrand r = R, folgt mit (337) = (341)

k k=1
Y ™ E X0k D = By .= 'E KXk D o o= B3
v =Y x ¥ t = D VI o= =Y kx p=1 t = D.
n X 2e.n.k ’ 3 n = 2.n.k 1
Aus den Gleichungen (330) und (331) wird daher
k k=1
(353) 0 = (A%;-SM)% Mok D0 @B DT kxy g, DT -
-2 %— n(n+1)% x4 ot , r = R 3
u k L3 -
k Kk k=1 ~
(354) 0 = E Xax P - % Yok U~ By E: kXonx? o= By

Ordnet man nach den Unbekannten X4.n.k* ¥2.n.x? SO resultiert fiir die erste Variante

(355 Tyus = 0 = L x5, L2 -89 D -k @u o+ 1) D7 -
u
- % X5 0.k A.%; n(n+1) DE ¥ r = Ry,
. k X Kl _
(356) " Wy 5 = 0 = E Xtk U % X2.n.k O +k Ry 7 s T o= By

Der Index k durchléduft die Folge
E = 0O, Uy 24 wees® o
Der Index n steht wieder fiir die Wertetripel “.n.m und 2.n.m.

Als Bedingungsgleichungen der zweiten Variante am Unterrand r = Ru findet man
mit (332) = (335)

(357) Wn.? = 0 = E X1.n.k D* » T = Ry

(358) ﬁn.8 - g = %’ K X1.n.x p*~" ’ T = Ry

(359) Wn.9 “« B = E X2 .n.k D* » r = B3

(360) Ty 90 = 0 = % K X on.x <" ’ 2 = By
k = 0y 1y 25 s0e5@ o

Bei der Integration der Differentialgleichungen fiir die elastischen Punktverschie-
bungen nach der ersten Variante sind damit die Gleichungen fiir jrn.ﬂ’ ﬁh.E’ ﬂn.3'
Tp.ns .50 T, aufzulSsen. Die Gleichungen Rn41 und ﬂn.2 sind dabei fir je-=
weils 6 - 11 Stitzpunkte aufzustellen. Die geozentrischen Radien dieser Stiitzpunkte
haben die Werte
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T, h = 05 1 2, see 43 6 = 2% R £ r £ R .,

Damit erhdlt man fiir die erste Variante die folgenden Gleichungen:

(361)

(362)

(363)

Todn = O = § % 1 (Ty) X px * § 2y 1 (Tp) X5 p o+ ColTy) s
X .2un Coeon 25 x(Th) X4 0ok +§ 2y 1 (Ty) X p ok * CoolTp)
T“n.} = ‘nnoq' = ﬂn-5 = JTn.6 l= 0 3
h.o = 0, 15 25 seny =2 3 k = 0, 1, 2, 009G 3 n —» 1.n.m, 2.n.m »
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11. Ermittlung der. Spannungen und der Spannungsunterschiede

In Kap. 6 wurde eine Ndherungsformel zur Ermittlung der Spannungsunterschiede in
der Kugelschale & angegeben. Es sd>llen jetzt die Formeln zur strengen Berechnung
dieser Werte entwickelt werden.

Mit den Gleichungen (1b1), (103), (107), (109), (192) und (194) findet man die Un-
bekannten X1 e (i = 0y 15, 2y wesyT) und Y1 fo® Aus dem linearen Gleichungssysten
(102), . (104), (108) (110), (193), (195) resultieren die Unbekannten X nomei
(1 =0, 1, 2, c00,T ) und Y, ,.p in analoger Weise. Dabei wird der Parameter § als

. fester Wert eingefiihrt, und die linearen Gleichungssysteme werden fiir mehrere Varian-
ten des Wertes von § aufgeldst. Der spezielle Wert von ¢, fiir den die Summe =
nach (112) ein Minimum hat, kann als optimal angesehen werden. Eine andere Mdglichkeit
besteht darin, die Gleichungen (101) = (104), (107) = (110), (192) = (196) in einem
GuB aufzuldsen und die Unbekannten X4 L x2.n.m.i’ Y1.n.m' IZ.n.m’ € @gleichzei-
tig zu bestimmen. Nach den Gleichungen (47) und (48) folgen die Funktionen X, n. m(r)

und X2 - m(r), R £r &R o) 8us den Konstanten X1 und X2 nemei®

eNoMei

Damit sind auch alle Parameter bekannt, die fiir die Ermittlung der Funktionen
Uon.n(®)s Q@ o p(®) wnd Q (), Q4 ((x) (R, &r &£R) nach (309) und (310)
benétigt werden. Folglich hat man auch die Inhomogenitédten €y und Coo in ihrer Ab-
héngigkeit vom geozentrischen Radius r gémdB (304) gefunden.

Im AnschluB erh&lt man d1e Unbekannten X4.1.0om.k’ *1.2.0.m.k und X5 1.n.m.k?
X5 2.n.m (k = 0, 1, 2, ...,6 ) durch die Aufldsung des linearen Systems der Glei-
chungen (361) (362), (351), (352), (355) und (356) nech der ersten Variante.

Somit sind alle Voraussetzungen gegeben, um die Funktionen U, i m(r), Us.n. m(r),
v, ine m(r), Voo m(r), U4 .. m(r), U3 . m(r) V4.0 m(r), V3. 1. m(r) mittels der Glei-
chungen (337) = (339) und (541) in Abhangigkelf vom Radius zu ermitteln. SchlieBlich
findet man aus den Funktionen U,, V,, Ui, V; und mit den Gleichungen (269) die Ele-

mente des Tensors deér zus8tzlichen Spannungen, &

Der Tensor = beschreibt vollsténdig den Spannungszustand innerhalb der.Kugelscha-
le € . Er gestattet daher auch die Ermittlung der Spannungsunterschiede. Diese werden
definiert als die stets positive Differenz zwischen der gréBten und der kleinsten
Hauptspannung, die sich nach der Hauptachsentransformation ergeben.

=

Mit dem Spannungstensor & nach (268) stellt man die charakteristische Gleichung

19'1' -7 0}6 #rl
Pra L7 ""n ¥

auf. Sie ist eine kubische Gleichung fiir ¥ :

(365) VP -Z,¥2+Z,¥ -3; - 0.
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Die Ausdriicke 21,22, 33 sind die Invarianten 1., 2. und 3. Ordnung der Matrix =
sie sind invariant gegeniiber Khnlichkeitstransformationen dieser Matrix:

°
?

(366) E’I - 0rr+ ’956

+w9'n,

(567) 82 = & + )

Prr Ty Vra
(368) =5 = Vrg Vgs Taa| o
Fra Py P

Die drei Invarianten lassen sich auch durch die drei Hauptspannungen ¥, v '35 aus=
driicken:

(569)‘E’l=&1+19é+0‘5’

(370) Zp =B G+ Ky 42T, ,
(371) =5 = AR 19'5 ;

(372) &, 29, 2 17‘5 .

Nach der Hauptachsentransformation hat der Tensor = die Form

P, 0 0
(373) = = 0 2, 0.

>

0 0 .

Aus der kubischen Gleichung (365) ergeben sich drei Werte fiir ¥ , dies sind die
drei Hauptspannungen 1.9}‘, 29'2, 29'3. Der gesuchte Spannungsunterschied ist gleich

"’I - s Die Aufldsung von (365) erfolgt nach bekannten Verfahren. Es empfiehlt sich
hier der folgende Formelapparat:

) 2

x+ax"+bx+c = 0,

X"'y"%s

7Y +3py+2q = 0,

5p=-%—2-+b, 2q=%7a3-%£+c;

es liegen drei reelle LOsungen vor, wenn

®+p &0

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1978.048



68

Daraus fol’~t, daB p < O. Mit

2 3
coSs (P = —-j— sin (P = _-g_-L

+

folgt

g
=
I

21-pcos%,
+

yo = =2 { -p cos (%+ 60°) 3
+

y3 = =2 15 cos % - 60°)
+

der Winkel ¢ 1liegt im I. oder II. Quadranten, je nachdem, ob q <« O oder g > O.
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12. Unterrand der Schichtung ohne elastische Deformation durch den Effekt der
Dichteanomalien

Bei der in Kap. 9 und 10 betrachteten zweiten Variante des Verfahrens zur Bestim-
mung der Dichteanomalien verdndert der Unterrand der Kugelschale €& nicht seine sphi-
rische Gestalt. Es gilt hier also die Randbedingung, daB die drei Punktverschiebungen
bei r = Ru verschwinden. Weil die Schichten unterhalb der Tiefe + = D im hydrosta-
tischen Gleichgewicht bleiben sollen, darf auf die Fldche r = Ru auch kein Span-
nungsvektor wirken. Es kommen also noch drei weitere, fiir den Unterrand gliltige Rand-
bedingungen hinzu; sie bewirken, daB dort die drei Komponenten des Spannungsvektors
verschwinden. SchlieBlich ist die Oberflédche der Erde eine freie -Randfléche, auf der
aber als zusdtzliche Belastung die Fldchenbelegungen 5y’ sy und Gb verteilt sind.

An der Oberfldche r = R0 treten also drei weitere Randbedingungen fiir die drei Kom=-
ponenten des Spannungsvektors auf. Nun lassen sich die Differentialgleichungen fiir das
elastische Gleichgewicht eindeutig integrieren und als Randwertproblem ldsen, wenn
entlang der Oberfldche des Korpers Randbedingungen gegeben sind in der Form, daB ent-
weder die drei Komponenten des Spannungsvektors oder die drei Komponenten der Punkt-
verschiebung vorgeschrieben sind. Am Unterrand r = Ru liegen somit drei iiberschiissi-
ge Bedingungen vor; sie konnen nicht im Rahmen der Losung des Randwertproblems bei ge-
gebenen Dichteanomalien befriedigt werden, sie miissen vielmehr schon eingefiihrt wer-

. den, wenn die Dichteanomalien so bestimmt werden, daf das Integral iiber ihre Quadrate
gemdB (112), (129) zu einem Minimum wird. Bei der zweiten Variante miissen also die Be=
dingungen (561), (562), (551>, (552)1 (357) = (360) fiir ﬂn.’lnh’ TLIl.Z.h’ ﬁ'n¢31 'ﬂ:n.q_,
Rn.?’ Rn.B’ Rn.9’ Rn.10 erfiillt sein.

Die Bedingungen ﬂh.7 und ﬂh'g fir die Punktverschiebungen werden aus den Randbe=-
dingungen herausgenommen und dem Ausdruck T als zusdtzliche Nebenbedingungen beim
Aufsuchen des Minimums hinzugefiigt. Mit (337) und (338) hat man daher in abkiirzender
Bezeichnungsweise die linearen Funktionen

(374) Uy = Ly n(xg)

(375) Vv

< LZ.n(Xj) .

Die Werte x. (j =1, 2, 3, eeo) sind die konstanten Koeffizienten bei den Potenz-
reihenentwicklungen fiir die Funktionen Un und Vn.

Lost man jetzt die Differentialgleichungen (302) und (303) als Randwertproblem nach
der ersten Variante, also mit den Randbedingungen (363) Hn 3 ﬂh 4o Rn 59 .60 dann
erhédlt man ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter xj aus den In-

homogenitédten dieser Gleichungen (361) = (363). Man findet

(37%6) Ex=-1 = O

mit
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(377)

»
[
-
=
]
e
[}
1

1y 24 By eees 8 = 1, 2, 3, e

Die Inhomogenitéten 1  sind mit (361), (362), (351), (304) die Ausdriicke

0
co<rh) ’ coo(rh) ? o Yn -8 ¢ § An'
Diese sind linear in den Unbekannten der Minimumaufgabe des Kap. 5,

(578) X Yn ’g; i = O, /l’ 2, .ou,’r‘ °

Hel?

Der Index n steht hier wieder fiir die Wertetripel “1.n.m und 2.n.m. Die Gesamtheit
der Unbekannten werde mit

I 9 % = 1y 2y 35 eee o
bezeichnet. Die Inhomogenit&dten ls sind lineare Funktionen von den Parametern Y.,
(579) ls = LB_S()&) °

Aus (376) folgt

(380) = @1

b4

und mit (377) und (379)
(381) Xj = Lq.j(yoc) °

Die Linearisierung von (374) fiir t = D ergibt mit (357)

(382) 0 = ®_ . = U = L, (x

)
n.5 n 50 = DIq.n(0) + §yu§ (a—xg Lﬂ.n)(i%; Iy,g)

Dafiir kann gesetzt werden
(383) 0 = % = U ot > U
Die Differentialquotienten

)
axj Lﬂ.n’ Y,

kann man auch in der Rechenmaschine als Differenzenquotienten erhalten. Die lineare
Bedingungsgleichung

(384) 0O = 8
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wird analog wie (383) gewonnen. Nunmehr kann das Minimum der Funktion 2. mnach (129)
L
unter Beachtung der sechs verschiedenen Arten von Nebenbedingungen

- (B = 1,2, very 6)

ermittelt werden.

(385) Z+Z I E

R —+» Minimum.
n P P '

-B

Die Differentiation dieses Ausdrucks nach den Unbekannten Jy, und die Gleichungen

e P ergeben das System zur Bestimmung der Unbekannten .. Die Differentiation lie-
fert

(386) 8T RS ig § Lrs(is X) + vy po(i, k4207 X 5+ zi(n, K) Ky 4 +

k

(o]
+ (0, K) K, 5 + D +x D5 k

Kn.3 not * Un.1.x Knos * Ynoax Knle o
(387) B8TRET. A Y +K ,+K ,+U K +7V ,K s 0
oy ;2 n ne’l Ne2 N.2 m.5 n.2 m.6 i
J
Die Ableitung rach & umfaBt alle Kugelfunktionen
(388) % g % pr.n.m 3 Kp.n.m.q = Up.n.m.B Kp.n.m.S + Vp.n.m.5 Kp.n.m.6—7 23

Ty & »

n

Py Q

Aus der Gesamtheit der Gleichungen (386) = (388) zusammen mit den Bedingungsgleichun-
gen

2.5 (B = 1, 2, 3y eeey 6)

ergibt sich das lineare System zur Bestimmung der Unbekannten Yoo Aus ihnen gewinnt
man die Punktverschiebungen, den Spannungstensor und die Spannungsunterschiede.
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