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Zusammenfagsung

Auggehend von der Kovarianzfunktion der Schwere (Schwereanomalie) und aufbauend auf
den Arbeiten von GRAFAREND (1971, a=-d, 1972, 1975), JORDAN (1972) und MORITZ (1974,
1975, 1976) werden die Autokovarianzfunktionen (AXF) der 1. und 2. Ableitungen des
Schwerepotentials (Storpotentials) sowie sdmtliche Kreuzkovarianzfunktionen (KKF) zwi=
schen ihnen mit den Regeln der Kovarianzfortpflanzung in ebenen, homogenen, isotropen
und differenzierbaren Zufallsfeldern abgeleitet. Das quadratische, bezliglich der
Hauptdiagonale (AKF) symmetrische AKF-KKF-Schema umfafBt 9 x 9 = 81 Funktionen: 9 AKF
der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials und 72 KKF zwischen ihnen. Davon sind
44 Funktionen (8 AKF, 36 KKF) durch Transformationen zu gewinnen. Als Ausgangsmodelle
werden verallgemeinerte HIRVONEN-Modelle (MORITZ~-, HIRVONEN- und POISSON-Modelle),
das GAUSS-Modell sowie als Schwingungstyp die Spaltfunktion benutzt. Die abgeleiteten
Funktionen lassen sich, in Polarkoordinaten=Schreibweise, als Skalarprodukte von
Vektoren gewisser entfernungsabhingiger und winkelabhiingiger Kompositionsfunktionen
darstellen. Sie sind, anwendungsorientiert, in Tabellen zusammengefaBt. Die entfer-
nungsabhingigen Kompositionsfunktionen sind fiir alle Modelle gfaphisch dargestellt.

Im Grenzfall verschwindender Entfernungsdifferenz ergeben sich vollst&indige Varianz-
Kovarianz-Schemata fiir einunddemselben Punkt der Ebene. Die benutzten mathematischen
Grundlagen der Kovarianzfortpflanzung im (ebenen) Schwerefeld .sind im Anhang behandelt.

Summary

Deriving from the covariance function of gravity (gravity anomaly) and basged on
the .works by GRAFAREND (1971, 1972, 1975), JORDAN (1972), and NORITZ (1974, 1975,
1976) the autocovariance functions (AKF) of 1st and 2nd derivations of the gravity
potential (disturbing potential) as well as all cross covariance functions (KKF)
between them are derived by means of rules of the covariance propagation in plane,
homogeneous, isotropic, and differentiable random arrays. The square AKF=-KKF scheme,
which is symmetrically concerning the principal diagonal (AKF), includes 9 x 9 = 81
functions: 9 AKF of 1et and 2nd derivations of the gravity potential and 72 KKF
between them. 44 functions of them (8 AKF, 36 KKF) are to be obtained by transforma-
tion. As initial models generalized HIRVONEN models (MORITZ, HIRVONEN, and POISSON
models), the GAUSSIAN model, and as a mode of oscillation the split function
are used. The derived functions may be presented in polar coordinate writing, as
skalar products of vectors of certain distance~ and angle-dependent composition
functions. They are compiled in tables concerning applicationgs. The distance-depen-
dent compositions functions are represented for all models graphically. In border=
line cage of disappearing distance difference it results complete variance-covarince
schemes for one and the same point of the plane. The used mathematical foundations
of covariance propagations in (plane) gravity field are described in the annex.
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4
Résumé

Partent de la fonction de covariance de la pesanteur (anomalie de pesanteur) et
sur la base des travaux de GRAFAREND (1971, 1972, 1975), de JORDAN (1972) et de
MORITZ (1974, 1975, 1976), on déduit les fonctions d'autocovariance (AKF) des 1ére
et 2° dérivées du potentiel gravitationnel (potentiel anormal) et 1'snsemble des
fonctions de covariance mutuelle (KKF) entre elles suivant les régles de la propa-
gation de covariances dans des champs aldatoires plans, homogénes, isdtropes et
différenciables. Le schéma des AKF-KKF est quadratique, et symétrique par rapport &
la diagonale principale (AKF); il contient 9 x 9 = 81 fonctions: 9 AKF des 1ére et
2% dérivées du potentiel gravitationnel et 72 KKF entre elles. Parmi les fonctions
(8 AKF, 36 KKF), 44 sont obtenues par voie de transformation. Les modéles de départ
utilisés sont des modéles généralisés de HIRVONEN (modéles de MORITZ, de HIRVONEN
et de POISSON), le modéle de GAUSS et, comme mode d'oscillation, la fonection de
fente, Les fonctions déduites peuvent &tre représentées en symbolisme des coordomnées
polaires comme produits scalaires des veteurs de certaines fonctions de composition
dépendant de distances et d‘'angles. Blles sont réunies dans des tables em vue de leur
application. Les fonctions de composition dépendant des distances sont représentées
graphiquement pour tous les modéles. Dans le cas limite d'une différence de distancse
disparaissante, on obtient des schémas variance-covariance complets pour un et le
méme point dans le plan. Les concepts mathématiques utilisés pour la propagation de
covariances dans le champ gravitationnel (plan) sont traités en annexe.

Peziome

lcxona #3 KOBapHaHTHOR OyHKINM CHIH TAXKECTHE (aHOMAJMM CHEJH TSKSCTH) X OCHOBHBUICH
Ha padoTax GRAFAREND (I97I, 1972, 1975 rr.), JORDAN (I972) m MORITZ (I974, I975,
1976 rr.), BHBOZATCA aBTOKOBapHaHTHHe (yHxmmm (AKF) I-ro ¥ 2-I0 BHBOZOB IOTEHIHAJA
CIJH TARECTH (HNOTeHIMANa NOMEX), & Takke BCe NePeKPECTHHE KOBapHAHTHHe (yHwumm (KKF) e
MEeXETy HEME C IPABWIAMA DACHPOCTDAHEHWA KOBADHAHTHOCTH B IIOCKAX, ONHODONHHX, H30-
TPONHHX ¥ ONpeNeJSHHHX cJaydafiHHX moJax. KeamparrmyecKad, CHMMETDEYHAA IO OTHONEHED E
OCHOBHO#l mmaroHayu (AKF) cxeMa AKP-KKF ofsemuuaeT 9 X 9 = 81 dyuxmmn: 9 AKF I-ro u 2-TQ
2-T0 BHBOIOB NOTEHIWANa HOMeX ¥ 72 KKF Mexny HEME, 44 Pymxmmm us mmx (8 AKF , 36 KKF)
MOXHO TOJYYATH IPA NOMOME TpaHchopmenuil. B kevYecTBe MCXONHHX MomeJell Ecmoapaypred
oGo0mErrHe Momesm HIRVONEN (momesm HIRVONEN, MORTITZ, POISSON ), momexss I'aycca, &
TaKkke B KaYecTBE THIA KoJeOaHWd — (QYHRUIEI PACHeIUIeHHA, BHBeIeHHHe (YHKINH MOTYT
OHTH ¥300paXeHH IIPH TOMOWM MOJIPHHX KOODHEHAT B KaYeCTBE NDPOLYKTOB MKAJH BEKTDOB
onpeneaEHHHX, BaBHCANNX OT DAcCTOSHEA H yIJa KOMIOSHIMOHHHX QyEKim#, C OpHEHTEDO-
BaHWeM Ha NpHMEeHEHHe OHW OOBeNUHEHH B TaCJMOH, 3aBHCAIME OT DACCTOAHNA KOMIIOSHIE-
OHHHe QYHKIHM rpafHYecKE H30CpaxeHH IAX Bcex momeJeil., B ciayuae mcuesawmelt pasHmm:E
PacCCTOAHNA MOJYyYabTCHA NOJHHE CXEMH BapHAHTHOCTH-KOBADHAHTHOCTH.IJA ONHOTO B TOTO Xe
OYHKTE OAOCKO.TH. B IPAIOESHNE OGCYRIANTCA HCHOJLSOBAHHHE MATEMATHYECKHEe OCHOBH DaC~
OPOCTPACHEHNA KOBAPHAHTHOCTH B (ILIOCKOM) NOJE CHJIH TARECTH.
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Symbole

a) Lateinisches Alphabet

A

B

FeldgroBe
FeldgroBe, Beta-Funktion

Kovarianzfunktion

Korrelationslinge (Halbwertsbreite),(Abkling-)Konstante
Erwartungswert

Einheitsvektor

Hypergeometrische Reihe, nichtnegative integrierbare Funktion
(Kompositions-, Hilfs-, Gewichts-)Punktion

" Schwere (Ag Schwereanomalie), Hilfsfunktion

Hilfsfunktion

BESSEL~Funktion einer rein imagindren Variablen
Index

BESSEL~Funktion

Index

MACDONALDsche Funktion, Kompaktum des® 6

Index, Wellenzahl

positive Konstante

Exponent, Index

natiirliche Zahl
LANDAUsches Symbol

Punkt, POISSON-Kern, WahrscheinlichkeitsmaB
Korrelationsfunktion, Radius

(ebene )Entfernung (Entfernungsdifferenz)
Spaltfunktion

Lotabweichungskomponente (§ odertl)
Storpotential

Koordinate

Koordinate

Schwerepotential

Koordinate (Koordinatendifferenz)

Koordinate (Koordinatendifferenz)

Koordinate (Koordinatendifferenz)
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b) Griechisches Alphabet

o, Winkel, Multi-Index
B Nulti-Index '
& Gamma-Funktion
T Normalschwere (mittlere Schwere, Trend)
S Koordinate

Lotabweichungskomponente (Ost), Koordinate, Funktion aus 5, stationdrer ProzeB

)

©  Kompositionsfunktion
Wellenlé&nge
positives endliches MaB3

Lotabweichungskomponente (Nord), Koordinate, stationirer Prozef

Flidche des Einheitskreises

> Summe

A

Varianz, Kovarianz, verallgemeinerte Lotabweichungskomponente

normierte Entfernungsdifferenz

L

§ Kompogitionsfunktion (Korrelationsfunktion der Schwereanomalie)
Y Azimut, 'Funkti_on aus &

L' Kompositionsfunktion (Querkorrelation)
\ Funktion aus &

2 Kompogit ionsfﬁnkt ion (L&ngskorrelation), Ereignisraum

w Kreiswellenzahl, Element von £

¢) Fraktur

Ol Ereignisalgebra iiber 2

& Vektor von Kompogitionsfunktionen

d) Sonderzeichen

Qn Vektorraum der reellen n-=Tupel
ﬂ@") ¥enge der auf R % beliebig oft differenzierbaren, finiten Funktionen

H 20m?)

) Menge. der linearen, stetigen Funktionale auf K]

E Menge der lineamren, stetigen Funktionale auf & mit kompaktem Tréager

,)"' lenge der schwach wachsenden verallgemeinerten Funktionen
Lz(Q) HILBERTraum der bezliglich P auf Q quadratisch integrierbaren Funktionen
. ’c);, partielle Ableitung nach der i-ten Komponente des Arguments

st Richtungsableitung in Richtung der HuBeren (bzw. inneren) Normalen

on
¢ Faltungssymbol

~~» Symbol fiir FOURIERtransformierte
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O. Einleitung

Im Konzept der Kollokation nach kleinsten Quadraten ist es mdglich, verschieden-
artige MeBgrdBen gemeinsam zu verarbeiten, im Schwerefeld z. B. Schwereanomalien,
Lotabweichungen, Schweregradienten, Niveaufl&chen- und Lotkrlmmungen. Das Verfahren
hat sich u. a. bei Pridiktionen im Schwere=- und Lotabweichungsfeld, bei Geoidbe-
stimmungen und in der Flug- und Satellitengradiometrie bewihrt. Zu seiner Anwenduneg,
miissen die stochastischen Eigenschaften der Zufallsfelder, aus denen die MeBgroBen
stammen, sowie ihre gegenseitige Abhingigkeit bekannt sein und sich als Signalkova-
rianzen darstellen lassen.

In der Geoddsie ist es im Hiublick auf das zur Verfiigung stehende Datenmaterial
iiblich, aus der Autokovarianzfunktion (AKF) eines Ausgangsfeldes die AKFs verwandter
Felder und die Kreuzkovarianzfunktionen zwischen ihnen mittels Transformation nach
den Regeln der Kovarianz-Fortpflanzung (KF) herzuleiten. Im Falle der 1. und 2. Ab-
leitungen des Schwerepotentials in der Ebene kann das Ausgangsfeld das Schwerepo-
tential selbst, das Storpotential oder die Geoidhdhe, aber auch die Schwere bzw.
Schwereanomalie sein (Abschnitt 1.71.). Das Transformationsproblem wurde im wesent-
lichen durch die Arbeiten wvon GRAFAREND (1971 a=-d, 1972, 1975), JORDAN (1972) und
MORITZ (1974, 1975, 1976) gelost. Kombinationen verschiedener Ldsungswege sind
mdglich. Die Verfasser hielten eg flir notwendig, die Existenz der formalen Ldsungen
zu sichern. Dazu milgssen Elemente der Theorie verallgemeinerter Funktionen (Distri-
butionen) und der verallgemsinerten FOURIER-Transformation herangezogen werden.

Um den Text zu entlasten und leicht legbar zu halten, wird die mathematische Fun-
dierung im Anhang gebracht.

Hauptziel der Arbeit ist, die AKF der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepoten-—
tials in der Ebene sowie sdmtliche KKF zwischen ihnen fiir ausgewihlte Modelle
herzuleiten. Ausgangsfeld ist die Schwere oder die Schwereanomalie. Das quadra-
tische, bezliglich der Hauptdiagonale (in der die AKF stehen) symmetrische AKF-KKF-
Schema umfaBt 9 x 9 = 81 Funktionen: 3 AKF der 1. Ableitungen, 6 AKF der 2. Ab-
leitungen des Schwerepotentials, 72 KKF zwischen ihnen. Davon sind aus Symmetrié-
grinden je Modell 44 Funktionen durch Transformapion (mit Hilfe von Integral-
tafeln) zu gewinnen: 8 AKF, (2) = 36 KKF. Sie sind in Polarkoordinaten dargestellt.
In dieser Schreibweise treten typische Winkelabhingigkeiten isotroper und aniso=-
troper Verhdltnisse deutlich hervor. Ferner lassen sich demit alle Punktionen in
gewisse entfernungsabhingige und winkelabhiingige Bausteine, hier Kompositions-
funktionen genannt, zerlegen und als Skalarprodukte von Vektoren rein entfernungs-—
abhingiger und rein winkelabhi#ngiger Kompositionsfunktionen échreiben. Die Er-
gebnisse sind in Tabellen zusammengefaBt. Eine zusitzliche Ubersichtstabelle er-
leichtert das Auffinden der jeweils gesuchten Funktion,

Im Text werden nach einer Ubersicht der Transformationsmoglichkeiten (Abschnitt
1+s1.) und Angabe der Voraussetzungen (Abschnitt 1.2.) die AKF und KKF der 1. Ab=
leitungen (Abschnitt 2.), der 2. Ableitungen (Abschnitt 3.) sowie die KKPF zwi-
schen 1. und 2, Ableitungen des Schwerepoténtials (Abschnitt 4.) hergeleitet. Der
Rechengang wird in groben Ziigen skizzieft; ein Beispiel wird jeweils angegeben.
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Auf besondere Rigenschaften der lModelle und Losungen wird in Form von Bemerkungen
hingewiesen. ZFrginzende Betrachtungen (Abschnitt 5.) stellen den Bezug zu rdumlichen
Funktionen her und bringen ein Beispiel der AKF hSherer Ableitungen des Schwere-
potentials in der Ebene.

Die Verfasser betrachten die vorliegende.Arbeit als anwendungsorientierte Ergin-
zung zu den im Literaturverzeichnis angegebenen Originalarbeiten der KF im ebenen
Schwerefeld. Die vollsténdigen AKF-KKF-Schemata mit der graphischen Darstellung der
entfernungsabhingigen Kompositionsfunktionen sollen den Uberblick erleichtern, wie
sich gewisse Figenschaften des Ausgangsfeldes im Zuge der Transformation fortpflian-
zen oder in den verwandten Feldern abbilden. Mdglicherweise werden damit bei prak-
tischen Aufgaben Genauvigkeitsvoranschlége und die Entscheidung, ob man mit einer
Kodell-Transformation auskommt oder zur numerigchen Transformation iibergehen sollte,
erleichtert.

Die Verfasser danken den Herren Prof. RIEDRICH, Dresden und Dr. SCHWAHN, Potsdam
flir hilfreiche Diskussionen.
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Te Ubarblick zur Transformation von Kovarianzfunktionen im Schwerefeld

1.1 TransformationsmSglichkeiten

Je nach Aufgabenstellung sowie Quantitdt und Qualit&@t der Datenmenge, aus der AKFs
mit erforderlicher statistischer Sicherheit geschitzt werden kSnnen (oder bereits
vorliegen), kann das skalare Ausgangsfeld das des Schwerepotentiale (Abb. 1, Schema A)
oder das der Schwere (Abb. 1, Schema B) sein.

MORITZ (1976, Se. 3-T7, S. 34-=51) zeigt, wie man ausgehend von einer rotationssymme-
trischen AKF CT(r1, Ty: Y ), wo Ty To die‘Radiusvektoren zweler Raumpunkte P1, P2
and W ihr sphiirischer Abstand sind, zu einer AKF CT (xy ¥y 2) im rechtwinklig-kartesi-
gschen Koordinatensystem {x, ¥s z} gelangen kann Z“planar equivalent™). Wendet man auf
CT (%, yo z) die Differentiationsregeln der KF (Anhang III) an, erhilt man die AKP
und KKF der 1. und 2. Ableitungen des Storpotentials als Funktionen von %, y, z und
mit z = const (Beispiel: konstante FlughShe) die dazugehdrigen funiitionen in einer
festen Ebene. Der Vorteil des Verfahrens ist das einheitliche, leicht schematisier-
bare Vorgehen (NMORITZ, 1974, 1975): nur ein Operationstyp, die Differentiation,
kommt vor. Allerdings muBl man bei den AKF und KKF Csr 2. Ableitungen viermal diffe-
renzieren; auf die Vorzeichenregeln ist ganz besonders zu achten. Die Vsrebnung ge-

schieht im stochastischen Iodell,

Werden nur Funktionen in der Fbene bendtigt, kann man mit z = const von CT
(x4 yy 2) sofort zu Cq (x, y) Ubergehen. Umgekehrt kann Crp (x, y) mit Hilfe des
POISSON~-Integrals (sofern es existiert) in den oberen Halbraum fortgesetzt werden
(¥ORITZ, 1976, S. 5=7, BELLAIRE, 1977). Cop (x, y) ist der Ausgangspunkt der ebenen
Transformation bei JORDAN (1972). BEbenfalls mit den Differentiationsregeln der KI'
erhdlt man die AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten und der KKF zwischen letzteren
und Stdrpotential bzw. GeoidhOhe. Zur Ableitung der AKF der Schwereanomalie sowise
der KKPFP zwischen Schweresanomalie und Lotabweichungskomponenten, Schwereanomalie und
Storpotential bzw. GeoidhShe bendtigt man die verebneten Integralformeln von STOKES
und VENING-IEINESZ. Die Verebnung erfolgt hier bereits im funktionalen Lodell., Die
Transformation gelingt mit Hilfe der spektralen Darstellungsweise. Fs treten diverse
Existenzprobleme der entsprechenden FOURIER-Integrale auf.

Bine elegante Darstellung des ebenen Transformationsproblems gibt GRAFAREND
(1971, b=-d, 1972, 1975). Ausgangspunkt ist die AKXF der Schwere (-anomalie), vgl.
Abb. 1, Schema B. Vit Hilfe der verebneten VENING-MEINESZ-Formel, der ebenen
FOURIER-Trangformation und des Faltungstheorems gewinnt GRAFAREND das AKF-KKF-
Schems des Schwerevektors. In der vorliegenden Arbeit folgen wir dem Vorgehen
GRAFARENDs und erweitern das AKF-KKF-Schema auf die 2, Ableitungen, indem wir die
ebene Integral-Transformation mit Schema A kombiniersn: Anwendung der Differenta-
tionsregeln der KF auf die Konponenten dey Schwerevektors liefert AKF/KKF der 2.
Ableitungen, mit Ausnahme der AKF des vertikalen Schweregradienten (und einiger
KKF)., Letztere gewinnen wir mit Anwendung der KF auf die LAPLACE-Gleichung (im
AuBenraum), Unabhingig davon kann die AKF der Schwere in den oberen Halbraum fort-
gesetzt werden; nach der HOhe differenziert und schlieBlick mit z = const die AKF
~der vertikalen Schweregradienten gewonnen werden (Rechenkontrolle).
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SCHEMA A

| z = const: C(x,y)
| | R
Ct(r‘lrrﬁw) CTz(x:YIZ) CTx CTy CTxx 5 4 CTyz CTZZ '

a1 | L]

- DIFF’

(@]

2 R
| v v

Crixy) Cr,(xy) Oy Gy

]

Z:=const

l—— MORITZ —~

I—JORDAN —~  |— MORITZ —~f

DIFF"
SCHEMA B
T Cr oy |- — DIFF 22 ccﬂstj
5 =t DIFF’ |
Z %: DIFF’ 1 |
== | I ‘o )
L Tqw =] 6 & G, G, Gy
STOKES I J I | T

VENING - MEINESZ LAPLACE

ke — — —=— GRAFAREND —~{

Abb. 1
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Der Vorteil des Verfahrens ist, daB man mit zweimaliger Differentiation auskommt.
Sofern die AKF/KKF der 1. Ableitungen des Storpotentials mit Hilfe von Integraltafeln
ausgerechnet werden konnen, liegt in der ebenen Integraltransformation kein entschei=-
dender Nachteil,

Winschenswert (und flir gewisse praktische Aufgaben notwendig) ist die Ergdnzung
des AKF-KKF-Schemas der 1. und 2. Ableitung durch die O. Ableitung (Stdrpotential),
indem men entweder die KF auf die verebnete STOKES-Formel anwendet (Transformation im
Wellenzahnraum; GRAFAREND 1971 c¢, 1975) oder die Differentialbeziehungea zwischen T
und Tx’ T_ ausnutzt (Transformation im Ortsbereich). Mit CT alg Aufgangsmodell konnte
dann, gemdB Schema A, die Rechnung in Schema B unabhingig kontrolliert werden.

Die Vertrdglichkeit der STOKES-Formel mit der Stationaritdt der Prozesse T und TZ
konnte von den Verfassern nicht nachgewiesen und daher die Transformation im Wellen-
zahlraum nicht durchgefiihrt werden (Anhang II). Die Transformation im Ortsbereich ist
genau dann mdoglich, wenn

¢ -y £ ¢ -

g% TxTx é% TxTy’ ox TyTy oy TyTx

Diese Bedingungen sind im homogenen und isotropen Lotabweichungsfeld (Abschnitt 2.1.)
erfiillt, jedoch stoBt die praktische Rechnung auf erhebliche Schwierigkeiten. Sollte
die AKF des Storpotentials und die KKF zwischen ihm und seinen Ableitungen bendtigt
werden, diirfte daher der Rechenweg in Schema A vorzuziehen sein.

1¢2. Voraussetzungen und Modellfunktionen

Skalares Ausgangsfeld der Transformation sei das ebene, homogene, isotrope und
differenzierbare Schwerefeld

(1) g(x,y) = T+ ag(x,y)

mit dem Erwartungswert
(2) E{g] = E {s}+ E {ag} , B{r} =7, Ef{ag}=0

und der AKF

2

(3)  Cgp(m¥) = Cypug(my) = Cypug(m), 22 = 22 4 52

agag agag

Als Modellfunktionen benutzen wir verallgemeinerte HIRVONEN-Nodelle

(8)  Cpgeg (1) = 6,2 [1+ (w/0)2] ™, 6. 2= ¢, (0),

agag agag
insbesondere
m = 1/2 ¢ MORITZ-Modell,
m= 1 : HIRVONEN-Modell,
m = 3/2 : POISSON-Modell,

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



12

‘das GAUSS-lodell

(5)  Cogag(®) = G2 ex0 [~(x/0)7]

und das Modell der Spaltfunktion

(6)  Cppeg(® = G2 (wn)™' sin wr.

Von den Funktionen (4) besitzen die mit m = 1/2, 3/2 (und nur diese) ein globales
Kquivalent (MORITZ 1976, S. 34-43). Die zu m = 1/2 gehorende globale Funktion bezeich-
net man in der angelséichsischen Literatur alg"reciprocal distance covariance function",
eine ins Deutsche nicht sehr gliicklich zu libersetzende Bezeichnung. Da diese Funktion
von KORITZ griindlich untersucht wurde, nennen wir (4) mit m = 1/2 NORITZ-Nodell.

Die Konstante d ist ein MaB fiir das Abklingen der AKF, im Falle m = 1 identisch
mit der Korrelationslidnge (Halbwertsbreite): C(r)/C(0) = 1/2 fiir r = d.

Das GAUSS-NModell verhdlt sich &Zhnlich wie das HIRVONEN-Modell und ist in der Umge-
bung von r = O fast identisch mit der’ sog. logarithmischen AKF (MORITZ 1976, S. 31 u.
43-50), welche ebenfalls ein globales Kquivalént besitzt. Da das Verhalten der Aus-
gangsfunktion in der NdZhe des Nullpunktes das Abklingen der differenzierten Funktionen
in den praktisch interessierenden Entfernungsbereichen bestimmt (MORITZ 1976, S. 22-
23) und sich das GAUSS Mlodell sehr leicht transformieren 148%, mag es als Ersatz-
lodell Tlr die logarithmische AKF brauchbar sein.

Alg einfaches Schwingungsmodell benutzen wir die Spaltfunktion (6). Derartige AKPF
der Schwere kOnnen von stochastisch verteilten geologischen StdrkSrpern verursacht
sein (SCHWAHN 1975). w= 2W/A ist die Kreiswellenzahl, A die Wellenlinge.

Die AKF (4) bis (6) hingen nach Voraussetzung (3) nur vom gegenseitigen Abstand
r zweler Punkte der Ebene ab und sind beliebig oft differenzierbar.

Bemerkungen zur Notation:

Die benutzten Symbole sind im Symbolverzeichnis zusammengestellt. Im Schwerefeld
und seinen Ableitungen sind x, y rechtwinlig=-kartesische Koordinaten, wobei x (wie
die Lotabweichungskomponente £ ) nrdlich, y (wie die Lotabweichungskomponente gk )
6stlich orientiert sind. r ist der ebene Punktabstand vom Ursprung. In den zugeht-
rigen AKF/KKF bedeuten x, y Koordinatendifferenzen und r in diesem Zusammenhang die
Entfernungsdifferenz zweier Punkte in der Ebene (Verschiebungsparameter). Abklirzend

schreiben wir im Text die AKF C =C c = C ugf., die KKF
TxTx b, dd TxxTxx XXy XX ’

CTXT = Cx,y’ chxE = Cxx,yy usf.; n-malige Differentiation nach r wird, insbe-

gondere in den Tabellen, mit n-maliger Punktierung, nach T = r/d (normierte Ent-
fernungsdifferenz) mit n-maliger Apostrophieruag notiert.
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24 Kovarianzfunktionen der 1. Ableitungen des Schwerepotentials (Tx’ Ty, TZ)

2.1. Lotabweichungsvektor

Nach GRAFAREND (1971 b-d, 1972) transformiert man die AKF der Schwere (-anomalie)
in die AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten mit Hilfe der verebneten VENING-MEINESZ-

Formel
+ 0

(7) {i§= -%_Sj’ i% Syxg dxdy,

Anwendung der ebenen FOURIER-Transformation und des Faltungstheorems; vgl. Anhang I,

Cpp =-2, T, C
133 ¥ E Tes
C*l'l = = f*l f"l ng

sind die FOURIER-Transformierten der AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten g,q . Man
hat zunidchst C " (xyy) = C (ry*f ) nach FOURIER in den Wellenzahlraum zu transfor=-
mieren, nach (8) mit den FOURIER-Transformierten der Gewichtsfunktionen

(9 f¢ RUET £
H

ST S

zu multiplizieren, schlieBlich die FOURIER-Transformierten AKF/KKF von §,|‘[ in den
Ortsbereich zurlickzutransformieren:

Cgg (r29) = Sag’ {“wr) + [Q(r) - y(n] cosz‘P}

2Tt ,
(10) an (B, ) = Chg (r,P) = g—;gz—[ﬂ(r) —\{/(r)] gin'f cos'f
& 2 o
Chn (ry@) = E—g—_%_— {ly(r) + [.Q.(r) -\V(r)] s:.nz‘{’} .

Y(r), Q@ (r) sind entfernungsabhingige (Kompositions-)Funktionen mit der Eigenschaft
von Korrelationsfunktionen. & heiBt auch Lingskorrelation, Y Querkorrelation. Die
Beziehung (10) bezeichnet man als TAYLOR-KARKAN-Relatiion. Wegen

(11 B ==Y, B ==Fy

lauten die AKF/KKF der 1. Ableitungen Tx’ Ty

-2 _ _ w2
(12) O = T cx,,1 = TC&"( s C.=7 Chp

%
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Ergebnis der GRAFAREND-Transformations

Ist das ebene, anomale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der Lotabweichungs-
vektor ein homogener, isotroper Vektor. Die AKF/KKF seiner Komponenten mit TAYLOR-
KARMAN-Struktur (10) bilden einen zweistufigen, symmetrischen Tensor mit der Spur

(13) cEg + Cpy = 6°g2 (Q +Vv)/252 = ng/’ZS'Z-
uit § = C, / 64,2 gilt ferner
(14) L+vy)/2 = § und wegen T, = -4g, C, , = C,

(15) C , + C =C "

Die Invarianten gegeniliber orthogonalen Koordinatentransformationen (13) und (14),
(15) werden in den weiteren Ableitungen von groBem Nutzen sein.

2.2, Anomaler Schwerevektor

In AKF/KKF-Schema der Komponenten Ag,E,h des anomalen Schwerevektors bzw. der
1. Ableitungen Tx’ T s Tz fehlen nun noch die KKF zwischen Ag und %,n bzw. T, und
T Ty. Analog (8) gilt (GRAFAREND 1975, vgl. auch Anhang I):

4
~ a2 -~ ~ ~

0] = = F = - "
ALl ng £ %gg’  Can fn Cge
Nach FOURIER-Transformation von ng, Multiplikation in (16) und Riicktransformation
ergibt sich
(17 C_. (ry®) = =¢C (r‘f’)--c&é@(r)OY’
gt T T ge T T Y o8
. (r,9) = = C (z-'\e)——i"—“EE © (r)sinf
gttt T Trgt T T ¥

Mit (© (r) als entfernungsabhingiger Kompositionsfunktion. Wegen (11) und (17) ist

8 . = = = , 3 == = °
(18) B By rcgE v Gy Cy, 2 Tcgn
Damit igt.das quadratische 3 x 3-Schema der AKF/KKF der 1. Ableitungen vollsténdig.
Zur besseren Ubersicht iiber alle AKF/KKF der 1. und 2. Ableitungen sind in Tabelle 2
bereits die der 1. Ableitungen wie folgt angeschrieben:

£,V¥,0 sind Komponenten eines entfernungsabhéngigen Vektors f (r), die Glieder mit ¢

in (10), (17) Komponenten von winkelabhingigen Vektoren Fi j(?). Der erstere igt fiir
9

alle AKF/KKF der 1. Ableitungen gleich; seine Komponenten hiZngen vom konkreten Modell

ng ab und gind fiir jedes Modell zu berechnen. Dagegen gibt es fiir jede AKF/KKF

CTiT- = ci,j (i,j = x,y) einen Vektox-fi’j(?), der fir jedes Modell gleich bleibt.

Die AKF/KKF der 1. Ableitungen sind dann dem Skalarprodukt von §(r), fi .(P) pro-

portional. Zur Dargtellung von Cz . haben wir die Invariante (15) benutz%.
9
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Bemerkung zur Symmetrie der KKF3:

- In der Polkoordinaten-Schreibweise C (r;?),‘ (ry#) € 2n (r;?):ist bei Vertau-
schung der FeldgrdBen En—snt ' 9% —¢g gn — ‘7.9 das Azimut ¥ durch das Gegen-
azimut @ +T zu ersetzen, so daB =

2. v -
Sag [@(x) -‘V(r>] s1n(P¥Doos( ¢ +T) = Cpg (2,9) = Gy (2,9,

%E(m?+T)=
2
cg g(l;stP"'T) = %&-@(r)cos(? +T) = = CES (ry9) = cgg (ry“P')’
. A 2
ng(r"f"‘T) = i%_s_ O (r)ein(P+T) = - ¢ . (r, @) = Cen (r,'P),

vgle (10), (17)s Bei Vorzeichengleichheit ist die Summe der Potenzen der winkelabhingi-
gen Kompogitionsfunktionen gerade, bei Vbrzeichenwechsel ungerade '(vgl. Tab. 2).

Wegen gin (P +T) = - sin'?, cos (P+T) = - cosf ist daher das AKF-KKF-Schema der 1.
Ableitungen bezﬁglich der Hauptdiagonalen (AKF) symmetrisch.

2.3, Modell-Beigpiele

Fiir die Modelle (4), (5), (6) wurden die ortsabhingigen Funktionen Q, W, O mit
Hilfe der Integral-Tafeln von RYSHIK und GRADSTEIN (1957) berechnet (Tab. 9 bis 11).

Die Lsungen vom MORITZ- und POISSON-Modell, d. h. derjenigen Modelle von (4), die
nach MORITZ (1976) ein globales Aquivalent besitzen, sind elementare Funktionen. Be=
merkenswert ist eine gewisse Verwandtschaft der LOsungen beider Modelle (vgle Tab, 9):

- ‘QPOISSON

=y 0

£ = MORITZ MORITZ * MORITZ

MORITZ

v s 26
POISSON ~ T POISSON
%@ (T = z/d).

Beim HIRVONEN-, GAUSS-= und Spaltmodell kommen als LOsungen auch hShere Funktionen
vor. Dazu die folgenden'Bemerkungen:

1. Beim HIRVONEN-Modell (Tab. 10) erhilt man zunichst die Ldsungen
(19 W(T) =F (1,1,2; -T2, QT) =20(T) - Y(T).

Die hypergeometrische Reihe F(1,1,2; —Tz) konvergiert absolut fﬁr'T2<1 und wird
zur elementaren Funktion .

(200 W(T) = T2 1n(1+T?).

Mit Hilfe einer GAUSSschen Rekﬁrsionsformel (RYSHIK und GRADSTEIN 1957) formen wir
(19) in die #quivalente Reihe

(21) \V(T) = F(1,1,2; 'TE) é+L {?11 %3 [_.'l:é'] }

um, die -fiir [TZ/(2+T2)] 2 <1, d. h. fir alle T and wegen T= r/d auch fiir alle r
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mit -°O<T,r<+oo absolut konvergiert. Benutzt man ferner die Beziehung

e
~2 2 ~2 1+
1.3 [ L ] 2+ T 2+T%
F D 1 H e = o 1n ——_~_i——
{2' '@ Lo T2 aTe 1- 77T
so wird die rechte Seite von (21) identisch mit (20). Daher gilt (20) auf der gesamten

T - bzw. r-Achse.

Analog wendet man Rekursionsformeln auf die Ldsung von @(T ) an und sichert die
Konvergenz auf der gesamten [ - bzw. r-Achse:

~— ~2
£0(T) = THB32 -T?) - m JERS —7)
+
(22) ot o
= '—Lg-wg F(llétz —Qz—j).
(1+T°) =8 1+T

Die umgeformten Reihen konvergieren absolut fiir ?-2(1+ Tz) <1, de he fiir allé T una
r mit -w<T,r< +, Sie lassen sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken,
sondern miissen gliedweise berechnet werden.

2. Beim GAUSS-Modell (Tab. 11) treten in der Idsung fiir © (T ) BESSEL-Funktionen einer
rein imagindren Variablen In(T 2/2), n=0, n= 1 auf. Sie werden mit Tabellen hoherer
Funktionen (JAHNKE, ENWDE, LOSCH 1966) berechnet.

3. Beim Spaltmodell (Tab. 11) erhilt man als Losung fir © (&), & = Wr zunichst

1
x}., (K x) @
(23) O(x) = g _7771 dx = -1)0 Bn+3/2, 1/2) o 2n+1
( 5 (1-x )1 * n%o(

n!(n+1)! p2(n+1)

mit der BESSEL-Funktion erster Ordnung und Gattung 3’1 und der Beta-Funktion

4

' R - PO T P

20 Bea) - | @m0 e - Ll
0

mit p = n + 3/2, q = 1/2. Einsetzen von (24) in (23) ergibt

_ o |
2 o) = _yn L (n+3/2) [(1/2) o 20+
(25) O(x) go( ) T et 1)1 [F(ar2) 22BN .

Berilicksichtigt man die Eigenschaften der Gammafunktion [ s So findet man die flir die
gliedweise numerische Rechnung giinstigere rekursive Darstellung

a ~
(26) (“.) Z a 12n+1 an+1 = 72 -Jﬁ/—Z-L? ’ ao = "/8.

n=o (n+1)(n+2)

Die entfernungsabhingigen Kompogitionsfunktionen @ ,Q_,'\P,@ der Modelle (4) bis (6)
gind in den Abbildungen 2 bis 6 dargestellt. @ ,Q,"V sind gerade. Sie besitzen die Ei=-
genschaften von Autokorrelationsfunktionen. @ist ungerade und besitzt die Eigenschaften
einer Kreuzkorrelationsfunktion. In den Modellen (4), (5), Abb. 2 bis 5, sind @ 1}’
iberall posgitiv. Die LangskorrelatlonQ schwingt unter die T- bzw. r-Achse. GRAFAREND
(1971 4, 1972) hat diesen Sachverhalt experimentell bestdtigt. Beim Spalt-Nodell (6),
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Abb. 6, bildet sich die Wellenstruktur von @ ebenfalls in Q,‘-E’,@, und zwar mit gering
verschobenen Nullstellen, Maxima und Minima ab. Q,Q, ®, schwingen um die r-Achse,
wihrend die Querkorrelation W iiberall 2> O bleibt. Die alternierende Reihe (25) bzwe
(26) ergibt tatsidchlich eine schwingende, mit wachsendem r geddmpfte Funktion.

1(&1 2 3 4edO 4 2 3 & S
AN T ae
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Abb. 2
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3. Kovarianzfunktionen der 2. Ableitungen des Schwerepotentials

(T Tos Tovo Togo Ty D)

In diesem Abschnitt transformieren wir die AKF/KKF der Komponenten des anomalen
Schwerevektors (der 1. Ableitungen) in die der 2. Ableitungen vermittels

grad Tx = grad Ty = grad T, =
T T T
Txy Tyy sz
;. Tyz Tzzf
mit Tm = Tyx. sz = sz’ Tyz = sz, Tn + Tyy ¥+ TZZ = Q,

Wir beginnen mit den Komponenten von grad T
halten.,

, grad T_, die nur x,y als Index ent-
X y

3e1. Niveaufl&chenkriimmung und Torsion des astronomischen Meridians

Es wird das 3 x 3-Schema der AKF/KKF von Txx’ T 5 Tyy angegeben. Nach den Diffe-
rentiationsregeln der KF (vgl. Anhang III) sind das die AKF
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xx, x2 = 7 52 %% Cyyyy = o2 v,y
(28) . Chyxy = Cyxyyx T Cxyayx T Cymemy C

2 2 2 2
- C = = = - C T e C
o2 TE . 7 ®y,3 = 7 9%y Cx,y 5%5 VX

und die KKF

Cix,xy = cxy,xx = Cex,yx = ny,xx =

- 5?:%0):, a_axz?' Cx,y = 55:2 Cyox *
(29) c =G =C |

YIoEY T UEYSYY T U¥YeyxE T Cyx,yy =

"'a%,? ¥ x aizfcxsr 'a%;cyy-’
2

_ ¥
Cxx,yy = Cyy,xx = 7 x Cx,y = Saﬁ y,x Bt

(30) x5y = Cyyyxx = Cxyyxy = Cyxyyx 0

Als Beispiel berechnen wir die AKF von :

v 2 2 2 .
OV o - G- - T oy - B Ly ooy oy an
1'% =\y‘[r(x,y)] , @ = Q[r(xs_y)] » =Y (xy), x
r = x/cosP = y/sinyY, P = arec cos(x/r) = arc sin(y/r).

Als ersten Schritt wenden wir das vollstédndige Differential zweiter Ordnung auf C

2o, (2)°

an und finden

. : 2 2
) )
(32) = CXX,SDC = 58;2' Cx,x = a'_rg Cx,x( I‘) * 231‘35_ cx,x g-

2 : 2
o) o) oY
+ % CX,X axr + 5;- Cx:’x L

Als zweiten Schritt berechnen wir die‘ps;rtielle‘n Ableitungen

23

y = rein\p,

& 6= [+ - V]ew9] s - B[ [B-¥] woe]

z : ° °
' a_ai”éTp Cx,x .= -5“52[9 "-\V] sty eba P,

_é% By % - 6ag? [Q - '\V] ginWcos P,
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2
-5%7 Cx,x =G¢;g2 [Q - '\V](sing\P - cosz‘P)‘,_
2 e 3 : . 20 s
g% p— _g__g _ s;nz‘P, g_;% - - s;n‘P, g_}_{‘g - 251111“'Pcos‘P’
setzen sie, im dritten Schritt, in (32) ein und finden
(33) C— {Wcos P +[Q, \}’]0054‘? + = s:mz‘? + [Q ‘1/] sin®P cos® P

¥ ?[Q-\y] sinz‘P (sinz‘P - 30082‘9)}

mit den entfernungsabhingigen Kompositionsfunktionen W/rz, Y/r, V¥, Q/rz, Q/r, Q.
Analog leitet man alle weiteren AKF (28) und die KKF (29) ab.

Vergleicht man danach die Funktionen der Identitdt (30), so findet man die Beziehﬁng
6o [R-Y]/2 - Y,
ferner, indem man (34) nach r diffei'enziert
(35) [Q “¥/e = Y4 Yo

Wit (34) und (35) kdnnen die AKF (28) und die KKF (29) entscheidend vereinfacht werden.
Es treten nun nur noch drei entfernungsabhingige Kompositionsfunktionen, ndmlich Q W,
'\|’/r auf. Beispielsweise vereinfacht sich (33) zu
2 oo Y 9
- - Gaz” 4 - 2 Y . 4
(36) Ip— 4 {Qcos‘f‘+6‘+’51n ‘Pcos‘?+3rs1n‘f’ .
Wie die AKF/KKF der 1. Ableitungen (Abschnitt 2.2., Tab. 2) schreiben wir die der 2.

Ableitungen (28), (29) ebenfalls als Skalarprodukte von Vektoren en*fernungsabhingiger
und winkelabhingiger Komposgitionsfunktionen (Tab. 3).

3.2, Horizontaler Schweregradient

Die AKF/KKF des horizontalen Schweregradienten bzw. der 2., Ableitungen T xz? T vz
lauten (analog (28))
al' az 2
(37 cxz,xz =" a? Cz,z ’ Cyz,yz == ayE Crz ' Cxz,yz = cyz,xz = 7 Oxoy s,z
mit CZ 5= Cop = Gagz (r). Anwendung des vollsti@ndigen Differentials zweiter Ord-
nung auf C .z liefert
- . (ar)2+ac d'r
XZyXZ arE Z,2\ 9% or “z,z axE
_ ot or or - ot
(38) = Cxz,yz = arE Cryzdx 5y + % Cz,z 3% Oy
2 2
_ _ o ar) d r
Cyz,yz - arz CZ’Z (a—y *or CZ’Z ayz ¢
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it den Ableitungen

2 2 2 2 2 '
g':l';= sos ¥ , %: sin¥f , _aa_xé s:.n P g?rr_ s ? axrb'r= - s:LnI‘_Pcos‘P

folgt aus (38)
va,xz = - God {{)/r +[§- §> /r] cosz\o}

(39) gy gy = Cypoxg = - 508 [(b -¢ /r] sin'f cos?
Copyz = " 6 sg? {@ /r +[(b-(b /r] sinz‘f’} .

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch mit Hilfe der Invarianten (15), der AKF

C C und der KKF C C « Wendet man ndmlich auf
XX, XX* Uxy,Xy' CYYsYY xx,xy’ “yy,xy’ ' St

(2]
|

C

nacheinander -82/ ax2, -82/ Ox ay, -'al/ ay2 an, erhdlt man mit Riicksicht auf die
Regeln der KF die Identitdten

Coxyxx T cxy,xy = Cxz,x2

(40) ®xx,xy * Cyy,xy = Cxz,yz

+ =
ny,xy ny.yy Cyz,yz i

ausgeschrieben in Tab. 3. Wegen (14) Q@+ VY = 24), gelten auch
(41) Q+ = 2@ Q+\V 20 .

Aus den linken Seiten von (40) mit den in Tab. 3 angeschriebenen Funktionen sz %29
sz vz c %, y5" ¢ .sowie (35) und (41) folgt (39). AbschlieBend vergleichen wir (3§)
mit (10) und formulieren das Ergebnis:

Ist das ebene, anomale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der horizontale
Schweregradient ein homogener, isotroper Vektor. Die AKF/KKF seiner Komponenten mit
TAYLOR-KARNMAN-Struktur (39) bilden (wie die des Lotabweichungsvektors (10)) einen
zweistufigen, symmetrischen Tensor mit der Spur

(42) Cxz,x2 ¥ Cyz,yz = ~ 62%2 [é_l- é/r] ’

der Lingskorrelation —q)(r)/g) (0) und der Querkorrelation -@/r@(o) (vegl.
MORITZ 1976, So 9=11).
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3.3. Vertikaler Schweregradient

MORITZ (1976, S. 10) zeigte, daB (42) mit der AKF des vertikalen Gradienten .
identisch ist:

(43) Cxz,xz * Cyz,yz = czz,zz °

Dieser Sachverhalt folgt ohne weiteres aus den bisherigen Ableitungen. Addiert man
ndmlich die erste und letzte Gleichung von (40), so folgt

(44) C 5 + C

# 2 + = .
XXy XX °xv,x ¥ Cyy.yy = Cxzyxz * Cyz,yz

Wlendet man ferner die KF auf die LAPLACE=-Gleichung
(45) -(C_.+T )=T
an, so wird

6 c +2C + C = (G .
(46) XXy XX XX, JY NAENAS 224922

Wegen Cxx,yy = ny,xy’ vgl. (30), sind die linken Seiten von (44), (46) identisch;

also gilt (43) und das BErgebnis :

Ist das ebene, anemale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der vertikale Schwere-
gradient (in der Ebene) ein homogenes, isotropes und skalares Feld, dessen AKF gleich
der Summe der AKF der horizontalen Gradienten in Richtung der ebenen Koordinatenachsen
ist.

3.4. Kreuzkovarianzfunktionen zwischen den 2. Ableitungen

Soweit im Konzept der bisherigen Ableitungen mdglich, wurden bereits gewisse KKF
‘angegeben (Tab. 3). Wir haben jetzt das 6 x 6-Schema der AKF/KKF der 2. Ableitungen
zu vervollstidndigen und beginnen mit den KKF C die mit Hilfe

XX,22’ ny,zz’ ny,zz’
der LAPLACE-Gleichung (45) gewonnen werden:

(47) L e E){Txx (B & Tyy)} = =B {TXX Txx} - B {TXX Tyy}

= " Cxyxx T Cxxyyy

Analog findet man

C;;y,zz B sz,xy - cxx,xy - ny,xy
(48)

Cyy,22 = Caz,yy = ~ Cyy,yy T Cxxyyy

Brgebnisse siehe Tab. 3.
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Im folgenden werden wir wieder von den Differentiationsregeln der KF . (Anhang III)
Gebrauch machen, ohne dies ferner zu bemerken. Wir vervollst&ndigen weiter mit

_ _ ' o az _ taz
(49) cxx,xz - E{Txx sz} = & {% Tx % Tz} B g; Cx,z B 5;5 Cz,x !
wobei nach (17), (18) C = - Eﬂgz ©(r) cosP. Anwendung des vollstéindigen Diffe-

ZsX
rentials zweiter Ordnung, Ausrechnen der partiellen Ableitungen und Einsetzen wie in
3e1e liefert

- C or\? o or ¢ . 2* op\?
= Cyx,xz © gig Crpx = 5;? Cpyx (5%) + 2 5709 Cz,x 5% ox T Erg Cs,x (5%)

(50) z oo "
& Ba'x'- Cox %{i‘ ks % s S gl_% = 6482 {@COSB‘P +[e/r - @/r2]sin2‘P cos"P}
9 9 <

mit den entfernungsabhingigen Kompogitionsfunktionen 65, Q/r - GB/rz. Analog leitet

man cxx,yz’ ny’xz, ny,yz, ny,xz’ ny,yz abe SchlieBlich wird gemiB (A7)
sz,xz = - E{(TXX + Tyy) sz] = -B {Txx TXZ] -EB {Tyy TXZ}
(51)
== C xxyxz ~ Oy,xz
Coz,52 = ~ Cxx,yz = Cyy,yz
und wegen Cx,z = = Cz,z’ Cy,z = = Cz,y gilt
(52) G xz ® = Pgpomes Fopn = = Oy movw By oy = = cyz’ZZ .

Der Vorzeichenwechsel in (52) hebt sich auf, indem die Summe der Potenzen der win-
kelabhingigen Kompositionsfunktionen ungerade ausfdllt (vgl. Tab. 4). Mit Tab. 3,
4 ist das symmetrische AKF-KKF-Schema der 2. Ableitungen vollsténdigs.

4e Vollstdndiges Schema der Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen der 1. und 2.
Ableitungen des Schwerepotentials

4.1, Kreuzkovarianzfunktionen zwischen des 1. und 2. Ableitungen

In diesem Abschnitt vervolisténdigen wir das AKF-KKF-Schema der 1. und 2. Ab-
leitungen insgesamt, indem wir die KKF zwischen den 1, und 2. Ableitungen zusammen-
stellen.

5] 9
(53) Cx,xz = B [Tx sz} = B {Tx (3% T3 )} = 3% %%,z °
' 3 d
(54) Cyzyx = F [sz Tx] = & {(§% T,) Ty } = " 3% %,x ~ 3z Cx,z ¥
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Daraus folgt

(55) L - aéf By » g—; + % e g——;‘: =6:g2 {e/r + [@ - @/r] ‘cosz‘f)]

mit den entfernungsabhingigen é), ©®/r. Analog findet man Cx,yz = Cyz,x’ Cy,xz =

cxz,y’ Cy,yz = Cyz,y’ Cz,xx = Cxx,z’ Cz,xy = ny,z’ Cz,yy = ny,z; ferner
Cz,zz= -E {Tz (TXX+Ty_~y)} = = E {TZTXX} - B {TZTyy}

(56) - ol T e T

CZZ,Z = = F { (TXX + Tyy) TZ} = = B {T}D{TZ} - B {TnyZ}

Caxyz = cyy,z =Cz,zz

Die KKF (53) bis (56) sind in Tab. 5 zusammengestellt. Daraus liest man mit Riick-
sicht auf (10) ab: Dis KKF

{CX,XZ’ Cxayz = CYsXZ’ Cy,yz} sowte {CZ:XX’ 029XY’ CZ’YY}

besitzen TAYLOR-KARMAN-Struktur mit der Léngskorrelation (5 (r)/Gé (0) und der Quer-
korrelation @ (r)/r @ (0). Man Uberzeugt sich in den Tabellen 9 bis 11 sehr leicht,
daB3 diese normierten Funktionen tatsichlich die Eigenschaften von Korrelations-
funktionen begitzen.

(58) Crp,z = B { TXZTZ} = E { (& ) TZ)} Daraus folgt
(59) Cpoxz = = Cxz,z = & Cz,z g 6oy P oosf = %‘53 (Q+V)cos? .
Analog (57) bis (59) findet man

. ° 6’2 ° °
(60) B i = = Uy S % Oy, 2 g-% = Ggggésin‘P = =5 (& +V¥)sin? ;

u
Yo
Q
N
N

I i

i
]
Ho
Q
[\
N
°

ferner die KKF

Cx,22 = ~ Czz,x Cy,zz = sz,y ’

®rxx = " Coxx’ Cxmy T T Cxy,xt Cxyyy T Cyyax
C = - 9 = =0 ) = = °
Vs XX XXy ¥ NERSS XYY NENAS NAERS

Sdmtliche KKF ab (57) stehen in Tab. 6. Beim Vertauschen der FeldgroBen ist wieder
Azimut durch Gegehazimut zu ersetzen, so daB der Vorzeichenwechsel die Symmetrie
der KKF garantiert.
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Mit Hilfe der Tabellen 2 bis 6 kann nun das vollsténdige 9 x 9-Schema der AKF/KKF
der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials in der Ebene aufgestellt werden. Zum
Aufsuchen einer speziellen Funktion dient die Ubersicht Tab. 1. Aus Platzgriinden
geben wir das quadratische Schema lediglich fiir die Sonderfdlle Y = 0, \P=flT/2 (Tabe
7, 8) an, d. h. fiir FeldgréB8en entlang von Profilen parallel der x- bzw. y-Achse.
Die AKF/KKF hingen bsi Y = const nur vom gegenseitigen Abstand r ab.

4.2, Modell-Beispiele

Wir kehren nun wieder zu den Modellen (4) bis (6) zurlick, deren Eigenschaften be-
ziiglich der AKF/KKF des anomalen Schwerevektors bereits im Abschnitt 2.3. diskutiert
wurden. Im vollsté@ndigen AKF/KXF-Schema treten neben den entfernungsabhingigen Kom=-
positionsfunktionen @ @, V,O inre . und 2. Ableitungen nach r auf bzw. sind zu
berechnen (Tab. 9 bis 11). Dazu betr. @ e die folgenden
Bemerkungens

1. Beim HIRVONEN-Modell treten, wenn man Q= a~ o, ©-= d-2@“ berechnet, u. a. die
Ableitungen F', F" der hypergeometrischen Reihe F auf. Es gilt

(61) Fr(ec,f, 75 g(T)) =xcpe'(TIF(x+ 1, B+ 1, T+ 15 g(T)/T.

Die neue Reihe auf der rechiten Seite von (61) ist anschlieBend, wie in Abschnitt 2.3.
erldutert, mit Hilfe gewisser GAUSSscher Rekursionsformeln derart umzuformen, daB
ihre Konvergenz auf der gesamten T~ bzw. r=Achse gegichert ist. Auf diese Weise ver-
fédhrt man fir eu.nd e und erhglt die in Tab. 10 angegebenen Funktionen. F', F" ‘sind
gliedweise numerisch zu berechnen.

2, Beim GAUSS-Modell (Tab. 11) benutzt man zur Ableitung von © die Funktionalglei-
chungen

I3(e() = &' [ I, () - uI (/e ] ,

(g(M)). - 1(8(7)) = 2n In(g('t))/g(T)

n-1
(&(T) =T%/2, (T =T; n=0,1).

1,(T%/2), 1,(T?/2) entnimnt man Tebellen hSherer Funktionen (JAHNKE, EMDE, LOSCH
1966).

3, Beim Spaltmodell (Tab. 11) ist die alternierende Reihe fiir © gliedweise zu diffe-
renzieren. Die numerische Berechnung der Reihen erfordert (ebenso wie die vom
HIRVONEN-Modell) gesonderte Konvergenzuntersuchungen.

‘Samtliche entfernungsabhingigen Kompositionsfunktionen, némlich @ ’ Q, Il/, e
gowie ihre 1. und 2. Ableitungen nach r einschliefllich gewisser Funktionen dieser
Ableitungen, gind fiir die Modelle (4) bis (6) in den Abblldungen 2 big 6 (normiert)
dargestellt. Die Funktionen -@/r, -@ - 1}’/r, -‘«I’, Q/r, © sind (wie d, v, Q)
‘gerade. Normiert auf [-1, +1] bes:Ltzen gie die Elgenschaften von Autokorrelatlons-
funktionen. Gleiches gilt fiir @, ©/r. Die Funktionen -@ - \V, Q, ferner - O,
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- (C)/r -C)/r2) sind ungerade und besitzen die Eigenschaften von Kreuzkorrelations-
funktionen, wobei die maximale Kreuzkorrelation nicht bei r = O, sondern in einem
gewissen Abstand r = T, >0 liegt. Aus Abb. 2 bis 6 erkennt man, wie sich die Eigen-
schaften der Ausgangsfunktlon @ bzw. die von @ \I/ Q © in den abgeleiteten
Funktionen abbilden und kann u. a. Korrelationsldngen, Nulldurchginge, Lage der rela-
tiven Dxtrema der Auto- und Kreuzkorrelationen abgreifen und gie fiir verschiedene
Funktionen einunddesselben Modells oder der gleichen Funktion verschiedener Nodelle
vergleichen. Dazu das folgende

Beigpiel:
Die Korrelationslédngen der 1. und 2. Ableitung des Schwerepotentials nach der Hohe

(Rz,z = Rgg::@, Rzz,zz) verhalten sich wie folgt: MORITZ-lodell 1 : 0,29;

HIRVONEN-Modell 1 : 0,50; POISSON-lodell 1 : 0,53; GAUSS-kodell 1 : 0,713

SPALT-Kodell 1 : 0,90, Beim letzteren ist das Amplitudenverhdltnis von Rz 29 Rzz .

etwa 1 : 1,6. Allgemein unterscheiden sich ‘bei gegen Null abcllngenden Modellen wie

(4), (5), mit §>O fiir alle r mit =0 <T<+0 | Rz,z und Rzz,zz deutlich vonein-

ander, wihrend sie bei schwingungsfdrmigen Wodellen nahe beieinander liegen und in
numerischen Rechnungen, ja nach statistischer Sicherheit der Ausgangsfunktion,
Rzz,zz durch Rz,z ersetzt werden kann.

HEIN (1977) berechnete u. a. AKF von Freiluftanomalien der Schwere und des anomalen
vertikalen Schweregradienten (Testgebiet Odenwald, N - S- und E - W - Profile). Die
empirischen AKF sind quasgischwingungsfdrmig. Die Korrelationslédngen und die Amplituvden
des ersten Kinimums von R )2 und - — verhalten sich im Wittel liber 8 Funktionen

’
(HEIN 1977, S. 101, 113) etwa wie 1 : 1,1; womit die obige Aussage empirisch besté-
tigt wird.

4,3. Varianz=Kovarianz-=Schemata

LaBt man in den AKF r-—> 0 gehen, so ergeben sich die Varianzen der zugehdrigen
PeldgroBen; 186t man in den KKF r -0 gehen, so ergeben sich die Kovarianzen zwi-
Schen den zugehOrigen Feldgrofen in einunddemselben Punkt der Ebene. Aus welcher
Richtung Y man sich auch dem Ursprung hihert: die Grenzwerte r -0 miissen jeweils
die gleichen endlichen Werte ergeben, d. h. die Glieder mit ¥ miissen verschwinden.
Stehen A und B stellvertretend fiir die 1. und 2., Ableitungen, so gilt

(63) lim cA,A (r,P) = CA,A (0) = 6‘A2 (Varianz) mit O<GA2 <+ o0,
Ir->0
(64) iL'J—.inOCA B (r,P) = CA,B (0) = G_A,B (Kovarianz) mit "°°<6jA.,B < +0e0,

Die Grenzwerte r -—>0 der entfernungsabhingigen Kompositionsfunktionen der
i‘odelle (4) bis (6) findet man mit Hilfe der Hauptsitze liber Grenzwerte von Funk-
tionen. Sie sind in Tab. 12 bereitgestellt. SchlieBlich berechnet man die Vgrianzen
(63) und die Kovarianzen (64) der Modelle aus den AKF und KKF der Tabellen 2 bis
6 und der Hilfstabelle 12. Sie sind als quadratische Schemata in den Tabellen 13
bis 17 angeschrieben. Dazu die folgenden Bemerkungen:
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1. In Tab. 13 bis 17 liest man sofort ab, welche FeldgroBen in einunddemselben Punkt
der Ebene korrelationsfreie ZufallsgrdBen sind: { Tx’ Ty} ’ { Tx’ Tz} ¥ {Tx’ Tyz } ’

eoe {Txy’Tyy} .

2., Varianzen und Kovarianzen des anomalen Schwerevektors sind in allen Modellen gleich,
weil @ (0) = 1, Y(0) = 1, €2¢0) = 1, ©®(0) = 0, unabhiingig von der Wahl eines spezi-
ellen Modells,

3. Die dhnliche Form von HIRVONEN- und GAUSS-Modell bildet sich auch in Tab. 14, 16

ab. Mit Ausnahme von @& G, sind simtliche Varianzen

X, %2z’ Gy,yz’ GZ'ZZ’ GZ,W’ Zyyy

und Kovarianzen identisch.

4, Da sich MORITZ-, HIRVONEN- und POISSON-Modell nur um die Potenz m im Verhdltnis
1 : 2 : 3 unterscheiden, tritt ihre Verwandtschaft auch in Tab. 13, 14, 15 auf. Ins-
besondere verhalten sich die Varianzen der 2. Ableitungen ebenfalls wie 1 ¢ 2 : 3.

5. Die Varianzen verhalten sich wd-2 (im Spaltmodell ~402~'A'L) die Kovarianzen

~d—1, wd-2 (im Spaltmodell ~w~l"’, ~w?~2a"%), d. he, je rascher die AKF der
Schwere abfdllt, umso grofer sind die Varianzen der 2. Ableitungen und gewisse Kova-
rianzen zwischen den 2. sowie zwischen den 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials.

6. SchlieBlich erkennt man die Invarianten (15) und ihre Folgerungen (40) und (43).
Das insbesondere
2

2 2 ”
G, =064 *6

2 2 2
yz 2@y, = 2(5&2 = 26,

ist seit langem (grdBenordnungsmifiig) in der angewandten Geophysik bekannt. So
schreibt H. HAALCK (1942, S. 109):

"Die maximale Wirkung einer im Untergrund eingelagerten Massenungleichheit ist an

der Erdoberflidche groBer auf den Vertikal- als auf den Horizontalgradienten, und zwar
nach Form des lassenkirpers etwa 1 = 2¥2 mal, im Durchschnitt wohl fast doppelt so
grof." Ohne den Begriff "maximale Wirkung auf den Vertikal- oder Horizontalgradien-
ten" statistisch genau definieren zu wollen (Trendbeseitigung; Anisotropie widre zu
beriicksichtigen; eine Ndherung kbnnte etwa 36 sein!) ist das Varianzverhdltnis
tatsichlich genau 1 : 2 im homogenen und igotropen Schwerefeld.

5s Ergidnzende Betrachtungen

51 HOhere Ableitungen des Schwerepotentials

Analog wie die AKF/KKF der 2. Ableitungen lassen sich auch die AKF/KKF von
htheren Ableitungen gewinnen. Als Beispiel berechnen wir die AKF der 3., Ableitung
des Schwerepotentials nach der Hohe (2. Ableitung der Schwere nach der Hohe), die
in der angewandten Geophysik eine gewisse Rolle spielt:

(65) Tozz = = (Txxg * Tyyz) = = (Typy + Tyzy)’
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2 2 ) 2
(66) L E—— { (R * Ty ] = E { (% Tow) * 2l % Typ * (%ﬂ‘yz) }
-V 2 2
- {-az? sz,xz + 2 3%? sz,yz » 'g;? Cyz,yz}

4 Q* P
2 C °
{fj T Q‘} 2,2

X

[}

Ohne die schreibaufwendigen Differentiationen in (66) im einzelnen durchzufilhren,
geben wir das Ergebnis an:

(67) czzz,zzz = 6';_\&2 {@+ 2 @ /T -@ /r2 + é/rB} .

Das skalare, ebene Feld T,,, st homogen und isotrop mit der AKF (67), wenn T, T
homogen und isotrop sind.

2%

(67) erh#lt man auch unmittelbar durch einen AnalogieschluB. Nach (42) bis (46),
ferner (35) und (41) ist

2. al a2
(68) CZZ,ZZ = —{ -éax?- Cx,x + 2 i Cx'y + 3;? Cy,y}

oo ? 52 oo o ;. .
- Gt (G - -2 (R 2R/ - W/

(66) und (68) sind von gleicher Struktur, wenn man beachtet, daB die AKF/KKF

{sz,xz’ Cxz,y2’ Cyz,yZ] Howle {cx'.x’ Cx,y° Cy.Y]

jeweils einer TAYLOR-KARMAN-Beziehung geniigen; vgl. (39) mit (10), (12), worin C2/2
mit -@, ¥/2 mit - Q/r formal identisch sind. Men hat daher in (68) (2/2
durch = @, /r durch = 2 @/r, ¥/2r durch

12 (8) .. % o
T %(r) D ¥ ;3'
zu ersetzen und findet (67).

Wir geben die recht umfangreichen Ausdriicke (67) fiir die Modelle (4) bis (6) hier
nicht an, sondern beschrénken uns auf die Varianzen von.T

222 *
2 3
= lim C ’
2ZZ Two 22%»22Z

iﬁsamengestellt in Tab. 18. Man ersieht daraus, daB 6'2

. ~2
27z \ebenso wie bzz) umso

mehr zunimmt, Je rascher die AKF der Schwere abklingt.

In Abbe. 7 ist die normierte AKF RZzz —— des HIRVONEN-Modells, in Abb. 8 die
9

des Spalt-Modells, jeweils im Vergleich mit R und Rz,z = Rgg =Q » darge-

22422

stellt. Beim HIRVONEN-Modell ist das Verh#ltnis der Korrelationsléngen von Rz 2°
. 9

R 13 0,42 3 0,27, beim Spalt-lﬂodéll 1 : 0,98 : 0,95. Bei gegen

72 ,22° Rzzz,zzz
Null abklingenden Modellen, do ho () (r) >0 fiir alle r, z. B. (4) und (5), unter-
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scheiden sich die Autokorrelationsfunktionen der 1., 2. und 3. Ableitung des Schwere-
potentials nach der Hohe deutlich voneinander; bei unterschwingenden Modellen, beson-
ders bei ausgeprdgten Schwingungstypen wie (6) liegen sie nahe beieinander, so daB

in numerischen Rechnungen R durch RZZ ap? moglicherweise auch durch RZ
9 9

ZZZy 222 Z
ersetzt werden kann (je nach statistischer Sicherheit der Ausgangsfunktion; vgl.

Abschnitt 4.2.).

V. VYSKOCIL (1969) berechnete die AKF - der 2. Ableitung der Schwere nach
9
der Hohe azgv’azz durch lineare Transformation der Ausgangsfunktion C, 5 (HIRVONEN-
9
2

Ilodell: 6;62 = 1 mGal™, d = 5 km) mit Hilfe von Schitzformeln der angewandten Geophy-

sik. In Abb. 7 (unten) ist der Bereich der von VYSKOSIL gefundenen "empirischen" AKF
in Zinheiten von 0,1 mGal km-4 angegeben. Fir die nach (67) abgeleitete "theoretische™
AKF des HIRVONEN-ik.odells wird (vgl. Tab. 18)

2 2 -4 2 =
6,00 = 64 6,,° a7 = 0,10 nca1® Im™4,

de he, die "empirischen" AKF stimmen im oberen Grenzbereich (Schitzformeln von
BARANOV, GROSSZ, HEINDERSON-ZIETZ, ROSENBACH; vgl. VYSKOSIL 1969) mit der theoreti-
gchen Beziehung (67) befriedigend iliberein. Im unteren Grenzbereich (Schitzformein
von ELKINS) werden im Bereich r/d € 0,4 (0,4 < r/d < 1) zu kleine (zu groBe) Ko-
varianzen erhalten.

5.2, RBumliche Kovarianzfunktionen

Alle“ihtegrierbaren Kovarianzfunktionen ebener, homogener und isotroper Frozesse
konnen in den oberen Halbraum fortgesetzt werden (Anhang IV). KORITZ (1976, S. 5-T,
S. 34-43) zeigte, daB von den verallgemeinerten HIRVONEN-l.odellen (4) die Iiodelle
m= 1/2, 3/2 (und nur diese) eine rdumliche Fortsetzung von gleicher Form wie das
zugehdrige ebene Modell besitzen. ¥it Hilfe der Ldesung in Anhang IV und den Inte-
graltafeln von RYSHIK und GRADSTEZIN (1957) findet man flir das WORITZ-iodell
(m = 1/2) und das POISSON-Kodell (m = 3/2)

(69) G 2 (r,2z) = G-Agz‘ {(1 v 2/)2 + (r/d)z]_v'z
(10) ¢y, (2,2) = 6,2 (14 2/a) {(1 + 2/a)? + (z/)2] /2

mit =z = z, + Zy, 2, 2 0, Z, 2 0. Fiir Zq =2, = 0 gehen (69), (70) in die ebenen
Kodelle (4) ﬁbér. Die rdumliche AKF der 2. Ableitung Tzz lautet dann

2
(71) czz,zz(r'z) = 5i§%§5 Cz’z(r, zy + 22) und die ebene AKF
. 9%
(72 CZZ,ZZ(r) =zl_]i]’l°m CZ,Z(r’ Z_‘ + ZZ) °
z;_—-o
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Berechnet man (72) fiir (69), (70), so erhdlt man das gleiche Ergebnis wie mit der
ebenen Transformation in Abschnitt 3.3. (Tabe. 3, 9). Damit sind fiir das MORITZ- und
das POISSON-Modell nicht nur sz _— sondern auch die AKF, die in 3.3. zur Ableitung

H

von sz,zz benutzt wurden, ndmlich Cxx,xx’ ny,xy’ ny,yy’ sz,xz’ cyz,yz

unabhingigem Wege verprobt! Weiter kann man zeigen, daB auch die rdumlichen Fort-
setzingen des HIRVONEN-, GAUSS- und Spalt-Modells existieren, jedoch kOnnen wir dafiir
keine explizite LOsung angeben.

auf

5:3. Nicht-differenzierbare lodelle

Zur Berechnung der AKF/KKF deir 2. Ableitungen ist die Differenzierbarkeit der Aus-
gangsmodelle ng eine notwendige Voraussetzung. Werden nur die AKF/KKF der 1. Ablei-

tungen, z. B. in der Lotabweichungsprddiktion, bendtigt, kann diese Voraussetzung
fallengelassen werden. Als Beispiel betrachten wir den zweidimensionalen MARKOV-
ProzeB in der Ebene (GRAFAREND 1971 b):

Q= Tx (T (T = v/a)
(73) YD = 4T -2 KD - 4 K, (D/T ’
QT = - 4/T? + 2 K(D) + 4 K, (T/T + 2Tk, (D

mit den MACLONALDschen Funktionen Kn(t), n = 0,1, Es ist
0" = TEL(D) uwnd =P"(D = K ,(D) = Tx(D = k(D -HD)

m@n@(M=1,I%W)=+wwhﬂ

1i - L = 11 i ' = °
lim ( =) = Lim ( G /T) =+

Analog findet man

~

lim (= W") = lim (-Y'/T) = +°0 und lim (=G2") = lim (=Q'/T) = + o
T=0 T=0 T—>0 T—0

Damit ist (63), (64) verletzt und der Gebrauch von (73) auf die 1. Ableitungen
beschrinkt. Um das AKF-KKF=-Schema des anomalen Schwerevektors zu vervollstdndigen,

geben wir eine Losung fir ©(T) an:

1 3.7 . ’ . .
1F2( %,5,2; ) und 1F2 (2,%,2;4_ ) sind verallgemeinerte hypergeometrische Reihen

(RYSHIK und GRADSTEIN 1957).
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Tabelle 1. Ubersicht (Tabellen¥Nachweis) gdmtlicher AKF und KKF der 1. und 2.
Ableitungen des Schwerepotentials in der Ebene (T ... Tabelle)

X ¥y Z Xz yz zz XX Xy ¥y
z T6 T5

Sl T5 [Te| T3 T4

ol Te [T5) Tk T3

I

Tabelle 2, AKF und KKF der 1. Ableitungen TX, Ty’ TZ

G, .2
CT(r,‘P) - _%EL g(r) gi,(j\P)

sy
177
mit 8(1') = {fk (I‘)} ’ 81,S\F) = {f;’a(\?)]; 1] = X935

k=1, 2, 3. Brlduterungen im Text.

f1 f2 f3
i Ll \y £ @
k
= () £l £2 £3
. sinE‘P cos2\p 0
Xy
fx’y = fy,x = gln‘{’ cos P| ginf cos? 0
£ = = f 0 0 2 cosf
Xy Z ZyX
fy,y cosz‘*P sinz‘P 0
£z ™ " fz,y s 0 0 2 sin'P
fz’z 1 1 0
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Tabelle 3.

Able;tungen sz, Tyz

or 41 -

Ty ij

mit  f(x) = {fk (r)}, f

1, = % ¥y 23 k= 1, 2, 3o

AKF und KKF der 2. Ableitungen Tn’ 1

2
- 9%5’ f ) &1(?)

s T

xy’ “yy’

Jsij

NG {f.‘.‘m.} .
1, 1J 1), 1J ?

Brlduterungen im Text.

37

L sowie der 2.
z3z

f1 f2 f3
£y (r) @] \|/ Y/r
£ () ! £ £
4 . 2 2 . 4
fxx,x.x cos™¥ 6 sin“Y cos“Yp | 3 gin" ¥
£y 2 sin¥ cos3lP 3 sinf cos“?(sing"f’ -cosz"P) -3 sin3‘P cos P
9
£ = £ 5in’Y cosz‘{’ 1=6 gin"¥ cosZ‘P 3 gin ¥ cosz‘P
XXy JY XY Xy 3 5 5 3
fyy xy sin’Y cosf 3 sin'f cos P(cos Y -gin Pyl -3 ginf cos”P
5 X
£ sin4‘P 6 sinP cos® P 3 coaP
YY Iy 5 5
fxx,zz=_ _fxz,xz = cosY = =3 gin“ ¥
fxy,zz= -fxz_,yz - sin;P cos\P 0 3 sin:’ cos ¥
Loy oz Tyg,ys|" sinP =1 =3 cos™P
fzz,zz 1 2 3
Tabelle 4. KKF zwischen den 2. Ableitungen sz’ Tyz und den 2, Ableitungen
Tox? T'xy’ Tyy’ T,z
8] = = (r) s Y
13,13 ag J 5’13’13
mit é:<r) = {fk (I‘)} 9 lg:?z-[] = {flg‘fi,]} 3 1,0 = Xs¥e5; k= 1,2,
Erlduterungen im Text.
L %5
) ° e
£, () e ©/r - O/r
fk () f1 f2
— o .2
Por. wi fxz,xx cos P ) 3 sin“Y 2005“?
— —fxz,xy= fxx,yz= _fyz,xx sinf cos“Y sin ' (1-3 cos“ ¥ )
il = =f = £ = =f ¥ s B ¢ " ZLP
VY9 X2 X2,¥Y ~XV.¥2 Y2y XY cog¥ gin“f cos T (1=3 gin )
' fyy,yz:: 'fyz,yy sinoWP 3 cos"P gin P
L g g0 g e - cos ¥ -~ cosP
fzz,yz= "fyz,zz - sin?f - gin
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Tabelle 5. XKF zwischen den 1. Ableitungen T_, T und den 2. Ableitungen T_ , T
- Tx? Ty xz’ “yz

sowie zwischen ‘der 1. Ableitung T und den 2, Ableitungen T__, T_, s D
z xx’ “xy® “yy® “zz
(2,°0) o 2 ()
6 ] = - (r) o
Ti,Tij 8g (f 51,13
. _ (e} _ KMWl, ;3 52 : -
mit &(r) = {fk (r)} s gi,ij = fi,ij s i, J = %,¥s2; k= 1,2.
Brlduterungen im Text,
f,] f2
£y (r) @ e/r
fk ) f1 f2
2 2
= By o = fz,n cos“Y sin“ P
- fx,yz = = f_.y,xz = fz,xy sinf cosP - sin‘P cos'f
o & 2
- = f o
_— o sin“P cos‘ P
% i -1 -1
Tabelle 6. KKF zwischen den 1. Ableitungen T _, T und den 2. .Ableit'ungen v 5 Ty
x* Ty - xx’ “xy
Tyy’ Tzz sowie zwischen der 1., Ableitung Tz und den 2. Ableitungen sz, ‘I‘yz
(z,®) _ _ Gag? )
Cp  a.. = =% §(x) §; 3]
17443 =
; _ (P) _ {-k (). T . -
mit é(r) = {fk(r)}, 1,43 = fi,ij s i,J = X,¥e2z; k= 1,2.
Erlduterungen im Text.
, f,] f2
fk (r) . Q | y |
£X 9y o £2
- - 3 . .
M cos”P 3 gin“Y cos
B . 2 : _ 2
- fx,xy = fxy,x = = fy,xx = fxx,y gin? cos™® | sin'f (1-3 cos“?)
2 .
-f_ . =1 I = f i os' os'?(1-3 sin“ Y
Xy ¥y NALRS T XY XYY sin"¥ cos OB T (13 )
3 : 2
= = f i 1 os“Y
Ty = Tyny k) 3 siu¥ wop
fx,zz =- fzz,x =5 fz,:v:z = i,xz,z cos P cos P
fy,zz = fzz,y = - fz,yz = fyz,z sin"P gin'f
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Tabelle 7.
in Einheiten von 6’ng ¥

AKF und KKF der 1. und 2.

39

Ableitungen des Schwerepotentials fiir Y= 0,
Erlduterungen im Text.

x ¥y z Xz vz 22 xx xy vy
|R~2 0 O & 0 - Q2 0 \%.
y W2 O 0 ek 0 0 V2 0
: 8 & o Sbrefr -6 0 -o/r
Xz -é 0 -(é+©/r—@/r‘) é‘) O é/r- e/r*
vz - Ofr 0 o &r-en 0
22 -(+ o) 0 0 /e
xx L3y 0 -Y¥/2
= e I
W | -3v/2r
Tabelle 8, A und KKF der 1, und 2. Ableitungen des Schwerepotentials filir
¥ = W /2, in Einheiten von G‘AgZ. Erlsuterungen im Text:
x ¥ z Xz yz 22 xx xy vy
x| ¥ o o e 0 0 0 /2 0
y U2 © 0 é -$ /2 0 Ql2
2 § o b é+off -o/r 0 -
vz _dir 0 0 0  bk-eft o
yz -9 -(&+0Ir-0Ir*) éIr-ofr* 0 &
22 -($+ é/r) @/l" 0 é
- -3%/2r 0O -¥/2
b -Vi2 0
vy | -fi/2
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Tabelle 9. Entfernungsabh‘singige Kompogitionsfunktionen der AKF und KKP der 1. und 2. Ableitungen
des Schwerepotentials. MORITZ- und POISSON-Modell. T = r/d
(r) MORITZ-Modell POISSON—Modell
& (1+T2)"1/2 (1+T‘?)"3/2
-§ | a (12T ><1+”2>'5’2 2(1-4T2)(1+ T2)~1/2
Y | 2T 21+ T2)1/2] 2T 2 [1-(1+ TH™12]
¥ | 2077314 727172 [24 722014+ TH V2] 2a™1 T3(14T2)™3/2 [2(4+ T9)3/237 2]
“¥ | 2a72T4+T2) 372 [6(14T2)3/22 T 49 T2-6] | 6a™2 T™4(14 T2)"5/2 [ 245 T244 Th-2(1+ T2)5/2]
- | 22717 3(1+"2 3/2. (2014 T2)3/23 722] 2d 1L 3(1+T ) 5/2 [2+5L +6 T42(1+72)%/2]
“db | 642 T 41+ T2)75/2[245 1244 T4201+ T25/2] | 642 T741+ T2) /2 [p(14 T8 /2-8T S-0 T 477 2-2]
e |t [1 ~(1+T2) -1/2] T (1 T2y 32
& |a ' T4 /2 [1+2L (1+’“2 3re] a(1+13H 21212
-8 | aPT 31+ T2 5/2[2...5 26T 2(1+“2)5/2] Bd”g’f(1+’t2)'7/2(3-2't2)
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Tabelle 10, Entfernungsabhingige Kompositionsfunktionen der

AKF und KKF der 1. und 2. Ableitungen

potentials. HIRVONEN-i.odell, T=r/d

£(r) HIRVONBN-Iodell

deg Schwere-

_(b 2a”' T

w D, =3

o) 2a7°(1=3TH)(1+T ™

V| T w1+ T

-V Ed-: [’l"31n(1+72)-T'1g1+722'1]

-Y  |2a- [(5+3'f_z)(1+'52)—“-3'f-4ln(1+'f2)]

Q o+ TH 1T Pwm(1+ T

. -1 [ B = . mBoaD e -
-8 |2 [+ 1D 270+ T2 T3 m(1472)]
-0 (20 [3T a1+ TH=(a3 T 21+ T 2421+ TH 7]

©® |nr
S) d-1 [h'F+hg'F']

- 2
a2 [h"?+(2h'g'+hg")ﬁ"+hg'“F"]

P ™3/2, 1/2, 2; g)
T S TH™

h 'C(1+T:2)_3/2

pY | 3P(3/2, 1/2, 3; g)/8(1-g)

gt 27147572

nt | (127214 T2 /2

™ | 15F(3/2, 1/2, 4; 3)/32(1-@)2
o 201372 (147273

n [ 3T (2T 2-3)(14T?)7T/2
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Tabelle 11. Entfernungsabhingige Kompositionsfunktionen der AKF und KKF der 1. und 2. Ableitungen des

Schwerepotentials. GAUSS~ und Spalt-lodell.

T=r/d, S(«) =¢-1sin o, Oo=wr = 2Wr/a

f(r) GAUSS - Modell Spalt - Modell
$ |exn(-T% , S(eC)
$ |2a-1Tem(-T?) w &1 [5( )-cosat ]
-9 | 2a2(12T%)exn(-2) W™ [ (& ?-2)5(ck )+2c08 K]
Y | ® 2 [1-exp(-t2)] 2 (ex /2)
¥ 2772 [(1+t2)exn(-12)-1] 2 wot 's(et /2) [ S(k /2)-cos(ek /2)]
% [2a2 e [33 22 T Hexn(-12)-3] 2 F ot ™? [45(et)-35%(k /2)-cosek ]
L | 2exp(- t’z)— %‘-2 [1'-exp(-t2)] 2 0(-2 [0(28(0( )+cos -1]
- 2373 [ttt tienexn(-12)-1] 2 wol " [5(e)+5(et/2) cos(at/2) -5 (ek/2) ~cose ]
-8 |2a72T74 [3-(4 843 T23)exmn(-TD)] 2w’ o2 [ (o 2-6)s(ek )+35% (et /2)+3cosck ]
(=
O |[1,(t2/2)-1,(v%/2)] exn(-T?/2) = 2% e, _‘1'/8 8, 1=, (143/2) /4(n+1) (n425)
© | a M [(1-2t®)1,(¢?/2)+(1428) 1, (T2 /2)] exp(~¥?/2) w & (2n+1)a,
-0 | 1P (1)1 (/2202 )T, (P /2) | exp( - /2) | —2w? = n(2n+1)a, K20
Re®
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Tabelle 12. Grenzwerte 1 —» O entfernungsabhidngiger Kompogitionsfunktionen der
AKF und KKF der 1., und 2. Ableitungen des Schwerepotentials

2(r) ORITZ | HIRVONEN | POISSON | GAUSS | £(r) Spalt-F.
o) 1 1 1 1 d 1
-Ha 0 0 0 0 B/ 0
-$a?/r 1 2 3 2 ~§rwr 1/3
-$a® 1 2 3 2 -B/w? 1/3
Y ; 1 1 1 v 1
-VYa 0 0 0 0 ~V/w 0
-Ya?/r 1/2 1 3/2 1 -V w2 1/6
-2 a2 |1 3/2 1 -V/w? 1/6
(®) 1 1 1 1 Q 1
-Qad 0 0 0 0 -Q/w 0
~Qa?/r 372 3 9/2 3 -Q/w?r 1/2
-83a° 3/2 3 9/2 3 L = 1/2
e 0 0 0 0 e 0
Od/r 12 | G 1 T/0"Y e/pr /8
&d /2 | /s 1 T/ dre /8
(& /r-0/%)a] o 0 0 0 G/r-e/r") 7| O
&a® 0 0 0 0 B/w? 0

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



a4

Tabelle 13. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der
Ebene in BEinheiten von GZgz (NORITZ-Nodell)

b y z Xz yz ZZ XX Xy yy
x|1/2 o o 1/2d 0 0 0 0 0
¥ 1/2 0o 0 1/24 0 0 0 0
z 1 0 0 1/a -1/2d 0o -1/2d

xz 1/d° 0 0 0 0 0

yz 1/d2 0 0 0 0

22 2/4% -1/d% o 21/4%

xx 3/4a° 0 1/4a°

xy 1/4¢>  ©

¥y 3/84°

Tabelle 14, Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der
Tbene in Einheiten von G6ag® (HIRVONEN-Modell)

X y z Xz vz 22 XX Xy vy
x| 1/2 o0 0o /a4 o 0 0 0 0
¥ 1/2 0 o T/4d o o0 0 0
z 1 0 o T/ea -T/4a o W4
xz 2/4° 0 0 0 0 °
¥z 2/d° 0 0 0 0
2z _ 4/a° —2/d_2 0 -2/d°
xx 3/2a° o 1/2d°
xy 1/2a°> o
vy | 3/24°
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Tabelle 15. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der

Ebene in Einheiten von GZgZ (POISSON-Modell)

% y Xz vz Z2 XX Xy vy

xf1/2 0 1/4 0 0 0 0 0

y 1/2 0 1/4 0 0 0 0

z 0 0 2/a  -1/d o -1/4
%z 3/a% 0 0 0 0 0
yz 3/ o 0 0 0
2z 6/a> -3/a> o -3/4°
o 9/4d° 0 3/4a%
xy 3/44% 0
¥ 9/4a%

Tabelle 16. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der
Ebene in Einheiten von Oag® (GAUSS-Modell)

o y Xz yz 22 XX Xy vy
x[1/2 0 T%2a o 0 0 0 0
¥ 1/2 0  T%24 o0 0 0 0
z 0 o T%a d%ea o  T%ea
Xz 2/4° 0 0 0 0 0
¥z 2/a® o 0 0 0
2% a/a®  -2/a®> o  -2/d®
xx 3/2d%> 0 17242
xy | 1/2a> o
- 3/24°
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Tabelle 17. Varianzen und Kovariaﬁzen der 1 .u.nd 2+ Ableitungen
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt dex
Ebene in Einheiten von Oag® (Spalt-Modell)

yz

X y Z XZ z2% XX Xy Yy

x| 12 o o: wl/8 0 0 0 0 0

y 1/2 0 0 - wh/8 0 0 0 0
z 1 0 0 Wli/4 -wi/8 0 -wi/s

o ©2/3 0 0 0 0 0

yz w2/3 0 0 0 0
. 23 -3 0 -w?/3
xx| . m2/4 0 w?/12

xy w2/12 0
vy w2/4

Tabelle 18, Varianzen der ersten drei Ableitungen des Schwere-
potentials nach der Hohe (in Einheiten von 5Ag2)

Nodell T, T

NORITZ 2/a° 24/a*
HIRVONEN 4/d% a7at
POISSON 6/d2 1z0/a*
GAUSS 47d% 32/a4
Spalt-Fkt. 2 w 2/3 swt/15
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Anhang I. Kovarianzfortpflanzung bei Faltungsoperationen

1. Bezeichnung und Definitionen

Es sei f eine auf R2 LEBESGUE-integrierbare Funktion. Das LEBESGUE-Integral der

Funktion £ iber R° werde mit
(75) Sf(x)dx

bezeichnet., Als Symbol fir die Menge der in R2 beliebig oft differenzierbaren, fini-
ten Punktionen sei .'D gewdghlt. Unter ,’D' geil die Menge der auf f) linearen, stetigen
Funktionele zu verstehen. Die Anwendung eines fef' auf ein e werde (£,¥) ge~
gchrisben. NMit E' gei die Menge der Distributionen mit kompaktem Triger bezeichnet
und unter Y¥' verstehe man die Menge der Distributionen schwachen Wachstums.

Man sagt, eine Folge {qh}cd) konvergiere gegen‘ 1 auf R2, wenn fiir ein belie=
biges Kompaktum KcC R2 eine Zahl N derart existiert, daB qk(x) = 1 fiir alle
xeK und k =N gilt und die K, nebst allen Ableitungen in R2 gleichmEBig be=
gchréankt sind.

Es sei (&2, 0, P) ein vollstdndiger, 6 -endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Mit
iz(Q) sei der Hilbertraum der bezliglich P auf §2 gquadretisch integrierbaren
Funktionen bezeichnet. Eine Abbildung aq:&—>O0' = werde schwach meBbar genannt,
wenn fiir jedes Y und fiir jede BOREL-Menge B reeller Zahlen die Menge { wel:
(ag(w), Y) e B} bezliglich P mefilbar ist. Eine schwach mefBbare Abbildung Ag:
Q—9"' heiBe verallgemeinerter stochastigcher ProzeB (VSP).

Die Distribution med' werde Mittelwert des VSP Ag genannt, wenn fiir alle Yed

(76) (m,¥) = E (ag, ¥)
gilt und ferner heiBe der VSP homogen, wenn dieser Mittelwert gleich der Nulldistri-

bution ist. Ein auf H x 0 bilineares, stetiges, positiv semidefinites Funktional C,
fiir das

(77 C(LP,\V)=E{(Ag,‘9)(Ags\V)} s Y, V¥,ed

gilt, werde als Kovarianzfunktional des homogenen VSP Ag bezeichnet. Der VSP heiBe
gtationdr, wenn ein positiv gemidefinites Ceﬁ' exigtiert, so daB

(18)  (C,9%V¥") = E {ug,\mug,\y)} ; P, Ve d
gilt. Unter ¥ % Y* werde dabei die PFunktion
(79) A R jq»(t-x)\y(t)dt

vergtanden.
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2. Aufgabenstellungen

Es sei Ag:(x R2-> R1 ein homogener, stationdrer, GAUSSscher ProzeB (im klasgsi-

gchen Sinne) mit der stetigen, integrierbaren Kovarianzfunktion C, gog® (Der Index
agag s0ll, da dadurch keine Verwechslungen entstehen kOnnen, im Folgenden der Be-
quemlichkeit halber weggelassen werden). Die Prozesse der Lotabweichungskomponenten
84 (S.‘ = % in ndrdlicher, 82 =h in Ostlicher Richtung orientiert) sind als Faltung
mit der Funktion f£;(x) = =x; |x] -3(2’17'&‘)—1 definiert.

(80) By t = £, % 0g

(f1 entspricht f§ und £, entspricht f’l o VELs 2iNe)e

2
Es sei folgende Aufgabe vorgelegh:

(A) Untersuche die Existenz der Faltung (80) im klassischen Sinne und bestimme ge=

gebensnfalls den Tensor Ci j der Auto= und Kreuzkovarianzfunktionen.

Vermdge der Bezishungen -

(ag,¥) :

Sag( w,x) Y (x)ax

(c,¥) i= f c(x) ¥ (x)dx
(81) i cO8 &
1 -1
(fi, ¥) = e g r S [ ] (r cosecy, r sine)decdr

[} sine
Y (x)

o 0
i \‘P (X.l'xz) ed

(dabei ist im letzten Integral cose fiir i = 1 und sine fir 1 = 2 2zu lesen)
kann Ag als VSP und kdonnen C, 1’1 als Elemente von &' angesprochen werden.

Wenn fiir jede auf R4 gegen 1 konvergierende Folge {qk] und fiir jedes Y&
der Grenzwert '

(82) klinjo(fi(x), (aglw,y)s Nylxsy) lP‘(Jtﬂr))) =: (07 %)

im Sinne der 862 Norm existiert und unabhiingig von der speziellen Wahl der Folge
{qk} ist, nennt man den durch diesen CGrenzwert definierten VSP O"i distributionelle
Faltung von fi mit Ag.

Da es schwierig ist, Auésagen iiber die Existenz der Faltung (80) im klassischen
Sinne zu machen, 1ldst man zunéchst die Ersatzaufgabe:
(E) Untersuche die Existenz der distributionellen Faltung (82) und bestimme gegebe=
nenfalls den Tensor Ci;] der Auto- und Kreuzkovarianzfunktionale.
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3. Vorbereitende Hilfssitze

Es erscheint zweckmiBig, dem Bewels einer Existenzaussage fiir die verallgemeinerten
Prozesse der Lotabweichungskomponenten O"i drei Lemmata voranzustellen.
o E‘ 2
Lemma 1: Es existieren ein ;"€ und eine auf R
grierbare Funktion fi+' go daB

gtetige, quadratisch inte-

(£,9) = (£,%%) + N 3 P, Ye D .

Bewels: Offenbar ist die PFunktion
£,(x) fur x| > R
2. M (x) 1= ' _ ;. R>0
0o éonst

auf R2 stetig und quadratisch integrierbar. Da die Abbildung

~

w O
1 -1 cos «
£, 19— T s r S [sinec ]‘P(r cosec, r sind )du dr. 3 Yed

aus &' ist, gehdrt die Abbildung

R _12? cos« :
fi° ;‘P—,T}?S r 5 [sinoc ]“P(r cos, r sin« )ducdr ; Ye D
o 0

"
zZu E « Offenbar gilt aber
L)

, y cos o
(£,%,9) + (£,5,9) = 5’1F'F I r,“f [si:ec ]‘P(r cosx, r sinx)d dr
/] (2]
= (fi’q)) e

Lemma 2: Die Folge {‘Pk.ic: b (R6) habe folgende Eigenschaften:

(i) Es gibt ein Yed , so da8 fir jedes Kompakium K< R6 ein Index kg derart

existiert, daB ‘
\?k(x,y;z) - @ (x+y+z)

fiir (x,y,2)6 K und k > k, gilt,

(1i) {‘Pk} ist gleichmiBig beschréinkt auf R°

und es gilt
supp ‘Pk(x,y,z) c supp Y (x+y+z) .
Dann existiert die Faltung ri*fd-x-c und es gilt fiir k-—o

(83)  (6(2), (24(x)y (£5(3)s ¥ i(x,3,2)))) —> (22 2,%C, P) .
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Beweis: Esg sei I’LG«'D mit n (x) = 1 fir x eus einer Umgebung von supp fjo.
Aufgrund von Lemma 91 gilt danns

(C(2),(£4(x), (£5(3) ¥ (x3,2)))) = (€(2)(£;°(x),(£5°(3), ¥ (2,752))))
+(0(2), (257 (2), (257(3) 0 Pp(x,3,20))) + (0(2),(£;°(x),(2£57(3) s Pi(x352))))
+(002), (247 (%), (£,°(3), Pi(xi3,2))0)) &

Die einzelnen Summanden sollen jetzt der Reihe nach betrachtet werden.
(o) (002, (£;°(x),(2,°(3)s Pp(x0552))))
Die Eigenschaft (i) bewirkt die punkitweise Konvergenz von
0(2)(£;°(x),(£,°(3), Py (x3,2)))
gegen
0(2)(£;%(x),(£,°(3), q(x) M) ¥ (x43+2)))

-
auf R o Wegen der Stetigkeit wvon fio auf O und wegen der gleichméBigen Beschrinkt-

heit von {th} auf R° existiert ein M> O  mit:
o o
letz)(2;°(x), (25030 Vilzys )| € W fota) |
Der Satz von LEBESGUE liefert dann fiir k —e die Limesbeziehung

(602), (25 °(x)5(£5°(3) Pie(:752)))) > (02D, (£;°(2),4 (25°(3) 5 R() R (3) ¥ (xty+2))))0

(f)  (0(2), (257 (), (£57(3)s Pi(Z302))))
Da C integrierbar und fi+ quadratisch integrierbar ist, kenn man unter Zuhilfensh-

me der HOLDERschen Ungleichung nachweisen, daB das Faltungsprodukt |f1+| kv Ifj+[ % C
exigtiert und lokal integrierbar ist. Fiir ein beliebiges "{/e.ﬁ existiert daher

S(Iffl* 2,71 % o) | ¥ ()] ax = fjflfi‘“(x-y)rj‘”(y-z)c(z)W(x)]dzdydx .

Dis Funktion Ii+(x-y)fj+(y-z)c(z)\|'(x) ist daher auf R6 integrierbar ﬁnd der
Satz von FUBINI 1l&d8% die Vertauschung der Integrationsreihenfolge zu.

S(Ifi+|-)(-lfj+lx e)x)| ¥ (x)|ax = SSS|fi+(x)fi+(y)--3(z)\{/_(x+y+z)]dxdydz ;

Die ist gleichbedeutend mit der Integrierbarkeit wvon lri+(.x)fj+(y)0(z)V(x+y+z)|
auf R,
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Es ist ferner

(88)  (0(=2),(2, (x),(£57(5), P i(my22)))) = Ssgc(z)fi“(x)fj*(y)LP(x,y,z)dxaydz :
Wegen (ii) existiert ein WGIJ mite
letz)es (2T () P (v o) € lc(z>fi*<x)fj"<y>7<x+y+z>| .

Die rechte Seite der Ungleichung ist nach oben Gesagtem integrierbar. Der Integrand
auf der rechten Seite von (84) konvergiert wegen (i) punkiweise gegen

C(z)fi+(x)fj+(y) Y (x+y+2z)
auf R6. Mit Hilfe der Sdtze von FUBINI und LEBESGUE folgt:

(C(Z),(f;'(x),(fj+(y), ‘Pk(x.y.z))))—>(C(Z),(fi+(X),(fj+(y), P (x+y+2))))

() (e(2), (257(x),(2;°(3)5 P (27,2))))

Da C integrierbar und fi+ quadratisch integrierbar ist, existiert das Faltungs-
produkt ]fi+|-)é C und ist quadratisch integrierbar. Deshalb existiert fiir belie-

biges \Vef)
+ +
[tz 1% @Y (0] ax = SSlfi (x-3)0(y) ¥ (x)dyax .

Die Funktion lfi+(x-y)c(y)‘{-‘(x)| igt daher auf RY integrierbar und die Vertau-

schung der Integrationsreihenfolge ist erlaubt.

S((f; [%0)(x)| Y (x)]ax = gs lfi+(x)c(y)\y(x+y)[dxdy .

Dies ist gleichbedeutend mit der Integrierbarkeit der Funktion |fi+(x)c(y)‘f’(x+y)l
s 4
iber R'.

Bs ist ferner
(85) (C(2), (£57(x), (£5°(3), Yi(x3,2)))) = Sj 2, (2)0(2)(2,°(3), Py (x,7,2))dxds
ofgenbar ist (£,°(y), P (x¥,2))€Y (RY) und wegen (ii) gilt

supp (£5°(y), Py (x,7,2)) © supp (£,°(3), P (x3,2)) &

Da Hkl gleichmdBig beschrinkt und rj'° stetig auf § ist, ist auch {(fjo(y),
‘Pk(x,y,z))} gleichm#Big beschrénkt. Aus diesen Griinden gibt es ein \Veb 9

so daB
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lo(2)2; " (x)(2,°(9), Pilmysz))| < le(2)2;¥(0) Yizen)|

gilt. Die rechte Seite dieser Ungleichung ist integrierbar. Mit Hilfe der Voraus-
setzung (1) 188t sich die punktweise Konvergenz von

0(2)2; " (x)(2,°(3), P (%,3,2))) gegen C(Z)fi+(x)(f3°(y), n(y) P(x+y+2))
auf RY zeigen. Die Sitze von FUBINT und LEBESGUE liefern

(0(2), (2,7 (x),(2,°(5)4 P (x,752)2)) == (0(2), (£, (x), (£,°(3), 1 () Plxby+2))))s

(3)  (0(=),(£;%x), (2,7 (3)y Pilxya))))
Wegen der Kommutativitét des direkten Produkts folgt aus (V)
(CC2), (£,°(x),(257(3), P (2,3,2)))) = (C(2),(£;°(x), N () (257 (3), P (xty+2))))e
flir k —» oo,
Aus (oc)=(& ) und aus Lemma 1 folgt:

Lim (C(2),(£3(x),(£5(y)s Py (x,5,2)))) = (C(2),(£4(x),(£5(5), P(xty+2))))e

k—» 00
Es sei {'11: ECQ(RG) eine auf RG gegen 1 konvergierende Folge. Dann erfiillt
LPl;(x,y,z) i= qk(x,y,z)‘P(X+y +2) die Voraussetzungen von Lemma 2., Es existiert

damit das dreifache Faltungsprodukt fi 3¢ fj ¥ C .
Ferner gilt:

(fi*f #C, ?) lim (C(z)s(fi(x).(fj(y)‘. ﬂk(xiy')z) P (x+y+2))))

J k—> :

(c(2),(£5(x), (£5(3), ¥ (x+y+2))))

i

lim (C(Z),(fi(x),(fj(y). "Pk(x’y,z))))o

K—>e0
Lemma 3: Die Distributionen fi’ CeD' seien dieselben wie in Lemma 2, Dann gilt:
£%E%C e ¥,
Beweis: (o) fi°*fJ°*C e¥f'

Da die Faltungen fiox c, fio* f:jo gowie fio* fj°-xc existieren, gilt das

Asgsoziationsgesetz

(o] (o] 0 (o]
fi *fj %C = f, ae(f;j #C)e
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1 [
rir £,%EgeY’ ist die Operation g—»f,°%g stetig aus ¥ in ¥,
Auf Grund der Integrierbarkeit von Ce ' folgt die Behauptung fio* fjo* ce¥'.
Die Anwendung von fiox fj°aec auf ein 963’ 188t sich darstellen als:

(£5°% £5°% 0, P) = (C(2),(2;°(x),(£;°(3), () H(3) P(xty+2)))) .
+ [
(M £7% 2 %cef
Man betrachte flir m 23 die Punktion
|25 (x=3) 25 (y-2)0(2) (14N |

Da (1+|x])™ integrierbar und |fi+(x—y)l beziiglich x quadratisch integrierbar

ist, folgt aus der HOLDERschen Ungleichung die Existenz von
Slfi+(x-y)fj+(y-z)0(z)(1+|x|)-m]dx = |£5"(z-2r0(2) | (|25 %1+ 2D T (),

und weiterhin folgt daraus die quadratische Integrierbarkeit von (]fi+]*(1+fx|)-m).

it Hilfe der gleichen Argumentation zeigt man die Existenz von
(12, e mareta) (=) | axdz = (257 o) (I [2y " e 121 ™ ()

und die quadratische Integrierbarkeit von ([fj"'l*c) .
Aus der Ungleichung von CAUCHY-SCHWAR” folgt die Existenz von

+ -)

g(]fj+|*0)(y)(|fi 1% (1+]1x1) ™) (y)dy

- ({12 e ameta (el ™ axtaay
Der Integrand auf der rechten Seite dieser Gleichung ist daher auf R6 integrier-
bar und der Satz von FUBINI ermbglicht die Vertauschung der Integrationsreihenfolge.
Es existiert somit:

+ + ~m + + -m

SW £ et (y-m)0(a) dzay | (14 x]) Pax = S|fi % £5%% o[ (0 (14 ]x]) Tax

Dies bedeutet: £, %y %cef .
+ 0 !

) £, %8 °%ce Y
- S . + o) . o sf‘
Es existiert die Faltung fi % fj ¥C und es bestehen die Beziehungen fj ¥Cel ,

|
fj°* fi+e)° . Da fiir m >3 die Funktion (1+Ix|)™ integrierbar und fi+ quadra-

tisch integrierbar ist, zeigt man mit Hilfe der HOLDERschen Ungleichung die Existenz
von ‘

12, earota) (1 1z ™lax = Je()|Cley 1% (1x) ™)
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und die quadratische Integrierbarkeit wvon (lf;[ *(1+|xl)-m). Ebenfalls iiber die
HOLDERsche Ungleichung folgt hieraus die Existenz von

Sglf;(x-z)c(z)(ﬂlxl)-mldxdz ‘
Der Integrand ist deshalb integrierbar auf R4 und def Satz von FUBINI erm®glicht
die Vertauschung der Integrationsreihenfolge. Es existiert somit:

S‘Sf;(x-z)c(z)dz\(1+lxl)-mdx - S(fi"'* e)(x)(1+]x]) Max .

Dies bedeutet: fi+9(-C € ‘f'.
Damit 148t sich die Assoziativitdt des Faltungsproduktes ausnutzen:
& 0

£, %2 %% 0 = £, % (2.%%0) = (£;T% 0 %t

(o]
J i J j

J

[}
Das letzte Glied dieser Gleichungskette ist (vgl.o< ) aus ¥ o Ferner gilt die Dar-
stellung:

(25 %£,%% ¢, ) =(fj°,q<y)§<fi+*c)<§ yP(y+Erat) .

o] + ]
(&) fi*fj*Ce?

Diese Behauptung folgt aus (¥ ) wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt des
Faltungsproduktes,
Aus (o€ ) - (&) folgt die Behauptung des Lemmas.

4., Exigtenzaussage

Satz 1: Es sei Ag der in (83) definierte VSP und ferner seien die fi’ ced'
ebenfalls durch (83) festgslegt.,

Dann existieren die durch distributionelle Faltungen definierten VSP-der Lotab-
weichungskomponenten S'i = fi* Ag .

Beweis: Es ist fur P& und {*ln}—” aur § (rh
B[(£,(x), (88(0,2) 0, (x,209(x+2))) = (£,(3),(88(0,2),1,(7,2)0(5+2)))]°
= B2, (2),(a8(0,2) 0 (%, 2)%x+2) )2 + B(2,(3),(a8(0,2) 0, (3, 2)P(3+2)))°
= 2E[(fi(x),(Ag(w,Z),qn(x,z)?(x+z)))(fi(y).(Ag(w.Z),qm(y.Z)W(y+Z)))} .
Alle drei Summanden auf der rechten Seite sind " vom Typ "

B[(2,(0), (ag(@,2), 1, (x, 2)P(x42)) ) (£ (3) s (88(@32) 1 (7, 2)P(342) )]
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Es genligt daher, diesen Ausdruck zu diskutieren. Wegen der Kommutativitdt des direkten
Produktes gilt:

E[_(fi(x) » (88(0y2) 5 1, (X, z)P(x+2)) )(£,(y),(ag(®,2) ,qm(w,z)‘l’(wz) ) )]

]

(6(2) (24 (x) 0, (xy %) (x+2)) % (£4(3) M (70 2)P(3+2)) )

(c(z).j(fi(x).wi(y).qn(x.t ~2), (¥ § W=+ -2)P(y+§)))a )

(86) - (0(=), {(£5(2) (23 (5 (=2 § =y-2), (3, § =)L ~(mey+2))PE )N)aE) &
‘Bei (86) wurde die Eigsnschaft

(2501, ¥ (x)) 1= (£,(x), ¥ (-x)) = = (£5(x), P(x))
ausgenutzt. Die Funktioh

Ho(=%s & =y=2) h (3, § =) P (§ ~(z+y+2)) ¥ (§)

ist aus 0 (RB) . Man kann desghalb (86) als direktes Produkt ansprechen und dessen
Kommutativitdt ausnutzen. 5

(C(Z).S(fi(x),(fi(y),rzn(-& £ =y=2)f, (3, & 3)P(E ~(x+3+2))0(§)a §)

= (C(2),(£4(x),(£,(),s S (=% § =y=2) (30 § =9)P(E ~(xty+2))P(E )a O

Un Lemma 2 anwenden zu kOnnen, miissen die Eigenschaften der Folge
(87) {gnn(—x.t 5-2) (3 § 3) P (§ ~(ary+a)) ¥ (§ )at]

bestimmt werden. Da wegen der Finitheit von Y das Integral (87) nur {iber einen
beschrdnkten t -Bereich erstreckt zu werdenm braucht, sind fiir alle (x,y,z) aus
einem Kompaktum K& R6 die GroBen =-x,{ ~Z=Y,Fs § -y beschrénkt. Es existieren
daher Indicies myy D,y 8O daB

Snn( =%y § 3=z (s § -y)(E ~(xey+2))P(E)aT = P P* (zay+2)

fir (x,¥y,2)E K und m, B > By By o

Alle Glieder der Folge (87) liegen offenbar in ) (R6). Da das Integral nur {ibsr
eimen beschridnktien "(-Beraich erastreckt zu werden braucht, ist die FPoslge (87)
gleichm&Big auf R6 beschrinkt. “

Aus Lemma 2 folgt dann fiir m, N3
B[(£,(2), (a8(0,2), 1 (2,2)(2+2)))(2, (7)1 (88(0,2),7(7,2) P (3+2)))]

— (£, % £, %C, Px Y™y

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



56

Durch Anwendung der Dreiecksungleichung erhiélt man

E[(fi(X),(As(w,z), nn(x,z)¢(x+z))) - (£5(y),(sg(w,2), qm(y,z)\P(y+z)il2

¢ | B(2;(0), (a8(0,2), q (x, 2 (xa))) - (232 2,%C, P2 97
+ 1E(2,(3),(88(0,2), (7,200 (y+2)) ) = (2% 2, %, P P )|
+ 2|E (£,(x),(a8(w,2), N, (x,2)P(x+2)))(2;(3),(88(®,2), N (y,2)f(3+2)))

? ¥*
(g% %c, P 9% 1.

Daraus folgert man, daB die Folge

{(fi(x).(Ag(m.Z). nn(x.Z)‘P(xﬂ)))]

im Sinne der 82-Norm eine CAUCHY-Folge ist. Die Behauptung des Satzes folgt
somit aus der Vollsténdigkeit des £,

5. Kovarianzfortpflanzung bei Faltungsoperationen

Es kommt nunmehr darauf an, die Auto- und Kreuzkovarianzfunktionale Cij der

als existent nachgewiesenen VSP der Lotabweichungskomponenten G; zu berechnen.

Satz 2: Pir die in (82) definierten VSP der Lotabweichungskomponenten 61 gilt:

@) 5{6y, P 63.%} (-2 %2,%C, P2 V) =1 (Cyy0 YY)

(8) Bl Ve Y) | = (ryxo, P W) (og, PR Y

Beweig: Der Beweis von (88) erfolgt wiederum mit Lemma 2 und kann fast wdrtlich
aug dem Beweis von Satz 1 libernommen werden.

Es ist fiir R, —»1 auf R’

5{(03 N ag, V)] = & { 1amce, (20, a0y 2), (52 P(x+2))) (a8(0,2), V()]
= Lin (0(2),(2,(x), q,(x,2) P (x+2))% ¥ (2)™))
= lim = (C(2),(£,(x), Xr[k(-x. E-2)P(E-(x2n)¥(§al))

K—> o0

Analog zum Vorgehen in Lemma 2 beweist man die Richtigkeit des Grenziiberganges

lin - (0(2),(2;(x), (n(=x,§ -2 @ (§ «x+2))W(Eal )

k—> 00

= (-;%C, Px Y*y
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6. Zusammenhang der Aufgaben (A) und (E)

Die Aufgabe (E) wurde in den Abschnitten 4. und 5., geldst. Jetzt soll gezeigt
werden, daB die Losung der Aufgabe (E) in einem allgemeineren Sinn auch die Aufgabe
(o) 16st. Dazu sollen die Kovarianzfunktionale Cij und  Cy einer FOURIER-Transfor-
mation unterworfen werden.

Die Existenz der FOURIER-Transformation E&j folgt aus Lemma 3 und der Faltungssatz
liefert:

(Cyq0'P) = = (£, %2, %, ¥)
a5 ;F\~<+
= = (£ *fj*c,q’) = {8y -x-fj %C, P)
¥ i g NN

(o] + + (o]
- (£ * £ *0,'P) - (24 * £ %c,¥)

= -Sfi°(k)fj°(k)'(\:'(k)‘f’(k)dk -Sfi+(k)f;'(k)’;(k)“P(k)dk
5 (k)f Yoot P () ak -Sfi+(k)fj°(k),g(k)‘9(k)dk

i
Sé:uc)f eye(e) P (x)dk .

Analog erhilt man
(C;p ¥) = - gfi(k)c(k)‘f’(k)dk .

~
Die FOURIER=-Transformierten fi gollen nun explizit angegeben werden.
' e

E;(k).= - 5 X; XD (i kixi) S]x] =3 exp (i k. xj)dxj x;

- 00 - o0
1 fiir 1= 2
wobel i = 1,2; J = o fiir i =1 ist. Man betrachte zunichst das Integral
o ]

glx|"3 exp(iijj)dx 2 S[xl—3 cos(ijj)dxj = =2 k‘K (x;k )x »
~® °

Hierbei bezeichne K1 die MACDONALDsche Funktion, Es folgt dann weiter

(90)  £i(k) =

[+ <]
k, S K, (x;k;)sinl;x, )ax, = ik
e

Tkl

Eg ist alsos

= _ 1 kikog
(91) Cij(k)——fg e C(k) «

Analog erhd&lt man wieder:
(92) O,k LKoo
) = "3 lkl C(k)

Aus (91) lassen sgich wesentliche SchluBfolgerungen ziehen. Zunichst ist einmal wegen
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et - ~
l£51= 7 1 die Punktion Cyiy integrierbar und daher wird Cjy von einer stetigen

beschrinkten Funktion erzeugt.

(93)  (Ogq0 Pre¥™) = ([ cygenrP (o) Vitrasas; ¥, Ved .

Da ferner C eine positiv semidefinite stetige Funktion ist, kann sie gemidB des
Satzes von BOCHNER als FOURIER-Transformierte }Z eines positiven endlichen MaBes dar-
gestellt werden.

(©,9) = (X 9) = (u,®) = [P0apo .
Da M pogitiv und endlich ist, existiert eine nichtnegative Funktion F mit:
(94) 5LP(k)d/u,(k) = SLP(k)F(k)dk = “e Y(x)F(k)axdk .
Andererseits ist aber

o gl ~ T
c,¥) = L, “C(k)e_ik T (x)axdk = -;-1,[7—2 n c(-k)e™™ P (x)axdk .

4\
~n ~
Vergleicht man dies mit (94), so folgt C 2 0 , Da damit auch ciii 0 , so folgt

wiederum aus dem Satz von BOCHNER die positive Semidefinitheit wvon ci. « Es gibt

dJ
dann einen eindeutig (bis auf Aquivalent) bestimmten, stetigen GAUSSschen ProzeB

G} mit der Kovarianzfunktion cij o Dieser ProzeB erzeugt vermdge

(64 Py = gg'i( w,x) Y (x)dx

den VSP der Lotabweichungskomponenten G& .
Falls nun die Faltung 8y = fi* Ag im klassischen Sinne existiert und einen ste-

tigen GAUSSschen ProzeB definiert, so gilt:
(O Yy = §si(m,x)LP(x)dx ‘

In diesem Fall folgt aus dem Lemma von DU'BOIS = REYMOND dic Beziehung
E(Cfi(ul.x) - Bi(GJ,X))2 = 0 fast iiberall. Deshalb igt 6& eine verallgemeinerte

Losung der Aufgabe (A).

7. Umkehrung der FOURIER-Transformation

Im Abschnitt 6 werden die FOURIER-Transformierten E;j’ Ci der Auto- und Kreuz-

kovarianzfunktionen Cij’ Ci der stetigen GAUSSschen Prozesse 6&, Ag angegeben.
Un die Berechnung der Cij’ Ci abschlieBen zu ktnnen, muf noch auf die Umkehrung

der FOURIER-Transformation eingegangen werden., Vorher sei bemerkt, daB auf Grund
der Isotropie der Funktion C die FOURIER-Transformation in die HANKEL-Transfor-
mation libergeht.,
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®

SClkl) = ZTSrC(r)'Jo(lklr)dr (J, BESSEL Funktion)
o
Zur Umkehrung der FOURIER-Transformation
‘ , )
. .y -ixk
(95)  0gy(x) = 4,,725013(1:)3 ak
filhrt man Polarkoordinaten ein. Bs sei r =[x[ »

x1=rcos'\}’; i2=rsin\}’;

wobei V¥ den Winkel zwischen =x und einer beliebigen, aber festen Polarachse dar-
stelle. Ferner sei ¥ ger Winkel zwischen x und k . Dann gilt:

k, =’§l [x1 cos ¥ - x, sin ‘P]
k, =l§| [x,] ain Y s X, cos "P]
=|k| rcos P,

Aus (95) wird dann

2
: i 5152
€10 ) sor sin 2 f + == cos 2 Y
£ mm 2 ¢
(96)  Cyq 7= WSE 4 cos?¥ - L2 gin2¥+ £ sin® P\ |k[C(ixl )oKl TCOS Tapgyy
. h o r b 23
% x A
1. ol 172 . 2
C22J L;E-sin ‘P+—r-2—31n2‘?+;§coszf

Man betrachte zundchst das innere Integral. Dies kann liberfilhrt werden in

rxx [cos \? - gin ‘P]

T o > ‘
%, x .
(97) ZS \ cos® ¥ 4 -+ sin’ o ilklr cos‘Pd\P .
r r
0 12 x2
1
gin® ¥ + =% cos®
E Z

Es sollen folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden:

CAr) = W

v
Scosz‘{)lklc(lkl)e-ilklr cosPapar
4

=)
[
P

»~
® g o

Vo) = ok
e,

wo

~ -
T sinz‘{’lklc(lkl)e ilklr cos"pd‘f’dr .
o

wobei 6’:'3 = C(0) iste
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Dann folgt aus (96), (97)

-635_- [Q(r) - ‘Y(r)] f-:"r;g

042 = Cpq =
5o x%
a9
Cqq = zr, {wcr) +[Q(x) - Y(=)] ?}
o - -2—;%- {\V(r) + Qo) - Y] ;2'}

oder in verkiirzter Schreibweise

x. X
- i
(98) Cyy = 2 2 {V(r)(sij [Q(r) V(r)] -;21] .
Der Wert der von C = Clj i@ j erzeugten Bilinearform, angewandt auf u = w8y

v = vd e;j 188t sich darstellen als

6
1}/ T1r+----‘5-3-,-_-»[Q \V] (xu)(xv) #
2% r*
: T n il s
Da sowohl 1}/ €2 als auch die Skalarprodukte u v, X u, Xxv gegeniilber der Gruppe der
orthogonalen Koordinatentransformationen invariant sind, stellt C = (Cij) ein zwei-
gtufiges stationdres isotropes Tensorfeld in der Ebene dar.

13 "7 " ZXJ

Nachdem der Tensor C = (C, 3) durch Anwendung der inversen FOURIER-Transformation

auf C = (Ci .) bestimmt worden ist, soll die gleiche Vorgehensweise auf "?1 ange=

wandt werden.

x
c, - -r—1 cos ¥ - _jig_ sin'f
- =1 e-ilklr cOB‘Plkld‘PdIkl
ATy
) x
02 r_ sin‘? + == cosLP
Die Betrachtung der inneren Integrale lisfert:
X X x|l &
27 Elcos‘{’ - ;zsin\l’ -r-ﬂ i
e-llklrcos‘fa.? . cos‘?e-llklrcosq)d‘?
x b.d
1 =2 s
° ;—sin‘?+rcos‘P = o
- b d
24 : 1
= = > j1 (lklr) °
%5
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Daraus folgt

PATR'Y
Mit der Bezeichnung

(-
Cy(x) = L &Ik! 31(lk|r)z(l.kl)dlk| .

o0
65 O () 1= g S 1l I, (el )CC Kl alk]
(]
gilt dann

- B x
0y (x) = __3_6;? Q) =+ .

Das einstufige Tensorfeld Ci(x)ei ist ebenfalls stationdr und isotrop.

Anhang IT: Ebenes STOKES-Problem

3 s x3 > O} bezeichnet. Der Rand

Die obere Halbebene des R3 gei mit G := {xeR
von G heiBe §S; := {xeR3 % 0]. Es sei TiR=x(Gu S)— B! ein stationdrer

Prozefl mit folgenden Eigsnschaften:

mit einem auf {Q x S definierten stationiren Proze8 4ag . Wenn G den AuBenraum
einer Kugel bildet, wird der Zusammenhang zwischen T und Ag durch die Formel von
STOKES vermittelt. Es ist naheliegend zu fragen, ob im ebenen Fall T aus Ag vVer=
mittels einer Verebnung der Formel von STOKES berechnet werden kann.

Gilt also

(99) | (w35 Xq9%y50) = 1’15" STxl_yT ag( w,y)ay ¢

S
Eg 801l zundchst die Gliltigkeit von (99) angenommen werden. Unter H(R) soll folgende

Halbkugel verstanden werden:
H(R) := {xeGuS: x|l £ R} o

Der Rand OH(R) von H(R) 18Bt sich als Vereinigung zweier lMengen A(R) und
B(R) darstellen:

9H(R) = A(R) v B(R) ,
wobeil

A(R) := {xeS: . R} $ B(R) := {xeG : |xl =R} .
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Aus dem GREENschen Darstellungssatz folght nun:

1 1. 8T, 2 (&)
T(w ,0) == SiT—‘- T (y) - ™(y) 'éln“‘-} do

dH(R
& it - 1T 1
=W S 5T A8(w,yldy WS {R an )+ -2 T(y)} do .
A(R) B(R)
Man betrachte die Beziehung flir R—>w , Es ist
1im 1 A Ag(W,y)dy = = | i Ag(w,y)dy = P(w ,0)
™ ) Ty TR | Tar AR Ry = Al
B A(R) 5

Daher muBl gelten:

n
o

(100)  lim -%K {%-a—T-(y)+ ] T(y)} do
Die Beziehung (2) ist sicher erfiillt, wenn T(y) 0(ly|-1) fiir |yl-»>w vorausge-
setzt wird. Diese Bedingung ist aber mit der vorausgesetzten Stationaritédt nicht
vertrdglich.

Den Verfassern ist es weder gelungen, die Gliltigkeit von (100) ohne Zuhilfenahme
der obigen asymtotischen Beziehung zu beweisen, noch konnten sie ein Gegenbeispiel
angeben,

Anhang IIT, Differentationsformeln

Es seien § (t) und (%) zwei homogene, stationtire Prozesse, deren Kovarianz-
funktion € hinreichend oft differenzierbar sei. Die Kreuzkovarianzfunktion C'

C'(s-t) := E{g(s)q(t)}

sei ebenfalls als hinreichend oft differenzierbar vorausgesetzt und hiEngt ebenfalls
nur von der Differenz der Parameter ab.
Ein Prozef aig (t) heiBe partielle Ableitung erster Ordnung des Prozessesg g $

gofern fiir alle
1 2
lin E {aii () = & (§ (treyn) - € (t))} = @
h—>o
gilt. Hierbei bezeichne e den i~ten Einheitsvektor e, = (045040350505 15050we90)

wobei die 1 in der i-ten Komponente auftritt.

Lemma 1: Es existieren die partiellen Ableitungen erster Ordnung ai§ ’ aiq
der Prozesse % s Moo

Beweis: (9 i% ) Es sei {hn} eine reelle Nullfolge und ey bezeichne den i-ten
Einheitsvektor. Es besteht die Beziehung
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E {hln (E (t+e;h ) - € (1)) - 31; (E (t+e h ) = E(t))] 2

]

+ = {Q(mihn) - € (t)}z + B [ by - Ew)?

=

- EEE_ E {[% (t+esh ) = E (t)][g (4)-e4h ) - £ (t)]}

nnm

Man betrachte zundchst:

i B {6 (reny) - § ][ § (eyny) - §<t>]}

B {% (t+esh ) - g (1:)}2 +1h-§-

E{[E (t+eyh ) —E(t)][g(ﬂeih)-g(t)]} :

Daraus folgt dann

u
P

B {§ (0)regmy) - € ('c)}2

!
”4”
=

E{-}; (f (tregn) =§(4)) - %; (§ (t)eyn) - € (t))}z

) 1 2 =1, 2~
= ¢(0) (;1-2'+"§-'h—r)+i:0(hﬁ hlnp)

n Bn et
£ c(0) 1; Zouﬁ”“ s I
n p=0

Aus der letzten Beziehung erkennt man, daB die Folge {%—- (g (t+eihn) - g (t))}
: n

eine CAUCHY-Folge ist. Aus diesem Grunde existiert der Grenzwert dieser Folge und
damit die behauptete partielle Ableitung. Ersetzt man in ( ajj ) das Symbol %
durch W, so erb#lt man den Beweis flir diese Tellbehauptung

Lemmg 2: Es gelten die Beziehungen

{aig(tm(s)}
B §§(t) 90 ()]

- ai C'(s-t)

ai C'(s=t)

Beweig:

B {aig(t)q(s)} Lin %n{(g (tre;m) = € (£))n(s)]

lim %{c'(s-ueih) = C'(s-t)} = - 9.0"(s-t)

h-=»0

B {§<t>ain<s>} -l LE IRICIEIRE n(s)}

lim -;-l{c'(s-neih) -C'(s-t)} = aiC'(s-t‘) °

h—=o0
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Eg sei o = ( ot1, voe ocn) der Vektor mit den nichtnegativen ganzzahligen Komponenten

®, » Mit D™ £(x) werde der Differentialquotient der Ordnung

J
| = oc1+ocz+...+acn
|
9“ Plx.y s0e 5 X.)
DX = - 1 n
1 %n
ax.l ec e axn
bezeichnet.

Satz: Es gilt

E{D“% (t)p” § (s)} = (-0 DR gty

Beweig: Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstédndige Induktion. Fiir
J{ =1f31= 0 dist die Behauptung %rivialerweise gilltig. Die Aussage gelite nun Piir
| = n=1 und Il = m . Vorgelegt sei ein «' mit I« n, das heiBt, es existiert

ein Index i , so daB ccj‘ =o(j fir j 4+ i und o:i' o<i+1 “

Mit Hilfe von Lemma 2 erhdlt man:

1]

“I
s {2 g 0" £ (] = 5[ 3,07 ¢ 0f ¢ (o]
« 1<l '
. (-1)81E{D g(t)n/’g(s)} = (=13 5% *P granty .

Die Behauptung gilt dann also sogar fiir |o«|= n . Analog verfdhrt man im zweiten
Fall., Es sei die Gliltigkeit der Behauptung fir l«i=n und [|Al= m=1 vorausge-
setzt und es sei ein A' mit l/5'l = m vorgelegt. Es existiert wiederum ein Index
i, so daB /aj'=/53 fir j 4 i und pi=/51+1.

Mit Hilfe von Lemma 2 erh#ilt man wiederum
s{p%g @ g ] =2 [d%¢ 3,00 ¢ (0]
- 3 5[ g 0Pt (@] - (=1 "D+ o(st) .

Aus dem Prinzip der vollgténdigen Induktion folgt die Behauptung.

Anhang IV, Fortgetzung ebener Prozesse in den Raum

Eg sei % : @ x Rz—» R1 ein stationdirer Prozef mit einer integrierbaren und

stetig differezizierbaren Kovarianzfunktion C . Die Funktion

1

x{zeR :z>O}—->R1
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heiBe POISSON=-Kern.
Da die Funktionen C und P f{iber R2 integrierbar sind, existiert das dreifache
Paltungsprodukt PxPx C und folglich der ProzeB

(101) lw;x,2) := (P(',Z)*E (*))(x)
1 Z
= (wsy)dy .
ol j ()2 §

Der Punkt steht hierbei fiir das Argument, liber das die Faltung vollzogen wird, wihrend
das andere Argument festgehalten wi.rd.

Aussage: Es gelten dle folgenden Beziehungen:

(1) C(x-y,24+7,) i= B {q(w;x,zp (W ;y.z2>]

(P(+y24+2,) % C())(x~y)

1 (z1+z2)c(u)du
= Tr‘j ? 21372 °
T [y ) B2y 42,) 7]
/
(ii) lim = n(w;ix,2) = £ (w,x)
(iii) 1lim C(x-y,z1+22) = C(x~y)
Z1+22—'O

Dem Beweis dieser drei Aussagen sollen zwei Lemmata vorausgehen.

Bei BELLAIRE (1977) findet sich die folgende Beziehung.
Lemmag 1:

(B(2y2,) % P(2,2,)% C())(x=y) = (B(*,2,+2,) % C(*))(x-y)

1 1

Lemmg 2: Es sei P : R'=— R stetig differenzierbar und erfiille die Forderung

P(x) >0 fiir x—> + o . Dann gilt:
; zZ R _
}_}_Xfo g W P(R)AR = ¥ (0)

Beweis: Es sei

(r®+z7)
]
Nun gilt
o0 0 o0
j .(?_232.).372 ? (R)AR = j(bz(R)‘P(R)dR . j ¢, mY¥(rar .
+2
(o] o
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Die Funktion Y¥' ist integrierbar und beschrénkt, widhrend die Funktionen (Dz

integrierbar und fiir alle z > 0 gleichnﬁﬁig beschrinkt sind. Damit ist der Satz von
LEBESGUE anwendbar und es gilt:

Z—»0

) o0
%1_50 - S CDZ(R) $'(R)4R = -j lim (Dz(R)‘?'(R)dR
o

]

=—SLP‘(R)dR = ‘?(O) ®

Also:

1lim zR R)AR = P (0) .
j—y—m(“z) P (R) (0)

2—»0
o]

Jetzt ist man in der Lage, obige Bshauptung zu verifizieren.

@ E{neime) R(wiye) | = B[ GGa% E (0,00 @ (R 2)% § (03]

(P(*y24)% B(*,2,) % C(*)) (x-y)

1 (24+25)C(n)du
(B(eyzq+25) % C(*))(xy) = 7 S [((x=y)-w)"4(z,+2,)°]77°

o v
(iii) 1lim C(x-y,z1+22) = lim -2-.'-1:,-] % z2 X 5377 K C('\ll x-yl2+r2~2rlx—ylcos%der
2, +2, —» O z,+z,—~0 " J (r°4(2,+2,)°)
1%22 170 & 17%2 4
Die Funktion
2T

2 2 A
c . (\|x=y| +r -2r|x-ylcosV¥) 4V
o
hat die Eigenschaften, die von der Funktion Y in Lemma 2 gefordert werden. Deshalb
gilts

A
lim C(x-y,z1+zz) = '2"1F [ Cllx=yl)d¥ = C(x=-y) .
Z,+2,—» 0
172 °
(ii) lim E{q(m;x,zﬂ-n(w;x,zz)} = lim [C(0,2z1)+C(O,222)-2c(0,z1+22)}
Z,+2,=>0 Z,+2,~> 0
172 12
=0
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Daher existiert:
) 27

lim Vl(h);x.z) = '2%"' S m K?( 2-2rx COBv')der

Z=»0
..,,T@ (03,@aY = ¢ (0,0 .

Die praktische Berechnung der in (i) gegebenen Kovarianzfunktion erfolgt ilber den
Umweg der FOURIER-Transformation. Da die Funktionen P und C integrierbar sind,
sind diese sowie deren dann existierende Faltung P % C FOURIER-transformierbar.
Die Anwendung des Faltungssatzes liefert

]

~ ~ ~
c(k,z1+22) = P(k,z1+zz)c(lkl) .

Die FOURIER-Transformierte des POISSON-Kerns 1ld8t sich angeben:
Bllkl,z,+2,) = o~(zptapdlkl |

Wegen der Integrierbarkeit von P und C 188t sich die Umkehrung der FOURIER-
~
Transformation auf C(lkl,z1+zg) anwenden und so ist

o(r,2,42,) = | 1 &I (1 kIm)C(1ED)e™(Z1%2)
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