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Zusammenfassung 

Ausgehend von der Kovarianzfunktion der Schwere (Schwereanomalie) und aufbauend auf 
den Arbeiten von GRAFAREND (1971, a-d, 1972, 1975), JORDAN (1972) und MORITZ (1974, 
1975, 1976 ) werden die Autokovarianzfunktionen (AKF) der 1. und 2. Ableitungen des 
Schwerepotentials ( Störpotentials ) sowie sämtliche Kreuzkovarianzfunktionen (KKF) zwi­
schen ihnen mit den Regeln der Kovarianzfortpflanzung in ebenen, homogenen, isotropen 
und differenzierbaren Zufallsfeldern abgeleitet. Das quadratische, bezüglich der 
Hauptdiagonale (AKF) symmetrische AKF-KKF-Schema umfaßt 9 x 9 = 81 Funktionen: 9 AKF 
der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials und 72 KKF zwischen ihnen. Davon sind 
44 Funktionen (B AKF, 36 KKF) durch Transformationen zu gewinnen. Als Ausgangsmodelle 
werden verallgemeinerte HIRVONEN-Modelle (MORITZ-, HIRVONEN- und POISSON-Modelle), 
das GAUSS-Modell sowie als Schwingungs~yp die Spaltfunktion benutzt. Die abgeleiteten 
Funkti9nen lassen sich, in Polarkoordinaten-Schreibweise, als Skalarprodukte von 
Vekt oren gewisser entfernungsabhängiger und wi nkelabhängiger Kompositionsfunktionen · 
darstellen. Sie sind, anwendungsorientiert, in Tabellen zusammengefaßt. Die entfer­
nungsabhängigen Kompositionsfunktionen sind für alle Modelle graphisch dargestellt. 
Im Grenzfall verschwindender Entfernungsdifferenz ergeben sich vollständige Varianz­
Kovarianz-Schemata für einunddemselben Punkt der Ebene. Die benutzten mathematischen 
Grundlagen der Kovarianzfortpflanzung im ( ebenen) Schwerefeld .sind im Anhang behandelt . 

Summary 

Deriving from the covariance function of gravity (gravity anomaly) and based on 
the .works by GRAFAREND (1971, 1972, 1975 ) , JORDAN (1972) , and MORITZ (1974, 1975 , 
1976) the autocovariance functions (AKF) of 1st and 2nd derivations of the gravity 
potential (disturbing potential) as well as all cross covariance functions (KKF) 
between them are derived by means of rules of the covariance propagation .in plane, 
homogeneous, isotropic, and differentiable random arrays. The square AKF-KKF scheme, 
which is symmetrically ·concerning the principal diagonal (AKF) , includes 9 x 9 = 81 
functions: 9 AKF of 1st and 2nd derivations of . the gravity potential and 72 KKF 
between them. 44 functions ·of them (B AKF , 36 KKF) are tobe obtained by transforma­
tion. As initial modele generalized HIRVONEN modele (MORITZ , HIRVONEN, and POISSON 
modele) , the GAUSSIAN modal, and as a mode of osc~llation the split function 
are used. The derived functions may be presented in polar coordinate writing, as 
skalar products of vectors of certain distance - and angle-dependent composition 
functions. They are compiled in tables concerning· applications. The distance-depen­
dent compositions functions ar e represented for all models graphically. In border­
line case of disappearing distance difference it results comple~e variance-covarince 
schemes for one and the same point of the plane. The used mathematical foundations 
of covariance propagations in (plane) gr avity field are described in the annex. 

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



4 

Resume 

Partant de la fonction de covariance de la pesanteur (anomalie de pesanteur) et 
sur la base ' des travaux de GRAFAREND (1971, 1972, 1975), de JORDAN (1972) et de 
MORITZ (1974, 1975, 1976), on deduit les fonctions d'autocovariance (AKF) des 1ere 
et 2e derivees du potential gravitationnel (potential anormal) et l'ensemble des 
fonctions de coYariance mutuelle (KKF) entre alles suivant las :regles de la propa­
gation de covariances dans dea champs alaatoires plane, homogenes, isotropes et 
diffarenciables. Le schema des AKF-KKF est quadratique, et symatriqne par rapport a 
la diagonale principale (AKF); il contient 9 x 9 = 81 fonctions: 9 AKF des 1ere et 
26 derivees du potential gravitationnel et 72 KKF entre alles. Parmi las fonctions 
(8 AKF, 36 KKF), 44 sont obtenues par voie de transformation. Lee modales de depart 
utilises sont des modales generalises de HIRVONEN (modales de MORITZ, de HIRVONEN 
et de POIS~ON), le modele de GAUSS et, comme mode d' oscillation, la fonction de. 
fente. Las fonctions deduites peuvent etre representees en symbolisme des coordonnaes 
polaires comme produits scalaires des veteurs de certaines fonctions de composition 
dependant de distances et d'angles. Elles sont reunies dans des tables en vue de leur 
application. Lee fonctions de composition dependant des distances sont representees 
graphiquement pour tous les mode.les. Dans le cas limite d 'une difference de distance 
disparaissante, on obtient des schemas variance-covariance complets pour un et le 
meme point dans le plan. Lee concepts mathematiquea utilises pour la propagation de 
covariances dans le champ gravitationnel (plan) sont traites en annexe. 

PesroMe 

Mcxo;w1 H3 KOBapHaHTH01'i (f}ymm;:rm ClrlJIH THJteCTH (aHOMaJIHH CHJIH TSDieCTH) H OCHOBHB<..i.liCh 
Ha pa6oTax GRAFAREND (I97I, I972, I975 rr.), JORDAN (I972) H MORITZ (!974, I9?5, 
!976 rr.), BHBO;w!TCll 8.BTOKOBapHaHTHYe (f}YJiRIU!ll![ (AKF) I-ro B 2-ro BHJ30.ll0B noTeHilHSJia 
CHJIH T.ID!t8CTH (nOT8HnHaJia llOMeX)' a Taroite BCe nepexpecTBHe KOBapBaHTHYe if>y~HH (KKF) ~ 
Mellt,ey HHMH c llp8.BWiaMH pacnpocTpaHeHHII KOBapHaHTHOCTH B DJIOCKHI, O.ItHOPOltHHX, :e:so­
Tpomrax H onpe,n;eJieHHYX c.nyq:aäHYX llOJiliX. KBEl,Iij>aTH11eCK8Jl, CHMMeTpßHSJl DO OTHomeHHil K 
OCHOBHOä ,n;HarOHaJIH (AKF) cxeMa AKF-KKF o6~eltBHlleT 9 X 9 = BI if>Y"HK!Vm: 9 AKF I-ro H 2-l'Q 
2-ro Bl:lBO,D;OB IlOTeHnKaJia llOMex H 72 KKF MeJl.lC' HHMlll. 44 (f}yHKitJ!B HS HBX (8 AKF • 36 KKF) 
MOJlHO 110.nyq:KTI> npH 110M0Jll111 TpaHccpop~Hl. B KaqecTBe :e:cxo.I{HYX MO.lleJiel :e:cno.nl>SYDTCll 
0606[JleHHHe MO.ll8JIK HIRVONEN (MO,D;eJIK HIRVONEN, MORITZ, POISSON ), MO,n;e.nl> raycca, a 
TaroKe B KaqecTBe THna KOJie6aHHfl - (f>~Hfl pac[JleDJieHHfl. BHBe,n;eHBHe (f}YllKQHH MOrYT 
6UTh HS06pallteHY llpH llOMOlllH IlOJIR:pHl:lX KOOp.ztBHaT B KaqecTBe llpO~TOB ll!KBJIH BeKTpOB 
onpe,n;eJieBHWC, 38.BHCIIIIIIDC OT pacCTOHHHfl H yrJia KOMilOSHllHOHBWC (f}y1umd. c opHeBTHpO­
BaHHeM Ba npHMeHemie OHH 06'be,n;HBeHY B Ta6.nHitH. 38.BHCll!JlHe OT paccTOR:HHfl KOMIIOSJIUH-
OHHHe ~YBRUHH rpalf>JiqecKH Hso6paEeBH JlJIH Bcex Mo,n;eJiel. B c.nyq:ae HcqesB.1>111el paSBHI:Qi 
pacCTOR:Hml IIOJIY'tla!DTCll IIOJIH!ie cxeMH BapHaHTHOCTH-KOBapHaBTHOCTH.,n;JIH O.ztHOro II TOro xe 
IlyHKTa llJIOCKO,'TH. B IIpWIOJlteHl'Jl! 06CYJUt8IlTCll HCllOJll>SOBaHBl:il(il MaTeMaTnecKB(il OCHOBli pac­
llpOCTpaeaeBHR: KOBapHaHTHOCTH B (DJIOCKOM) IIO~e CJllJIH T.ID!eCTH. 
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Symbole 

a) Lateinisches Alphabet 

A 

a 
B 

b 

c 
c 

D 

d 

E 

e 

F 

f 

G 

g 

H 

h 

I 

i 

J 

j 

K 

k 

N. 

m 

N 

n 

0 

0 

p 

p 

R 

r 

s 
s 

T 

t 

u 
u 

w 
w 

X 

X 

y 

y 

z 
z 

Feldgröße 

Feldgröße, Beta-Funktion 

Kovarianzfunktion 

Korrelationslänge (Halbwertsbreite),(Abkling-)Konstante 

Erwartungswert 
Einheitsvektor 
Hypergeometrische Reihe , nichtnegative integrierbare Funktion 

(Kompositions-, Hilfe-, Gewichts-)Funktion 

Schwere (Ag Schwereanomalie), Hilfsfunktion 

Hilfsfunkt i on 
BESSEL- Funktion einer rein imaginären Variablen 
Index 
BESSEL-Funktion 
Index 
MACDONALDsche Funktion, Kompaktum des~ 6 

Index, Wellenzahl 
positive Konstante 
Exponent, Index 

natürliche Zahl 
LANDAUsches Symbol 

Punkt, POISSON-Kern , Wahrscheinlichkeitsmaß 

Korrelationsfunktion, Radius 
(ebene)Entfernung (Entfernungsdifferenz) 
Spaltfunktion 
Lotabweichungskomponente ( ~ oder '1) 
Störpotential 
Koordinate 

Koordinate 
Sehware potential 

Koordinate (Koordinatendifferenz) 

Koordinate (Koordinatendifferenz) 

Koordinate (Koordinatendiffe~enz) 
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b) Griechisches Alphabet 

o(, Winkel, Multi-Index 

~ JV:ulti-Index 

r Gam~a-Funktion 

ä Normalschwere (mittlere Schwere, Trend) 

) Koordinate 

~ Lotabweichungskomponente (Ost), Koordinate, Funktion aus~, stationärer Prozeß 

9 Kompositionsfunktion 

.A Wellenlänge 

µ positives endliches Maß 

~ Lotabweichungskomponente (Nord), Koordinate, stationärer Prozeß 

11 Fläche des Einheitskreises 

~ Summe 

6 Varianz, Kovarianz, verallgemeinerte Lota~weichungskomponente 

·-r normierte Entfernungsdifferenz 

~ Kompositionsfunktion (Korrelationsfunktion der Schwereanomalie) 

'f Azimut, ·Funktion aus J3 

y Kompositionsfunktion (Querkorrelation) 

"!- Funktion · aus iJ 

J'2. Kompositionsfunktion (Längskorrelation), Ereignisraum 

w Krei8wellenzahl, Element von .Q. 

c) Fraktur 

O'! Ereignisalgebra über (.;! 

fr Vektor von Kompositionsfunktionen 

d) Sonderzeichen 

~" Vektorraum der reellen n-Tupel 

JJ(ftt') Menge der auf 1R n beliebig oft differenzierbaren, finiten Funktionen 

iJ ~ .9 ('i'R, 2 ) 

f!J' Menge. der linearen, stetigen Funktionale auf iJ 
~ Menge der linezren, stetigen Funktionale auf.fJ mit kompaktem Träger 

:t' Menge der schwach wachsenden verallgemeinerten Funktionen 

.t.z.(Q) HILBERTraum der bezüglich P auf .Q quadratisch integrierbaren Funktionen 

'C>i partielle Ableitung nach der i-ten Komponente des Arguments 

~~ Richtungsableitung in Richtung der· äußeren (bzw. inneren) Normalen 

~ Faltungssymbol 

rv Symbol für FOURIERtransformierte 
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o. Einleitung 

Im Konzept der Kollokation nach kleinsten Quadraten ist es möglich, verschieden­
artige Meßgrößen gemeinsam zu verarbeiten, im Schwerefeld z. B. Schwereanomalien, 
Lotabweichungen, Schweregradienten , Niveauflächen- und Lotkrümrnungen . Das Verfahren 
hat sich u . a. bei Prädiktionen im Schwere- und Lotabweichungsfeld, bei Geoidbe­
stimmU.ngen und in der Flug- und Satellitengradiometrie bewährt . Zu seiner Anwendung 
müssen die stochastischen Eigenschaften der Zufallsfelder, aus denen die Meßgrößen 
stammen, sowie ihre gegenseitige Abhängigke it bekannt sein und sich als Signalkova­
rianzen darstellen lassen . 

In der Geodäsie ist es im HLiblic1;. auf das zur Verfügung stehende Datenmaterial 
üblich, aus der Autokovarianzfunktion (AKF) eines Ausgangsfeldes die AKFs verwandter 
Felder und die Kreuzkovarianzfunkti onen zwischen ihnen mittels Transformation nach 
den Regeln der Kovarianz-Fortpflanzung (KF) herzuleiten . Im Falle der 1. und 2 . Ab ­
leitungen des Schwerepotentials i n der Ebene kann das Ausgangsfeld das Schwerepo­
tential selbst, das Störpotent ial oder die Geoidhöhe, aber auch die Schwere bzw . 
Schwereanomalie sein (Abschnitt 1.1.). Das Transformationsproblem wurde im wesent ­
lichen durch die Arbeiten von GRAFAREND (19 71 a-d, 1972 , 1975), JORDAN (1972) und 
rWRITZ (1974, 1975, 1976) gelöst. Komb inationen verschiedener Lösungswege sind 
möglich. Die Verfasser hielten es für notwendig, die Existenz der formalen Lösungen 
zu sichern. Dazu müssen Elemente der Theorie verallgemeinerter Funkt ionen (Distri­
butionen) und der verallgem2inerten FOURIER-T ransformation herangezogen werden . 
Um den Te xt zu entlasten und leicht lesbar zu halt en, wird die mathematische Fun­
dierung im Anhang gebracht. 

Hauptziel de r Arbeit ist, die AKF der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepoten­
t ials in de r Ebene sowie sämtliche KKF zwiEchen ihnen für ausgewählte Modelle 
herzuleiten. Ausgangsfe ld ist die Schwere oder die Schwereanomalie, Das quadra­
tische, bezüglich der Hauptdiagonale (in der die AKF stehen) symmetrische AKF-KKF­
Schema umfaßt 9 x 9 = 81 Funktionen : 3 AKF der 1. Ableitungen , 6 AKF der 2. Ab­
leitungen des Schwerepotentials, 72 KKF zwischen ihiien. Davon sind aus Symmetrie­
gründen je Modell 44 Funktionen durch Transformation (mit Hilfe von Integral­
tafeln) zu gewinnen: 8 AKF , (~) = 36 KKF. Sie si~d in Polarkoordinaten dargestellt. 
In dieser Schreibweise t reten typische Winkelabhängigkeiten isotroper und aniso­
troper Verhältnisse deutlich hervor . Ferner la:;:sen sich damit alle Funkt ionen in 
gewisse entfernungsabhängige und winkelabhängige Bausteine , hier Kompositions ­
funkt ionen genannt, zerlegen und als Skalarprodukt e von Vektoren rein entfernungs­
abhängiger und r ein winkelabhängiger Kompositionsfunktionen schreiben. Die Er­
gebnisse sind in Tabellen zusammengefaßt. Eine zusätzliche Übersichtstabe lle er­
leichtert das Auffi nden der jeweils gesuchten Funktion. 

Im Text werden nach einer Übersicht de r Transformationsmöglichkeiten (Abschnitt· 
1.1. ) und Angabe der Voraussetzungen (Abschnitt 1.2.) die AKF und KKF der 1. Ab­
leitungen (Abschnitt 2.), der 2. Ableitungen (Abschnitt J.) sowie die KKF zwi­
schen 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials (Abschnitt 4.) hergeleitet . Der 
Rechengang wird in groben Zügen skizziert; ein Beispiel wird jeweils angegeben . 

7 
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Auf besondere Eigenschaften der Mode lle und Lösungen wird in Form von Bemerkungen 
hingewiesen. ;<.: rgänzende Betrachtungen (Abschnitt 5.) stellen den Bezug zu räumlichen 
Funktionen her und bringen ein Beispiel der AICF höherer Ableitungen des Schwere­
potentials in der Ebene . 

Die Verfasser betrachten die vorliegende Arbeit als anwendungsorientierte Ergän­
zung zu den im Literaturverzeichnis angegebenen Originalarbeiten der ICF im ebenen· 
Schwerefe ld . Die vollständigen AKF-KICF-Schemata mit der graphischen Darstellung der 
entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen sollen den Überblick erleichtern, wie . 
sich gev'.isse Eigenschaften des Ausgangsfeldes im Zuge der Transformation fortpflan­
zen oder in den verwandten Feldern abbilden. Möglicherweise werden damit bei prak­
tischen Aufgaben Genaui gkeitsvoranschläge und die Entscheidung, ob man mit einer 
iil odell-Transformation auskommt oder zur numerischen Transformation übergehen sollte , 
erleichtert. 

Die Verfasser danken den Herren Prof. RIEDRICH, Dresden und Dr. SCHWAHN, Potsdam 
für hilfreiche Diskussionen. 

• 
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1. Üb2rblick zur Transformation von Kovarianzfunktionen im Schwerefeld 

1.1. Transformationsmöglichkeiten 

Je nach Aufgabenstellung sowie Quantität und Qualität der Datenmenge, aus der AKFs 

mit erforderlicher statistischer Sicherheit geschätzt werden können (oder bereits 

vorliegen), kann das skalare Ausgangsfeld das des Schwerepotentials (Abb. 1, Schema A) 

oder das der Schwe7e (Abb. 1, Schema B) sein . 

MORITZ ( 1976, S,. 3-7, s. 34-51) zeigt, wie man ausge hend von einer rotat ioussymme ­

trischen AKF CT(r1 , r
2

; '1fl ), wo r 1 , r 2 die Radiusvektoren ~weier Raumpunkte P
1

, F
2 

:ind '\fl ihr sphärischer Abstand sind, zu einer AKF CT (x , y, z) im rechtwinklig-kartesi­

schen Koordinatensystem {x, y, z} gelangen kann ( 11 planar equivalent"). Wendet man auf 

CT (x, y,. z) die Differentiationsregeln der KF (Anhang III) an , erhält man die AKF 

und KKF der 1. und 2. Ableitungen des Störpotentials als Funktionen von x, y, z und 

mit z = const (Beispiel: konstante Flughöhe) die dazugehörigen .i?unl:tionen in einer 

festen Ebene. Der Vorteil des VE)rfahrens ist das einheitliche, leicht schematisier­

bare Vorgehen (MORITZ, 1974, 1975): nur ein Operationstyp, die Differentiation, 

kommt vor. Allerdings muß man bei den AKF' und KKF C::.ar 2. Ableitungen viermal diffe­

renzieren; auf die Vorzeichenregeln ist ganz besonders zu achten. Die v~rebnung ge­

schieht im stochastischen !1'.odell. 

Werden nur Funktionen in der Ebene benötigt, kann man mit z = const von CT 

(x, y, z) sofort zu CT (x, y) übergehen. Umgekehrt kann CT (x, y) mit Hilfe des 

POISSOH-Integrals (sofern es existiert) in den ·oberen Halbraum fortgesetzt werden 

(Iv:ORITZ, 1976, s. 5-7, BELLAIRE, 1977)~ CT (x, y) iat der Ausgangspunkt der ebenen 

Transformation bei ~TORDAIJ (1972). Ebenfalls mit den Differentiationsregeln der KD1 

erhält man die AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten und der KKF zwischen letzteren 

und Störpotential bzw. Geoidhöhe. Zur Ableitung der AKF der Schwereanonialie sowie 

der KKF zwischen Schwereanomalie und Lotabweichungslcomponenten , Schwereanomalie und 

Störpotential bzw. Geoidhöhe benötigt man die verebneten Integralformeln von STOKES 

und VENDJG-r!JEINESZ. Die Verebnung erfolgt hier bereits im funktior,alen Eodell. Die 

Transformation gelingt mit Hilfe der spe·ktralen Darstellungsweise. Es treten diverse 

Existenzprobleme der entsprechenden FOURIER-Integrale auf. 

Eine elegante Darstellung des ebenen Transformationsproblems gibt GRAFAREND 

(1971, b-d, 1972, 1975). Ausgangspunkt ist die AXF 3.er Schwere (-anomalie), vgl. 

Abb • . 1, Schema B. iüt Hilfe der verebneten VENDJG-!VJEINESZ-Formel,, der ebenen 

FOURiER-Transformat:j_on und des Faltungstheorems gewinnt GRAFAREND das AKF-KKF­

Schema des Schwerevektors. In der v-orliegende!l Arbeit folgen w~r dem Vorgehen 

GRAFAP..ENDs und erweitern das AKF-KKF-Schema auf die 2. Ableitungen, indem wir die 

ebene Integral-Transformation mit Schema A kombinieren: Anwendung der Differenta­

tionsregeln der KF auf die Kon:ponenten de8 Schwerevektors liefert AKF/KKF der 2. 

Ableitungen, mit Ausnahme der AKF des vertikalen Schweregradienten (und einiger 

KKF). Letztere gewinnen wir mit Anwendung der KF auf die LAPLACE-Gleichung (im 

Außenraum). Unabhängig davon kann die AKF der Schwere in den oberen Halbraum fort­

gesetzt werden, nach der Höhe differenziert und schließlich mit z = const die AKF 

. der vertikalen Schweregradienten gewonnen werden (Rechenkontrolle). 
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SCHEMA A 
z = const : C ( x, y) 

1 1 1 1 1 T 
Crxx .. . Cryz Crzz · ~ 

N ._ 
a:: 
0 
~ 

1 

Cr ( x,y,z) 

t; 10 c V) 
0 V) 
u 1-
;:.. ~ 

Cr(x,y) 

SCHEMA B 

T 

DIFF' 

VENING - MEINESZ ,-- -,-..., 
t • ' 

DIFF' 

Cr (x,y,z) 

z 
~I 
!a1 
~ 

DIFF' z = const ------, 
DIFF' 1 

DIFF' 1 

1 l l ~ 

a:: 
0 
~ 

1 

T 
z g 
a:: 
0 ...., 

l 

r:---, 
1 C1(x,y) „ Cr (x,y) L,_ __ _J Cr1 Cr, Cr0 · · · Cr11 Crzz 

STOKES 
1 1 l 

VENING - HEINESZ LAPLACE 

~ - - -+--- GRAFAREND--.f 

Abb. 1 
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Der Vorteil des Verfahrene ist, daß man mit zweimaliger Differentiation auskommt. 
Sofern die AKF/KKF der 1. Ableitungen des Störpotentials mit Hilfe von Integraltafeln 
ausgerechnet werden können, liegt in der ebenen Integraltransformation k~in entschei­
dender Nachteil. 

Wünschenswert (und für gewisse praktische Aufgaben notwendig) ist die Ergänzung 
des AKF-KKF-Schemae der 1. und;>. Ableitung durch die O. Ableitung (Störpotential), 
indem man entweder die KF aÜf di& verebnete STOKES-Formel anwendet (Transformation im 

Wellenzahnraum; GRAFAREND 1971 c, 1975) oder die Differentialbeziehunge~ .zwischen T 
und Tx' Ty ausnutzt (Transformation im Ortsbereich) . Mit CT als Aufgangsmodell könnte 
dann, gemäß Schema A, die Rechnung in Schema B unabhängig kontrolliert werden . 

Die Verträglichkeit der STOKES-Formel mit der Stationarität der Prozesse T und Tz 
konnte von den Verfassern nicht nachgewiesen und daher die Transformation im Wellen­
zahlraum nicht durchgeführt werden (Anhang II) . Die Transformation im Ortsbereich ist 
genau dann möglich, wenn 

„ 
"'T T • 

y X 

Diese Bedingungen sind im homogenen und isotropen Lotabweichungsfeld (Abschnitt 2.1.) 
erfüllt, jedoch stößt die praktische Rechnung auf erhebliche Schwierigkeiten. Sollte 
die AKF des Störpotentials und die KKF zwischen ihm und seinen Ableitungen benötigt 
werden , dürfte daher der Rechenweg in Schema A vorzuziehen sein. 

1.2. Voraussetzungen und Modellfunktionen 

Skalares Ausgangsfeld der Transformation sei das ebene , homogene , isotrope und 
differenzierbare Schwerefeld 

(1) g(x,y) = o+ 4g(x,y) 

mit dem Erwartungswert 

(2) 0 

und der AKF 

Als Modellfunktionen benutzen wir verallgemeinerte HIRVONEN-Modelle 

insbesondere 

m = 1/2 • 
m = 1 
m = 3/2 

MORITZ-Mode 11, 
HIRVONEN-Modell , 
POISSON-Modell, 
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'das GAUSS-Modell 

und das Modell der Spaltfunktion 

(6) 

Von den Funktionen (4) besitzen die mit m = 1/2, 3/2 (und nur diese) ein globales 
Äquivalent (IIWRITZ 1976, s. 34-43). Die zum= -1/2 gehörende globale Funktion bezeicb.­
net man in der angelsächsische_n I1iteratur als"reciprocal aistance covariance func'tion", 
eine ins Deutsche nicht sehr glücklich zu übersetzende Bezeichnung. Da diese Funktion 
von IIWRITZ gründlich untersucht wurde, nennen wir (4) mit m = 1/2 rv:ORITZ-Modell. 

Die Konstante d ist ein Maß für das Abklingen der AKF, im .Falle m = 1 identisch 
mit der Korrelationslänge (Halbwertsbreite): e(r)/e(O) = 1/2 für r = d . 

Das GAUSS-It odell verhält sich ähnlich wie das HIRVONEJJ-Modell und ist in der Umge­
b1mg von r = 0 fast identisch mit deJ• sog. logarithmischen AKF (NiORITZ 1976, s. 31 u. 
43-50), welche ebenfalls ein globales Äquivalent besitzt. Da das Verhalten der Aus­
gangsfunktion in der N"ahe des Nullpunktes das Abklingen der differenzierten Funktionen 
in den praktisch interessierenden Entfernungsbereichen bestimmt ' (N.ORITZ 1976, s. 22-
23) und sich das GAUSS ·~11 odell sehr leicht transformieren läßt, mag es als Ersatz­
iv: odell :.:'Ur die logarithmische AKF brauchbar sein. 

Als ei.nfaches Schvtingungsmodell benutzen wir die Spaltfunktion ( 6). Derartige AKF 
der Schwere können von stochastisch verteilten geologischen Störkörpern verursacht 
sein (SCH'NAHN 1975). W= 2'ii/~ ist die Kreiswellenzahl, A die Wellenlänge. 

Die AKF (4) bis (6) hängen nach Voraussetzung (3) nur vom gegenseitigen Abstand 
r zweier Punkte der Ebene ab und sind beliebig oft differenzierbar. 

Bemerkunge~ zur Notation: 

Die benutzten Symbole sind im Symbolverzeichnis zusammengestellt, Im Schwerefeld 
und seinen Ableitungen sind x, y rechtwinlig-kartesische Koordinaten, wobei x (wie 
die Lotabwei~hungskomponente ~ ) nördlich, y (wie die Lotabweichungskomponente ~ ) 
Östlich orientiert sind. r ist der ebene Punktabstand vom Ursprung. In den zugehö­
rigen AKF/KKF bedeuten x, y Koordinatendifferenzen und r in diesem Zusammenhang die 
Entfernungsdifferenz zweier Punkte in der Ebene (Verschiebungsparameter). Abkürzend 
schreiben wir im Text die AKf eT T = ex x' eT T = exx xx usf., die KKF 

X X ' XX XX ' 
eT T = ex y' eT T = exx yy usf.; n-malige Differentiation nach r wird, insbe-

x y ' XX yy ' 
sondere in den Tabellen, mit n-maliger Punktierung~ nach 1'= r/d (normierte Ent-
fernungsdifferenz) mit n-maliger Apostrophieru.·1g notiert. 
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2. Kovarianzfunktionen der 1. Ableitungen des Schwerepotentials (Tx' T , Tz) 

2.1. Lotabweichungsvektor 

Nach GRAFAREND (1971 b-d, 1972) transformiert man die AKF der Schwere (-anomalie) 

in die AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten mit Hilfe der verebneten VENING-lviEINESZ­

Formel 
+CO 

c 7) t ~ ~ = - ~ H , f ; J dxdy, 
-eo 

Anwendung der ebenen FOURIER-Transformation und des Faltungstheorems; vgl. Anhang I. 

,_ 
"" 

Cl;~ - f~ f~ cgg 
~ 

( 8) c~"l - f~ f'l cgg 

c'lti. - f '1 f'l cgg 

sind die FOURIER-Transformierten der AKF/KKF der Lotabweichungskomponenten ;,i. Uan 

hat zunächst C (x,y) = C (r>f) nach FOURIER in den Wellenzahlraum ~u transfor-
gg gg 

mieren, nach (8) mit den FOURIER-Transformierten der ·Gewichtsfunktionen 

(9) 

zu multiplizieren, schließlich die FOURIER-Transformierten AKF/KKF von ~'~ in den 

Ortsbereich zurückzutransformieren: 

2 
[.ocr) -1\J(r)] cos

2'f} c~~ ( r, 'fl ) er 41 {11' (r) + 
2 -r 

( 1 O) c~'l ( r, 'f' ) Sc. 2[: ] c„~ Cr,'f') = ~ .Q(r) -'t'Cr) sin'f cos'f 

c'1'1 ( r, 4> ) e-A 2 t [. ] 2• } ~ 'ljl ( r) + rJ. ( r) - 'V ( r) s in 'f • 

"\y (r), Q (r) sind entfernungsabhängige (Kompositions-)Funktionen mit der Eigenschaft 

von Korrelationsfunktionen. Q heißt auch Längskorrelation, '\jl Querkorrelation. Die 

Beziehung ( 1 O) bezeichnet man als TAYLOR-KAIDLAN-Rela·~ion. Wegen 

( 11) T = -rs , 
X 

lauten die AKF/KKF der 1. Ableitungen Tx' Ty 

( 12) c ß 2 c 
x,x ;~ 

2 o c'l'1 • 
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Ergebnis der GRAFAREND-Transformation: 

Ist das ebene, anomale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der Lotabweichungs­
vektor ein homogener, isotroper Vektor. Die AKF/KKF seiner Komponenten mit TAYLOR­
KARMAN-Struktur (10) bilden einen zweistufigen, symmetrischen Tensor mit der Spur 

(13) 

Mit ~ Cgg/ 04 g2 gilt ferner 

( 14) (,Q +'\f')/2 = f und wegen Tz -Ag, Cz,z 

Die Invarianten gegenüber orthogonalen Koordinatentransformationen (13) und (14), 
(15) werden in den weiteren Ableitungen von großem Nutzen sein. 

2.2. Anomaler Schwerevektor 

Im AKF/KKF-Schema der Komponenten Ag,~ ,tt 
1. Ableitungen Tx' Ty' Tz fehlen nun noch die 
Tx' Ty. Analog (8) gilt (GRAFAREND 1975, vgl • 

• ,.. - ...,, 
(16) cg~ = - f~ cgg' 

des anomalen Schwerevektors bzw. der 
KKF zwischen Ag und S,'1 bz~. Tz und 
auch Anhang I): 

Nach FOURIER-Transformation von Cgg' Multiplikation in (16) und Rücktransformat ion 
ergibt sich 

( 17) 

Mit ~ (r) als entfernungsabhängiger Kompositionsfunktion. Wegen (11) und (17) ist 

( 18) 

Damit ist das quadratische 3 x 3-Schema der AKF/KKF -der 1. Ableitungen vollständig. 
Zur besseren Übersicht über~ AKF/KKF der 1. ~ 2. Ableitungen sind in Tabelle 2 
bereits die der 1. Ableitungen wie folgt angeschrieben: 

D. 1'1'19 sind Komponenten eines entfernungsabhängigen Vektors f (r), die Glieder mit~ 
in ( 10), ( 17) Komponenten von winkelabhängigen Vektoren f i~j(<j'). Der erstere ist für 
alle AKF/KKF der 1. Ableitungen gleich; seine Komponenten hängen vom konkreten Modell 
Cgg ab und sind für jedes Modell zu berechnen . Dagegen gibt es für jede AKF/KKF 
CT T = c. j (i,j = x,y) einen Vektor! . . (lf>). der fÜr jedes Modell gleich bleibt . 

i j 1, ~1,J 

Die AKF/KKF der 1. Ableitungen sind dann dem Skalarprodukt von f(r), f i j(Cf) pro-
portional. Zur Darstellung von C haben wir die Invariante (15) benutzt . z,z 
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Bemerkung zur Symmetrie der KKFi 

In der Polkoordinaten-Schreibweise C~'t (r,'f); Cg~ (r,'{'), Og'l (r;.'f>) 'ist bei Vertau-

schung der Feldgrößen ~"l- ti ~ , 3~ -:~9, ~)'? -119 das Azimut 'f' durch das Gegen-
azimut 'f . +1r' zu e.rsetzen, so daß 

5: 2 · . 
eil~ (r,f+T) 

2
4.i2 [.n(r) -'o/(r)] ein('f'+1')cos( 'f +1") = cl\s (r,'f) = cttz (r,lf>), 

. ,,,. 64g2 
c~g(r,'f+l) T 6(r)cos(lf'+T) -c~j(r,lf)=Cg~(r,lf'), 

cttg(r,'P+T) = 5'':f
2 

8<r)sin(Cf+'ii) c"lg (r,<f>) cg"l Cr,<f>), 

vgl. (10), (17). Bei Vorzeichengleichheit ist die Summe der Potenzen der winkelabhängi­
gen Kompositionsfunktionen gerade, bei Vorzeichenwechsel ungerade'(vgl. Tab. 2). 
Wegen sin ( <p + 'f) = - sin f , cos ( <p + 1n = - cos'P ist daher das AKF-KKF-Sphema der 1. 

Ableitungen bezilglich der Hauptdiagonalen (AKF) symmetrisch. 

2.3. Modell-Beispiele 

Filr die Modelle (4), (5), (6) wurden die ortsabhängigen Funktionen.Q,"'f',8 mit 
Hilfe der Integral-Tafeln von RYSHIK und GRADSTEIN ( 1 ~57) berechnet (Tab. 9 bis 11). 

Die Lösungen vom MORITZ- und POISSON-Modell, d. h. derjenigen Modelle von (4), die 
nach MORITZ (1976) ein globales Äquivalent besitzen, sind elementare Funktionen. Be­

merkenswert ist eine gewisse Verwandtschaft der Lösungen beider Modelle (vgl. Tab. 9): 

'f POISSON :: t8 POISSON - .Q POISSON ;;; 

g - 29 
MORITZ = r MORITZ . :: "'fl MORITZ ~ MORITZ ('[ = r/d). 

Beim HIRVONEN-, GAUSS- und Spaltmodell kommen als Lösungen auch höhere Funktionen 
vor. Dazu die folgenden Bemerkungen: 

1. Beim HIRVONEN-Modell (Tab. 10) erhält man zunächst die Lösungen 

c19) '+'<'t) = F c1,1,2; -l'2), .Qc'T> = 2pc'L> - 'f'cT). 

Die bypergeometrische Reihe F( 1, 1, 2 ; - L 2) konvergiert absolut für 1"2< 1 und wird 
zur elementaren Funktion 

c20) 'flCL)=T-2 1nC1+t'2 ) . 

Mit Hilfe einer GAUSSschen Rekurs ionsformel (RYSHIK und GRADSTEIN 1957) formen wir 
(19) in die äquivalente Reihe 

(21) '\y(l) = F(1,1,2 ;- -l2
) = ~ F{~~1,i1 [~J. 2

} . 
· 2+t . 2+L-

ump die .für [t 2/(2+ T2 )] 2 c:: 1, d. h. für alle L und w~gen L= r/d auch für alle r 
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mit -ao<J,r<+oo absolut konvergiert. Benutzt man ferner die Beziehung 

{ 
1 .l [ t2 ] 2 } 2+ y2 [ . 1 + ~ 1 

F °2' 1, 2 ; ~ = ::-:::2 ln T!, , 
2+ l 2 l 1- 2.H z. 

so wird die rechte Seite von (21) identisch mit (20). Daher gilt (20) auf der gesamten 

"[' - bzw . r-Achse. 

Analog wendet man Rekursionsformeln auf die Lösung von E)('t) an und sichert die 

Konvergenz auf der gesamten L- bzw. r-Achse: 

4 8 ,,.... ) ,.... 3 3 - 2 r 3 1 r 2 
;;;.l - ( l = L F('2'2'2; - l ) = 2 3/2 F(2..12,2; ~1+ L ) 

C 1+ T ) 

T 1 3 'r2 

(1+L2)J/2 F(2'2'2; 1+t2). 

(22) 

Die umgeformten Reihen konvergieren absolut für t-2 ( 1+ t 2 ) < 1, d. h. für alle 'l und 

r mit -co<.L ,r< +eo. Sie lassen sich nicht durch elementare Funktionen ausdrücken, 

sondern müssen gliedweise berechnet werden. 

2. Beim GAUSS-Modell (Tab. 11) treten in der Lösung für 8 (t) BESSEL-Funktionen einer 
2 ~ 

rein imaginären Variablen In(T /2), n = o, n = 1 auf. Sie werden mit Tabellen höherer 

Funktionen (JAHNKE, EIWE, LÖSCH 1966) berechnet. 

3. Beim Spaltmodell (Tab. 11) 
1 

r xr 1(o<.x) 

erhält man als Lösung für 8 (oG), o<. = W r zunächst 

00 

c 23) e c o<.) = 2 112 
( 1-x ) 

dx = 2: (-1 )n B(n+3/2, 1~2) C( 2n+1 
h=O n!(n+1)! 2 (n+1 > 

0 

mit der BESSEL-Funktion erster Ordnung und Gattung (
1 

und der Beta-Funktion 
1 

'.24) B(p,q) =) xP-1c1-x)q-1dx= rf!u;.H) 
0 

mit p n + 3/2, q = 1/2. Einsetzen von (24) in (23) ergibt 

(25) ecoe.) = ~ (-1)n r (n+3/2) r ( 1/2~ o(. 2n+1 
n„o n! (n+1) ! rcn+2)2 2 n+1 ) 

Berücksichtigt man die Eigenschaften der Gammafunktion r, so findet man die für die 

gliedweise numerische Rechnung günstigere rekursive Darstellung 

(26) 
oO 

8< oC.) = S anoC. 2n+1' a = - an (n+3/2) 2 , a = ft/8. 
n+1 4'" (n+1)(n+2) 0 

Die entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen ~, Q, )' ,8 der Modelle ( 4) bis ( 6) 

sind in den Abbildungen 2 bis 6 dargestellt. ip ,Q,'\fl sind gerade. Sie besitzen die Ei;_ 

genschaften von Autokorre lationsfunktionen. E;}ist ungerade und besitzt die Eigenschaften 

einer Kreuzkorrelationsfunktion. In den Modellen ( 4), ( 5), Abb. 2 bis 5, sind <J?, 'fl 
überall positiv. Die Längskorrelation Q schwingt unter die T- bzw. r-Achse. GRAFAREND 

(1971 d, 1972) hat diesen Sachverhalt experimentell bestätigt. Beim Spalt-Modell (6) ; 
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Abb. 6, bildet sich die Wellenstruktur von ~ebenfalls in .0,'4','9, und zwar mit gering 

verschobenen l~ullstellen, Maxima und Minima ab. ~,Q, 8, schwingen um die r-Achse, 

während die Querkorrelation V überall .?; 0 bleibt. Die alternierende Reihe (25) bzw. 
(26) ergibt tatsächlich eine schwingende , mit wachsendem r gedämpfte Funktion . 
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3. Kovarianzfunktionen der 2. Ableitungen des Schwerepotentials 

(Txx' Txy' TYY, Txz' Tyz' Tzz) 

Abb. 6 

In diesem Abschnitt transformieren wir die AKF/KKF der Komponenten des anomalen 
Schwerevektors (der 1. Ableitungen) in die der 2. Ableitungen vermittels · 

grad T = grad .Tz y 

( 27) 
•yxl rx T· Tzy yy 

Tyz Tzz . 

Wir beginnen mit den Komponenten von grad Tx' grad Ty' die nur x , y als Inde x ent­
halten. 

3 . 1. Niveauflächenkrümmung und Torsion des astronomischen Meridians 

Es wird das 3 x 3-Schema der AKF/KKF von ~xx' Txy ' Tyy angegeben. Nach den Diffe­
rentiationsregeln der KF (vgl . Anhang III) sind das die AKF 
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( 28) 

und die KKF 

(29) 

a2 
c = - ~ c . yy,yy oy.::: y,y 

c xy,xy 
c ·· = ·c ·· ,;. c · = 
yx,yx xy,yx yx,xy 

ai c - az c - - L c - - L c - "i?- x,x = "iiJ y,y - · didY x,y - ~ y,x 

c = c .· = c = c = yy,xy . xy,yy yy,.yx . yx,yy 

- ~~ 0y,x = - ~~ 0x,y = - a~;Y cYY ·' 

cxx,yy = cyy,xx = - ~ cx,y = - ~ cy,x rpit 

23 

(30) cxx,yy = cyy,xx = cxy,x:f = cyx,yx • 

Als Beispiel berechnen wir die AKF von Txx: 

a2 z. a1 ~ a2. { i; ] 2 } on cxx,xx = - Ox.2 cx,x = - T ~ c~~ = - ~ d:x2 "f' + @-"f' cos 'f mit 

'\jl=\V·[r(x,y)J ,Q =Q[r(x,y)], \f= 'f(x,y), x=rcos'f, y= rsin'f, 

r = x/cos 'f = y/sin'f', \f = arc cos(x/r) ,,; arc sin(y/r). 

Als ersten Schritt wenden wir das vollständige Differential zweiter Ordnung auf cx,x 
an und finden 

Als zweiten Schritt berechnen wir die partielle·n Ableitungen 

2 [. ·:i 
-Sog . Q - 'f'Jsin'f cos f, 
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2 . 
- cos 'f)' .. 

sin'P· a2if> 2 sin 'f> cos lf' - --, -- -r ax.:: - r 

setzen sie, im dritten Schritt, in (32) ein und find·en 

(33) . ~ 2 f .. 2 ~·· "] 4 ,., 
cXx,XX ~ - T-1 'Vcos 'P + LQ - 'I' cos '(+ r 

+ 7[Q-'\jll sin
2 'f' (sin

2'P - 3cos
2'P)} 

mit den entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen 'f'/r2 , V/r, \y', '2/r2 , (J;r, (.?. 
Analog leitet man alle weiteren AKF (28) und die KKF (29) ab. 

Vergleicht man danach die .Funktionen der Identität (30), su findet man die Beziehung 

(34) [Q- Y] /r2 
= ~ /r, 

ferner, indem man (34) nach r differenziert 

Mit (34) und (35) können die AKF (28) und die KKF (29) entscheidend vereinfacht werden. 
Es treten nun nur noch drei entfernungs-abhängige Kompositionsfunktionen, nämlich Q, if;, 
~/rauf . B~ispielsweise vereinfacht sich (33) zu 

(36) 

Wie die AKF/KKF der 1. Ableitungen (Abschnitt 2.2., Tab, 2) schreiben wir die der 2. 
Ableitungen (28), (29) ebenfalls als Skalarprodukte von Vektoren en~fernungsabhängiger 
und winkelabhängigel;' Kompositionsfunlctionen (Tab. 3). · 

3,2, Horizontaler Schweregradient 

Die AKF/KKF des horizontalen Schweregradienten bzw. der 2, Ableitungen Txz' Tyz 
lauten (analog (28)) 

(37) 

mit C z z, 
nung ·auf 

(38) 

0xz,xz 

= Cgg = 6'.:ig2 p ( r). Anwendung des vollständigen Differentials zwe.i.ter Ord­
C · liefert z,z 

. a2 (C>r) 2 a a2
r 

- 0xz,xz ar2 · cz,z Oi + ~ 0z,z ax2 

C>z ar ar C) . . . az.r . 
- 0xz,yz ar2 °z, z Ox ~ + dr 0 z, z rxFy 

az. (or) 2 a ?lr 
- cyz,yz ar2 cz,z oy + or cz,z CJy7. • 
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lv.it den Ableitungen 

ar in 0x = COS T 
Clr lD CJY = sin T , 

sin2'f' -r--• cos2'f -r--• sin 'P cos'P 
r 

folgt aus (38) 

(39) 

0xz,xz 

0xz,yz 

c yz,yz 

- 64g2 
{ ~ /r + [~- ~ Ir] cos2f} 

c = - 04g2 [~ ~ ~ /r] sinf cosf yz,xz 

- 6"6 g2 { ~ /r +[~-4 /r] sin2~J. 

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch mit Hilfe der Invarianten (1 5), der AKF 

Cxx,xx' Cxy,xy' Cyy,yy und der KKF Cxx,xy' Cyy,xy" Wendet man nämlich auf 

c + c c x,x y,y z,z 

""\ 2/ :\ 2 _"Cl 2/ '.:\X -:-.y, - "'.'11"/ ay2 nacheinander -o c;x , o o o a an, erhält man mit Rücksicht auf die 
Rege ln der KF die Identitäten 

0xx,xx + 0xy,xy 0xz,xz 

( 40) cxx,xy + cyy,xy 0xz,yz 

ausgeschrieben in Tab. 3. Wegen (14) Q+ 'Y = 2~, gelten auch 

Aus den linken Se i ten von (40) mit den in Tab. 3 angeschriebenen Funktionen Cxz xz• 
C z' C . z' .sowie (35) und (41 ) folgt (39). Abschließend vergleichen wir (Jg) xz,y yz,y 
mit (10) und formulieren das Ergebnis: 

Ist das ebene, anomale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der horizontale 
Schweregradient ein homogener, isotroper Vektor. Die AKF/KKF seiner Komponenten mit 
TAYLOR-KARMAN-Struktur (3 9) bilden (wie die des Lotabweichungsvektors (10U einen 
zweistufigen, symmetrischen Tensor mit der Spur 

(42) cxz,xz + cyz,yz = - o4g2 [~+ ~ /r] • 

der Längsko rrelation -~(r)/~ (0) und der Querkorrelation -~/r~(O) (vgl. 
i\\ORITZ 1976, S. 9-11). 
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3.3. Vertikaler Schweregradient 

IiORITZ (1976, s. 10) zeigte, daß (42) mit der AKF des vertikalen Gradienten T zz 
identisch ist: 

(43) 0xz,xz + 0yz,yz = 0zz,zz • 

Dieser Sachverhalt folgt ohne weiteres aus den bisherigen Ableitungen. Addiert man 
nämlich die erste und letzte Gleichung von (40), so folgt 

(44) cxx,xx + 2 ~xy,xy + cyy,yy = cxz,xz + cyz,yz • 

Wendet man ferner die KF auf die LAPLACE-Gleichung 

( 45) - (T + T ) = T 
XX yy ZZ 

an, so wird 

(46) c + 2 c + c = c xx,xx xx,yy yy,yy zz,zz 

Wegen C Cxy,xy' vgl. (30), sind die linken Seiten von (44), (46) identisch; xx,yy 
also gilt (43) und das Ergebnis : 

Ist das ebene, anomale Schwerefeld homogen und isotrop, so ist der vertikale Schwere­
gradient (in der ~bene) ein homogenes, isotropes und skalares Feld, dessen AKF gleich 
der Summe der AKF der horizontalen Gradienten in Richtung der ebenen Koordinatenachsen 
ist. 

3.4. fcreuzkovarianzfunktionen zwischen den 2. Ableitungen 

Soweit im Konzept der bisherigen Ableitungen möglich, wurden bereits gewisse KKF 

angegeben (Tab. 3). '.i'ir haben ,jetzt das 6 x 6-Schema der AKF/KKF der 2. Ableitungen 

zu vervollständigen und beginnen mit den KKF Cxx,zz' Cxy,zz' Cyy,zz' die mit Hilfe 
der LAPLACB-Gleichung ( 45) gewonnen werden: 

( 4 7) c = c = -xx,zz zz,xx . E f T (T + T )J = - E ( T T } - E f T T } lxx xx yy lxxxx lxxyy 
=-C -C • xx,xx xx,yy 

Analog findet man 

( 48) 

c xy,zz c zz,xy 

cyy,zz = 0zz,yy 

1!!rgebnisse siehe Tab. 3. 

- c - c xx,xy yy,xy 

- cyy,yy - cxx,yy 
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Im folgenden werden wir wieder von den Differentiationsregeln der KF .(Anhang III) 
Gebrauch machen, ohne dies ferner zu bemerken. Wir vervollständigen weiter mit 

( 49) 

wobei nach (17), (18) C = - 6".:ig2 9Cr) cos'P. Anwendung des vollständigen Diffe-z,x 
rentials zweiter Ordnung, Ausrechnen üer partiellen Ableitungen und Einsetzen wie in 
3.1. liefert 

- ai c - ai c (ar)2 + 2 ci c or Cl'P + az c (~)2 
- 0xx,xz -- w z,x - or2 z,x C>x ~ z,x ax ox CJ'f'f z,x ox 

+ ~ c az~ + ~" c -oz; = E>4g2 fecos3'P + re;r - 9/r2]sin2 'P cos'P} or z,x C>x ~T z,x Ox L 

( 50) 

mit den entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen E§, E3Jr - <3/r2 • Analog leitet 

man Cxx,yz' Cxy,xz' Cxy"yz' Cyy,xz' Cyy,yz ab. Schließlich wird gemäß (47) 

0 zz,xz = - E { (Txx + Tyy) T~z} - E f Txx Txz} - E f Tyy Txz} 
( 51) 

- c xx,xz - cyy,xz , 

0 zz,yz - 0xx,yz - cyy,yz 

und wegen c x,z - c ' z,z c y,z - c z,y gilt 

( 52) c = - 0xz,xx' 0xx,yz = - c yz,xx' ••• ' c - c xx,xz zz,yz yz,zz 

Der Vorzeichenwechsel in (52) hebt sich auf, indem die Summe der Potenzen der win­
kelabhängigen Kompositionsfunktionen ungerade ausfällt (vgl. Tab. 4). Mit Tab. 3, 
4 ist das symmetrische AKF-KKF-Schema der 2. Ableitungen vollständig. 

4. Vollständiges Schema der Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen der 1. und 2. 
Ableitungen des Schwerepotentials 

4.1. Kreuzkovarianzfunktionen zwischen des 1. und 2. Ableitungen 

In diesem Abschnitt vervollständigen wir das AKF-KKF-Schema der 1. und 2. Ab­
leitungen insgesamt, indem wir die KKF zwischen den 1. und 2. Ableitungen zusammen­
stellen. 

( 53) 

( 54) 

0x,xz = E { Tx Txz} 

0xz,x E ( Txz Tx 1 
EfTx(ixTz)J 

E { (~ Tz) Tx J ~ · c 
dx x,z 

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



28 

Daraus folgt 

(55) cxz ,x = cx,xz = ~ cx,z ~ + ~ cx,z ~~ =~g2 f9/r + [ e -81r] cos2f} 

mit den entfernungsabhängigen <§, (3/r. Analog findet man 

c , c yz,y z,xx 

- E f T (T + T · )} l Z XX yy 

(56) - cz,xx - cz,yy - cxx,z - cyy,z 

c x,yz c , c yz,x y,xz 

- E 1 (Txx + Tyy) Tz} = - E { TxxTz 1 -E { TyyTz J 
= - cxx,z - cyy,z = cz,zz • 

Die KKF (53) bis (56) sind in Tab. 5 zusammengestellt. Daraus liest man mit Rück­
sicht auf (10) ab: Die KKF . 

{
c , c = c , C } sowie { C , C , C } x,xz x,yz y,xz y,yz z,xx z,XY z,yy 

besitzen TAYLOR-KARMAN-Struktur mit der Längskorrelation S (r)/G (0) und der Quer­
korre lation e (r)/r G(O). Man überzeugt sich in den Tabellen 9 bis 11 sehr leicht, 
daß diese normierten Funktionen tatsächlich die Eigenschaften von Korrelations­
funktionen besitzen. 

( 57) 

( 58) cxz, z 

( 59) 

Analog (57) bis (59) findet man 

( 60) c z ,yz 

ferner die KKF 

c x,zz 

c x,xx 

c y,xx = 

- c yz,z 

- czz,x' 

- c xx,x' 

- c xx,y' 

~ cz,z ~ = ~g2~ sin 'f' 

c y,zz - c zz,y 

c - c XY,x' c X,XY x,yy 

c - c XY,y' c y,xy y,yy 

~ 2 • • T ( Q + 'V ) sin 'f' 

- c yy,x ' 

= - c yy,y 

Sämtliche KKF ab (57) stehen in Tab. 6. Beim Vertauschen der Feldgrößen ist wieder 
Azimut durch Gegenazimut zu ersetzen, so daß der Vorzeichenwechsel die Symmetrie 
der KKF garantiert. 
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Mit Hilfe der Tabe~len 2 bis 6 kann nun das vollständige 9 x 9-Schema der AKF/KKF 
der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials in der Ebene aufgestellt werden. Zum 
Aufsuchen einer speziellen Funktion dient die Übersicht Tab. 1. Aus Platzgründen 
geben wir das quadratische Schema lediglich für qie Sonderfälle lf' = O, \f = 'i!/2 (Tab. 
7, 8) an, d. h. für Feldgrößen entlang von Profilen parallel der x- bzw~ y-Achse. 
Die AKF/KKF hängen bei 'P = . const nur vom gegenseitigen Abstand r ab. 

4.2. Modell-Beispiele 

Wir kehren nun wieder zu den Modellen (4) bis (6) zurück, deren Eigenschaften be­
züglich der AKF/KKF des anomalen Schwerevektors bereits im Absch.tiitt 2.J. diskutiert 
wurden. Im vollständigen AKF/!C'{F-Schema treten neben den entfernungsabhängigen Kom­
positionsfunktionen~' 'd, "\jl,E> ihre 1. und 2. Ableitungen nach rauf bzw. sind .zu 
berechnen (Tab. 9 bis 11). Dazu betr. S, S die folgenden 
Bemerkungen: 

1 e. d-1 e', e:.: -- .d-2e" 1. Beim HIRVONEN-Mode l treten, wenn man = berechnet, u. a. die 
Ableitungen F', F" der hypergeometrischen Reihe F auf. Es gilt 

(61) F'(O(,,,ß ,a;· 9C'L)) =0Cf3g'('t)F(oc.+ 1./3+ 1,Ö+ 1; g(t'))/if'. 

Die ·neue Reihe auf der rechten Seite von (61) ist anschließend, wie in Abschnitt 2.J. 
erläutert, mit Hilfe gewisser GAUSSscher Rekursionsformeln derart umzUformen, daß 
ihre Konvergenz auf der gesamten'r- bzw. r-Achse gesichert ist. Auf diese Weise ver­
fährt man für e und G und erhält die in Tab. 10 angegebenen Funktionen. F', F" sind 
gliedweise numerisch zu berechnen. 

2. Beim GAUSS-Modell (Tab. 11) benutzt man zur Ableitung von C3 die Funktionalglei­
chungen 

I~(g(t)) = g'('t) [ In_1(g(L)) - nin(g('t'))/g("C)], 

In_1(g(L)). - In+1(g(T)) = 2n In(g(t'))/g('L) , 

g 1 ('t') = r ; n = 0, 1 ) • 

I
0
(t2/2), r 1cT 2/2) entnimmt man Tabellen höherer Filnktionen (JAHNKE, EMDE, LÖSCH 

1966). 

J. Beim Spaltmodell (Tab. 11) ist die alternierende Reihe für Sgliedweise zu diffe­
renzieren. Die numerische Berechnung der Reihen erfordert (ebenso wie die vom 
HIRVONEN-Modell) gesondßrte Konvergenzuntersuchungen. 

·sämtliche entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen, nämlich~,<;;;), "o/, E> 
sowie ihre 1. und 2. Ableitungen nach r einschließlich gewisser Funktionen dieser 
Ableitungen, sind für die Modelle (4) bis (6) in den Abbildungen 2 bis 6 (normiert) 
dargestellt. Die Funktionen -~/r, -~, -'i'/r, -'f, -Q/r, -Qsind (wie q), 'fl, Q) 
gerade. Normiert auf [-1, +1] pesitzen sie die Eigenschaften !on A?tokorrelati~ns­
funktionen. Gleiches gilt für e, 9/r. Die Funktionen -~, .:.. 'f', -Q, ferner -e, 

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



30 

• 2 
- (E)/r -{3/r) sind ungerade und bes~tzen die Eigenschaften von Kreuzkorrelations-

funktionen, wobei die maximale Kreuzkorrelation nicht bei r = O, sondern in einem 

gewissen Abstand r = r 
0

). 0 liegt. Aus Abb. 2 bis 6 erkennt man, wie sich die Eigen­

schaften der Ausgangsfunktion !f> bzw. die von ~ , 'f', Q, 9 in den abgeleiteten 

Funktionen abbilden und _kann u. a. Korrelationslängen, Nulldurchgänge, Lage der rela­

tiven Extrema der Auto- und Kreuzkorrelationen abgreifen und sie für verschiedene 

Funktionen einunddesselben I'lodells oder der gleichen Funktion verschiedener IV: odelle 

vergleichen. Dazu das folgende 

3eispiel: 

Die Korrelationslängen der 1. und 2. Ableitung des Schwerepotentials nach der Höhe 

( R = R =if.., R ) verhalten sich wie folgt: IV:ORITZ-IV: odell 1 : 0,29; z,z gg 'i' zz,zz J 

HIRVOI'JEIHf. odell 1 : 0,50; POISSON-h':odell 1 : 0,53; GAUSS-il1odell 1 : 0,71; 

SPALT-ri.odell 1 : 0,90. Beim letzteren ist das Amplitudenverhältnis von Rz,z' Rzz,zz 

etwa 1 : 1,6. Allgemein unterscheiden sich bei gegen Null abklingenden Modellen wie 

( 4), ( 5), mit p > 0 für alle r mit - ~ < r < + o0 , Rz, z und Rzz, zz deutlich vonein-

ander, wä hrend sie bei schwingungsförmigen rv:odellen nahe beieinander liegen und in 

numerischen Rechnungen, ja nach statistischer Sicherheit der Ausgangsfunktion, 

R durch Rz z ersetzt werden kann. zz,zz • 

HEIN ( 1977) berechnete u. a. AKF von Freiluftanomalien der Schwere und des anomalen 

vertikalen Schweregradienten (Testgebiet Odenwald, N - S- und E - Yl - Profile). Die 

empirischen AKF sind quasischwingungsförmig. Die Korrelationslängen und die Amplituden 

des ersten Iv:inimums von Rz,z und Rzz,zz verhulten sich im ii ittel über 8 Funktionen 
(HEIN 1977, s. 101, 113) etwa wie 1 : 1,1; womit die obige Aussage empirisch bestä­

tigt wird. 

4.3. Varianz-Kovarianz-Schemata 

Läßt man in den AKF r ~ 0 gehen, so ergeben sich die Varianzen der zugehörigen 

Feldgrößen; läßt man in den KKF r -=>0 gehen, so ergeben sich die Kovarianzen zwi­

schen den zugehörigen Feldgrö ßen in einunddemselben Punkt der Ebene. Aus welcher 

Riqhtung 'P man sich auch dem Ursprung hähert: die Grenzwerte r-+0 müssen jeweils 

die e;leichen endlichen Werte ergeben, d. h. die Glieder mit 't' mUssen verschwinden. 

Stehen A und B stellvertretend für die 1. und 2. Ableitungen, so gilt 

( 63) lim CA A ( r, 'f) CA,A ( 0) 02 (Varianz) mit 0 < fiA
2 < + eo , 

r-o ' A 

( 64) lim CA B ( r, lf ) = CA,B ( 0) = oA,B (Kovarianz) mit - c0 < ~,B < + cO. 
:r-. o ' 

Die Grenzwerte r -o der entfernungsabhängigen Kompositionsfunktionen der 

i'.'.odelle ( 4) bis ( 6) findet man mit Hilfe der Hauptsätze über Grenzwert~ von Funk­

tionen. Sie sind in Tab. 12 bereitgestellt. Schließlich berechnet man die Varianzen 

(63) und die Kova rianzen ·(64) der I\~odelle aus den AKF und KKF der Tabellen 2 bis 

6 und . der Hilfstabelle 12. Sie sind als quadratische Schemata in den Tabellen 13 

bis 17 angeschrieben. Dazu die folgenden Bemerkungen: 
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1. In Tab. 13 bis 17 liest man sofort ab, welche Feldgrößen in einunddemselben Punkt 
der Ebene korrelationsfreie Zufallsgrößen sind: { Tx' Ty J , { Tx' Tz J , { Tx' Tyz ~ · , 

• • • { Txy' Tyy l 
2. Varianzen und Kovarianzen des anomalen Schwerevektors sind in allen Modellen gleich, 
weil~ (O) = 1, 'f'(o) = 1, Q(o) = 1, 6(0) = o, unabhängig von der Wahleinesspezi­
ellen Modells. 

3. Die ähnliche Form von HIRVONEN- und GAUSS-Modell bildet sich auch in Tab . 14, 16 
ab. Mit Ausnahme von 6" r: , t::"' , r-- , r.::- sind sämtliche Varianzen x,xz' vy,yz uz,zz vz,xy uz,yy 
und Kovarianzen identisch. 

4. Da sich MORITZ-, HIRVONEN~ und POISSON-Modell nur um die Potenz m im Verhältnis 
1 : 2 : 3 unterscheiden, tritt ihre Ver.vandtschaft auch in Tab. 13, 14, 15 auf. Ins­
besondere verhalten sich die Varianzen der 2. Ableitungen ebenfalls wie 1 : 2 : 3. 

5. Die Varianzen verhalten sich ....,d-2 
(im Spaltmodell -w2

- .\-z.) die Kovarianzen 
-d-1 , -d-2 (im Spaltmodell -1.1>-~-1 , -wz.-i\-2 ), d. h., je rascher die AKF der 

Schwere abfällt, umso größer sind die Varianzen der 2. Ableitungen und gewisse Kova­
rianzen zwischen den 2. s0wie zwischen den 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials. 

6. Schließlich erkennt man die Invarianten (15) und ihre Folgerungen (40) und (43) . 
Das insbesondere 

2 
6" zz 6' 2 + 0- 2 = 2 6" 2 = 2 6yz2 = 2 6'.rz2 xz . yz xz 

ist seit langem (größenordnungsmäßig) in der angewandten Geophysik bekannt. so 
schreibt H. HAALCK (1942, S. 109): 
"Die maximale Wirkung einer im Untergrund eingelagerten Massenungleichheit ist an 
der Erdoberfläche größer auf den Vertikal- als auf den Horizontalgradienten, und zwar 
nach Form des IV1assenkörpers etwa 1 - 21/2 mal, im Durchschnitt wohl fast doppelt so 
groß." ·ohne den Be griff "maximale Wirkung auf den Vertikal- oder Horizontalgradien­
ten" statistisch genau definieren zu wollen (Trendbeseitigung; Anisotropie wäre zu 
ber;icksichtigen; eine Näherung könnte etwa 3 6' sein!) ist das Varianzverhältnis 
tatsächlich genau 1 : 2 im homogenen und isotropen Schwerefeld. 

5. Ergänzende Betrachtungen 

5.1. Höhere Ableitungen des Schwerepotentials 

Analog wie die AKF/KKF der 2. Ableitungen lassen sich auch die AKF/KKF von 
höheren Ableitungen gewinnen. Als Beispiel berechnen wir die AKF der 3. Ableitung 
des Schwerepotentials nach der Höhe (2. Ableitung der Schwere nach der Höhe) , die 
in der angewandten Geophysik eine gewisse Rolle spielt: 

( 65) 
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<66 ) Czzz,zzz = E ~ (Txzx + Tyzy>
2J = E { <fx Txz>

2 
+ 2 fx Txz iy Tyz + <~yz> 2J 

= - { ~; cxz,xz + 2 4 cxz,yz + :Y.2 cyz,yzJ 

= { a.,. a"' a1t } ~ + 2 ax2oy2 + Oy4 cz,z • 

Ohne die schreibaufwendigen Differentiationen in (66) im einzelnen durchzuführen, 
geben wir das Ergebnis an: 

(67) czzz,zzz = ~g2 r~ + 2 ~ /r - ~ 1r2 + ~/r3} • 

Das skalare, ebene Feld Tzzz ist homogen und isotrop mit der AKF (67),, wenn Tz' Tzz 
homogen und isotrop sind. 

(67) erhält man auch unmittelbar durch einen Analogieschluß. Nach (42) bis (46), 
ferner (35) und (41) ist 

( 68) 

'o/ /r) • 

(66) und (68) sind von gleicher Struktur, wenn man beachtet, daß die AKF/KKF 

{ cxz,xz' cxz,yz' cyz,yz} sowie 

jeweils •• einer TAYLOR-KARllAN-BeziehUng genügen; vgl. (39) mit ( 10), ( 12), worin Q/2 
mit - <,P ! ... 't /.2 mit - <f? /r !_ormal tdentisch sind. Man hat daher in ( 68) Q /2 
durch - ~ , Q /r durch - 2 ~ /r, 'f' /2r durch 

_ 1 a (~) = 
r ~ r -~+~ 

r r 

zu ersetzen und findet ( 67). 

Wir geben die recht umfangreichen Ausdrücke (67) für die Modelle (4) bis (6) hier 
nicht an, sondern beschränken uns auf die Varianzen vo? .Tzzz , 

2 . 
zzz = ll.Ill czzz zzz ' r-o ' 

· ~1 '--2. ') zusammengestellt in Tab. 18 • .Man ersieht daraus, daß uzzz (ebenso wie vzz umso 

mehr zunimmt, je rascher. die AKF der Schw~re abklingt. 

In Abb. 7 ist die normierte AKF Rzzz,zzz des HIRVONEN-Modells, in Abb. 8 die 

des Spalt-Modells, jeweils im V~rgleich mit Rzz,zz und Rz,z = Rgg = ~ , darge­

stellt. Beim HIRVONEN-Modell ist das Verhältnis der Korrelationslängen von Rz,z' 

Rzz,zz' Rzz·z,zzz 1 : 0,42 : 0,27, bei.in Spalt-Modell 1 : 0,98 : . 0,95. Bei gegen 

Null abklingenden Modellen, d. h_.g>(r) ~O filralle r, z.B. (4) und (5), unter-
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scheiden sich die Autokorrelationsfunktionen der 1., 2. und 3. Ableitung des Schwere­
potentials nach der Höhe deutlich voneinander; bei unterschwingenden Modellen, beson­
ders bei ausgeprägten Schwingungstypen wie (6) liegen sie nahe beieinander, so daß 

in numerischen Rechnungen Rzzz,zzz durch Rzz,zz' möglicherweise auch durch Rz,z 

ersetzt werden kann (je nach statistischer Sicherheit der Ausgangsfunktion; vgl. 
Abschnitt 4.2.). 

V. VYSKOCIL (1969) berechnete die AKF Czzz,zzz der 2. Ableitung der Schwere nach 

der Höhe ()
2
g/ dz

2 
durch lineare Transformation der Ausgangsfunktion C (HIRVONEN-z, z 

11.odell: S'Ag2 = 1 mGal 2
, d = 5 km) mit Hilfe von Schätzformeln der angewandten Geophy-

sik. In Abb. 7 (unten) ist der Bereich der von VYSKOCIL gefundenen "empirischen" AKF 
in Einheiten von 0, 1 mGal 2 km-4 angegeben. Für die nach (67) abgeleitete "theoretische" 
AKF des HI RVONEH-Kodells v!ird (vgl. Tab. 18) 

0 2 = 64 zzz 
C" 2 -4 2 -4 
o 4g d = 0, 1 0 mGal km , 

d. h., die "empirischen" AKF st i mmen im oberen Grenzbereich (Schätzformeln von 
BARANOV, GROSSE , HErIDERSON-ZIETZ, ROSENBACH; vgl. VYSKOÖIL 1969) mit der theoreti­
schen Beziehung (67) befriedigend überein. Im unteren Grenzbereich (Schätzforme:n 
von ELKINS) werden im Bereich r/d < 0,4 (0,4 < r/d < 1) zu kleine (zu große) Ko­
varianzen erhalten. 

5.2. Räumliche Kovarianzfunktionen 

Alle ·· integrierbaren Kovarianzfunktionen ebener, homogener und isotroper Proze sse 
können in den oberen Halbraum fortgesetzt werden (Anhang IV). iv: ORITZ ( 1976, s. 5-7, 
s. 34-43) zeigte, daß von den verallgemeinerten HIRVONEN-i\',odellen ( 4) die Iv:odelle 
m = 1/2, 3/2 (und nur diese) eine räumliche Fortsetzung von gleicher Form wie das 
zugehörige ebene iv:ode ll besitzen. Iüt Hilfe der Lösung in Anhang IV und den Inte­
graltafeln von RYSHIK und GRADST.C:IN ( 1957) findet man für das i1:0RITZ-lv.odell 
(m = 1/2) und das POISSON-Modell (m = 3/2) 

( 69) cz ,z (r,z) = SAg
2 

[c1 + z/d)
2 

+ (r/d)
2J-112 

(70) Cz,z (r,z) = 6'
4

g2 (1 + z/d) [ (1 + z/d)
2 + (r/d)

2
J-31

2 

mit z = z
1 

+ z2 , z
1 
~ O, z2 ~ o. Für z

1 =z2 = 0 gehen (69), (70) in die ebenen 

l\'.odelle ( 4) über. Die räumliche AKF der 2. Ableitung Tzz lautet dann 

( 71) 

( 72) 
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Berechnet man (72) für (69), (70), so erhält man daa gleiche Ergebnis wie mit der 
ebenen Transformation in Abschnitt 3.3. (Tab. 3, 9). Damit sind für das MORITZ- und 
das POISSON-Modell nicht nur Czz,zz' sondern auch die AKF, die in 3 . 3 . zur Ableitung 

von Czz,zz benutzt wurden, nämlich C , C , C , C , C auf :xx,xx xy,xy yy,yy xz,xz yz,yz 
unabhängigem Wege verprobt! Weiter kann man zeigen, daß auch die räumlichen Fort­
setzüngen des HIRVONEN-, GAUSS- und Spalt-Modells existieren, jedoch können wir dafür 
keine explizite Lösung angeben. 

5.3. . Nicht-differenzierbare I~odelle 

Zur Berechnung der AKF/KKF der 2. Ab leitungen ist die Differenzierbarkeit der Aus­
gangsmodelle Cgg eine notwendige Voraussetzung. Werden nur die AKJ!'/KKF der 1. Ablei-

tunge n, z. B. in der Lotabweichungsprädiktion, benötigt, kann diese Vorauseetzung 
fallengelassen werden. Als Beispiel betrachten wir den zweidimensionalen MARKOV­
Prozeß in der Ebene (GRAFAREND 1971 b): 

<I> ('[) r K1 < r) < T = r/d) 

( 73) 4/T 2 
- 2 K

0
(T) - 4 K1CTI/'l • 

Q(t') 

mit den IV:ACDONALDschen Funktionen Kn('t), n = O, 1. Es ist 

i'/egen~ (O) = 1, K
0
(0) = +oo wird 

lim ( -q_) 11 ) = lim (-ff, '/L) 
r-o 7-o 'i' 

+ 00 • 

Analog findet man 

lim ( - 'f'") = lim ( - 'Y' IT) = + ~ und 
i-o T-o 

lim (-Q 11 ) = lim c-Q· /!) = + 00 ,_o r-o . 
Damit ist (63), (64) verletzt und der Gebrauch von (73) auf die 1. Ableitungen 

beschränkt. Um das AKF-KKF-Schema des anomalen Schwerevektors zu vervollständigen, 
geben wir eine Lösung für E>CT) an: 

<74) ecn =IT· 1 F 2(~.~.2;f) 
1F2 ( ~,~ 1 2;i;.) und 1F2 ( 2,~,~;r) 
(RYSHIK und GRADSTEIN 1957). 

sind verallgemeinerte hypergeometrische Reihen 
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Tabelle 1. Übersicht (Tabellen-Nachweis) sämtlicher AKF und KKF der 1. und 2. 
Ableitungen des Schwerepoteritials in der Ebene (T ••• Tabelle) 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X T5 T0 y T2 
z Tb T5 

xz 
T5 T(0 T3 Tlt yz 

zz 
XX 

T6 T5 T4- T3 
xy 

yy 

Tabelle 2. AKF und KKF der 1. Ableitungen Tx' T ' T y z 

G. 2 
fr . (j) cCr,lf)_~ fr ( r) Ti'Tj - 2 l,J 

mit fr ( r) = {rk(r)J & . ('f) = {r~ .("f)1; i,j x,y; l,J l.' J 

k 1, 2, J. Erläuterungen im Text. 

f1 f2 f3 

fk ( r) \tl Q 8 

fk (\f) r1 f2 r3 

f . 2'f cos21f> 0 Slil X ,, ' " 
f = f - sin 'f cos 'P sin 'f cos lf 0 
x,y y,x 

f = - f 0 0 2 cos 'f x,z z,x 

2 . 2~ f cos 'P Slil 0 y,y 

f = - f y ,z z,y . 0 0 2 sin 'i' 

fz z 1 1 0 

' 
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Tabelle 3. AKF und KKF der 2. Ableitungen Txx' Txy' Tyy' Tzz 
Ableit ungen Txz' Tyz 

i,j x, y ' z ; k 1, 2 , 3. Erläuterungen im Text . 

f1 f2 

fk (r) ~ \i) 
fk C IP) f1 f2 

cos 4 'P 6 . 2 'f' 2 f sin cos lf 

37 

sowie der 2. 

f 
3 

v1r 

f3 

3 sin41f xx,xx 
f sin 'f cos3rp 3 sin 'P cos lf ( sin2 lf -cos2 lf' ) -3 sin31f cos lf xx,xy 

sin21f' cos2tf 1-6 sin2 'f 2 . 2ip 2'1' f = f . cos f 3 s1n cos xx,yy xy,xy 
sin3f cos Cf sin 'f cos <f C cos

2 lf' - sin
2 lf) sin lf cos3\f' f 3 -3 yy,xy 

sin4tp . 2 'P cos2 'P cos4 lf' f 6 s1n 3 yy,yy 
- cos2 'P . 2 lf f = -f - 1 -3 sin xx,zz . xz , xz 

f = -f - sinlf' coslf' 0 3 sinlfl cos lf xy,zz xz,yz 
2 f = -f .... sin2lf> - 1 . -3 cos lf' yy , zz yz,yz 

fzz,zz 1 2 3 

Tabelle 4. KKF zwischen den 2. Ableitungen Txz' Tyz und den 2. Able itungen 

Txx' Txy' Tyy' Tzz 

mit i ,j x,y,z; lc = 1,2. 

Erläuterungen im Text . 

f1 f2 

fk ( r) 8 e1r - eil 
fk ( \f) fl i~ 

f - f ccs3'f 3 . 2'f' cos l.f' Sln xx,xz xz,xx 
cos2'f' cos2 \f> fxy ,xz - f xz,xy- f = - f sin lfl sin 'f' ( 1-3 xx,yz yz,xx 

f yy,xz= -f = f = - f cos lf . 2'P cos ~ ( 1-3 sin2 'f' xz,yy xy,yz yz,xy Slll 

fyy ,yz= -f yz,yy sin34> 3 cos2 'f' sin lf 

f zz,xz= -f - cos IP - cos lf xz,zz 
f = - f - sin lf - sin lf zz,yz yz,zz 
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Tabe lle 5. KI-:F zwischen den 1. Ableitungen T , T und den 2. Ableitungen T , T 
X y XZ yz 

sowie zwischen ·der 1. Ableitung Tz und den 2. Ableitungen Txx' Txy' Tyy' Tzz 

i' j x,y,z; k 1'2. 

f1 f2 

fk ( r) . 
9/r 8 

fk (lf) r1 f2 

-
- fx,xz = f z,xx cos2 'P sin2 !f 

-
- f = - f = x,yz y,xz f z,xy sin 'P coslf - sin lf' coslf 

- f y,yz = f z,yy sin
2 'P • cos2 lf' 

fz zz - 1 - 1 
' 

Tabelle 6. KI-:F zwischen den 1. Ableitungen T , T und den 2. Ableiti.ingen Txx' T , 
X y xy 

T , T sowie zwischen der 1. Ableitung T und den 2. Ableitungen Txz' T yy zz z yz 

mit i,j x,y,z; k = 1,2. 

Erläuterungen im Text. 

f1 f2 

fk ( r) Q 
. 

"'+' 
fk ('f) f1 f2 

- f = f cos3 'P 3 ' sin21f cos 'f> x,xx xx,x 

- f x,xy = f = - f xy,x y,xx = f xx,y sin 'f cos2'P sin'f ( 1-3 cos2lf') 

- f -x,yy = f = - f yy,x y,xy = f xy,y sin2tf cos'f cos lf> ( 1-3 sin2 'P ) 

sin31f t.in 'P 2 
- f = f J cos \f y,yy yy,y 

f = - f = - fz",xz = f cos lf cos 'f> x, zz zz,x xz,z 

f y , zz = f = zz,y - f = f z,yz yz,z sin \f' sin 'f 
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Tabelle 7. AKF und KKF .der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials für 'f = O, 
in Einheiten von ()4 g2 • Erläuterungen im Text. 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X Q/2 0 e e 0 -<I> Q/2 0 
. 

't'/2 
,, 

'f/2 0 0 8/r 0 0 ~/2 0 y 

z .m 4? 0 .~ e+e/r . -e 0 -e/r .. 
xz -«i 0 -(e~e/r-e/r1.) 8 0 9/r-9/rz. 
yz -~Ir 0 0 9!r-8/r1 0 

-( ~ + ~/r) 
. 

zz ~ 0 ~Ir 
XX -Ö/2 0 -'\f/2. 
xy -'f/2 0 . 
yy -3'r /2r 

Tabelle 8. AKF und KKF der 1 . und 2. Ableitungen des Schwerepotentials für 
~ = II /2, in Einheiten von 6"'4g2. Erläuterungen im Text; 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X "P /2, 0 0 E>/r 0 0 0 "fl / 2. 0 

y .fl. /2. e 0 a -~ ""/2 0 .b. /2. 
z ~ 0 ~ ä+S/r -e/r 0 -e 

xz -~Ir 0 0 0 e/r - e/r1 0 
yz - ~ -(6+6/r-e/r) e/r-8/r" 0 (f) 

zz ... (f+-~/r) flr 0 ~ 
XX -31'/2r 0 -"f /2. 
xy - "'/2. 0 
yy -li/2 
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Tabelle 9. Entfernungsabhängige Kompositionsfunktionen der AKF und KKF der 1. und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentials. MORITZ- und POISSON-Modell. L = r/d 

f(r) 

'V 
-"f' 
-1' 

.{}. 

-.h 
-.ä 

e 
e 

-ä 

MORITZ-Modell 

< 1+ T2)-1/2 

d-1'L <1+ T2)-3/2 

d - 2 ( 1-2 T 2) ( 1 + T 2) -5/2 

2 't -2[c1+ t2) 112_,] 

2d-1r-3<1+ T2)-112 [ 2+ t2_2< 1+ t2) 112] 

2d-2r-4<1+ T 2)-312 [6< 1+ t2)312_2 T 4_9 r2-6] 

2 T -2 [ 1-( 1+ i 2) -1 /2] 

2d-1 r-3<1+t2)-312. [ 2<1+ !2)312_3 t2_2] 

6d-2y-4<1+ T2)-5/2[2+5 T2+4r4..:2c1+ t2)5/2] 

t -1 [ 1_<1+ T 2) -112] 

d-11: -2( 1+ T 2)-3/2 [ 1+2 t2_C1+ 1 2)3/2] 

d-2t:..3<1+ 1 2)-5/2 [2+5 i'. 2 +6 t4_2c1+ 1 2) 5/2] 

POISSON-i'i1odell 

( 1+ '[2)-3/2 

Jd-1T<1+ T2)-5/2 

3d- 2C 1-4t2)c1+ T2)-7/ 2 

2 T -2 [ 1-( 1+ T 2) -1 /2] , 

2d-1 y-J(1+T2 )-.3/2 [2<i+T 2>3/ 2-.3T 2-2J 

6d-2y-4<1+ T2)-5/2 ( 2+5 T2+4t4-2c1+ t 2) 5/2] 

2( 1+ t 2)-312-2t - 2 [ 1-( 1+ t 2)-112] 

2d-1t-3(1+!2)-5/2 [ 2+512+6 t4-2c1+t2)5/2] 

6d-2y-4c1+ T2)-712[2<1+ t 2) 712_8 T 6_8 T 4-7t 2_2] 

t < 1+ T2)-J/2 

d-1 ( 1+T2)-5/2( 1-2 t2) 

Jd-2T < 1+ t 2>-1/20-2t2) 
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Tabelle 10. Entfernung sabhängige Kompositionsfunktionen der 
A!CF undKICF der 1. und 2 . Ableitungen des Scl1i'le r e -
potentials. HIHVOI'ffilJ-i'.: ode ll. T = r/d 

f( r) HIHVOHEIH.:ode ll 

·------------------·---·-------------·--
~ ( 1+1' 2 )-1 

-~ 2d-1 "[ ( 1+ t 2 ) -2 

-~ 2d-2( 1-3t 2 )(1+L' 2 )-3 

'f" T-2 ln(1+T 2 ) 

-'i' 2d - 1 [i-31n(1+'i:' 2 )- T-1 c1+T 2 )-1] 

-'f' 2d- 2 [<5+3 t-2 )(1+t 2 )-2 -3 r-4111(1+ 1'
2

)] 

Q 2( 1+ -r 2r-1- r-21n< 1+ T 2 ) 

-Q 2a - 1 ct'"'.:"1(1+1' 2 )-1+ 2'rc1+T 2 ) - 2-r-31n(1+t 2 )] 

-Q 2d-2 [ 3 1' - 4111( 1+ t 2 )-( 4+3'l-2 ) (1+ 1' 2 )-2 -4 T 2 <1+ T 2
)-3} 

~ d- 1 [ h'J.o,+hg 'F'] 

8 d-2 [ h"F+(2h'g'+hg11 )Io''+hg 12p 11] 

:Li' 

h 

.P' 

u' 0 

h' 

h " 

1!'(3/2, 1/2, 2; c,) 

t 2 < 1+ r 2 )-1 

t (1+T2 )-J/2 

JF(3/2, 1/2, 3; g ) /8(1-e) 

2 L' ( 1+ 't 2 ) -2 

( 1-212 )( 1+ t2) -5/2 

2 
15F(J/2, 1/2, 4; e ) /32 (1-g ) 

2c 1-3 t 2 )( 1+1 2 )-3 

3tc2t 2-3)(1+ 1 2)-712 

41 
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Tabelle 11. Entfernungsabhängige Kompositionsfunktionen der AKF und KKF der 1. und 2. Ableitungen des 

Schwerepotentials. GAUSS- und Spalt-Iliodell. 

f(r) 

.Q, 

-.ö. 
-li 

e 
e 

-0 

L= r/d, S(ac.) =et-1sinoc, OC=(l)r= 2ttr/;\ 

GAUSS - Modell 

exp(-72 ) 
2 

2d-1 t" exp( - t' ) 

2d-2 ( 1-2 t' 2 )exp( -i- 2 ) 

4t - 2 ( 1-exp(-t' 2 )] 

2d-1't'-3 (C1+t'2)exp(-t'2)-1] 

2d-
2 't-4 [ (3+3 t' 2 +2 t 4 )exp( - 't 2 

)-3] 

2exp(- t'2 )- t'-2 [ 1-oxp(-t 2 )] 

2d-1 't"-3 [<2t' 4+t, ~-' +1)exp(-t 2 )-1] 

2d-2 t-4 (3-(4'C6+1t' 2+3)exp(-t' 2 )] 

[1
0
(t'

2 /2)-1 1(t' 2/2)] exp(-t 2 /2) 

d-1 [c1-2t2 )1
0
('t2 /2)+(1+2t2 )11 Ct2 /2)] expC-t2 /2) 

d-2e-1 (4t2 C 1-'i )1
0

ct2 /2 )+2( 2t4+1 )1 1 <t2 /2 )j e:i..'"P( -i- /2 ) 

Spalt - Modell 

S( oC ) 

"'ot-1 [scoC )-cosac.] 

W
2 ol - 2 

[ (o( 
2

-2)S(d. )+2coso() 

s2 (oc /2) 

2 wof1
s(oC. /2) [ S(a( /2)-cos(«,/2)] 

2 c..}a<-2 
(4S(o<. )-3s

2
(oe. /2)-cosoe] 

-2 [ 2 J 2 C(. o( S(oC. )+coso(. -1 

2 Wof1 [s(o()+S(o(/2) cos(0(/2 )-s2 (o(/2 )-coso(] 

2 w2 «,-2 [ (o( 2 -6)S(~ )+3S2 (oC. /2)+3cosa(J 

~ J 

~ anot2n+1(a =1'/8, a +1=-a (n+3/2)/4(n+1)(n+2)) 
n•o ,.,.- o n n 
'-' > (2n+1)ano:.,2n 

ifieoe 
-2w2 E n(2n+1)ane><,2n-1 

11•0 
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Tabelle 12. Grenzwerte r--. 0 entfernungsabhängiger Kompositionsfunktionen der 
AKF und KKF der 1. und 2. Ableitungen des Schwerepotentials 

f(r) ?.WRITZ HIRVONEN POISSON GAUSS f( r) Spalt-F . 

<P 1 1 1 1 ~ 1 

-~d 0 0 0 0 -ID100 0 

• 2 
-ipd /r 1 2 3 2 

• 2 
-4'1"' r 1/3 

•• 2 
-~d 1 2 3 2 -~lw 2 

1/3 

-
'I' 1 1 1 1 't> 1 

-'Y d 
. 

0 0 0 0 -'t'lw 0 

- 'Yd
2 /r 1/2 1 3/2 1 

• 2 
- 't'lw r 1/6 

•• 2 
- 'rd .1/2 1 3/2 1 

„ 2 
-o/!w 1/6 

Q 1 1 1 1 Q 1 

-Qd 0 0 0 0 -Q/w 0 

• 2 . 2 -Qd /r 3/2 3 9/2 3 -Q/ (J) r 1/2 

„ 2 
-Qd 3/2 3 9/2 3 -Q/ (A) 

2 1/2 

e 0 0 0 0 e 0 

E)d/r 1/2 'jj' / 4 1 ( 1' /4) 1/2 9/(.1) r 'ii/8 

Gd 1/2 lt/ 4 1 ( 'il / 4) 1 /2 e1Ü) 'il/8 

• 2 .~ ce /r-e/r )d 0 0 0 0 
• 2 2 

(0/r-S"r )/üJ 0 

•• 2 
E)d 0 0 0 0 e1"' 2 

0 

43 
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Tabelle 13. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der 
Ebene in Einheiten von 6"'Ag2 (l\WRITZ-IViOdell) 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X 1/2 0 0 1/2d 0 0 0 0 0 

y 1/2 0 .0 1/2d 0 0 0 0 

z 0 0 1/d -1/2d 0 -1/2d 

xz 1/d2 0 0 0 0 0 

yz 1/d2 0 0 0 0 

zz 2/d2 -1/d2 
0 .!1/d2 

XX 3/4d2 
0 1/4d2 

xy 1/4d2 0 

yy 3/4d
2 

Tabelle 14. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der 
l!:bene in Einheiten von 6'"'Ag2 (HIRVONEliH l odell) 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X 1/2 0 0 Ti; 4d 0 0 0 0 0 

y 1/2 0 0 'il/ 4d 0 0 0 0 

z 0 0 'il/2d -'li/ 4d 0 -'U/4d 

xz 2/d2 0 0 0 0 " .., 

yz 2/d2 0 0 0 0 

zz 4/d2 - 2/d2 
0 -2/d2 

XX 3/2d2 
0 1/2d2 

xy 1/2d2 
0 

yy 3/2d2 

DOI: http://doi.org/10.2312/ZIPE.1980.060



Tabelle 15. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der 
Ebene in Einheiten von 6'Ag2 (POISSON-Modell) 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X 1/2 0 0 1/d 0 0 0 0 0 

y 1/2 0 0 1/d 0 0 0 0 

z 0 0 2/d -1/d 0 -1/d 

xz J/d2. 0 0 0 0 0 

yz 3/d2 0 0 0 0 

zz 6/d2 -3/d2 0 -3/d2 

XX 9/4d2 0 3/4d2 

xy 3/4d2 
0 

yy 9/ 4d2-

Tabelle 16. Varianzen und Kovarianzen der 1. und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentials in einunddemselben Punkt der 
Ebene in Einheiten von C5"'6g

2 (GAUSS-Modell) 

1 
X y z xz yz zz XX xy yy 

X 1/2 0 0 r''72d 0 0 0 0 0 

y 1/2 0 0 1r';2d 0 0 0 0 

z 1 0 0 'ii'"d -1"}'2d 0 -i1
'72d 

xz 2/d2 0 0 0 0 0 

y?. 2/d2 0 0 0 0 

zz 4/d2 - 2/d2 0 - 2/d2 

x:x 3/2d2 0 1/2d2 

xy 1/2d2 
0 

yy 3/2d2 

45 
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Tabelle 17. Varianzen und Kovarianzen der 1• und 2. Ableitungen 
des Schwerepotentiala in einunddemaelben Punkt der 
Ebene in Einheiten von <S"~g2 (Spalt-Modell) 

X y z xz yz zz XX xy yy 

X 1/2 . 0 0 '4.l'ii/8 0 0 0 0 0 

y 1/2 0 0 c.u'ii/8 0 0 0 0 

z 1 0 0 w'ii/4 -co'ii/8 0 -wH/8 

xz (&) 
213 0 0 0 0 0 

yz 2; . 
Ul 3 0 0 0 0 

2,/;3 2 zz -w 13 0 2 - w /3 

XX ,};4 0 w2/12 

xy w2 /12 0 

yy o}/4 

Tabelle 18. Varianzen der ersten drei Ableitungen des Schwere ­
potentiala nach der HÖhe (in Einheiten von 6"'~g2 ) 

Modell T T T z zz zzz 

MORITZ 1 2/d2 24/d4 

HIRVONEN 4/d2 64t'd.4 

POISSON 6/d2 1~0/d4 

GAUSS . 1 4/d2 32/d4 

Spalt-Fkt. 2 CO 2 /3 sco 4/15 
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Anhang I. Kovarianz!ortpflanzung bei Faltungsoperationen 

1. Beze,ichnung und Definitionen 

Es sei f eine aui' R
2 LEBESGUE-integrierbare Funktion. Das LEBESGUE-Integral der 

Funktion f über R
2 werde mit 

( 75) J f( x)dx 

bezeichnet. Als Symbol für die Menge der in R
2 beliebig oft differenzierbaren, fini­

ten Funktionen sei 3) gewählt. Unter tJ' sei die Menge der auf tJ linearen, stetigen 
Funktionale zu verstehen. Die Anwendung eines f&D' auf ein lf&IJ werde (f, \f) ge­
schrieben. Mit e' sei die Menge der Distributionen mit kompaktem Träger bezeichnet 
und unter ~· verstehe man die Menge der Distributionen schwachen Wachstums. 

Man sagt, eine Folg~ ( '1.~ J c ~ 
biges Kompaktum K c R eine Zahl 
x E: K und k ~ N gilt und die tzk. 
schränkt sind. 

konvergiere gegen 1 auf 
N derart existiert, daß 

nebst allen Ableitungen in 

\ 

R
2

, wenn für ein belie­
~~(x) = 1 für alle 

R2 gleichmäßig be-

Es sei (Q, G(, 'P) ein vollständiger, 5"-endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Mit 
t2(~) sei der Bilbertraum der bezüglich P auf{;';) quadratisch integrierbaren 

Funktionen bezeichnet. Eine Abbildung d.3: Q-tJ' werde schwach meßbar genannt, 
wenn für jedes 'Pe~ und für jede BOREL-Menge B reeller Zahlen die Menge { w6.G: 
( c:l.S ((&)) 

1 
t.f) e B J bezüglich P meßbar ist. Eine schwach meßbare Abbildung Ag: 

~ ...... ~·heiße verallgemeinerter stochastischer Prozeß (VSP). 
Die Distribution rneb' werde Mittelwert des VSP Ag genannt, wenn !Ur alle tfe:b 

( 76) (m,lf>) 

gilt und ferner heiße der VSP homogen, wenn dieser Mittelwert gleich der Nulldistri­
bution ist. Ein auf {) x 1J bilineares, stetiges, positiv semidefinites Funktional C, 

für das 

( 77) C(\f> , \I') = E { (Ag, 'f) (Ag, 'f/)J 
gilt, werde als Kovarianzfunktional des homogenen VSP Ag bezeichnet. Der VSP heiße 
stationär, wenn ein positiv semidefinites C 6 {>' existiert, so daß 

( 78) (C,~H'f'*) = E { (Ag,\f>) (Ag,'f')} 

gilt. Unter \fl * 'Y* werde dabei die Funktion 

(79) 4>*-Y*<x) : = r lf (t-x) 't' (t)dt 

verstanden. 
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2. Aufgabenstellungen 

Es sei Ag: Qx R2- R 1 ein homogener, stationärer, GAUSSscher Prozeß (im klassi­
schen Sinne) mit der stetigen, integrierbaren Kovarianzfunktion CAgAg" (Der Index 
AgAg soll, da dadurch keine Veiwechslungen entstehen können, im Folgenden der Be­
quemlichkeit halbLr weggelassen werden). Die Prozesse der Lotabweichungskomponenten 
si (S1 = 5 in nördlicher, s2 = tt, in östlicher Richtung orient.iert) sind als Faltung 
mit der Funktion fi(x) = -x. lxl -J(2tt!')-1 definiert. 1 . 

(f1 entspricht f~ und f 2 entspricht f~ • Vgl. 2.1.). 

Es sei folgende Aufgabe vorgelegt: 
(A) Untersuche die Existenz der Faltung (80} im klassischen Sinne und bestimme ge­
gebenenfalls den Tensor C .. der Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen. 

1J 
Vermöge der Beziehungen 

(Ag, lf) := S 6g( u.i ,x) lf (x}dx 

(C,\f) := J C(x) lf (x)dx 
( 81) clO 21' 

(fi' 'P> == 
1 

) r -1 ) [ :~: : J (r cosce., r sinoe)dcc:dr 2'it'l 
0 0 

\f> ( x) = \f ( x, ' ~ ) 6 !) 

(dabei ist im letzten Integral coscc für i = 1 und sinoc für 1 = 2 zu lesen) 
kann 6g als VSP und können C, fi als Elemente von fJ' angesprochen werden. 

Wenn für jede auf R4 

der Grenzwert 
gegen 1 konvergierende Folge . { '1.1c 1 und für jedes 4>e~ 

(82) lim (fi(x), (Ag( 6) ,y), tt,k(x,y) 'PCx+;y))) =: ( O""i' 19) 
k-oo 

im Sinne der 't2 
[ '1k) ist, nennt 

Faltung von fi 

Nonn existiert und unabhängig von der speziellen Wahl der Folge 
man den durch diesen Grenzwert definierten VSP l.5"i distributionelle 
mit 6g. 

Da es schwierig ist, Aussagen über die Existenz der Faltung (80) im klassischen 
Sinne zu machen, löst man zunächst die Ersatzaufgabe: 
(E} Untersuche die Existenz der distributionellen Faltung (82) und be s timme gegebe ­
nenfalls den Tensor Cij der Auto- und Kreuzkovarianzfunkt ional e . 
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J. Vorbereitende Hilfesätze 

Es erscheint zweckmäßig, dem Beweis einer Existenzaussage für die verallgemeinerten 
Prozesse der Lotabweichungskompouenten (5"i drei Lemmata voranzustellen. 

0 f'' Lemma 1: Es existieren ein f'i E c und eine aut R2 stetige, quadratisch inte-
grierbare Funktion fi+' eo daß . 

'f, 'r e fJ •. 

Beweis: Offenbar ist die Funktion 

+ •• -- { toi ( x) fi (x) 

für lxl > R 

R>Ö 

sonst 

aut R2 stetig und quadratisch integrierbar. Da die Abbildung 

" 'f-+ 2-tr i r-1r1 ::: }•er cosoe. r si•« )doC dr 'f & ll 
0 0 

aus :6' ist, gehört die Abbildung 
~ . 2.'t 

f i 
0 

t 'f- ffl ~ r -
1 ~ [ :~:: }P ( r coe o(. , r ein oC ) d oc dr 'P e cf) 

' 0 0 
zu E, • Offenbar gilt aber 

00 
ti" l coe oe ] (f'i0 ~'f>) + (f'i+,'f>) = $ f r~1 f einoe f(r coecc, r einOC)d d·r 

0 0 

= (fi'\f) • 

Lemma 2: Die Folge t 'f>I< \ c:: tJ (R6) habe folgende Eigeneehai'ten: 

( i) Es gibt ein \f' e tJ , eo daß für jedes Kompaktum K c: R6 ein Index k
0 

derart 
existiert, daß 

tür (x,y,z)e K und k C!: k
0 

gilt. 

(ii) {"'kJ ist gleichmäßig beschränkt aut 

eupp 'P k(x,y,z) c:: eupp ~ (x+y+z) , 

6 . 
R und es gilt 

Dann existiert. die Faltung fi*f'j*C und es 'gilt f'Ur k-oo 

(B.3) (C(z), (fi(x), (fj(7), \fk(x,y,z))))-(f'1*fj*C,~) • 
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Beweis: Es sei rt e l) 

Aufgrund von Lemma 1 
mit '1 (x) 

gilt dann: 
filr x aus einer Umgebung von supp :tj 0

• 

(C(z),(fi(x),(:f'/y), \f)k(x,y,z)))) = (C(z),(fi0 (x),(f/(y), \fk(x,y,z )))) 

+ + lO 0 + 10 ) + (C(z),(fi (x),(fj (y), Tk(x,y,z)))) + (C(z),(fi (x),(fj (y), ~k(x,y,z))) 

+ (C(z),(fi+(x),(fj 0 (y), 'f>k(x,y,z)))) • 

Die einzelnen Summanden sollen jetzt der Reihe nach betrachtet werden. 

Die Eigenschaft (i) bewirkt die punktweise Konvergenz von 

gegen 

0 0 . 
C ( z )( f i ( x) , ( f j ( y) , t't ( x) lt ( y) 4' ( x+y+z)) ) 

2 
auf R • \vagen der Stetigkeit von fi 0 auf /) und wegen der gleichmäßigen Beschränkt-

heit von { "Pk} auf R
6 

existiert ein M > 0 mit: 

jc(z)(fi
0
(x),(fj

0
(y), \flk(x,y,z)))I' M lc(z) 1. 

Der Satz von LEBESGUE liefert dann filr k _.., die Limesbeziehung 

Da C integrierbar und fi+ quadratisch integrierbar ist, kann man unter Zuhilfenah­

me der HÖLDERschen Ungleichung nachweisen, daß das Faltungsprodukt jfi+I * lfj+!?f C 

existiert und lokal integrierbar ist. Filr ein beliebiges 'f'e.D existiert daher 

~<lfi+l*l:t/I ~ C)(x)j't'(x)ldx = HfJri+(x-y):t/Cy-z)C(z)'\y'(x)ldzdydx. 

Die Funktion fi+(x-y)fj+(y-z)C (z)\f(x) ist daher aUf R
6 

integrierbar und der 

Satz von FUBINI läßt die Vertauschung der Integrationsreihenfolge zu. 

~<lt/l*l:t/J* C)(x)l'o/Cx)ldx = )~~ l:ti+(x)fj,+(y)J(z)'\y'(x+y+z)jdxdydz • 

Die i st gleichbedeutend mit der Integrierbarkeit von I :f'i +(x)fj +(y)C( z) 1f' (x+y+z) 1 

auf R6 • 
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Es ist ferner 

( 84) + + 10 (C(z),(fi (x),(fj (y), Tk(x,y,z)))) ~~~C(z)f/(x)fj \y) lf(x,y,z)dxdydz • 

Wegen (ii) existiert ein 'lfe:tJ mit: 

Die rechte Seite der Ungleichung ist nach oben Gesagtem integrierbar. Der Integrand 

a uf der rechten Seite von (84) konvergiert wegen (i) punktweise gegen 

+ + lO C(z):fi (x)fj (y) T (x+y+z) 

auf R6 • Mit Hilfe der Sätze von FUBINI und LEBESGUE folgt: 

+ + \D + + lO 
(C(z),(fi(x),(fj (y), Tk(x,y,z))))-(C(z),(f1 (x),(fj (y), T(x+y+z)))). 

( Q) + 0 (C(z),(fi (x),(fj (y), lfk(x,y,z)))) 

Da C integrierbar und fi+ quadratisch integrierbar ist, existiert das Faltungs­

produkt / fi+I* C und ist quadratisch integrierbar. Deshalb existiert für belie­

biges 'Y ß f) 

~<l:r/\*c)(x)l\t" (x)ldx = ))lf/<x-y)C(y)'f'(x)dydx. 

Die Funktion lt/(x-y)C(y) 'fl (x) 1 ist daher auf R4 integrierbar und die Vertau­

schung der Integrationsreihenfolge ist erlaubt. 

)<!f/ l*c)(x)j \V(x)jdx = )) lr/(x)C(y)°\y(x+y)jdxdy. 

Dies ist gleichbedeutend mit der Integrierbarkeit der Funktion jfi+(x)C(y)"l/'(x+y)j 

über R4 • 

Es ist ferner 

( 85) 
. + 0 

(C(z),(fi (x),(fj (y), 'fk(x,y,z)))) 

Offenbar ist (fj 0 (y), 'fk(x,y,z))€f) (R4 ) und wegen (ii) gilt 

supp (f/(y), 'f>k(x,y,z)) C supp (f/(y), ~(x,y,z)) • 

Da llf>k1 gleichmäßig beschränkt und fj
0 

stetig auf b ist, ist aucI:_ { (f/(y), 

'f'k(x,y,z)) J gleichmäßig beschränkt. Aus diesen Gründen gibt es ein '116 ;() , 
so daß 
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+ 0 + -!C(z)fi (x)(fj (y), 4'k(x,y,z))I ~ lc(z)f1 (x)'f/(x+z)I 

gilt. Die rechte Seite dieser Ungleichung ist integrierbar. Mit Hilfe der Voraus­
setzung (i) läßt sich die punktweise Konvergenz von 

+ 0 \/) + 0 lD C(z)fi (x)(fj (y), Tk(x,y,z))) gegen C(z)fi (x)(fj (y), ~(y) r(x+y+z)) 

auf R4 zeigen. Die Sätze von FUBINI und LEBESGUE liefern 

+ 0 10 + 0 lD (C(z),(fi (x),(fj (y), Tk(x,y,z)))}-(C(z),(fi (x),(fj (y), '1.(y) T(x+y+z)))). 

Wegen der Kommutativität des direkten Produkts folgt aus ( o) 

0 + \0 0 + \D (C(z),(fi (x),(fj (y), Tk(x,y,z))))-(C(z),(fi (x), '1(x)(fj (y), 1 (x+y+z)))). 

für k - oo. 

Aus ( oc )-( d ) und aus .Lemma 1 folgt: 

lim (C(z),(f.(x),(f.(y), 'Pk(x;y,z)))) = (C(z),(f1 (x),(fJ.(y), lp(x+y+z)))). 
k-oo l. J 

Es sei l 'Lk ~c:t) (R6
) eine auf R

6 
gegen 1. konvergierende Folge. Dann erfüllt 

lf ~( x,y, z) := 'lk(x,y, z) 'P ( x + "j + z.) die Voraussetzungen von Lemma 2. Es existiert 

damit das dreifache Faltungsprodukt fi * fj * C • 
Ferner gilt: 

lim (C(z),(f.(x),(fj(y), 'tk(x;y,z) \f(x+y+z)))) 
k-co .l. 

= (C(z),(fi(x),(fj(y), 'f Cx+y+z)))) 

lim (C(z),(fi(x),(fj(y), \{'k(x,y,z)))). 
1(-oa 

Lemma 3: Die Distributionen fi' Ce[)' seien dief!elben wie in Lemma 2. Dann gilt: 

Beweis: ( cA. ) 

Da dl.·e Faltunf$en fi0
v c, r1°*rj 0 sowie f 0* f 0 

.... c exi"sti·eren ·gilt das w i j ~ . ' 

Assoziationsgesetz 
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0 i::' l.O' 0 FUr fi e c,,g c J ist die Operation g-fi * g stetig aus f' in 'f 1 

• 

. ~· 0 0 ~· Auf Grund der Integrierbarkeit von Cs J folgt die Behauptung fi * fj *Ce J • 

Die Anwendung von fi 
0 * fj 

0 * C auf ein lfe'J' läßt sich darstellen als: 

(fi
0
*f/*c,\f1) = (c(z),(fi

0
(x),(fj

0
(y), tzCx) l'J,(y)\f(x+y+z)))). 

Man betrachte für m ~ 3 die Funktion 

+ + -m 1 lfi (x-y)fj (y-z)C(z)(1+lxl) • 

Da (1+lxl)-m integrierbar und jfi+(x-y)I bezUglich x quadratisch integrierbar 

ist, folgt aus der HÖLDERschen Ungleichung die Existenz von 

(1 + + -m 1 + 1 1 + -m ) fi (x-y)fj (y-z)C(z)(Hjx!) !dx = fj (y-z)C(z) ( fi l*<Hjxp )(y), 

und weiterhin folgt daraus die quadratische Integrierbarkeit von ( jfi+l*(1+lxl)-m). 

Mit Hilfe der gleichen Argumentation zeigt man die Existenz von 

und die quadratische Integrierbarkeit von qr.+l*C) • 
. J 

Aus der Ungleichung von CAUCHY-SCHIVAR7 folgt die Existenz von 

\ ( 1 f j + 1 * C )( Y )( 1 f / 1 * ( 1+ 1 X 1 ) -m)( Y) dy 

= ))~ 1 fi+(x-y)fj+(y-z)C(z)(1+lxl)-m dxdzdy. 

53 

Der Integrand auf der. rechten Seite dieser Gleichung ist daher auf R6 integrier­
bar und der Satz von FUBINI ermöglicht die Vertauschung der Integrationsreihenfolge. 
Es existiert somit: 

) 1 H f / ( x-y) f j + ( y-z) C ( z) dzdy 1 ( 1+ 1 x !) -m dx = ) 1 f / ~ f / * C 1 ( x)( 1+ 1x1 ) -m dx • 

+ + "'' Dies bedeutet: fi *fj *C E.J • 

+ 0 'f' (f) fi*fj*C6 

Es existiert die Faltung r 1 +* fj 
0 -* C und es bestehen die Beziehungen fj 

0* Ce f', 
r. 0* r1+e 'f'. Da für m ~ 3 die Funktion (1+1xl)-m integrierbar und f.+ quadra-J 1 

tisch integrierbar ist, zeigt man mit Hilfe der HÖLDERschen Ungleichung die Existenz 
von 

) 1 f i + ( x-z) C ( z) ( 1 + 1x1 ) -m 1 dx = 1 C ( z) 1 ( 1 f i + 1 * ( 1+1 x 1 ) -m( z) 
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und die quadratische Integrierbarkeit von <!t/1 *(1+1xl)-m). Ebenfalls über die 

HÖLDERsche Ungleichung folgt hieraus die Existenz von 

(( + -m 
))lfi (x-z)C(z)(1+1xl) jdxdz. 

Der Integrand ist deshalb integrierbar auf R4 und der Satz von FUBINI ermöglicht 

die Vertauschung der Integrationsreihenfolge. Es existiert somit: 

)!)f/(x-z)C(z)dz\(1+lxl)-mdx = )<f/*c)(x)(1+lxl)-mdx. 

+ IO' Dies bedeutet: fi *Ce J , 

Damit läßt sich die Assoziativität des Faltungsproduktes. ausnutzen: 

+ 0 + r 0 + 0 
fi ~fj *C = fi *(~j *C) = (fi *C)*fj 

Das letzte Glied dieser Gleichungskette ist (vgl. oC) aus 'f 1 
• Ferner gilt die Dar­

stellung: 

= < f / , f't < y > ) c f / * c > < ~ > lp c y+ e > d t > • 

Diese Behauptung folgt aus ( o) wegen der Kommutativität und Assoziativität des 

Faltungsproduktes. 

Aus ( C( ) - ( Ö ) folgt die Behauptung des Lemmas. 

4. Existenzaussage 

Satz 1: Es sei Ag der in ( 83) definierte VSP und ferner seien die 

ebenfalls durch (83) festgelegt. 

Dann existieren die durch distributionelle Faltungen definierten -VSP -der Lotab-

weichung-skoroponenten tr'i = fi * t.g • 

Beweis: Es ist f'lir lfle tJ und { ~n} - 1 auf 1:J (R4) 

E [(f i (x), (4g(l&l,z) •'1n(x,z)\f'(x+z))) "". (fi (y), (Ag(c.>, z), ttnf y,z)\f(y+z)) >] 2 

= E(f.(x),(Ag(Q,z),~ (x,z)~(x+z))) 2 + E(f . (y),(Ag(W,z),~ (y,z)~(y+z))) 2 

i -~ _ i . m 

Alle drei Summanden auf der rechten Seite sind 11 · vom Typ 11 
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Es genilgt daher, diesen: Ausdruck zu diskutieren. Wegen der Kommutativität des direkten 
Produktes gilt: 

Eßfi(x),(6g(w,z),~n(x,z)~(x+z)))(fi(y),(Ag(~,z),~m{W,z)lf(y+z)))] 

= (C( z) ,(fi (x) '~n(x,z)\f(x+z)) * (f1 (y) '~m(y,z)'P(y+z) Y* ) 

= (C(z),1 (fi(x),(fi(y),~n(x,e -z)'lm(y, ~ )\f'(x+t -z)\f(y+ t )))d·t) 

{86) - (C(z),~Cf1 (x),(fi(y),'1n(-x,e -y-z)'lm(y,~ -y)'fCt :-(x+y+z))\f(~ )))d~). 

Bei ( 86) wurde die Eigenschaft 

ausgenutzt. Die Funktioh 

'tn(-x,~ -y-z) flm(y, ~ -y)\{>( t-<x+y+z)) 'f>c ~) 

ist aus '/) (R8 ) • Man kann deshalb (86) als direktes Produkt ansprechen und dassen 

Kommutativität ausnutzen. 

- ( c ( z) • ) ( f :i. ( x) ' ( f i ( y) ''Zn ( -x, e -1-z) ~m ( y' e -y )\f ( ~ -( x+y+z) )'f ( t ) d ~ ) 

= - (C( z) ,(fi(x), (fi (y), ) tzn(-x, ~ -y-z)~m(y, ~ -y)'f( t -(x+y+z))lf( C )dem. 

Um Lemma 2 anwenden zu können, mUssen die Eigenschaften der Folge 

(87) Htin<-x, ~ -y-z) 'tm(y, ~ -y) 'f ( ~ -(x+y+z))'P ( ~ )d~J 

bestimmt werden. Da wegen der Finitheit von lf 'das Integral (87) nur Uber einen 
beschränkten t -Bereich erstreckt zu werden braucht, sind für alle (x,y,z) aus 

einem Kompaktum 1 K c R6 die Größen -x, ~ -z-y,y~ ~-, beschränkt. Es existieren 
daher Indicies m

0
, n

0
, so daß 

lf * 'f* ( x+y+z) 

für (x,y,z)E K und m, n ~ m_
0

, n
0 

• 

Alle Glieder der Folge (87) liegen offenbar in t) (R6). Da das Integral nur. Uber 
ei:n&n beschränkten t -Bereich erstreckt zu werden braucht, ist die F~lge (87) 

gleichmäßig auf R6 beschriinkt. · 

Aus l.emma 2 folgt dann filr m, n - eo : 

E[ ( t i ( x), (Ag(<.>, z), ~n( x,·z)'f( x+z)) )( t 1 ( y), (Ag( c.>, z), tzm{y, z) l.f (y+z)))] 

- (f'1 • f1 ~ c, 'f*'f*) • 
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Durch Anwendung der Dreiecksungleichung erhält man 

E [ (:f i ( x), (Ag( w, z), 'tn(x, z)'i'( x+z))) - ( fi (y), (4g(w, z), I'! m(y, z) lf' ( :v+z))l 2 

~ 1 E(fi(x),(6g(oo,z), '1n(x,z)'f(x+z)))
1 

- (fi'* fi* c, 'f* 'P* )\ 

+ \ E(fi(y),(Ag(f.l),z), '1m(y,z)\f(y+z)))1 
- (fi* fi * C, 'f* 'P* ll 

+ 2 \ E ( f i ( x), (Ag{ tö, z), l'ln(x, z)'f (x+z)) )(fi (y), ( 6g('41, z), "l m(y, z)lf'(y+z))) 

- ( f i * fi * c' 'P * 'f * ) 1 • 

Daraus folgert man, daß die Folge 

{<fi(x),(Ag((&),z), 11.n(x,z)lf(x+z)))J 

im Sinne der ~2-Norm eine CAUCHY-Folge ist. Die Behauptung des Satzes folgt 
~· :.. 

somit ~us der Vollständigkeit des i 2 • 

5. Kovarianzfortpflanzung bei Faltungsoperationen· 

Es kommt nun.mehr darauf an, die Auto- und Kreuzkovarianzfunktionale der 

als existent nachgewiesenen VSP der Lotabweichungskomponenten 61 zu berechnen. 

Satz 2: Für die in (82) definierten . VSP der Lotabweichungskomponenten 6j_ gilt : 

(88) 

( 89) 

E { ( ()i' lf )( 6"j ' V ) } 

E .f ( 6"i' IP )(c.g, 'fl) l 
c -f i * f j * c, l.p * "t'*) =: < cij, 'f * 'Y * .> 

( -f i * C, 'P * \t' * ) =: (Ci, lf * 'fl * ) . 

Beweis: Der Beweis von (88) erfolgt wiederum mit Lemma 2 und kann fast wörtlich 
aus dem Beweis von Satz 1 übernommen werden. 

Es ist für '1.k- 1 auf R4 

E{(6"i,\f)(Ag, '\jl)} = E f J"_!'.n~fi(x),(Ag(111,z), tt_k(x,z)'P(x+z)))(Ag(W,z), lf"(z))~ 

= lim (C(z),(fi(x), 'lk(x,z)'f(x+z))* '41Cz)* )) 
k-00 

lim 
\(-00 

Analog zum Vorgehen in Lemma 2 beweist man die Richtigkeit des Grenzilberganges 

lim - (C(z),(f.(x), f ti,k(-x,~ -z)C{>(~ -(x+z))\y'(~ )dt )) 
k-oo 1 J 

= ( -f i * c' \fl * y * ) 
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6. Zusammenhang der Aufgaben (A) u~ 

Die Aufg~be (E) wurde in den Abschnitten 4. und 5. gelöst. Jetzt soll gezeigt 
werden, daß die Lösung der Aufgabe (E) in einem allgemeineren Sinn auch die Aufgabe 
( A) löst. Dazu sollen die Kovarianzfunktionale Cij und Ci einer FOURIER-Transfor­
mation unterworfen werden. 
Die Existenz der FOURIER-TransfoI"!'.a.tion Cij folgt aus Lenuna 3 und der Faltungssatz 
liefert: 

_......._., 
~ + + tD 

- (fio*fj*C, "tl) - (fi * fj *C, T) 
~ ,,--._, 
0 + lD + 0 lD 

- (fi *fj *C,1) - (fi -*fj *C, T) 

-j ~0(k)f~0(k)-;'(k)'f(k)dk -i ;;_+(k);;(k)C(k)'f(k)dk 

- J ;:0
(k)f:+(k)C(k) lf> (k)dk - ~ ;;_+(k)-;;

0
(k)';{(k) 'f (k)dk 

- r f":'(k)f~(k)c(k)'f <k)dk. J J. J 

Analog erhält man 

cc1, \f>) = - ~t:<k)c(k)'f<k)dk. 

Die FOURIER-Transformierten fi sollen nun explizit angegeben werden. 

wobei 

00 "' 

f;_(k) = - ) xi exp (i kixi) ) lxl-J exp (i kjxj)dxjdxi 

i=1,2;j 

(S) 

-oo 

{

1 filr i 
= 2 flir i 

~fxl-J exp(ikjxj)dxj 

.- ao 

2 

1 

- 00 

ist. Man betrachte zunächst das Integral 

0 

Hierbei bezeichne K
1 

die MACDONALDsche Funktion. Es folgt dann weiter 
00 r iJi_ 

(90) fi(k) = 4 kj J K1(xikj)sin(kixi)dxi = 'tlkl 
0 

Es ist also: 

( 91) 1 ~ cCk) 
~ lkl 2 

Analog erhält man wieder: 

(92) 
,..., • I<' 
C.(k) = - ~..!.L C(k). 

1 r 1k1 

Aus (91) lassen sich wesentliche Schlußfolgerungen ziehen. Zunächst ist einmal wegen 
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die Funktion integrierbar und daher wird von einer stetigen 

beschränkten Funktion erzeugt. 

(93) (cij' lf*'fl*) = H cij(s-t)l{>(s)'\V(t)dsdt; 'f, VetJ. 

Da ferner C eine positiv semidefinite stetige Funktion ist, kann sie gemäß des 

Satzes von BOCHNER als FOURIER-Transformierte ji, eines positiven endlichen N.aßes dar­
gestellt werden. 

,..., ,..., S"' ( c' lf ) = ( fl'' lf ) = ( f' , \f> ) = '{' ( k) df' ( k) • 

Da p.- positiv und endlich ist, existiert eine nichtnegative Funktion F mit: 

(94) slp(k)dJ.<.(k) = J~(k)F(k)dk = J\eikTxlj>(x)F(k)dxdk. 

Andererseits ist aber 

(C , \f) = - 1-2 rrc(k)e-ikTx\f>(x)dxdk = - 1-2 rr C(-k)eikTx'f(x)dxdk. 
4ri Jj 4tt JJ 

Vergleicht man dies mit ( 94), so folgt C ~ 0 • Da damit auch Cii ~ 0 , so folgt 

wiederum aus dem Satz von BOCHNER die positive Semidefinitheit von Cij • Es gibt 

dann einen eindeutig (bis auf Äquival.ent) bestimmten, stetigen GAUSSschen Proz.eß 
O"i mit der Kovarianzfunktion Cij • Dieser Prozeß erzeugt vermöge 

(ß"i'lV) = ~B"i(W,x)\f(x)dx 

den VSP der Lotabweichungskomponenten Cli • 

Falls nun die Faltung si = fi ~ Ag im klassischen Sinne existiert und einen ste­

tigen GAUSSschen Prozeß definiert, so gilt: 

( CS-. , ~) = r s. ( w 'x) lfl ( x) dx • 
l. J l. 

In diesem Fall folgt aus dem Lemma von DU'BOIS - REYMOND diu Beziehung 
- . 2 

E( 6"i( w,x) - si( CiJ ,x)) = b fast überall. Deshalb ist 6"i eine verallgemeinerte 

Lösung der Aufgabe (A). 

7. Umkehrung der FOURIER-Transformation 

,.., ,..... 
Im Abschnitt 6 werden die FOURIER-Transformierten Cij' Ci der Auto- und Kreuz-

kovarianzfunktionen Cij' Ci der stetigen GAUSSschen Prozesse 6"i' Ag angegeben. 

Um die Berechnung der Cij' Ci abschließen zu können, muß noch auf die Umkehrung 

der FOURIER-Transformation eingegangen werden. Vorher sei bemerkt, daß auf Grund 
der Isotropie der Funktion C die FOURIER-TranRformation in die HANKEL-Transfor­
mation übergeht. 
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00 

C(lkl) = 2.'ii'JrC(r)J
0
(lklr)dr (J

0 
BESSEL Funktion) 

0 

Zur Umkehrung der FOURIER-Transformation 

1 )"' . -ixTk (95) cij(x) = ~2 cij(k)e dk 
411 

fUhrt man Polarkoordinaten ein. Es sei r =fxl • 

x1 = r coa "fl ; ~ = r ein 'V ; 

wobei '\f' den Winkel zwischen x und einer beliebigen, aber festen Polarachse dar­
stelle. Ferner sei 'f der Winkel zwischen x und k • Dann gilt: 

k1 ='~'[x1 coe ~ - ~ein~] 

k2 = l~I [x1 ein \f + ~ cos \f} 

xTk = 1 k 1 r COB \f • 

Aus (95) wird dann 

c~2 
2 

x,-~ sin 2 'f' + x1~ cos 2 f 
2.r2 .rz. 

x
2 X~ ~ 4 cos

2 lf - + sin2 \f + ~ ain
2 lf 

r r r 
( 96) 

X2 X X... 2 
1 -sin2 'P + 1 ;: sin 2 \(' + ~ cos~ "'? 7 r~ 

Man betrachte zunächst das innere Integral. Dies kann UberfUhrt werden in 

( 97) e -ilklr cos 'Pd 'f • 

0 

Es sollen folgende Bezeichnungen eingeführt werden: 

oO 'ii 

= , l~cos2~lklc<1kl>e-ilklr cos\f>d'f>dr 
1!'2t2 5'2 J . ' 

~ 0 . 

= 1 rf sin2 'flk1cclkl)e-ilklrcos'Pd'fdr 
1r2.r6'.2 ~ 

63 0 0 

Q(r) 

'fl< r) 

wobei ()"~ = C( 0) ist. 

59 
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Dann folgt aus (96), (97) 

6".1. X ~ 
= C21 = 2~\ [Q(r) - 'Y (r)] 7 

~;~ l V ( r) + [ .Q ( r) - "\fl ( r)] 

+ [ Qc r) - 't' ( r)] 
a-:2 

= 4 {'t'<r) 2 '( 

oder in verkürzter Schreibweise 

(98) 

Der Wert der von C = Cij e1 ej erzeugten Bilinearform, a~gewandt auf' u = u1 e1 
v = vj ej läßt sich darstellen als 

6'.k_ 111 T 6"ts [ Q-'\jl]. T T 
Cij ui vj = Zaz. Tuv+ 2 't7. --;r- (xu)(xv). 

111 r.. T T T Da sowohl T, llt~ als auch die Skalarprodukte u v, x u, x v gegenüber der Gruppe der 
orthogonalen Koordinatentransformationen invariant sind, stellt C = (Cij) ein zwei­
stufiges stationäres isotropes Tensorfeld in der Ebene dar. 

Nachdem der Tensor C = (Cij) durch Anwendung der inversen FOURIER-Transformation 
,..., ,..., ,..., 

auf C = (Cij) bestimmt worden ist, soll die gleiche Vorgehensweise auf c1 ange-

wandt werden. 

x1 :x:... 
COB 'P - ~ sinlfl r r c, 

0 0 

; 1 ein lf + ; coslfl 

Die Betrachtung der inneren Integrale liefert: 

X 1 - :Zsin'f 

: e -i l k 1 rcos 'f d 'r 

+ :Z.cos 'P 
r 

[
sj,,.. 

= 
2
; i eoe 'f e -i \ k 1 reoe 'f' d 'f 

= - 2i 'il [:] r J 1 ( 1 k 1 r) __ <! 
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Daraus folgt 
III:> 

c1 (x) = 2~10 ~ lkl J 1(1klr)C(lkl)dlk(. 

0 

Mit der Bezeichnung 
00 

6'!5 9(r) == * ~ lkl J 1(1klr)C(lkl)dlkl 

gilt dann 

Ci (x) = - 6"ig 
r 

0 

xi e (r) r. 

Das einstufige Tensorfeld Ci(x)ei ist ebenfalls stationär und isotrop. 

Anhang II: Ebenes STOKES-Problem 

Die obere Halbebene d'es R3 

von G heiße S; S := (xe R3 

sei mit G := l x& RJ : x
3 

> 0} bezeichnet. Der Rand 

: X3 = oJ. Es sei T:Ox(G u s)-R1 ein stationärer 

Prozeß mit folgenden Eigenschaften: 

AT = 0 in G 

mit einem auf Q x S definierten stat~onären Prozeß .a.g • Wenn G den Außenraum 
einer Kugel bildet, wird der Zusammenhang zwischen T und Ag durch die Formel von 
STOKES vermittelt. Es ist naheliegend zu fragen, ob im ebenen Fall T aus Ag ver­
mittels einer Verebnung der Formel von STOKES berechnet werden kann. 
Gilt also 

(99) T(Cil; X1t~t0) =4ir-~1x~yl Ag(cu,y)dy ~ 
s 

61 

Es soll zunächst die Gültigkeit von (99) angenommen werden. Unter H(R) soll folgende 
Halbkugel verstanden werden: 

H(R) := {xeGvS: lxl ~ RJ • 

Der Rand oH(R) von H(R) läßt sich als Vereinigung zweier Mengen A(R) und 
B(R) darstellen: 

oH(R) = A(R) v B(R) , 

wobei 

A(R) ::. l x 6 S B(R) := {xeG lx( 
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Aue dem GREENechen Darstellungssatz folgt nun: 

T(w ,O) = 4i ~(l~l . ~T (y) - T(y) oa(.~,)1 dO 
8HCRJ n 11. 

1 f 1 1 ( f1 oT 1 l W j iYi tt.g( w ,y)dy - W J lR an(y) + 7 T(y) j dO • 

A(R\ B(R) 
Man betrachte die Beziehung für R-oo • Es ist 

lim 4* J 1i1 tig( UJ ,y)dy = 4i ~ 1i1 Ag( W ,y)dy 

A('R) 5 

T(W,O). 
R-oo 

Daher muß gelten: 

(100) lim 4i 1 l ~ ~: (y) + 7R
1 

T(y)} dO = 0 • 
'R-.., '"&('R) 

Die Beziehung (2) ist sicher erfüllt, wenn T(y) = O(lyl-1 ) für lyl-i-oo vorausge­
setzt wird. Diese Bedingung ist aber mit der vorausgesetzten Stationarität nicht 
verträglich. 
Den Verfassern ist es weder gelungen, die Giiltigkeit von (100) ohne Zuhilfenahme 
der obigen asymtotischen Beziehung zu beweisen, noch konnten sie ein Gegenbeispiel 
angeben. 

Anhang III . Differentationsformeln 

Es seien ~ (t) und '1.(t) zwei homogene, stationäre Prozesse, deren Kovarianz­
funktion C hinreichend oft differenzierbar sei. Die Kreuzkovarianzfunktion C' 

C'(s-t) := E {~ (s) 'l (t)} 

sei ebenfalls als hinreichend oft differenzierbar vorausgesetzt und hängt ebenfalls 
nur von der Differenz der Parameter ab. 
Ein Prozeß ai~ (t) heiße partielle Ableitung erster Ordnung des Prozesses 5 , 
sofern für alle 

lim E 
h-o 

t 

( a i ~ ( t) - t ( ~ ( t+e ih) - ~ ( t)) 1 2 
= 0 

gilt. Hierbei bezeichne ei den i-ten Einheitsvektor ei = (o,o, ••• ,o,1,o, ••• ,o) 

wobei die 1 in der i - ten Komponente auftritt. 

Lemma 1: Es e.xistieren die partiellen Ableitungen erster Ordnung ßi ~ 0i'1. 

der Prozesse 5 , "l • 

Beweis: ( a i ~ ) Es sei f hn 1 eine reelle Nullfolge und e1 bezeichne den i-ten 

Einheitsvektor . Es besteht die Beziehung 
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E l h1 (~ (t+e.h) - ~ (t)) - h1 (~ (t+e 1h) - ~ (t))1 
2 

l n i n m m J 

= ~ E {~ (t+eihn) - ~ (t)J 
2 

+ ~ E f ~ (t+eihm) - ~ (t)J2 
n 

- ~hm E f [~ (t+e1hn) - ~ (t)] [ ~ (t)-eihm) - ~ (t)] 1 . 
Man betrachte zunächst: 

h)im E {[ ~ (t+eihn) - ~ (t)] [ ~ (t+eihm) - ~ (t)] J 

= ~ B (~ (t+eihn) - ~ (t)J
2 

+ ~ E [~ (t)+eihm) - ~ (t)}
2 

- h:hm E l [ ~ (t+eihn) - ~ (t) ] [ ~ (t+eihm) - ~ (t) J1 
Daraus folgt dann 

= C(O) (j_ + ~ - ~) + ~ O(hP-1h2-P) 
h2 .hc h n 2-_. n m 
m n n m p=-o 

3 
~ C( 0) 1 1 + ~ O(hnp-1h2-p) • 

~-~ ~ 1n 
p=O 

Aus der letzten Beziehung erkennt man, daß die Folge { ~n (~ (t+e1hn) - ~ (t))J 

eine CAUCHY-Folge ist. Aus diesem Grunde existiert der Grenzwert dieser Folge und 

damit die behauptete partielle Ableitung. Ersetzt man in ( oi~) das Symb~l ~ 
durch ~' so erhält man den BeweiB für diese Teilbehauptung. 

Lemma 2: Es gelten die Beziehungen 

Beweis: 

E 1 ai~(t)tt(s)J 
E \ ~(t) 31 1-t(s)J 

d i C ' ( s-t) 

CJi C'(s-t) • 

E l~(t)Oil't(s)} = ~~o ~E {~(t)('1(s+eih) - f1(s)} 

= lim ~ [c'(s-t+eih) - C'(s-t) l = CliC'(s-t) • 
h-o J 

63 
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Es sei ex: = ( <:1., 1 , ••• , otn) der Vektor mit den nichtnegativen ganzzahligen Komponenten 

ex; j • Mit D«. f(:x:) werde der Differentialquotient der Ordnung 

locl = oc1 + oc2 + ••• + <X:n 

f"\loc 1 
o f( x

1 
, • • • , xn) 

D oc f = 

bezeichnet. 

~ Es gilt 

f<(.f "'+ß 
= ( -1) D C( s-t) • 

Beweis: Der Bewei s der Behauptung erfolgt durch vollständige ILduktion. Filr 

l~l = lßl = 0 ist die Behauptung ~rivialerweise gilltig. Die Aussage gelte nun fUr 
loe1 = n-1 und lßl = m. Vorgelegt sei ein oc' mit loc't n, das heißt, es existiert 
ein Index i , so daß oc j' = oc. j fUr j t i und oc 1

1 = oci + 1 • 

Mit Hilfe von Lemma 2 erhält man: 

Die Behauptung gilt dann also sogar filr 1~1 = n • Analog verfährt man im zweiten 
Fall. Es sei die Gültigkeit der Behauptung für 1 oct = n und lß 1 = m-1 vorausge­
setzt und es sei ein ß' mit lß

1
l = m vorgelegt. Es existiert wiederum ein Index 

i , so daß ß j' = ß j filr j t i und ß j_ = ß i + 1 • 

Mit Hilfe von Lemma 2 erhält man wiederum 

E[D"'~ (t)Dß'~ (s)} = Efn"'~ (t) oi(Dß~ (s))J 

c\ E [ Doc ~ (t)Dß ~ (s)} = (-1/' 1 
D oe+ß' C(s-t) • 

Aus dem Prinzip der vollständigen Induktion folgt die Behauptung. 

Anhang IV. Fortsetzung ebener Prozesse in den Raum 

Es sei ~ : ;J >< R2 - R 1 ein stationärer Prozeß mit einer integrierbaren und 
stetig differenzierbaren Kovarianzfunktion C • Die Funktion 
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heiße POISSON-Kern. 
Da die Funktionen C und P Uber R2 integrierbar sind, existiert das dreifache 
Faltungsprodukt PM P ~ C und folglich der Prozeß 

( 101) tt< 1.1> ;x,z) ·- (P( •,z)* ~ (-))(x) 

'2iF I ((x-yf -t-z2)372 ~ ( w ;y)dy • 

65 

Der Punkt steht hierbei für das Argument, über das die Faltung vollzogen wird, während 
das andere Argument festgehalten w~rd. 

Aussage: Es gelten die folgenden Beziehungen: 

(i) C(x-y,z1+z2) := E {1t<w;x,z1)1'!.(Co;y,z2 )J 

(P( •, z1+z2 ) * C( •) )(x-y) 

1 f (z1+z2 )C(u)du 

2"ljf'" j [((x-y)-u)2+(z1+z2)2]3/2 

( ii) lim 
z.-o 

ti.< w ;x,z) = ~ ( w ,x) 

( iii) 

Dem Beweis dieser drei Aussagen sollen zwei Lemmata vorausgehen. 

Bei BELLAIRE (1977) findet sich die f olgende Beziehung. 
Lemma 1: 

Lemma 2: 

lf ( x) - 0 

Es sei ~ : n1 __.... R1 stetig differenzierbar und erfülle die Forderung 
für x - .±. oo • Dann gilt: 

00 

lim f 2z ~ 3/2 lf (R)dR = lf> (O) 
z.-o J (R +z ) 

0 

Beweis: Es sei 
~ 

ct>z(R) ·- ) zr dr 
( r2+z2) 372 

0 

Nun gilt 
00 00 CO 

J z. "R lJl (R)dR 
(R2+z2)J/2 

0 

J cD z(R) \f> (R)dR = - 1 <P z(R ) lf' (R)dR 
0 0 
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Die Funktion 4> 1 ist integrierbar und beschränkt, während die Funktionen cp z 

integrierbar und fUr alle z > 0 gleichmäßig beschränkt sind. Damit ist der Satz von 
LEBESGUE anwendbar und es gilt: 

Also: 

lim 
z-o 

CD 

=-Ilf'CR)dR= 'fco> • 
0 

00 

0 

!~ o J (R2:J)3/2 'f (R)dR = 'f (Ö) 

0 

Jetzt ist man in der Lage, obige Behauptung zu verifizieren. 

(i) Ef'1.(UJ;x,z1)"l.(W;y,z2)J = E { (P(•,z1)* ~ (c.o,•))(x)(P(•,z2)* t (w ; •))(y)J 

(P( •,z1 )* P( •,z2 ) * C( •) )(x-y) 

f (z1+z2 )C(u)du 

J [((x-~)-u)2+(z1+z2)2]3/2 

m zr 
(iii) . 1 J z r ! ~ 2 2 J.. = lim 2 1r 2 2 372 C(lx-yl +r -2rlx-ylcosT 1 d~dr 

z1+z2-o o (r +( z1+z2) ) o 

Die Funktion 

211 

I ,{ 2 2 1 

c .( vlx-yl +r -2rlx-ylcos't') d'I/' 
0 

bat die Eigenschaften, die von der Funktion ~ in Lemma 2 gefordert werden. Deshalb 
gilt: 

.1'1 

lim C(x-y,z1+z2) = 2ir I C( 1 x-yl )d "I' C(x-y) 
z 1+z2-o 

0 . 

= 0 
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Daher existiert: 

lim 
z-o 

'1. ( '-> ; x, z) 

2'i" 

J ~ (CA>; V r 2+x2-2rx cos 'lt' 
1
)d 'lt' dr 

0 

= ~ ( w ,x) 

Die praktische Berechnung der in (i) gegebenen Kovarianzfunktion erfolgt ilber den 
Umweg der FOURIER..;rransformation. Da die Funktionen P und C integrierbar sind, 
sind diese sowie deren dann existierende Faltung P* C FOURIER-traneformierbar. 
Die Anwendung des Faltungssatzes liefert 

Die FOURIER-Transformierte des POISSON-Kerns läßt sich angeben: 

Wegen der Integrierbarkeit von P und C läßt eich die Umkehrung der FOURIER-,.., 
Transformation auf C(lkl,z1+z2) anwenden und eo ist 

C(r,z1
+z2) = I 1 kl]

0
(lklr)C(lkl)e-<z,+z2)lkarkl 

0 

67 
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