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Zusammenfassung

Es wird die Ausbreitung seismischer Oberflidchenwellen in geschichteten elasti-
schen Medien mit lateralen Stdrungen auf der Basis einer Methode von ALSOP unter-
sucht., Insbesondere werden die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten schrig
einfallender seismischer Oberfldchenwellen fiir vertikale Diskontinuitéten gendhert
berechnet. Die RAYLEIGH- und IOVE-Wellen werden dabei zu einem einheitlichen Eigen-
funktionensystem zusammengefaft und ihre wechselseitige Umwandlung ineinander zuge-
lassen, Die Einbeziehung des kontinuierlichen Spektrums, repridsentiert durch die
Raumwellen, ist méglich. Durch Einfiihrung eines krummlinigen Koordinatensystems ge-
lingt es erstmalig, auch unebene Diskontinuitédten auf dieser Basis zu behandeln,

Summa ry

On the basis of ALSOP's ‘method the propagation of seismic surface waves in layered
elastic media with lateral inhomogeneities is considered. For a vertical diseontinui-
ty approximate reflection and transmission coefficients of obliquely incident seis-
mic surface waves are obtained. RAYLEIGH and IOVE waves are arranged in such a way
that they form a homogeneous eigenfunction system and their mutual conversion into
each other is allowed. The inclusion of the continuous spectrum represented by the
body waves is possible. To use curvilinear coordinates succeeds in this connection
for the first time in treating curved discontinuities, too.

Résumé

En se basant sur une méthode &laboree par ALSOP, l'auteur a é&tudié la propagation
d'ondes de surface séismiques dans des milieux élastiques stratifiés présentant des
perturbations latérales et il a, en particulier, fait des calculs approchés pour dé-
terminer les coefficients de réflexion et de transmission d'ondes de surface séis-
miques 4 incidence oblique pour des discontinuités wverticales. Il a groupé les ondes
de RAYLEIGH et les ondes de LOVE en un systéme unique de fonctions propres en admet-
tant la possibilité de la conversinn de 1'un type d'ondes en l'autre et vice versa.
L'inclusion du spectre continu, représenté par les ondes de volume, est possible.
L'utilisation d'un systéme de coordénnées curviligne a permis pour la premiére fois
de traiter par la méthode susmentionnée également des discontinujtés courbes.

Pe3ome

PaccMaTprmBaeTCA pacnpoCTpaHeHre CefCMPYecKMX [TOBEPHOCTHHX BOJH B CJOMCTHX
| JUPYyTEX Cpelax C JaTeparbHO# HeOmHOPONHOCTHD HA Ga3e meToma Anp3ona. B
! YACTHOCTH NPHCIREREHHO BHYMCJIEHN KOePPMIMEHTH OTPAREHAA M MPOXOXNEHMA HAaKJOHHO
namaommx CefCMAYECKAX IOBEPHOCTHHX BOJH IJIS BEPTMKAJBHHX pa3pHBHOCTe#. BosHM
Pases m JlaBa npm 3TOM COENEHADTCA B ENAHOM CHMCTeMe COGCTBEHHHX (QyHKOAE m
JONyCKAaeTCA MX B3aPMMHOE Opeo6pa3OBaHMEe ONHO B Ipyroe, BOo3MOXHO BRIDYEHAE
HENPEPNBHOT'O CIEKTpa, NpeNCTABIAEMOr0 OCBEMHNMM BOJHAMA. [lOJNB30BaHME KPEBO-—
JIRHEHHNX KOODPIAHATOB [O3BOJAET BIepBHEe o0padaTHBATEH TOXE HEpPOBHHE DA3PHBHOCTH
Ha 3TOR OGase.,
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o Einleitung

1.7, Allgemeine Bemerkungen

Die Pionierarbeiten von RAYIEIGH (1885) [72] und KNOTT (1888)iiber die Theorie der
elastischen Oberfldchenwellen und die Reflexion und Brechung elastischer Raumwellen
regten eine grope Anzahl von Autoren an, sich eingehend mit diesen Problemen zu be-
fassen mit dem Erfolg, dap eine uniibersehbar grofe Anzahl von Arbeiten zu diesem Ge-
Zenstand existiert. Es wurden grofe Fortschritte in Richtung auf ein Versténdnis der
Erdbebenphénomene gemacht, und trotzdem blieben viele Fragen, deren Kl&rung fiir ein
volliges Verstehen der komplizierten Natur von seismischen Wellen notwendig wédre,
offen., Die Schwierigkeiten resultieren einerseits aus dem komplexen Erdbebenmecha-
nismus und andererseits aus der komplizierten Struktur der Erde, in welcher sich
die Erdbebenwellen ausbreiten., Die Trennflédchen, die zwischen verschiedenen Medien
innerhalb der Erde existieren, geben Anlapf zu vielen Reflexionen und Brechungen der
Wellen auf ihrem Weg von der Quelle zum Empfénger. Darum haben die Seismogramme von
Erdbeben ein verwirrendes Aussehen. In ihnen ist Information iiber das Erdinnere ent-
halten., Da die Grundabsicht der Geophysik darin besteht, eine dritte Dimension fiir
die geologischen Karten zu erschliefen, d. h. in die Tiefe zu gehen, kommt es darauf
an, die Seismogramme unter diesem Gesichtspunkt zu interpretieren. Als Schliissel fiir
die Gewinnung der gewlinschten Information aus den Seismogrammen bieten sich theore-
tische Studien iiber die Ausbreitung von elastischen Wellen in gestdorten Medien an.
In erster Ndherung stellt man sich die Erde aus konzentrischen Schichten aufgebaut
vor. Dieser Normalzustand kann durch lokale Anomalien gestort sein, und eine solche
Anomalie stellt die vertikale oder geneigte Diskontinuitédt dar, mit deren Einflup
auf die Ausbreitung von Oberfléchenwellen sich diese Arbeit beschéftigt. Diese Dis-
kontinuitdten ergeben einerseits eine gewisse Modifikation fiir die Ausbreitung von
Cberfldchenwellen in geschichteten Medien, andererseits interessieren sie als sol-
che selbst und kdnnen mittels der Oberfldchenwellen ndher erforscht werden,

MINTROP &uperte einmals ,Ein alter Bergmannsspruch lautet: ,Hinter der Hacke ist
es duster' und - wie wir hinzufiigen kdnnen - unter dem MeiBel und der Bohrkrone
auch, Dieses Dunkel vor dem Ansetzen von Bohrungen so weit wie mdglich aufzuhellen,
ist Aufgabe der Geologie und Geophysik,"

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Wechselwirkung von seismischen Ober-
fléchenwellen mit einer (vertikalen) Diskontinuit&t unter Beriicksichtigung von Wech-
selwellen theoretisch zu erfassen und auf dieser Grundlage den Einflup von realen
lateralen Storungen auf dem Territorium der DDR abzuschétzen.

1.2. Geologische und seismologische Aspekte der Diskontinuitdten

Unter Diskontinuitdten im Sinne dieser Arbeit verstehen wir Fldchen, auf denen
sich die Materialparameter Longitudinalwellengeschwindigkeit, Transversalwellenge-
schwindigkeit und Dichte sprunghaft &#Zndern und deren s&@mtliche Tangentialebenen
einen von Null verschiedenen Winkel mit der Einfallsebene der Oberfléchenwellen
einschliefen. Die sogenannten vertikalen Diskontinuitaten, mit denen sich der Haupt-
teil dieser Arbeit beschéftigt, sind ebene Fldchen, die auf der Einfallsebene der
Oberflédchenwellen senkrecht stehen., Zu den hier betrachteten Diskontinuitéten gehd-
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ren die Gruppen:
1. Eontinentalrénder,
2. Verwerfungen,

Die Diskontinuitéten der ersten Gruppe kommen durch die Unterschiede des kontinenta-
len und ozeanischen Krustenaufbaus zustande. Dabei sind die auffédlligsten Unterschie-
de die Tiefe der MOHOROVISIC-Diskontinuitét, die unter Kontinenten zwischen 30 und
50 km schwankt und unter Ozeanen etwa 10 - 12 km betrégt, und das Fehlen einer Granit-
schicht in der ozeanischen Kruste. Die Kontinentalrdnder sind Diskontinuitdten von
globalem Ausmag.

Verwerfungen sind relativ steil oder vertikal einfallende Bruchstdrungen mit we-
sentlichen Verschiebungen an den Bruchflédchen. Durch eine Verwerfung in horizontalen
Schichten werden im allgemeinen in Abhédngigkeit von der Sprunghthe verschiedene
Schichten miteinander in Beriihrung gebracht (Abb. 1).

Kreide

— — — | — omm— o——

" unterer Buntsandstein | mittlerer Buntsandstein

Abb. 1 Schematisches Profil durch den Westheimer Abbruch,
siidlichster Teutoburger Wald, Sprunghéhe ca. 350 m

Das Ausmapf von Verwerfungen schwankt zwischen kleinen und gewaltigen Betrédgen. So
besaf die bei dem grofen Erdbeben in Assam 1897 entstandene Chedrang-Verwerfung eine
Sprunghdhe bis zu 11 m, Die Verwerfung, die den siidlichen Schwarzwald gegen die
Rheintalsenke begrenzt, wird auf 1500 m geschétzt.

Es gibt seichte und tiefgreifende Verwerfungen. Zur ersten Gruppe gehdren alle
Verwerfungen, die genetisch mit der Faltenbildung zusammenh@ngen, wédhrend Bruchsy-
steme mit einer schon in geologisch frilhen Zeiten beginnenden Aktivitédt und Eruptiv-
giénge zur zweiten Gruppe zu zéhlen sind. Es muB darauf hingewiesen werden, dapf kein
unmittelbarer Zusammenhang zwischen der SprunghShe und der Tiefenerstreckung von
Verwerfungen besteht. Im allgemeinen herrscht die Tendenz, dap eine an der Oberflé-
che vorhandene Verwerfung mit der Tiefe allméhlich in eine bruchlose Deformation
ibergeht. Da verschiedene Druckbedingungen den Winkel der Zerscherung beeinflussen,
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weisen Verwerfungen oft EKrimmungen und schaufelférmige Verbiegungen auf,

Auf dem Territorium der DDR und dariber hinaus in Mitteleuropa treten Verwerfun-
gen grbperen Ausmafes an den Nord- und Siidréndern der Mittelgebirgsziige auf, wobei
die Randstdrungen im Norden die ausgeprédgteren sind (Abb, 2).

Flechtinger
Thiir. Wald Kyffhduser Harz Hohenzug

Abb, 2 Schematisches S-N-Profil durch das NW-Ende des
Thiiringer Waldes, das Thiiringer Becken, den
Kyffhduser und Harz, das Subherzyne Becken, den

Flechtinger Hohenzug und dessen Vorland (schwarz -
ungeféhre Lage von Rhédt-Lias als tektonischer
Leithorizont)

In einer Arbeit von McGARR [62] wird der Einflup des Kontinentalrandes in Kali-
fornien auf die Ausbreitung von RAYLEIGH-Wellen experimentell untersucht und mit
den Ergebnissen der Theorie verglichen. McGARR weist darauf hin, dap von allen la-
teralen Variationen, die in der Kruste und im oberen Mantel auftreten, am wahr-
scheinlichsten diejenigen an der Grenze zwischen Kontinent und Ozean einen mefbaren
Effekt auf RAYLEIGH-Wellen mit Perioden zwischen 30 und 5 Sekunden ausiiben. Aber
auch die anderen erwdhnten Storungen haben einen Einflupf auf die Ausbreitung wvon
Oberfléchenwellen., So wird von SICHARULIDSE [78] gezeigt, daf man auf Grund der Seis-
mogramme von Erdbeben mit einem Herdgebiet in der Siid-Tienschan-Region annehmen mup,
daB entlang der Grenze zwischen der Mesopotamischen Depression und dem Zagros-Gebir-
ge im Iran eine reflektierende Flédche fiir Oberflédchenwellen existiert (Abb. 3).

Geologisch gestdrte Zonen haben ebenfalls einen Einfluf auf die Mikroseismik [21],
die zu einem gropen Teil aus Oberflédchenwellen besteht. Die Umwandlung der Oberfléa-
chenwellen, die an einem Kontinentalrand einfallen, von einem Typ in einen anderen
hat eine grope Bedeutung filir das Studium der Mikroseismik.
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Abb. 3 TDie Reflexion von Oberflédchenwellen bei Siid-Tien-
schan-Erdbeben [ 78]

Allgemein kann es beim Auftreffen von Oberfldchenwellen auf eine Diskontinuitit

1..2zu einer relativen Schwédchung oder Verstédrkung der modalen Oberfléchenver-
riickung infolge Transmission von einem Medium ins andere,

2. zur Erzeugung von neuen transmittierten und reflektierten Oberfléchenwellen-
moden, Raum- und anderen Wellen

kommen. Dabei scheint die m6gliche Erzeugung von Wechselwellen, d. h., die Umwandlung
von RAYLEIGH- in IOVE-Wellen und umgekehrt, die bel schrégem Einfall durchaus denk-
bar ist, besonders interessant zu sein.

1.3. Mathematische EKonventionen

Kleine lateinische Buchstaben als Indizes mégen die Zahlen 1, 2, 3 représentie-~
ren, wobel gem@B der EINSTEINschen Summenkonvention iiber doppelt auftretende Indizes
in einem Term von 1 bis 3 zu summieren ist. Wdhrend kleine griechische Buchstaben
zur Numerierung der Eigenfunktionen, Eigenwerte und daraus abgeleiteter Grépen ver-
wendet werden, dienen grofe griechische Buchstaben zur Kennzeichnung des Entartungs-
grades und laufen von 1 bis 3; fiir die griechischen Buchstaben gilt die EINSTEINsche
Summenkonvention nicht. Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten Xy werden
im allgemeinen mit Hilfe der Kommaschreibweise und kovariante Ableitungen nach den
krummlinigen Koordinaten X; mit Hilfe der Semikolonschreibweise gekennzeichnet
(siehe z. B. [39]).

Zur Darstellung der Wellenvorgénge dient der komplexe Formalismus, und man hat bei
der Ermittlung einer physikalischen Gréfe zum Realteil iiberzugehen.

Die imagin&re Einheit wird mit 1 bezeichnet, und komplexe Konjugation wird durch
einen Stern symbolisiert. Der Faktor fiir die harmonische Zeitabhéngigkeit e'i“’t

wird beil zeitabhéngigen Feldgrdfen mitunter fortgelassen und muf dann hinzugedacht
werden,

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1973.024

R




2. Die verschiedenen Losungsméglichkeiten aus mathematischer Sicht

2.1. Grundlegende mathematische Probleme und historische {ibersicht

Eine exakte Losung des Randwertproblems fiir den Durchgang von Oberfldchenwellen
durch eine vertikale Diskontinuit&dt ist bisher noch nicht gefunden worden. Die Ursa-
che hierfiir ist darin zu suchen, dap es mit Hilfe eines einfachen Ansatzes, der nur
einfallende, reflektierte und transmittierte Wellen enthdlt, unmdglich ist, die Rand-
bedingungen an der Grenzfldche exakt zu erfiillen. Die Amplituden-Tiefen-Abhéngigkei-
ten der Oberfldchenwellen diesseits und jenseits der Diskontinuitdt sind n&mlich
voraussetzungsgemdf verschieden, und folglich ist eine Befriedigung der Randbedingun-
gen auf dieser Basis nicht mdglich. Dies ist ein Hinweis darauf, dap an der Grenz-
fldche weitere Wellenarten, wie z, B. Raumwellen, STONELEY-Wellen u. a., entstehen
miissen. Leider gibt es noch kein einfaches mathematisches Verfahren, das die Erzeu-
gung dieser zusdtzlich zu den liblichen reflektierten und transmittierten Wellen ent-
stehenden Anteile in befriedigender Weise beschreibt. Im Gegensatz zur Ausbreitung
von Wellen in horizontal geschichteten Halbr&dumen ist die Wellenausbreitung in Halb-
rdumen mit vertikalen Diskontinuitdten in der Literatur bisher nur wenig untersucht
worden, Man mupB zundchst unterscheiden zwischen Arbeiten, die sich mit der Losung
der inhomogenen Wellengleichung befassen,und solchen, die die Anfangsbedingungen ver-
nachldssigen, d. h., von der homogenen Wellengleichung ausgehen. Zur ersten Gruppe ge-
hért die Arbeit von VISWANATHAN [86], die die Wellenausbreitung in zwei ungeschichte-
ten, sich miteinander in Kontakt befindenden Viertelrdumen mit Hilfe von Integral-
transformationen und der Eigenfunktionsmethode ndherungsweise behandelt. Als Quelle
dient hierbei eine impulsformige Linienquelle auf der Oberfldche des einen Viertel-
raumes. Die bisher praktikabelste Losung wird in den zur zweiten Gruppe gehdrenden
Arbeiten von ALSOP [2] und McGARR und ALSOP [61] mit Hilfe eines Variationsverfah-
rens auf der Basis der Eigenfunktionsmethode gegeben.

Eine ganze Reihe von Autoren beschdftigt sich, zum Teil als Vorstufe fiir das Pro-
blem der vertikalen Diskontinuitdt gedacht, mit dem Verhalten von Oberflidchenwellen
an Keilen und Hohenstufen. Die Arbeiten von MAL und KNOPOFF [56,57] sowie HUDSON und
KNOPOFF [37] basieren auf der Methode des GREENschen Tensors, wdhrend LAPWOOD [50]
die Operatorenmethode anwendet. Die auftretenden Integrale werden in allen F&dllen
ndherungsweise unter Vernachlédssigung stdrender Terme berechnet., Besondere Verfahren
zur iterativen Erfiillung der Randbedingungen werden von KANE und SPENCE [40] und GUT-
DEUTSCH [28] verwendet.

In neuerer Zeit beschdftigte sich eine Reihe von Autoren erfolgreich mit der Aus-
breitung von elastischen Wellen in Viertelrdumen [5] und zwei aneinanderstofenden
Viertelrdumen [69] auf der Basis der Differenzenmethode. Durch Aufspaltung des Mediums
in verschieden geformte endliche Elemente gelang kiirzlich die Behandlung der Ausbrei-
tung von LOVE-Wellen in nichthorizontalen geschichteten Strukturen [54].

Von den zahlreichen modellseismischen Arbeiten zur Wellenausbreitung an Keilen,
Hohenstufen und #hnlichen Storungen seien hier stellvertretend genannt die Verdffent-
lichungen von DE BREMAECKER [*13], KNOPOFF und GANGI [44], LEWIS und DAILY [52] sowie
ABE und SUZUKI [1]. Die ﬁbereinstimmung der experimentellen Ergebnisse mit den theo-
retischen Arbeiten ist sehr unterschiedlich, jedoch zeigen alle Arbeiten gleicherma-
Ben die Komplexitdt des Wechselwirkungsprozesses von Oberfldchenwellen mit den ent-
sprechenden Stdrungen.
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2.2. Die Eigenfunktionsmethode

Die Eigenfunktionsmethode zur Ldsung von Randwertproblemen besteht darin, daf man
die partiellen Differentialgleichungen in einen Satz gewdhnlicher Differentialglei-
chungen separiert, die gewisse Separationskonstanten enthalten. Die L&sungen der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen, die Eigenfunktionen, werden nach geeigneter
Wahl der Amplitudenkoeffizienten miteinander kombiniert, um eine L&sung zu bilden,
die den geforderten Randbedingungen geniigt. Kombination kann Summation liber eine Rei-
he von Separationskonstanten, die sogenannten Eigenwerte, oder Integration iiber die-
selben bedeuten, je nachdem ob die Eigenwerte ein diskretes oder kontinuierliches
Spektrum bilden. Bei der Integration kann es sich um Linienintegrale iiber komplexe
Werte der Separationskonstanten handeln. Voraussetzungsgemdf ist diese Methode nur
fiir die begrenzte Anzahl von Koordinatensystemen verwendbar, in denen einerseits die
Ausgangsgleichungen separierbar sind und die andererseits den auftretenden Grenzfld-
chen angepaft sind.

Dem Problem der Vertikaldiskontinuitdt ist das kartesische Koordinatensystem prin-
zipiell gesehen angepaft, denn die Wellengleichungen fiir die elastischen Potentiale
sind in kartesischen Koordinaten separierbar (siehe z. B. [21]), und die Grenzfla-
chen fallen mit bestimmten Koordinatenfléchen zusammen (siehe Abb. 4). Die prakti-
sche Durchfiihrung dieser Methode bereitet jedoch wegen der auftretenden Integrale
in der komplexen Ebene schon im einfachen Falle der aneinanderstofenden homogenen
elastischen Viertelrdume ganz erhebliche Schwierigkeiten, wie man aus der Arbeit von
VISWANATHAN [86] ersehen kann.

In der Seismologie interessieren aber geschichtete Medien,und fiir diese erscheint
die konsequente Anwendung der Eigenfunktionsmethode als zu aufwendig. Darum stiitzt
sich die vorliegende Arbeit auf die Methode von ALSOP, die einen Kompromif darstellt
und im iibernachsten Abschnitt beschrieben werden soll.

2.3. Die Methode des GREENschen Tensors

Diese Methode ist physikalisch sehr anschaulich. Sie eignet sich gleichermafBen
zur Losung von homogenen und inhomogenen partiellen Differentialgleichungen. Um das
Feld zu erhalten, das durch verteilte Quellen (oder was immer es ist) verursacht
wird, berechnen wir die Effekte von Jeder Elementarquelle und addieren sie alle, Ist
6 (v, ro) das Feld im Beobachtungspunkt r , verursacht durch eine Einheitspunkt-
quelle im Punkt Ty dann ist das Feld in r, verursacht durch eine Quellenvertei-
lung § (ro), das Integral von 6 - § iiber den ganzen Bereich Ty dér durch die
Quellen eingenommen wird. MULLER [68] betrachtet den GREENschen Tensor @ als Ant-—
wortfunktion eines linearen Systems, in unserem Fall des ideal-elastischen Mediums,
auf einen Einheitsimpuls,

Es verwundert nicht, daf man in &hnlicher Weise eine Losung der homogenen Glei-
chung mit vorgegebenen Werten auf einer Berandungsfldche finden kann, wenn man das
Produkt dieser Randwerte mit einem zweiten GREENschen Tensor iiber die Begrenzungs-
fléche integriert. Das Erstaunliche und zugleich Glinstige ist die Tatsache, daf die-
se beiden GREENschen Tensoren identisch sind [66]. Physikalisch gedeutet besagt die-
ses Ergebnis, daf Randbedingungen auf einer Begrenzungsfldche als gleichwertig mit
einer Storquellenverteilung auf dieser Fldche angesehen werden konnen. Angewendet
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auf unser Problem folgt aus dieser {iberlegung, daf man sich die Diskontinuitétsfl#che
mit virtuellen Quellen besetzt denken kann, die durch das einfallende Oberfldchenwel-
lenfeld angeregt werden und ihrerseits Wellen unterschiedlicher Art in die Medien
diesseits und jenseits der Diskontinuitét abstrahlen,

Das Problem fiir die Anwendung dieses an und fiir sich eleganten Verfahrens besteht
darin, dapB es oftmals fiir eine konkrete Aufgabe sehr schwierig ist, den GREENschen
Tensor aufzufinden. Fiir ein unbegrenztes homogenes Medium kann der GREENsche Tensor
zwar in geschlossener Form abgeleitet werden [68], jedoch schon die Einfiihrung einer
Grenzflédche in endlicher Entfernung von der Storquelle bringt infolge der auftreten-
den Reflexionen erhebliche Komplikationen mit sich. Man kann sich den resultierenden
GREENschen Tensor als additive {iberlagerung eines Tensors fiir den unendlich ausgedehn-
ten Raum mit einem Tensor, der den Einflup der Grenzfléchen beschrejbt, vorstellen
[68]. Es gibt, wie bei MORSE und FESHBACH [66] dargelegt, im wesentlichen zwei Ver-
fahren, die zum Aufbau von brauchbaren GREENschen Tensoren fiir im Endlichen begrenz-
te Medien verwendet werden konnen, ndmlich das Spiegelungsverfahren und die Entwick-
lung des GREENschen Tensors nach Eigenfunktionen. Beim Spiegelungsverfahren werden
zur Erzeugung der reflektierten Wellen virtuelle (gespiegelte) Quellen jenseits der

Grenzfldche angenommen, Wir haben bei unserem Problem zahlreiche verschiedenartige
Grenzfléchen zu beriicksichtigen

1. die Ebene, die die im Endlichen gelegene Oberfléche des elastischen Halbraums
bildet,

2. die horizontalen Grenzfldchen infolge der Schichtung des elastischen Halbraums,
3., die Vertikaldiskontinuitat.

Fir den ungeschichteten elastischen Halbraum wurde der vollsténdige GREENsche Tensor
von CASE und HAZELTINE [16] hergeleitet. Die Oberfléchenwellenanteile des GREENschen
Tensors werden in ebenso einfacher wie eleganter Weise wvon HERRERA [35] fir den ge-
schichteten elastischen Halbraum mit Hilfe der Entwicklung nach Eigenfunktionen ge-
wonnen. Ausgehend von diesem Ereignis, miifte es nun prinzipiell mdglich sein, die Ver-
tikaldiskontinuitdt durch das Spiegelungsverfahren zu behandeln, Aber das schon er-
wdbnte ALSOPsche Verfahren fiihrt hier wviel einfacher zum Ziel, Man kann i{iberhaupt sa-
gen, dap die Integralldsungen von partiellen Differentialgleichungen zwar allgemeiner
als die separierten Losungen,dafiir aber schwerer zu handhaben sind. Die Bestimmung

des kompletten GREENschen Tensors fiir den geschichteten elastischen Halbraum ist wahr-
scheinlich auferordentlich kompliziert. Es kommt aber in dieser Arbeit auch nicht dar-
auf an, die theoretisch allgemeinste und exakteste Losung zu konstruieren, Vielmehr
soll ein praktikabler Losungsweg gefunden werden, der relativ rasch zu physikalisch
und seismologisch leicht zu interpretierenden Losungen fitihrt und fiir den Einsatz von
Computern geeignet ist. Darum wollen wir uns nun endgiiltig dem ALSOPschen Verfahren,
das diese Voraussetzungen zu erfiillen scheint, zuwenden.

2.4, Das Verfahren von ALSOP

ALSOP und McGARR behandeln den Durchgang von elastischen Oberflédchenwellen, und
zwar entweder RAYLEIGH- oder ILOVE-Wellen, durch eine vertikale Diskontinuitédt bei
senkrechter Inzidenz., Die Methode basiert im wesentlichen auf der Tatsache, dapg die
durch das einfallende Oberfléchenwellenfeld verursachte Bewegung als eine Funktion
der Tiefe im Medium auf der einen oder anderen Seite der Diskontinuitdt (Abb, 4)
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durch eine Summe {iber diejenigen Eigenfunktionen, die zu dem Medium gehdren wiirden,
wenn es ein Halbraum anstatt eines Viertelraumes wédre, ausgedriickt werden kann, Dies
ist verstdndlich, denn man kann eine beliebige Bewegung durch eine Summe (bzw. ein
Integral) iiber irgendeinen vollsténdigen Satz von Eigenfunktionen, bei denen die ab-
hédngigen Variablen den gleichen Bereich wie bei der gesuchten Funktion durchlaufen,
darstellen., Folglich erhdlt man zwel verschiedene Summen, eine fiir jede Seite der
Diskontinuitadt. Die Randbedingungen am Ort der Diskontinuitédt verlangen die Stetig-
keit der Verriickungs- und Spannungskomponenten. Diese Bedingungen machen es theore-
tisch moglich, die Entwicklungskoeffizienten der beiden Summen, die wir spdater als
verallgemeinerte Reflexions- und Transmissionskoeffizienten interpretieren werden,
zu bestimmen, Das vollstédndige Eigenfunktionssystem des geschichteten elastischen
Halbraums, das einen diskreten und einen kontinuierlichen Anteil hat, ist aber expli-
zit nicht bekannt, Da die Handhabung des kontinuierlichen Spektrums, wie man von der
Quantentheorie her weip, mit gewissen Schwierigkeiten verbunden ist, beschrdnkt sich
ALSOP auf das diskrete Spektrum, das durch die Oberfldchenwellenmoden reprédsentiert
wird, Nun ist es jedoch nicht mehr méglich, die Randbedingungen exakt zu erfiillern.

S e, SR

7 //‘;’\\\\i\"\\\i

N

Einfallende Oberflachenwellen \T{"“Sm'“'e”e Well

R O T S

X3l .
(1) ;'_Reflektierte Wellen —(2)

Abb. 4 Der geschichtete Halbraum mit Vertikaldiskontinuitdt

Vielmehr wird ein Variationsverfahren benutzt, um die bezliglich des verwendeten
(nicht vollsténdigen) Eigenfunktionssystems bestmdgliche Anpassung zu erreichen. Die-—
sem Variationsverfahren liegt die noch ndher zu diskutierende Annahme ad hoc zugrun-
de, dap diejenigen Reflexions- und Transmissionskoeffizienten, die die Randbedingun-
gen optimal erfiillen, die Losung der Aufgabe darstellen. Die Grundvoraussetzung des
ALSOPschen Verfahrens ist die, dap beim WechselwirkungsprozepB zwischen einfallenden
Oberflachenwellen und vertikaler Diskontinuitédt der gropte Teil der Energie im Ober-
flachenwellenfeld verbleibt, 4. h., daB im wesentlichen nur reflektierte und trans-
mittierte Oberflédchenwellenmoden entstehen,

Modellseismische Versuche, die von ALSOP und McGARR durchgefiihrt wurden, zeigten

eine 8%%&;HR%?%%&ﬁ&%&%ﬁ?ﬁ&ﬁ%ﬁ%7§%§hThe°rie in den Fallen, wo der Kontrast zwischen den
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Medien auf beiden Seiten der Diskontinuitdt nicht zu grop war,

Der prinzipielle Vorteil dieses Verfahrens besteht, abgesehen von-seiner physika-
lischen Anschaulichkeit, darin, dap es auf vertikale Diskontinuitédten zwischen ge-
schichteten Medien mit einem beliebigen Grad an Komplexitdt angewendet werden kann,
wenn nur die Eigenfunktionen fiir diese Medien bekannt sind., Diese sind aber fir be-
liebig geschichtete Medien mit Hilfe des HASKELLschen Matrizenverfahrens [33] voll-
stédndig berechenbar. Damit ist ein giinstiger Ankniipfungspunkt fiir die numerische Lo-
sung der Aufgabe unter Einsatz von elektronischen Rechenanlagen gegeben. Da die Ober-
fldchenwellen in der Natur im allgemeinen nicht senkrecht auf die Diskontinuitat
treffen, liegt es nahe, das ALSOPsche Verfahren fiir diesen Fall zu verallgemeinern.,
Dabei wird sich zeigen, dapf die RAYLEIGH- und LOVE-Wellen v61llig gleichberechtigt
eingehen und sich an der Diskontinuitédt wechselseitig ineinander umwandeln kOnnen.
Im allgemeinen theoretischen Formalismus wird es dann nicht mehr wie bei ALSOP not-
wendig sein, zwischen dem Einfall von RAYLEIGH- und LOVE-Wellen zu unterschéiden.
Wir werden auch das kontinuierliche Eigenfunktionssystem der Raumwellen in die Theo-
rie mit einbeziehen und schlieflich diskutieren, inwieweit das ALSOPsche Verfahren
auch flir die Behandlung unebener Diskontinuitdten geeignet ist.

An dieser Stelle kann darauf hingewiesen werden, daf solche Betrachtungen, bei
denen die verschiedenen Typen elastischer Wellen zu einem einheitlichen Eigenfunk-
tionssystem mit einem diskreten und kontinuierlichen Anteil zusammengefapft werden,
bisher noch nicht angestellt worden sind. Die Behandlung der schrigen Inzidenz von
Oberflédchenwellen an einer vertikalen Diskontinuitédt unter gleichzeitiger Beriick-
sichtigung von Weckselwellen stellt eine wesentliche Erweiterung der bisher vorhan-
denen Theorie dar.
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B Der elastische Halbraum und seine Eigenfunktionen

34 Das diskrete Spektrum der Eigenfunktionen, reprédsentiert durch die Oberfléchen-—

wellen
3.17.1. Die Losung der Bewegungsgleichungen

Wir wollen unsere Betrachtungen grundsdtzlich auf ein isotropes und ideal elasti-
sches Medium beschrdnken, welches durch nur drei Materialparameter, n&dmlich durch
die LAME-Koetfizienten A , 4 und die Dichte ¢, vollstédndig beschrieben werden
kann, So unvollkommen dieses einfache Modell im Vergleich mit der realen Erde auch
anmutet, es lassen sich doch mit seiner Hilfe viele Phdnomene der Seismologie gut
erkldren, Weiterhin nehmen wir an, daf sich im Endlichen keine Quellen befinden,
was mit der Betrachtung ebener Wellen identisch ist, und geben eine zeitlich harmo-
nische Anregung vor. Diese Bedingungen sind ndherungsweise dann erfiillt, wenn der
Beobachtungspunkt geniligend weit vom Herdgebiet entfernt ist und geniligend Zeit zur
Herausbildung eines stationdren Schwingungsvorganges verstrichen ist. Unter diesen
Voraussetzungen lautet die Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums in kartesi-
schen Koordinaten [42]:

& =
(&D) aik,k +eow u = 0%

Hierin bedeuten %5k die kartesischen Koordinaten des Spannungstensors, uy die
kartesischen Koordinaten des Verriickungsvektors und w die Kreisfrequenz. Der Span-—
nungstensor ist mit dem Verriickungsvektor iiber das HOOKEsche Gesetz

(@) o3¢ = Cipap Yi,m+

C C

c

iklm = Ski1m F Ciuemd © Cimik

verkniipft, wobei die Ciklm die kartesischen Koordinaten des Tensors der Elastizi-
tédtsmoduln sind, die im isotropen Raum die einfache Gestalt

(3) Cypgm = K (847 Oy + Sy 67p) + A 64y 69y

annehmen, Das Materialgesetz (2) ist linearisiert und demzufolge nur fiir hinrei-
chend kleine Verriickungen giltig. Als Modell der Erde betrachten wir einen elasti-
schen Halbraum, das ist ein sich einseitig bis ins Unendliche erstreckendes elasti-
sches Medium, welches durch eine im Endlichen gelegene Ebene begrenzt wird. Da wir
sowieso nur Oberfldchenphdnomene untersuchen werden, ist diese Ndherung sinnvoll,
allerdings wird hierbei die Erdkriimmung vernachléssigt.

Wir fihren nun ein kartesisches Koordinatensystem & ein, dessen Koordinatenur-
sprung auf der Oberfldche liegen und dessen x3-Achse senkrecht zur Oberfldche in
den Halbraum zeigen mége (Abb., 5), Die Oberfléche des Halbraumes wird somit durch
die Gleichung x3 = 0 reprédsentiert. Die Parameter des elastischen Mediums sind im
realen Erdkérper Funktionen von X1y Xy und x3 , Wobei dise x3-Abhﬁngigkeit der ho-
rizontalen Schichtung entspricht, wéhrend die x,- und x2-Abhﬁngigkeiten die late-
ralen Variationen, also z. B, die von uns betrachteten Vertikaldiskontinuitédten, dar-
stellen, Fiir den geschichteten elastischen Halbraum lassen wir per definitionem nur
eine xB-Abhﬁngigkeit zu, und zwar mogen die Gréfen u, A und ¢ stilickweise steti-
ge und differenzierbare Funktionen von X, sein, Es ist so, dag jede xy- und x,-
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Abhéngigkeit der Parameter des elastischen Mediums eine virtuelle Quelle beziiglich

einfallender Oberfléchenwellen darstellt und zur Erzeugung reflektierter Wellen fiihrt.

Die x3-Abh§ngigkeit hingegen bestimmt die Wellenleitereigenschaften des elastischen

Halbraumes fiir die Oberfléchenwellen. Wir nehmen also zun&chst fiir den elastischen

Halbraum

) g = o (x3) v AT (x3) RN 0=l (x3) K stiickweise stetig und diffe-
renzierbar

an, Die Berechnung der Eigenfunktionen des elastischen Halbraumes gestaltet sich nach
HASKELL [33] besonders einfach, wenn iiber die schon gemachten Voraussetzungen hinaus
#, A und ¢ als stiickweise konstant angenommen werden. Auf diese Weise kommt man zu
einem Halbraum, der aus planparallelen homogenen isotropen elastischen Schichten be-
steht.

12‘1 Xy

1%

Abb., 5 Der geschichtete elastische Halbraum

An dieser Stelle ist es noch nicht erforderlich, diese speziellen Voraussetzungen
zu machen. Wir nehmen zun#chst lediglich an, daf die Tiefenabhéngigkeiten (4) so be-
schaffen sind, daB sie die Ausbildung von Oberfléchenwellen im elastischen Halbraum
gestatten. Prinzipiell ist es immer mdglich, wenn auch aufwendig, die Eigenfunktio-
nen fiir die allgemeineren Abhédngigkeiten (4) numerisch zu bestimmen, wenn man die
partiellen Differentialgleichungen durch Differenzengleichungen anndhert. Eine ele-
gantere Losungsméglichkeit ist vielleicht nach der Arbeit von GILBERT und BACKUS [23]
durch Anwendung der Theorie der Ausbreitungsmatrizen gegeben. HARJES [31] 16st Pro-
bleme der Ausbreitung seismischer Wellen in inhomogenen Medien approximativ mit Hilfe
der aus der Quantentheorie bekannten NEUMANNschen Reihe. Ausgangspunkt ist hierbei
die Losung fiir das homogene Medium, welche dann sukzessiv verbessert wird. Dieses
interessante Verfahren diirfte ebenfalls fiir die Bestimmung der Eigenfunktionen des
inhomogenen Halbraums geeignet sein.

Wir fiihren nun den Spannungsoperator 2T ein, dessen kartesische Komponenten
durch
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o) 9 oiv = 5
(5) tyge = A&y 5+ H O 5yt Sk ax;) 0 Pagx Tiixk
gegeben sind. Mit 61 wird wie allgemein iiblich das KRONECEKER-Symbol bezeichnet.
Durch Vergleich von (2), (3) und (5) gewinnt man fiir den Spannungstensor den Ausdruck

(6) 035 = Tyge Yo

und die Bewegungsgleichungen (1) nehmen die Gestalt
& =

(7) Bige ygWete@ vy = 0

an,

Der Operator tijk j lautet unter Beriicksichtigung von (4) explizit:
’

(8) ¢ = a'sy & —+82 N el o Bl Vet SO EO.L
2k i : ik 5xj axj oxy axk’ 9x; Oxy B ik ax3 k3 axi

Q

) +

+ 613 2’3 gE; .

Es ist zu beachten, dap im Falle eines geschichteten Halbraumes fiir jede Schicht ein
entsprechender Ausdruck hinzuschreiben ist. Wenn die Materialparameter konstant sing,
lassen sich die Bewegungsgleichungen, falls man den Verrilickungsvektor in einen rota-
tions- und einen divergenzfreien Anteil aufspaltet, in Wellengleichungen fiir dean rc-
tations- und den divergenzfreien Anteil zerlegen (siehe z. B. [81]). Daraus resul-
tieren die longitudinalen P-Wellen und die transversalen S-Wellen, die sich mit un-
terschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten. Bei inhomogenen Medien ist diese Ent-
koppelung im allgemeinen nicht m6glich. Unabhéngig davon machen wir den Separaticns-—
ansatz fir ebene Wellen

i(kxq-wt) 1(kx1—wt)

(9) uy = Uy (x3) e VoI E S‘.jk (x3) e ’

die sich in Richtung der positiven x,-Achse ausbreiten. Die GrGfe k 1ist der Be-
trag des Wellenzahlvektors, der in diesem Fall mit der xq-Komponente des Vektors

zusammenféllt, und Uj (x3) bzw, Sjk (x3) stellen Amplituden-Tiefen-Abhéngigkei-
ten der Verriickungen bzw. Spannungen dar., Man kann nun in (8) die Ableitungen nach

X, und X5 gemagp

(10) g—% = 6332—x5+6311k

ausfiihren und die Bewegungsgleichung mit Hilfe des Operators ij , definiert durch

bt P el o) S I I L
8By Ut aR T S ae d R D A RS Tk A A
3
3 3
+ (649 8p3 + 853 61) (p+a)1kE+5jm g’BE.f

o
TR - ot R

und der Eigenmatrix ljm , definiert durch
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2 2
(12) 2 K kT + 631 S (b + A) k° - 631 6m3 i Hc i T 633 S 1 k A,B p

jm = 63m
in Form einer Eigenwertgleichung
(13 ij Up = )‘;jm Un

schreiben, wobel der Operator ij nur noch Ableitungen nach “xa enthédlt. Die Rand-
bedingungen erfordern erstens die Spannungsfreiheit der Oberflédche, d. h.

(14’) 013 = 023 = 033 2440 fir 33 =L N0

oder unter Benutzung von (6), (9) und (10) explizit

-

au, S
ai;(0)+11:UB(0) = 0,
av,
(15) 4 a;; (o) = 0,
au
~[2;;(0)”.(0)]E-;-(O)\Lik/t(O)U1 e i

Wenn der Halbraum geschichtet ist, d. h., wenn die Tiefenabhédngigkeiten der Material-
parameter diskontinuierlich sind, so ist an den Schichtgrenzen die Stetigkeit der Ver-
riickungs- und Spannungskomponenten zu fordern,

Als weitere Randbedingung fordern wir in diesem Abschnitt das Verschwinden der
Verriickungs— und Spannungskomponenten in unendlicher Tiefe, was gleichbedeutend mit

ORAL T 18,42 ax
16 U dx, < 00, < o
S R < Wl

ist. Anders ausgedriickt heipt das, dap die Eigenfunktionen dem Raum der quadratisch
integrierbaren Funktionen L, (0, o) angehdéren sollen, Unter diesen Voraussetzungen
kapn man die zu losende Eigenwertaufgabe folgendermafen formulieren:

U U

Lin%n = #4nUn»
(17) 4 Definitionsgebiet von ij = {Uy |Um zweimal stetig differenzierbar ,
Sp3 () = 0, Uy € L, (0, @), Ly U € L, (0, ) .

Infolge des unendlichen Grundgebietes lassen sich funktionalanalytisch keine allge-
meinen Aussagen iiber die Existenz und Eigenschaften der Eigenwerte des Operators
ij machen, Es zeigt sich aber in der Praxis, dap fiir bestimmte Tiefenabhéngigkei-
ten der Materialparameter, insbesondere im Fall der Schichtung, das Spektrum des Ope-
rators L n aus einem ganzen Satz diskreter Eigenwerte ﬁ besteht, die sowohl re-
ell als auch komplex sein konnen. Den reellen positiven Eigenwerten entsprechen die
normalen Oberfldchenwellenmoden und den komplexen die verlustbehafteten Moden
(leaking modes). Mit den letzteren wollen wir uns im Rahmen dieser Arbeit nicht be~
schéaftigen, obwohl sie fiir die Seismologie sehr interessant geworden sind. Wie man

jedoch sieht, lassen sie sich durchaus in die hier entwickelte Theorie einfiigen.

An dieser Stelle sei noch etwas zu den hier verwendeten Begriffen Eigenwerte und
Eigenfunktionen gesagt. Eigenfunktionen kennzeichnen Vorgédnge, die in einem System
ohne &upere Erregung moglich sind. In einem begrenzten Korper sind das stehende Wel-
len mit ganz bestimmten Frequenzen, den Eigenfrequenzen. Bei unserem Problem haben
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wir es nicht mit stehenden Wellen zu tun, sondern der elastische Halbraum ist ein
Wellenleiter, in dem sich fiir eine beliebig vorgegebeneaFrequenz fortlaufende Wellen
mit ganz bestimmten Wellenlédngen, unseren Eigenwerten k , ausbreiten kénnen. PEKERIS
[70] vergleicht diesen Vorgang mit der Schallausbreitung in langen, an beiden Enden
offenen Korridoren. Man kann die Oberflédchenwellen- oder normalen Moden als Inter—
ferenzphdnomen verstehen. Sie entstehen durch konstruktive Interferenz aufwidrts und
abwérts laufender Longitudinal- und Transversalwellen, die an den Grenzen des Wellen-
leiters total reflektiert werden (gefiihrte Wellen).

Die Eigenfunktionen sind die Amplituden-Tiefen-Abhéngigkeiten der Oberflidchenwel -
len. Man erkennt aus dem vollstédndigen Ausdruck fir die Verrickungen der Oberflédchen-
wellen

o .

@ o 1 (koxy~wt)
(18) ud = Uj (x3) e ~ 3
dap es sich um ebene inhomogene Wellen handelt, d. h., die Flédchen konstanter Phase
sind Ebenen (senkrecht zur xq-Achse), auf denen die Amplitude nicht konstant ist,
sondern mit der Tiefe abklingt, so dap der Vorgang auf die oberfldchennahen Regionen
beschrénkt bleibt. Aus den Gleichungen (11) und (12) ist zu ersehen, dag
19) Lo = L23 = HOL L,-|3 Lt e

A A = = i

24 23

gilt. Folglich spaltet die Eigenwertgleichung in ein gekoppeltes Differentialglei-
chungssystem fir die Komponenten U,, U3 und in eine einzelne Differentialgleichung
fir die Komponente U2 auf, Gemdp dieser Aufspaltung unterscheiden wir die RAYLEIGH-
Wellen, die Komponenten in x,- wund x3—Richtung besitzen, und die LOVE-Wellen, die
nur eine Komponente in xa-Richtung haben., Wie man aus (11) erkennt, ist der Opera-—
tor ij von der Kreisfrequenz w abhéngig, und daraus folgt eine Abhéngigkeit der
Eigenwérte von w :

12 = 32 = 04 443, 2y % O

11 o
(20) k¥ = k (w) .

Wenn die Materialparameter nicht konstant sind, insbesondere im Falle der Schichtung,
ist diese Abhéngigkeit nicht nur eine reine Proportionalitét, sopdern es liegt Dis-
persion vor, d. h. eine Abhéngigkeit der Phasengeschwindigkeit ¢ von w und damit
von der Periode T = 2 n/w 3

o
(21)%=z :g(w), %;%#0.
k(w)

In diesem und nur in diesem Fall gibt es eine unendliche Anzahl von Moden. Fir eine
bestimmte Periode ist allerdings, wie KEILIS-BOROK [41] gezeigt hat, die Zahl der
Moden beschrénkt. Wir wollen die Oberfléchenwellenmoden durch den ganzzahligen Moden-
index a folgendermapBen bezeichnen :

1,..., M : RAYLEIGH-Moden ,
(22) G = {
M+1,...,N ¢ ILOVE-Moden .
Hierbei bedeuten M die maximal mdgliche Zahl der RAYLEIGH- und N - M die maximal

mogliche Zahl der LOVE-Moden fiir eine bestimmte Periode. Die Schar der Eigenfunktio-
nen nimmt mit diesen Bezeichnungen die Form
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a a (4 % <
Ui = 611 U1 + 631 U3 ELE R ROREE Bk = oM
(23)
f U qir M < £ N
Ui = 621 U2 fir ol =

an, Im ungeschichteten Halbraum mit konstanten Materialparametern existiert als ein-
zige Oberfldchenwellenmode die RAYLEIGH-Grundmode, und Dispersion ist nicht vorhan-
den.

Trégt man in einem Koordinatensystem z. B. die Phasengeschwindigkeit der Oberflé-
chenwellen in Abhéngigkeit von der Periode auf, so erhdlt man fiir jede Mode eine be-
stimmte Dispersionskurve. Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von Dispersionskurven
und Erdschichtmodell, wie sie von der praktischen Geophysik verlangt wird, ist nur
bei Beriicksichtigung sémtlicher Moden moglich.

Es kann nach der bisherigen Theorie nicht ausgeschlossen werden, daf sich die Dis-
persionskurven fiir die Phasengeschwindigkeiten zweier RAYLEIGH- oder LOVE-Moden bei
einem bestimmten Modell i{iberschneiden (Abb. 6). Physikalisch gesehen hat man es bei
der kritischen Pertode Tkr mit der merkwliirdigen Tatsache zu tun, daf zwel unter-
schiedliche Gruppengeschwindigkeiten existieren je nachdem, welche Kurve wir gerade
betrachten. Schon in den Arbeiten von SEZAWA und KANAI [77] sind Unstetigkeiten bei
Dispersionskurven im Zusammenhang mit hdheren Moden diskutiert worden. In mathema-
tischer Hinsicht haben wir es bei Tkr mit dem Verschwinden einer Eigenfunktion zu
tun, denn gleichzeitig mit den Eigenwerten fallen auch die Eigenfunktionen zusammen,
wie man der HASKELLschen Theorie entnehmen kann,

oOr
Ow

Tier T

Abb. 6 Darstellung eines kritischen Punktes bei der Dispersion der
Phasengeschwindigkeit; @, 8 < M oder a, B>M, a % @8-

Bei Dispersionskurven der Gruppengeschwindigkeit sind Uberschneidungen, die hdu-
fig vorkommen, ohne Bedeutung fiir unsere Theorie. Eine andere Situation liegt vor,
wenn sich Dispersionskurven der Phasengeschwindigkeiten von RAYLEIGH- und LOVE-Moden
liberséhneiden, was in der Praxis durchaus vorkommt., In diesem Fall sind zwar die
Figenwerte gleich, denn es gilt
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() &(n) = &,

Jedoch die Eigenfunktionen sind verschieden, da z. B, a< M und B >M ist. Also
liegt eine zweifache Entartung vor, d.h., zu einem Eigenwert gehdéren zwei verschied
ne Eigenfunktionen. Auch im ersten Fall kénnen bei Tyr noch weitere Eigenfunktio-
nen existieren, so dap ebenfalls Entartung vorliegen kann.

Es zeigt sich, dap die Dispersionsbeziehungen

(25) £ = E@ vaw. © = & (M

unabhéngig von der Anregungsart der seismischen Wellen sind. Demzufolge gelten fir
die normalen Moden die gleichen Dispersionsbeziehungen wie etwa fiir Oberflédchenwel-
len, die von einer Punktquelle erzeugt werden. Hieraus leitet sich die Tatsache her,
dap es fir viele Fédlle ausreichend ist, ebene harmonische Wellen zu betrachten, wie
wir es tun. Schliepflich soll noch erwdhnt werden, daB das diskrete Eigenwertspektrum
im Gegensatz zum kontinuierlichen Spektrum sehr empfindlich gegeniiber Anderungen wvon
w und der Materialparameter ist.

-

3.1.2. Die Orthogonalitédtsrelation

Wenn man eine gesuchte Funktion nach den Eigenfunktionen eines homogenen Randwe rt-
problems entwickeln will, so ist die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten in ein-
facher Weise moglich, wenn die Eigenfunktionen orthogonal sind. Die Orthogonalitat
der Eigenfunktionen von elastomechanischen Differentialgleichungen ist fiir homogene
Medien von LENK [51] untersucht worden. Es zeigt sich, dapf die zu verschiedenen
Eigenfrequenzen gehdrenden Verriickungsvektoren eines endlichen Gebietes nur dann or-
thogonal sind, wenn die Randbedingungen und das Medium gewisse Voraussetziugen er-
fillen: vas Medium mup verlustfrei sein,und am Rand missen federartige Impedanzen

wirken.

In unserem Fall haben wir es mit unendlich ausgedehnten inhomogenen bzw., stiick-
weise homogenen Medien zu tun,und die Eigenfunktionen sind nicht mehr im herkémmli-—
chen Sinne orthogonal. Schon PEKERIS [70] zelgte, dap die Orthogonalitét der norma-
len Moden in einem Fliissigkeitshalbraum bei Anwesenheit wvon Dichtediskontinuitédten
verletzt ist. Nach ALSOP [2] 1l&Bt sich die Orthogonalitét wieder herstellen, indem
man geelgnete Gewichtsfaktoren einfiihrt. Der Umweg liber die Einfiihrung von Gewichts-
faktoren kann vermieden werden, wenn man von der Bewegungsgleichung in der Form (1)
ausgeht und die Verriickungseigenfunktionen mit den Spannungseigenfunktionen ver-
Jmiipft. Auf diese Weise erhdlt man gem#f HERRERA [35] folgende Orthogonalitétsrela-
tion fiir die Oberflédchenwellenmoden des geschichteten Halbraums:

o0 a @
b * e
(26) g (8, 511 p 51 Piah o Jls ki it ﬁ1 ’
Sie gilt fir in Richtung der x,-Achse fortschreitende ebene RAYLEIGH- oder LOVE-

Wellen, d. h., O0< {a, B} SM oder M< {a, B} £ N . Da analog zu (23) die Kompo-
nenten des Spannungstensors die Gestalt
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S g § 5 e R
8y 4, 2 B4 0 At Sl °1 3 © 33,533
2 X <
fir O<Ka=M
(27) + (854 643 + 643 531) 813 \
% G s e R R s 6,2 ¥ Byn §as) By DD, M-S @ =N
B34 =.gein g TGRS RIS §30° 40 158003 245071723

besitzen, ist (26) trivialerweise auch fir 0 < « = M und M< B § N oder umge-
kehrt erfiillt,

Von MALISCHEWSKY [59] ist gezeigt worden, daB die Orthogonalitédtsrelation (26)
bei Beachtung einer Zusatzbedingung auch fiir Oberfldchenwellen mit unterschiedlicher
Ausbreitungsrichtung Gliltigkeit hat. Wir bezeichnen die Verrilickungen und Spannungen
der Oberfldchenwellen, die sich nicht parallel zur x,-Achse ausbreiten, mit

@ @
@ a ik + k - wt)
g - i
uJ. = ﬁJ (XB) e ]
(28§ '(ﬁ k,x wt)
T — &3R8 ek
O'jk - %jk (xa) e L]
wobei
@ @ «a @ @ a
(29) k,] = n, ke k2 = n, k

ist und (gq, 32’ 0) die Komponenten des Einheitsvektors in Ausbreitungsrichtung
darstellen. Die Amplituden-Tiefen-Abhdngigkeiten von Verriickungen und Spannungen der
schrdg laufenden Oberfldchenwellen hdngen mit den gleichen GrdBen der sich parallel
zur xq-Achse ausbreitenden Oberfldchenwellen iiber die lineare Tensortransformation

1 ¢ Z B
(30) Ty = o U, Sy = &y €5 Ky

zusammen, Die Transformationsmatrix ergibt sich zu

o o o
(31) Cip = 613 6k3 + (dik - 613 6k3) n, + Eik3 n, ,
was man zum Beispiel leicht mit Hilfe der Theorie des Drehtensors [20] verifizieren

kann. Da es sich bei der Drehung um eine orthogonale Koordinatentransformation han-
delt, sind zwischen den Elementen der Transformationsmatrix die Beziehungen

a a a (44
(¢}

(32) 1 Sk = le ., Cix S5k T Gij

erfillt.

Die Orthogonalitédtsrelation fiir Oberfléchenwellenmoden, die sich in unterschied-
liche Richtungen ausbreiten, hat ein analoges Aussehen wie (26), némlich (siehe [59])

o & B £ & 8 . ¢ 6
(33) J[Uy 85 -Ui8ylaxy = o, ko kek, = k.

Hierbei ist zu beachten, daf einmal a« wund B beliebig sind und zum anderen die
Zusatzbedingung

@
(34) gl const i BlipN @ = 20
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erfiillt sein muf. Durch diese Bedingung werden aus den unzdhlig méglichen Richtungen,
in die sich Oberfldchenwellen in der xq,xa-Ebene ausbreiten kénnen, bestimmte aus-
gesucht, fiir die die Orthogonalitétsrelation in der Form (33) Giiltigkeit beeitzt

(Abb. 7).

X4

k, = const L

£\ <
N N p

\\\\ )
N \\\\\\
AN
Xo P

Abb. 7 Veranschaulichung der Zusatzbedingung fiir die Orthogonali-
tédtsrelation

3.1.3. Der Energietransport

Um in unseren Betrachtungen spdter etwas iliber die Energieverteilung bei der Wech-
selwirkung von Oberfldchenwellen mit einer wvertikalen Diskontinuitdt aussagen zu kon-
nen, mup der Betrag der Energie, der durch die Oberflachenwellenmode transportiert
wird, bekannt sein. Da die Phasengeschwindigkeit nicht die Ausbreitungsgeschwindig-
keit irgendeiner realen physikalischen Gréfe darstellt [48], verkniipfte bereits RAY-
LEIGH [73] den Energietransport mit der Gruppengeschwindigkeit und kam so zu einer
vertieften Auffassung von der Theorie der Gruppengeschwindigkeit. Bei einer ebenen
Welle in einem ideal elastischen Medium &ndert sich die Energiedichte bei der Aus-
breitung nicht, und die Gesamtenergie setzt sich aus der potentiellen und der kineti-
schen Energie zusammen., Die potentielle und kinetische Energie sind phasengleich und
von gleichem Betrag [74]. Daraus folgt, dap die Gesamtenergie einer harmonischen Wel-
le gleich der doppelten kinetischen Energie ist.

Bezeichnet man die mittlere (d. h. zeitlich iliber eine Periode gemittelte) kineti-
sche Energie pro Einheitsoberfléche der Mode a mit @ und deren Gruppengeschwin-
digkeit mit 6 , S0 erhdlt man gemdf ALSOP [2] fiir den Energietransport §1 durch
eine Flache in der x2,x3-Ebene mit Einheitsbreite und unendlicher Tiefe der sich
in xq—Richtung ausbreitenden Mode a den Ausdruck

¢4
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a
Die GroBe T ist hierbei durch

-

o ey : W’ T o u, Ut ax
(36)T=Z|_—-£Quiuidx3=4——.£gii 3
gegeben, wdhrend die Gruppengeschwindigkeit bei Kenntnis der Phasengeschwindigkeit
ndherungsweise unter Benutzung des RAYLEIGHschen Prinzips bestimmt werden kann,

Es soll hier gezeigt werden, daf auch noch ein einfacherer Weg zur Berechnung des
Fnergietransports méglich ist. Bekanntlich lautet der Energieerhaltungssatz fiir die
Kontinuumsmechanik in differentieller Schreibweise [42]

(37 E+Sck = 0

wobei E die Gesamtenergie und Sk die Komponenten des Energiestromdichtevektors
darstellen, Dieser ist mit dem POYNTING-Vektor fiir elektromagnetische Wellen &quiva-
lent und gibt den Energiebetrag an, der in der Zeiteinheit durch das Oberfldchenele-
ment 1 flieBt. Unter Vernachldssigung quadratischer Glieder erhdlt man nach verschie-
denen Umformungen aus der Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums:

(38) § = - 05 Uy o
Sind zwei Grofen 2(t) , 8(t) in komplexer Form

(39) u(e) = ¥, e~ | a(t) = B eIWE

gegeben, so hat man bei der Bildung ihres Produktes nur den Realteil zu benutzen. In-
teressiert aber, wie in unserem Fall, lediglich das Zeitmittel dieses Produktes, 'so
kann man es als

S R Beded * B AT -
(40) Re Y Re 8 = 4(u°80+u0 Bo) = 5 Re (%)
berechnen [47]. Demzufolge erhalten wir fiir die Energie der Mode « , die im zeitli-
chen Mittel pro Sekunde durch einen Streifen der x2,x3-Ebene mit Einheitsbreite
und unendlicher Lénge in x,l—Richtung stromt, den Ausdruck
at

7o ABERY 5 7
°1>dx i ‘r(a"ua o W

« o
#1) 8 EJ'Re(lwu

J

1

iof F & %)«
5 il Pigaie M Bag) S2g e

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Orthogonalitd@tsrelation (26), so sieht man,
daf diese fiir « = f bis auf einen Faktor gerade den Energiestrom ergibt. Damit be-
steht eine gilinstige Moglichkeit der Normierung. Die Oberfldchenwellen seien so nor-
miert, dap jede Mode Einheitsenergie transportiert, d. h.

a
(42 MBI W1~ 1, - | G SR M e i

Dies wird sich spédter als zweckm#fig erweisen. Durch Zusammenfassen von (26), (41)
und (42) kann man der Orthogonalitdtsrelation die Form

i s
(43) I(U q._gs)dx = 8y

geben, wenn man den Fall sich iliberschneidender RAYLEIGH- oder LOVE-Moden ausschlieft,
Wenn Entartung vorliegt, ist die Gleichung (43) trivialerweise erfiillt.
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Um zur Normierung der schrég laufenden Oberfléchenwellen zu gelangen, formen wir

die linke Seite der Gleichung (33) fiir ¢ = A mit Hilfe von (30), (31) und (32)
folgendermafen ums

0 X & & Z SOE Wi s @ s a, &
(44) g (Uy 553 - U3 Bq4) dx3 = g Cei Smt %ni (Vi Sgm = Uk Spn) 93
Te & % _§§ s T % -6 Sy @ & _G& 5
™ g ey (Up Sppy = Up Spn? dx3 IR = e iR n “mn n °mn 3 -

Bei Beachtung von (23) und (27) ergibt sich hieraus

0 g g L £ © o « @«
(45) L (Hy Wiy = Up Bas f S ny J (U 8y - Uf S axg,

und mittels (43) nimmt die Orthogonalitdtsrelation fiir schrdg laufende Oberfléchen-
wellen die Gestalt

ey A B & @ ]
(46) igf g (Uj S;j & Ug S,]J.)dx3 = 6«5 y k, = const misth wos R, N,
an wenn wir die kritischen Fédlle ohne Einschrénkung der Allgemeinheit ausschliepen.
Wenn Entartung vorliegt, sind die Eigenfunktionen fiir schrdg laufende Oberfléchen-
wellen im allgemeinen nicht orthogonal. Es 1ldBt sich jedoch im Prinzip das SCHMIDT-
sche Orthogonalisierungsverfahren anwenden und Orthogonalit&dt herstellen. In diesem
Zusammenhang soll darauf hingewiesen werden, dap die Gleichungen (43) und (46) in
bestimmten Fédllen gegeniiber Koordinatentransformationen nicht invariant sind, da auf
den rechten Seiten keine invarianten Ausdriicke stehen. Sg ist es zu erklédren, daf im
Entartungsfall zwar (43) richtig ist, nicht jedoch fir n, = O

3.2. Das kontinuierliche Spektrum, reprdasentiert durch die Raumwellen

In diesem Abschnitt wollen wir auch Eigenfunktionen zulassen, die nicht dem Raum
der quadratisch integrierbaren Funktionen angehdren, d. h., wir werden auf die Be-
dingung (16) verzichten., Ein solches Vorgehen ist gerechtfertigt und zum Beispiel in
der Quantentheorie durchaus iiblich [63]. Die auf diese Weise vom Operator (11) und
den Randbedingungen (15) erzeugten Eigenfunktionen gehdren zum kontinuierlichen
Eigenwertspektrum des Operators und entsprechen den Raumwellen, Diese klingen mit
der Tiefe nicht ab und verletzen deshalb die Bedingung (16). Man kann sich die Si-
tuation leicht anhand eines Analogiemodells, etwa des Wasserstoffatoms, verdeutli-
chen: Die Oberfldchenwellen entsprechen den gebundenen (diskreten) Zustédnden und die
Raumwellen den ungebundenen (kontinuierlichen) Zustdnden des Wasserstoffatoms.

In diesem Abschnitt wollen wir von vornherein voraussetzen, dapf die Materialpara-
meter stilickweise konstante Funktionen von x3 sind, weil die Aufgabe sonst zu un-
ibersichtlich wird.

Da unser Formalismus von ebenen Wellen ausgeht, miissen wir im Falle der Raumwel-
len Quellen in unendlicher Tiefe annehmen, und zwar zusdtzlich zu den Quellen der
Oberfléchenwellen, die sich an der Oberflédche in unendlicher Ferne befinden.

Zur Veranschaulichung der kontinuierlichen Eigenfunktionen betrachten wir einen
ungeschichteten Halbraum. Unter einem beliebigen Winkel Pe mogen ebene Raumwellen,
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und zwar P-, SV- (in der Einfallsebene polarisierte) oder SH- (senkrecht zur Ein-

fallsebene polarisierte) Wellen, einfallen, wobei die Einfallsebene die xq,x3-Ebene
sei. Bei der Reflexion an der freien Oberflédche entstehen P- und SV-Wellen beim Ein-
fall von P- und SV-Wellen sowie SH-Wellen beim Einfall von SH-Wellen (siehe Abb, 8).

o T e i
b e sy SH SH
SV

Abb, 8 Einfall von Raumwellen an einer freien Oberfliche

Die Randbedingungen (15) an der freien Oberfléche, die natiirlich gleichermafen fir
Oberflédchenwellen wie fiir Raumwellen erfiillt sein miissen, erfordern die Gleichheit
aller k,-Werte der einfallenden und der reflektierten Wellen. Bezeichnen wir die ge-
meinsamen k,-Werte mit K, so nehmen die Wellenfunktionen das Aussehen

i(Kx1 - wt) i(Kx1 LWt )
47) uj = Uj (x3, K) e 3 Ujm = Sjm (x3, K) e

an, Die Grofe K spielt hierbei die Rolle des kontinuierlichen Eigenwertes,und sei-
ne Variation ist gleichbedeutend mit der Variation des Einfallwinkels Pe s denn es
gilt -

(48) K = ky = k - cos P -

Hieraus erkennt man auch deutlich, daf K ein kontinuierlicher Eigenwert ist, denn
der Winkel Pe kann beliebige Werte zwischen O und n/2 annehmen (wenn K positiv
vorausgesetzt wird).

Fir den geschichteten Halbraum gelten im Prinzip die gleichen Uberlegungen, nur
ist der Vorgang wesentlich komplexer, denn an jeder Schichtgrenze kommt es zu ent-
sprechenden Reflexionen. Wenn man annimmt, daf an der Grenze zur letzten (ins Unend-
liche reichenden) Schicht wiederum ebene P-, SV- oder SH-Wellen einfallen, so lassen
sich die Eigenfunktionen Ui (x3, K) genau wie bei den Oberflédchenwellen mit Hilfe
des HASKELLschen Matrizenverfahrens ermitteln. In einer neueren Arbeit beschreiben
JENSEN und ELLIS [38], wie man das Problem auf der Basis einer linearen Systemtheo-
rie behandeln kann,
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Gem#f (48) kann K von O bis zu den Wellenzahlen kP(n) und kS(n) der letzten
Schicht variieren, je nachdem ob P- oder S-Wellen einfallen. Die ‘Grenzwerte kP(n)
und kS(n) erfordern eine gesonderte Behandlung, denn dort entstehen besondere, von
GOODIER und BISHOP [24] untersuchte Wellentypen. Es handelt sich dabei um Wellen mit
linearer Amplituden-Tiefen-Abhédngigkeit. Trdgt man alle bisher gefundenen Eigenwerte
auf einer Achse ab, go ergibt sich ungefdhr folgende Verteilung:

- SH - Wellen '

; SV - Wellen '

} } TS O ——H-O- %O ¥—O-O———

0] | kpm kS{n) k -Achse
" P - Wellen '

Abb. 9 Verteilung der Eigenwerte, & = const
0 : RAYLEIGH-Moden, x : LOVE-Moden, @ : Leaking-Moden

Die GroBen kP(n) und k sind durch

S(n)

(49) k o Kk = i

P(n) VP(n) Y S(n) Vscn)
gegeben, wobei vP(n) und Vs(n) die P- bzw., S-Wellen-Geschwindigkeiten der letz-
ten Schicht bedeuten. Der Abb. 9 kann man folgende Tatsachen entnehmen:

1. Im Bereich O b K E kP(n) liegt eine dreifache Entartung der kontinuierli-
chen Eigenwerte vor.

2. Im Bereich kP(n) Sg¢< ks(n) sind die kontinuierlichen Eigenwerte zweifach
entartet. Weiterhin ist in diesem Bereich eine Entartung zwischen kontinuier-
lichen und diskreten Eigenwerten méglich, hervorgerufen durch diejenigen Mo-
den, fiir die VS(n) <Sci< Vb(n) gilt . Diese sind im urspriinglichen HASKELL-
schen Formalismus nicht enthalten und wurden z. B. von SCHWAB und KNOPOFF
[76] erwshnt. Es handelt sich. dabei aller Wahrscheinlichkeit nach um die soge-—
nannten Leaking-Moden.

3. Im Bereich k 2 ks(n) liegen die diskreten Eigenwerte der RAYLEIGH- und IOVE-
Moden, wo ebenfalls, wie schon friiher diskutiert wurde, Entartungen auftreten
konnen.
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Mit diesen Erkenntnissen und unter Benutzung des die Entartung kennzeichnenden
Indexes Q , definiert durch

Q = 1 P-Wellen,
(50) Q = 2 : SV-Wellen,
2 = 3 : SH-Welleni,
kann man den kontinuierlichen Eigenfunktionen die Form
(2 (2) (€D
(51)  U; (x5, ) = [6gq B (kpryy = K) + 8g5] [8q5 Uy (%3, K) + 635 Uy (x5, BB]+
()

+ 693 854 U2 (x3, K)

geben., Dabei stellt H(x) die durch

v

4 SV G2 0

(52) H Glk=y {
0 fir »~< 0
definierte HEAVISIDE-Funktion dar.

Man kann in gleicher Weise wie (26) eine Orthogonalitédtsrelation fiir die konti-
nuierlichen Eigenfunktionen herleiten, die das Aussehen

® (2) (2) L@ N
(53) ‘(I)- [. Ui (x31 K) S']i (X39 K ) i Ui (XB’ K ) S1i (x3y K)] d-x3 = 0

fir K 4 K', K, K' € [0, kg y],

hat. Die kontinuierlichen und diskreten Eigenfunktionen sind untereinander ebenfalls
orthogonal [59]:

o (@) B, g, (D)
(54) ,(j)‘ [ U5 (x5, B) 85 (x3) = U} 8y (x3, K)) dx3 = O .

Eventuelle Entartungen zwischen diskreten und kontinuierlichen Eigenwerten sind

aufer acht gelassen worden. Man kann nun diese Orthogonalitdtsrelationen wieder da-
hingehend verallgemeinern, daf man Raumwellen zuldft, deren Ausbreitungsebene nicht
die xq,x3-Ebene ist. Die Ausbreitungsebene wird durch den Wellenzahlvektor und sei-
ne Projektion in die xq,xa-Ebene aufgespannt. Die Verriickungen und Spannungen die-
ser Raumwellen bezeichnen wir analog zu (28) mit%

€] () i (Kx k o

ﬁj = ﬁj (x3, K) el( i e ; ;
(55) :

(2 2) i(Ex, + kX, - wb)

Cin = gjm (x3, K) e 272 :

und die Gleichungen (30) nehmen die Gestalt

@ @ @ @)
(56) Ui (XB, K) = Cmi (K) Uln (x3, K9 Sim (x3, K) = 14 (K) cjm (K) Slj (x3’ K)
an, wobei

(57) cjm (K) = 633 6m3 + (5Jm - 6J3 6m3) D.,] (K) e gij n2 (K)

gilt. Die Komponenten des Einheitsvektors [n1 (x) , o, (K 5100
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k

2
(58) () = —E—, m, (@ =

: / 2
K2+k§ K2+k2

sind die Richtungscosinus der Projektion des Wellenzahlvektors in die x,,,xa—Ebene
(Abb. 10).

]

1%3

Abb., 10 Die Ausbreitungsebene der Raumwellen

Es 1&dBt sich nun mit den in [59] gezeigten Methoden eine verallgemeinerte Orthogo-
nalitédtsrelation fiir die kontinuierlichen Eigenfunktionen in der Form

(2 €%)) () (2)
(59) °j°[?fi (x3, K) B3y (x5, K= 0] (x5, K) By (x5, B)]) dxy = ©
0

Fi o SR e Kt ke = consit,

und eine zu (54) analoge Gleichung herleiten.

Die Normierung der Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums ist nicht in
iiblicher Weise moglich, weil das Normierungsintegral divergiert. In diesem Zusammen-
hang wurde die Normierung der Raumwellen erstmalig von ALSOP [3] durchgefiihrt, indem
er die WEYLsche Methode der Eigendifferentiale benutzte. Diese neuen Grofen besitzen
die Eigenschaften der Eigenfunktionen eines diskreten Spektrums. Die Einfiihrung der
Eigendifferentiale erschwert aber nach DAWYDOW [18] die praktische Anwendung der
Theorie sehr, deshalb normiert man die Eigenfunktionen eines kontinuierlichen Spek-
trums normalerweise auf die DIRACsche Deltafunktion, die durch

00 fur > o _(0) L
CeOPrEoa “= if 1 fls @) dx Y=" 1IN,
0 sonst -

definiert ist. Dies ist gem#p MESSIAH [63] immer mdglich. Demzufolge kdnnen wir jetz
(59) folgendermafen umschreiben:
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oo () &) £ (@)
(1) g[ E (x3, K) 514 (x3, B = Uy (XB, K') 543 (x3, K)] dx3

i

G(K ‘K') ’

(@)
k

const .

An die Stelle des KRONECKER-Symbols bei den diskreten Eigenfunktionen tritt also
bei den kontinuierlichen Eigenfunktionen einfach die Deltafunktion.

Wir wollen auch hier wieder die Normierung mit dem Energietransport verkniipfen.
inalog zu Gleichung (41) wirde fir den Energietransport der Raumwellen, deren Ein-
fallsebene die xq,XB-Ebene ist, die Gleichung

(R) 0 () % () ()
(62) 8, (K) = %ﬁﬂg [ U (x3, K) s%i (x5, K) - U$ (XB, K) 844 (XB, K)] dxy

gelten, Dieser Ausdruck divergiert jedoch, darum mufBten wir ja gerade die Deltafunk-
tion einflihren., Trotzdem verwenden wir fiir die Normierung wieder den entsprechenden

Zusatzfaktor und- erhalten als endgiiltige Orthogonalitédtsrelation

o (Q) Q" (2! ()
(63) (57149— g [ Uy (x3, K)‘gqi (x3, K') -’ﬁ; (x3, K') %%i (x3, K)? dx3 =
4n, (X)
()
= St §(K - KY) , k, = const , QS R T
mit der Nebenbedingung [siehe (60)]:
o fax 4, (@ (Q)
(64) 1E9 AR —— [ Uy (x5, K) 85 (x5, K*) =
0 Kmin n, (K)
(2) (2)
L (x3, K') 83 (x5, K)] dxy dK = 7

o 1
méite, K € (Kmin’ Kmax) X

In (63) sind die entarteten Eigenfunktionen zusdtzlich orthogonalisiert worden, was
in der Regel analog dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren mdglich ist.
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4, Der elastische Halbraum mit Vertikaldiskontinuitat

4,1, Das SNELLIUSsche Brechungsgesetz

Es ist nun das theoretische Ristzeug erarbeitet worden, um die n&herungsweise Io-
sung des Randwertproblems fiir den Durchgang von elastischen Oberfldchenwellen durch
eine vertikale Diskontinuitédt in Angriff nehmen zu konnen. Dabei gehen wir im fol-
genden von der in Abb., 4 dargestellten Situation aus. Die Diskontinuitétsflache soll
durch die Ebene x4 = 0 reprédsentiert werden., Auf dieser Ebene sind die Randbedin-
gungen, die den stetigen Ubergang sémtlicher Verriickungs- und gewisser Spannungskom-
ponenten erfordern, zu befriedigen. Es empfiehlt sich jetzt, noch etwas iiber das Ver-
halten der Materialparameter an der Grenzflédcne zu sagen. In der Natur werden sich
die Parameter des elastischen Kontinuums kaum abrupt &ndern, vielmehr wird es ein
mehr oder minder stetiger Ubergang sein. Fiir die Anwendung unserer Theorie mupf vor-
ausgesetzt werden, dap die Anderung von K4y A und ¢ 1in Richtung der x1-Achse in-
nerhalb einer Distanz erfolgt, die klein gegeniiber der Wellenlénge der betrachteten
Oberflédchenwellen ist. Ein Modell, das von vornherein i, A und ¢ als stetige Funk-
tionen von x, annimmt, wdre den Gegebenheiten in der Natur besser angepaft, und
man hédtte keine Randbedingungen bei xXq = O zu erfiillen., Allerdings lassen sich die
entstehenden Differentialgleichungen mit elementaren Mitteln nicht 16sen. Es ist je-
doch prinzipiell méglich, die DPifferentialgleichungen durch Differenzengleichungen
anzundhern und numerische Idsungen mittels eines Computers zu finden., Die Interpre-
tation der Ergebnisse diirfte aber Schwierigkeiten bereiten, da die aus der Seismolo-
gie bekannten Wellentypen keine Eigenfunktionen eines solchen elastischen Halbraumes
sind.

Die Schichtenfolgen links bzw. rechts von der Diskontinuitédt werden mit 1 bazw. 2
gekennzeichnet, und die Oberfléchenwellen mogen von links her einfallen. Man gewinnt
nun das SNELLIUSsche Brechungsgesetz fiir die Oberfldchenwellen am einfacisten durch
folgende Uberlegung: Im geschichteten elastischen Halbraum ohne Vertikaldiskontinui-
tdt sind Oberfldchenwellen mit konstantem k2 und konstanter Kreisfrequenz w Lo&-
sungen der Bewegungsgleichung. Da die Randbedingungen auf der Grenzfldche Xy = (0]
befriedigt werden missen, sind sie keine Funktionen von X, und t, und die Abhén-
gigkeit der ILOsungen von +t wund x, bleibt daher im ganzen Halbraum und fiir alle
Zeiten unverdndert. Mit anderen Worten heipt das allgemein, daf sich die Kreisfre-
quenz und die ”xZ-Komponente des Wellenzahlvektors bei der Wechselwirkung mit der
Diskontinuitét nicht &nderms

(65) weinf. bt L e wtrans. 2

(66) k2 einf, = k2 refl, - k2 trans, *

In (66) sind das Reflexionsgesetz und das SNELLIUSsche Brechungsgesetz enthalten.
Wir kennzeichnen in Zukunft alle GréBen, die sich auf die Schichtenfolgen links bzw,
rechts von der Diskontinuitét beziehen,mit den Indizes 1 bzw., 2. Weiterhin tragen
alle modenabhédngigen Grofen der reflektierten und transmittierten.Wellen einen Mo-
denindex, der folgende Variabilitétsbereiche hat:
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Schichtenfolge (1) 1 1,...,4M RAYLEIGH-Moden,
& sl {
(67) < (" 4, ..., 587 LovE-Moden;
Schichtenfolge (2) 3 150 ,M(Z) RAYLEIGH-Moden,
a =

¥ 4 1,...,52) LovE-Moden .

Die sich auf die einfallende Welle beziehenden Gréfen sind dadurch ausgezeichnet,

dap sie keinen Modenindex tragen, wobel die einfallende Welle eine beliebige RAYLEIGH-
oder IOVE-Mode sein kann, Mit diesen Verabredungen ist es mdglich, die zweite Glei=
chung (29) in folgender Weise aufzuspalten:

(6D = ol D,

a [+ 4
(68) W géq) = oW . Y, o = 400 8D

ﬁga) " ﬁge) W »€2) 4

USA 5
“

Die Anwendung dieser Gleichungen auf (66) ergibt das Reflexionsgesetsz

A sbealg=roi,

QD)
—_— = = 1 o-o,N
(69) “(1) ;(17 ’ a ’
n2

und das SNELLIUSsche Brechungsgesetz

2 (2)
70) e . BIR Sl ol .
(70) i = xm

Die Giiltigkeit des SNELLIUSschen Brechungsgesetzes fiir Oberflédchenwellen ist bereits
von mehreren Autoren angenommen worden [4],[15]. Wenn man die soeben gewonnenen Be-
ziehungen physikalisch interpretiert und die bereits diskutierte Aufspaltung in ver-
schiedene Eigenfunktionen annimmt, so erkennt man, daf eine einfallende monochromati-
sche Oberflédchenwelle bei der Wechselwirkung mit der Vertikaldiskontinuitdt in alle
bei der Ereisfrequenz w mdglichen reflektierten und transmittierten Moden jauffé-
chert" (Abb, 11),

Mit Hilfe des in Abb., 11 eingefiihrten Einfallswinkels ¢ > der Reflexionswinkel

«
w(/l) und der Transmissionswinkel go(a) kann man den Gleichungen (69) und (70) auch
die Gestalt

si '
(7 _n#' A %;’ o 1,...,N(1) ’
sin go(1) k
B
sin ¢ (2)
(72) °_ = E-°, O
;;17(2) ;(7[7 B [ ’ ’
®

geben,
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Abb, 11 Die Brechung der Oberfldchenwellen gem&df dem
SNELLIUSschen Brechungsgesetz

Eine vertikale Diskontinuitédt wirkt bei schrdgem Einfall seismischer Oberfldchen-
wellen in doppelter Hinsicht. Und zwar tritt einerseits die soeben erwdhnte Aufspal-
tung eines monochromatischen Oberfldchenwellenzuges in die verschiedenen Moden auf.
Andererseits sind reale Oberfladchenwellen nicht monochromatisch,und es kommt an der
Vertikaldiskontinuitdt laut Dispersionsrelation (20) zu einer frequenzabhdngigen Ab-
lenkung der einfallenden Mode, d. h., die Vertikaldiskontinuitdt wirkt in diesem Fal-
le ‘wie ein Prisma,

Die zu (69) und (70) analogen Gleichungen fiir die Raumwellen

% ol /K(1>2 i néﬂ)e Bt
oS &) LSRR

und

(74) ng") /K(Z)z i n§1)2 1
a$?) &3y (D

gewinnt man unter Verwendung von (58) und §66). Es ist zu erkennen, daf es bei konti-
nuierlicher Verdnderung von K p bzw, K zu einer kontinuierlichen Drehung der
Ausbreitungsebene der Raumwellen kommt. Dieser Vorgang entspricht der yAuffacherung'

in die einzelnen Moden bei den diskreten Eigenfunktionen,

Zum AbschluB dieses Abschnitts sollen noch die Transformationsmatrizen (31) fiir
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die einzelnen Wellenanteile angegeben werden. In diesem Zusammenhang ist es notwen-
dig, etwas iiber die Darstellung der reflektierten Wellen auszusagen. Es sei

[*4
o ikx’l
(75) VJ' = ﬁa e

eire Oberfldchenwelle, die demzufolge die Bewegungsgleichungen (7)

« 20 (07 4
(76) tpymVvytew v, =0

und die Randbedingungen (14)

x I
(77) tle AP Q) b el Xy = 0
erfiillt. Da
(78) 1;5.x11;] = Tipy s timj,m = Simy,m

gilt und (76) und (77) linear und homogen in %d sind, ist auch das konjugiert
Komplexe voa (75)

N
-ikx,

(79) %3 o 63 e

eine Losung der Bewegungsgleichungen und befriedigt die Randbedingungen. Wdhrend

¥. eine Oberflichenwelle darstellt, die sich in Richtung der positiven x,-Achse,

d. h. von links nach rechts, ausbreitet, reprédsentiert $*  eine Oberflédchenwelle,
die sich in entgegengesetzter Richtung ausbreitet. Es ist zu beachten, dap die nach-
tréglich anzufiigende Zeitabhéngigkeit im Falle (79) wie im Falle (75) e %% 1autet.
Fir senkrecht auf die Diskontinuitdt fallende Oberfléachenwellen stellt die konju-
giert komplexe Losung (79) direkt die reflektierten Oberflédchenwellen dar. Bei

schrdgem Einfall hingegen ist eine Modifizierung von (79) erforderlich.

Die Transformationsmatrizen fiir die schrédg einfallenden und transmittierten Ober-
fldchenwellen lauten gemdp (31)

1

D 1
(80) efy) = 63 63+ (643 - 655 63 {1 4 £433 1

und

EEPy TR e T SR

B(2) B(2
(81) Cix = 613 61:3 ¥ (cSik - 613 6k3) n,(I ) + €53 03 -

gecoey

wobei die Grégen ﬁ§2) durch (70) bestimmt sind und

(82) ﬁgz) = AR [ﬁ§2>] e 1..--,N(2) )

gilt. Die reflektierten Moden, die durch schrédg einfallende Oberfléchenwellen ent-
stehen, gewinnt man durch Transformation der sich in Richtung der negativen X4-
Achse ausbreitenden Oberfldchenwellen vermittels der Transformationsmatrizen

(1) a
8 = 6, " 5 (1 (1 1
(83) cyy 613 03 = By = 833 8) BV - ey BV, @ =, 5D

5 X > a(1
Hierbei sind die Grdgen ng ) dem Reflexionsgesetz (69) zu entnehmen, und es gilt
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@y B - o /1-8YY e ).

Fir die transmittierten Raumwellen ergibt sich in Ubereinstimmung mit (57) die zu
(81) analoge Transformationsmatrix

(85) ofp) (K@) = &3 6.5+ Gy - 655 6, 0§D (&) + 0 0f?) (&)

mit

P
(86) n,%z) &) - '\/’1 - [ngz) L ]

wobei n£2) (K(a)) mit Hilfe von (74) berechnet wird. Die reflektierten Raumwellen
gewinnt man nicht wie im Falle der Oberfléchenwellen durch komplexe Konjugation,
weil sie sich nicht parallel zur xq-Achse ausbreiten, Vielmehr hat man die Xy~
Komponente des Wellenzahlvektors K , die als positiv vorausgesetzt war, durch - K
zu ersetzen und erhdlt aus (47) fiir die reflektierten Raumwellen

i(-Kx1-wt)

(uj)refl. Uj (x3, ~B) e 2

(87) 1(~Kx,-wt)
(ij)refl. Sjm (13, -K) e . RGN0

Der Winkel ¢, (siehe Abb. 8) ist hierbei griper als 90°, denn es gilt anstatt (48)

(88) - K = k cos Pe » n 2 Py > g .

Bei schrédgem Einfall von Oberfldchenwellen sind die reflektierten Raumwellen (87)
mit Hilfe der zu (83) analogen Transformationsmatrix

89) ) &) = 64y 655 = (6gy - 65 6550 0§ &) — e alM &)
zu modifizieren, wobei n£1) (K(q)) aus (73) folgt und analog zu (84)

2
90y 2§ &™) = - /1 - [af" &)

giltc

Die Formeln dieses Abschnitts zeigen deutlich, wie die Brechung der Oberflédchen-
und Raumwellen auf der Basis des SNELLIUSschen Brechungsgesetzes zwanglos durch eine
einheitliche Theorie beschrieben werden kann. -

4,2, Die Formulierung der Randbedingungen

Die Diskontinuitétsfléche =x; = O , die mit R Dbezeichnet werden soll, trennt
die beiden unterschiedlich geschichteten Medien 1 und 2, und die Berithrung der hei-
den Medien ldéngs %R fiihrt dazu, daf elastische Wellen aus dem Gebiet 1 in das Gebiet
2 libergehen konnen., Zwischen den Verschiebungen und Spannungen der an der Grenzfléa-
che % gelegenen Teilchen existiert demzufolge ein gewisser Zusammenhang [27]. Die
erste Gruppe der Randbedimgungen 1l&éAt sich aus der Erkenntnis herleiten, dapg ein
Gleliten der Gestelne léngs der Grenzflédche bel den von uns betrachteten elastischen
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wellen relativ geringer Amplitude wenig wahrscheinlich ist. Folglich miissen die Ver-
rickungen an der Grenzflidche stetig sein, 4. h.,

(CHD) (ﬁi)(q) = (ﬁi)(z) figs, X = 0 4

Hierbei werden mit (ﬁi)(q) und (ﬁi)(2) die Komponenten der resultierenden Gesamt-
verriickungen in den Gebieten 1 und 2 bezeichnet. Die zweite Gruppe der Randbedingun-
gen folgt aus dem dritten NEWTQNschen Axiom. Wir setzen voraus, daf die Krdfte, die
von den Teilchen des Gebietes 1 auf die benachbarten Teilchen des Gebietes 2 wirken,
entgegengesetzt gleich den Krdften sind, die von den Teilchen des Gebietes 2 auf die
Teilchen des Gebietes 1 wirken. Demzufolge miissen die Normal- und Tangentialspannun-
gen an der Grenzfladche ebenfalls stetig sein, und es gilt

02) (B - DAY = MR 23R gip Ao

Hierin bedeuten aik die Komponenten der resultierenden Spannungen, und zwar in den
Gebieten 1 oder 2, und Py die Komponenten des Normaleneinheitsvektors von M , die
durch

gegeben sind. Also nimmt (92) die Gestalt

ouy o R AR p

(94) (054) = (Ji,') fir x, = O

an. Die Randbedingungen (91) und (94) gelten fir X, = O und sind darum von b
unabhéngig. Weiterhin 1&Bt sich die t- und x,-Abhéngigkeit wegen (65) und (66)
herauskiirzen, so daf nur noch eine xB—Abhéingigkeit ibrigbleibt. Diese wird im fol-
genden nicht explizit gekennzeichnet,

Man hat nun gem#f ALSOP, wie bereits erwdhnt, die in (91) und (94) stehenden Gro-
fen nach den bisher bekannten Eigenfunktionen zu entwickeln. Wdhrend die GréfBen fir
das Gebiet 1 eine Uberlagerung der einfallenden mit den reflektierten Wellen dar-
svellen, existieren im Gebiet 2 nur transmittierte Wellen. Es ergeben sich die Be-

ziehungen
&
N o
- 1 ~ (1 ~ "
95) (@)M = YWD, AR e
3 Epax (@) (2)
X (1) (1 1 1 (1)
+qu£ a (K )ﬁi)("K())dK()+ﬁi]R’
1)
P ’] ~ N '(\Z'
%) @M = KD v 5a, K0
3 Koz (2) ®)
max 1 1 2
« 20 e ) 5 cx ™y ™, 3Dy,
(2)
97 @)@ = 0 e o)
=4 g At
3 Kax (@) Q)
max
(2) G2 2 v
i g By T2 @y @)y (5621,
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und
(2)
N
(98) (5, =z
(2)
K (2)
o }m D @@y %2 &2y a® (327, .
=1

Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (95) stellt die Komponenten des

Verschiebungsanteils dar, der von den einfallenden Oberfldchenwellen herriihrt und
wobei in Ubereinstimmung mit (30)

~ 1) (1
99 HY = oPulV

gilt. Durch die folgende Summe in (95) werden die reflektierten Moden

&1 2(1) g1 )
(100) TN = BERGLOINE SIS 4,
repréasentiert. Dabei konnen die reell angenommenen Entwicklungskoeffizienten a, s
/]
(101) a, = a; : (N = ,...,N( )

als verallgemeinerte Reflexionskoeffizisnten aufgefaft werden. Der néchste Ausdruck
stellt die reflektierten Raumwellen

£ ML A
102y T a2 1S oefyoptiBopa ™y 70 0 < T,2,3

dar. Es wird dabei iiber die entarteten Eigenfunxtionen summlert und gleichzeitig
iiber den kontinuierlichen Eigenwert 5(1) vion' 0 bis Ama integriert, wobei

(103) 0 < K(1) ;. kégl)l)

() ™,

gilt. Die (im allgemeinen komplexen) Entwicklungskoeffizienten a & | sind die
verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten filir die kontinuierlichen Eigenfunktionen,

Schlieflich sind in dem Restglied [qu)]R alle librig gebliebenen, durch das ver-
wendete Eigenfunktionssystem nicht beriicksichtigten reflektierten Anteile zusammen-
gefapt. Es ist nédmlich nicht gesagt, dapf das Eigenfunktionssystem, bestehend aus den
Oberflachen- urnd Raumwellen, vollstandig ist.

Die analogen Anteile fiir die Spannungen sind in Gleichung (96) enthalten,und es
gelten die Beziehungen

(ros) 851 = ol o(1) {1
[*4
(to5) 81 = ELD FD Eihe Sy = L wD
@ )
(106) 851 (k") = o1 @) oD &My D (&M, 2 = 1,23 .

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (97) stellt die Verschie-
bungskomponenten der transmittierten Moden

£
ng) = aéi) U(2) $. RN = 1,...,N(2)
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dar. Die als reell angenommenen Entwicklungskoeffizienten ba .

(107) b(t = b(; 3 a = 1,...,N(2)

sind verallgemeinerte Transmissionskoeffizienten der Oberfldchenwellen, Durch den
nichsten Ausdruck in (97) werden die transmittierten Raumwellen

€ €
(108) Uga) ®@) = céi) (2 Uiz) o Akl e Yo o e

beschrieben, Dabei wird wieder {iber die entarteten Eigenfunktionen summiert und iliber

den kontinuierlichen Eigenwert K(Z) in den Grenzen von O bis K(z) 5

(109) 0 < &) = kéﬁg) '

(2
integriert. Die (im allgemeinen komplexen) Entwicklungskoeffizienten b (K(2)) sind

die verallgemeinerten Transmissionskoeffizienten der kontinuierlichen Eigenfunktio-
nen. Schlieflich wird aus den gleicher Griinden wie bei Gleichung (95) ein Restglied
[Ug )]R eingefiihrt.

Die Gleichung (98) enthdlt die transmittierten analogen Anteile fiir die Spannun-
gen , und es gelten die Beziehungen

04 04 a 04
(110) E’(IE) = cx(ngl) 01(15) 3151121) A iz ’I,...,N(2) g
0 : (2
(111) sﬁf) &) = 3 (&) () (x(2) sii) PR L 5 [

Abschliefend sollen die Randbedingungen (91) und (94) noch einmal explizit ange-
geoen werden. Mit den Bezeichnungen

(112), T B et LS i LS e
und
13y [Baglgt = RSP g imipelld,

lauten sie an der Stelle X = Q &

gty iy g1 Q)
~ N L 3 “max (2 &
(1iey TS, (o WL ey AL &My T (&M D =
a="1 =1 50
() k(2)
N Z 3 “max (Q) (82 ~
i (2) (2) 22 @) (2
oy RN s g D RE AR b 70 B )+ (U;1g »
G @ (1) (Q
(115) SE';]) i az aa S(’])‘ x §1 .CI;X a) (K(’I)) S/%];].) (_K(’])) dK(’I) =
(2) K(e)
N Z 3 max (Q) €
. (2) (2) (2 2) N ars
= agq b, 8357+ Q£1 g b (KY) 55 (K )) ax(®) [sqi]R <
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4.3. Die Bestimmung der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir die Ober-
fldchenwellen

Es ist nicht ohne weiteres moglich, die verallgemeinerten Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten der Oberflichen- und Raumwellen aus den Randbedingungen (114)
und (115) exakt zu bestimmen, weil die Restglieder nicht bekannt und mehr Unbekann-
te als Gleichungen vorhanden sind. Darum muf ein Ndherungsverfahren angewendet wer-
den., Dieses lauft darauf hinaus, die gesuchten Koeffizienten so zu bestimmen, dap
die Restglieder (112) bzw. (113), oder genauer gesagt, daraus abgeleitete Gréfen, so
klein wie mdglich werden. Anschliefend ist zu diskutieren, inwieweit die auf diese
Weise erhaltenen Koeffizienten die gesuchten verallgemeinerten Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten darstellen bzw. anndhern.

Die Aufgabe, die aus den Restgliedern abgeleiteten Grofen beide gleichzeitig zu
einem Minimum zu machen, ist nicht 1l0sbar. Andererseits miissen aber die beiden Rand-
bedingungen (114) und (115) zur Bestimmung der Koeffizienten herangezogen werden.
Aus diesem Grunde empfiehlt es sich, die verallgemeinerten Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten als voneinander funktional abhingig zu betrachten und entweder
nach den verallgemeinerten Reflexions- oder Transmissionskoeffizienten mit Hilfe der
Orthogonalitdtsrelation aufzuldsen. Indem man die Orthogonalitdtsrelation anwendet,
werden die beiden Randbedingungen (114) und (115) miteinander verkettet und gehen
somit zusammen in die weitere Rechnung ein., Auf diese Weise ist es mit Hilfe der
entsprechenden Orthogonalitdtsrelationen mdglich, sowohl nach den Koeffizienten der
Oberfldchen- als auch der Raumwellen aufzuldsen.

Nachdem die Theorie bis zu diesem Punkt unter Einbeziehung der Raumwellen ent-
wickelt wurde, werden wir im folgenden bei den speziellen Rechnungen nur die Ober-
fldchenwellen beriicksichtigen., Wie gezeigt wurde, ist die Einbeziehung der Raumwel-
len prinzipiell mdglich, jedoch wiirde sie iliber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen.
Die Untersuchung des Einflusses der Raumwellen auf der Basis der hier entwickelten
Theorie muB deshalb einer spdteren Arbeit vorbehalten bleiben. Aus diesem Grunde er-
gdnzen wir jetzt einfach die bisherigen Restglieder durch die Raumwellenterme und
bezeichnen die Komponenten der modifizierten Restglieder mit ﬁ; und %Hi spvie
Randbedingungen nehmen nunmehr die Gestalt

) (2)
(1) T 4 Z 2 T = Z % TGN e
= (0=
M (2)
N @ N a
(1) (1) &(2) & “ 1w
(117> 8557 + a£1 a, Sii aiﬂ b, 5,57 +8y; fir x = O

an,

Der erste Schritt zur Bestimmung der verallgemeinerten Reflexions- und Trans-
missionskoeffizienten besteht darin, diese beiden Gleichungen durch Anwendung der
Crthogonalitdtsrelation (46) fiir das Gebiet 2 nach ba aufzuldsen (eine Aufldsung

nach a
(04

wdre ebenso moglich). Zu diesem Zweck liberschieben wir die Gleichung

. 8 8
(116) mit $2)* una daie Gleichung (117) mit - U{2)+ | addieren die beiden Glei-

chungen und integrieren anschliefend iiber )

von Null bis UYnendlich., Nach Vertau-

schen der Reihenfolge von Integration und Summation erhalten wir
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e o0 £
(118) o.ofug") 520 ax, - { 152 B ax, +
(1 B @ 8 &
N 2 i
£ aEII aa.(]; [U(1)l S(a)t P SS]:)! U](_z)‘] dXB + ‘g Uj_ ng)t dx3_
(2)
G N E ,é N
B = 1,...,N3
Mit den Bezeichnungen
ooy
(119) 512 = ogug") ol i T
(120) 1‘22,| 5 o_(]j'g'gz)' 3D R 1,...,82)
a
(121) anz - Z‘)'ﬁ‘g”- %(2)' Gty TR AT R e i (O T
(04
(122) 6Q:1 2 ?ng). 3GV dxy , @ = e 8D g =g, 8@
0
folgt aus (118) unter Benutzung von (46) die Beziehung
(&D)
N «f B a o, 8 0, &
(123) Pyp = Ppq + a§1 8, (Qp = Qpp) + g T, S'(f?i)‘ ax, - g X, ng). ax, =
B
. N;z) A ngz) S 1 A
b gk "i"‘“‘ Hilpeer Pur=e)llvpaiealiet

In dieser Gleichung vernachlidssigen wir die beiden Integrale unter der Annahme, daf
die Restglieder genligend klein sind, 4. h.

~ N” ~ ~o
(1s) |T;| < |U§ Jpok, 1S40 < |sg;)|

und erhalten
ety e b 8«
1w
(125) by = m [P & A +o[.>_:q g e A e o R ’l,...,N(e)
n =

Die GréBen ng und %2,] geben an, in welchem MapBe die einfallende Mode als Mode
B in der Schichtenfolge 2 fortgefiihrt wird., Die zusdtzlichen Terme in (125) riihren
von der Wechselwirkung mit den reflektierten Wellen her,

An dieser Stelle soll die Voraussetzung (107) gepriift werden; die Konsistenz von
(101) werden wir spater zelgen. In der Arbeit von HASKELL [33] ist nachgewiesen wor-
den, dap das Verhiltnis U,] (ool / UB(O) fir RAYLEIGH-Wellen immer imagindr ist. Es

1lépt sich aber zeigen, dap auch U’l G/ U (x,) fiir beliebige X3 imagindr ist
[man vergleiche mit den Formeln (285) und (286)]. Wir legen willkiirlich fest, dap
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" « @ a, sl ey
(126) U, (13) = - U} (x? s Uy (XB) = U3 (x3) ir =
gelten moge. Mithin gilt wegen (5) und (6) fiir die bendtigten Komponenten der Span-
nungen
o « @ @ @ ¥ o

>4

SFRUINE) 104 M.

Unter Benutzung von (30) und (31) erhdlt man in gleicher Weise fiir die entsprechen-
den mit einer Schlange versehenen Gréfen

o o o : o 2 a.
(128) '1]’1 (XB) = _'tf% (x3) A 'ff2 (x3) = - ﬁ'é (x3) X U3 (X3) = ?fB (X3) B
e £ M 3
und
o @ 13 z & &
(129) %’11 (x3) = 8% (x3) , Sy (x3) = 83, (x3) 4 543 (x3) = =855 (x3) ,
¢ S M,

o
Da in (128) ﬁa fiir RAYLEIGH-Wellen rein imagindr angenommen wurde, nehmen wir aus
Griimden der Konsistenz fiir ILOVE-Wellen

o« o«
(130) U2 (XB) = - UE (XB) 5 ay | >RiME
und
@ o « o
(131) 512 (XB) = S%z (XB) ’ S23 (X3) = N 553 (x3) ’ a > M ’

an, Fir die mit einer Schlangenlinie versehenen Grépen ergibt sich analog

2 e & &
(132) U, (x3) = = U; (x3) 3 U2 (x3) = U§ (x3) A @ > M,
und
I & i e i <
(133) Sqq (x3) = S%q (x3) ’ 812 (XB) = S;a (XB) ’ 513 (Xa) = - S%B (XB) -

x > M,

Mit Hilfe der Beziehungen (128), (129), (132) und (133) erkennt man, dapg die in

(119) bis (122) definierten Grofen alle imagindr sind. Damit werden die verallgemei-
nerten Transmissionskoeffizienten gem#f (125) reell, wenn man (101) voraussetzt. Al-
lerdings konnte durch die Vernachléssigung der Zusatzterme [siehe (124)] ein urspriing-
lich vorhandener Imagindrteil von bB unterdrickt worden sein,

Im ndchsten Schritt definieren wir die mittlere quadratische Spannungsdiskontinui-
tdét F durch die Gleichung

wN
(134) F = gsqi“s“;i ax; ,

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1973.024

[ R




49

wobei §1i der Randbedingung (117) entnommer. wirds:

&P (2)
~ ~ N & N 3

=1

Wir denken uns nun die Grdfen b_ in dieser Gleichung durch die Grdfen a, laut

Beziehung (125) ausgedriickt, setzen danach (135) in (134) ein und erhalten

(136) F = F (31’32"”’3N(1)) S

Die verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten a, sollen jetzt so bestimmt werden,
dap die mittlere quadratische Spannungsdiskontinuitidt zu einem Minimum wird., Mit an-
deren Worten, die Randbedingung (117) soll auf der Basis der Oberflichenweilen im
Mittel so gut wie mdglich erfiillt sein. Diese Annahme enthdlt zwel unterschiedliche

Voraussetzungen, ndmlich:

a) Bei der Wechselwirkung einer einfallenden Oberflidchenwelle mit der Diskontinui-
tdt verbleibtu der gropte Teil der Energie im Feld der transmittierten und reflek-
tierten Oberfldchenwellen, bzw,

D) die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Oberfldchenwellen sind mehr oder we-
niger unabhdngig von den anderen entstehenden Wellenarten, d. h.,, die unterschiedli-
chen Wellenarten erfiillen die Randbedingungen jede fiir sich.

Das Bestehen dieser Voraussetzungen a) oder b) ist eine Grundbedingung fiir die An-
wendbarkeit des Verfahrens., Es wird spdter ein Ausdruck angegeben werden, dessen
Grope als Map fiir die Erfiillung von a) dienen kann. Die Voraussetzung b) kann letzt-
lich nur durch Vergleich mit der Praxis geprift werden.

Um die Minimumbedingung an einem anders gearteten Fall priifen zu konnen, wurde
sie auf die Reflexion einer P-Welle an einer freien Oberfliche angewendet., Dabei
wurde versucht, den Reflexionskoeffizienten fiir die P-Welle unabhidngig von der zu-
sdtzlich entstehenden SV-Welle zu berechnen, irdem ad hoc die Bedingung

1 = ini
(137) [S33 S3j]x3=0 Minimum

als Ersatz fiir die Forderung nach Spannungsfreiheit der Oberflidche aufgestellt wur-
de. Die auf diese Weise berechneten Reflexionskoeffizienten wurden dann mit den ex-
akten verglichen, Es ist zu bemerken, daf es sich bei diesem Beispiel um einen beson-
ders extremen Fall handelt, da die Parameter des elastischen Kontinuums an der @renz-
flache von O auf ihren Wert im Medium springen. Die Ergebnisse sind unter der Voraus-
setzung © = A abgeleitet und in der folgenden Tabelle fiir verschiedene Einfallswin-
kel o (siehe Abb, 8) zusammengestellt:

Tabelle 1 Reflexionskoeffizienten fiir P-Wellen
Reflexionskoeffizient fiir P-Wellen

i cos ¢, exakt gendhert P rozentua-

ler Fehler
o

89,3 0,01 - 0,998461 - 0,999911 0,15 %

84,3°| 0,1 - 0,984619 - 0,991121 0,66 %

72,5°| 0,3 - 0,862758 - 0,92087 6,74 %

o
60 0,5 - 0,626315 - 0,785714 25,45 %
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Man sieht, daB bei fast senkrechtem Einfall die Abweichungen gering sind. Sie stei-
gen in dem MapBe, wie der in SV-Wellen umgewandelte Energieanteil steigt. Bei einem
Einfallswinkel von 60° iibersteigt der in SV-Wellen umgewandelte Energieanteil be-
reits denjenigen der einfallenden P-Wellen, der wieder in P-Wellen umgewandelt wird
(siehe Fig., 2 - 3 in [21]), und darum ist der Fehler des genshert berechneten Refle-
xionskoeffizienten ziemlich grogB.

Die N(q) Gleichungen

(138) & =0, e = 1,...,581
(14

stellen eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimums der mittleren qua-
dratischen Spannungsdiskontinuitédt F dar, Wie man leicht sieht, ist die Bedingung
in diesem Fall auch hinreichend. Einerseits ist n@&mlich F als Integral einer im In-

tegrationsintervall stdndig positiven Funktion eine Positivfunktion. Andererseits
stellt F eine quadratische Form

n<» <M
(139) F = a,§=1 FaB 8y 8g - af1 D,a,+C > 0

dar, wie man sich durch Einsetzen von (125) und (135) in (134) iiberzeugen kann. Also
lautet (138) explizit

)
(140) z F
B=1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, das genau ein Losungstupel aB G b TR
besitzt, wenn

(141) det |FaB| ¥ O

ap DR THleL S e 1:--~,N(1) .

x)

ist. Bs existiert also in diesem Fall genau ein Punkt mit einer horizontalen Tangen-
tialebene, und im Zusammenhgng mit der Eigenschaft von F als Positivfunktion kann
man daraus schliefen, daB es sich um ein absolutes Minimum handelt.

Unter Verwendung von (134) 188t sich (138) in die Form

. 00 aS
(142) %Z.—- ™ '(I;(aa.i'g g’]i éi) dx = 0, CH = 1v°'°vN(1) ’
(4 o
bringen. Aus (135) folgt
S (2)
a N db, £
14 =) (2)
(143) = Be e =l 5a S0t
und
ase ¢ 2 ap, B
ST s 2)
g6~ S Iy e PR

Nunmehr kann man (135), (143) und (144) in den ersten Teil der Gleichung (142) ein-
setzen, wobel sich
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(2) 1) (2)
0 % N db, B N vl N
M (2) (Me 1) 2)a
(145) §§ = [ {857 s a_af TR 551 - R e 32 +
(2) (
N db, B 1 N pé
1 2 *® 1 1 *
+(S»(|j,)-5£1 ﬁfsgi) ) (S,(I Yoy P S'(li) -z bﬁﬁ'( )} ax
1)
ol & ~ N 2 Ve g
h gﬂsﬁl)‘ D Sm) XD+ s e, &P HD L&D égl).) 4
y=1
(2)
N & g &1y B
e, ED- R A o,
@ 5
N & &
1 4 2 (1
(2) (1
bt e dbg X1y K2y . X(1)e £(2)
) ﬂ£1 yiq By é_af: &P D + S’(Ii) S’(Ii) /i
(2)
N I ) B2 <
2 2k AP
+ B,f=1 b# ﬁé ( ) (1) i S( ) S’(]j_))} dXB 3 a = ’],,,,,N(1) i
| ergibt. Nach Einfiihrung der Grdfen
(67
(46) Ry, = J‘ Re (s(q) Sy e %,
ay Y
(W) Ry, = J'Re (s“)' s(")) axy = £
@ B ® g8
(48) Ry, = [ re () 52 ax,
]
| B 00 ~ E
I (%) Ry, = gRe (sg"i)* sﬁi)) dxy
B u % I3 3 w_B '
(150) "Ry, = ,(I)'Re (5§2)s 2Dy dx, = ARoK g T P
Bt = 1,...,82)
geht (145) in
&) (2) (2)
(151)%@1"_:“ e “y N g N2 ap, g
P A e Do o= 8 Paz - 6o é'af 12
(1) g:63)
N N (2)
- Z A EYRB+N2 bab BR“ &)
EL B3 LV FRal 12 i e ez | @ Eglihy o LR D
" b
iber. Die Ablej =B T
ie eitung 5a, wollen wir mit @ bezeichnen,und es folgt dann aus (125)
ab
(152) x i
ne . 4§1: D Slias Sy) el =, SRR s A e BEE)
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Bei Benutzung der GréBen P , definiert durch

B B B
(153) P = =42 P, -Bp), B = 1.8,
4 nf2)
kann man der Gleichung (125) die Gestalt
M

N Y B

(158) by = P+ 52, '@ 50 g = 1,...,8)
y=1 Y

adb
geben., Es ist nun méglich, die GrdBen Db und b zu eliminieren, indem man (152)

und (154) in (151) einsetzt, wobei das Gleichungssgstem (138) in der Form

e ity N2 gy vyB apf 83 gp3
G Riq + Zq a, Raqusl & (S, e ELE A ) R12 - 2z Q
Y=

=+ ]
|

12

B=1 y=1 7 B=1
D N2 4 p g N§2> w 81D L "t
%ofly gy, R RN AL ISR Ry WAL 0 -
= 1,...,N(1)‘
erscheint. Nach Umformung erh&dlt man
-y N;1> o Néz) AN AR N2 yuap A
a - + + 5] =
et i Ry1 b 12 G A 22
R Née) (g aRﬁ g aQB) NEZ) % aQB i 4 <
= e + - - ST 4 ,
LF R 12 * B4 6 el Ry ’
und mit den Abkiirzungen
ey N2 ypap apys M2 yuappu
(157) Fa.y = R,],] =~ 351 (Q R12 + Q R12) + 8,151 Q Q R22 9
a,y = 1,. N(’])

(158) D R N§2> ¢ e, % Nég) ey 1
- L + + - g ’ [+ 4 = gacey
« T 12 * B2 FTacr 22

ergibt sich schieflich in Ubereinstimmung mit (140)

b,

(159) T T A s D = Up. cuuRGII
'y:

d

Da wir (141) voraussetzen, existiert eine eindeutige L&sung dieses Gleichungssysteums,

die sich mit Hilfe der inversen Matrix F;; , definiert durch

NED j
(160) I B, T = &y,

in der Form
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@D)
(161) & = % i o iy WS 5
L . SRS iy
‘y_.
schreiben 1dft. Hiermit sind die verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten gegeben,

sie beziehen sich fiir « S M(q) auf die RAYLEIGH-Moden und fiir a« > M(q) auf die

IOVE-Moden., Die verallgemeinerten Transmissionskoeffizienten ergeben sich unter Ver-
wendung von (161) gem&f (154) folgendermapfens

(&P)
B N 3 Y B
(162) Dby = P+ Equ;Dv R T I (D
y,v=

Je nachdem, ob « < M(e) cdend ol > M(e) ist, handelt es sich um verallgemeinerte
Transmissionskoeffizienten fiir die RAYLEIGH- bzw. LOVE-Moden.

Man kann leicht unter Benutzung von (146) bis (750) sowie (152) und (153) nachprii-
fen, dap die Grépfen F und Da reell sind, und demzufolge ist die Konsistenz von
(101) gesichert. Die Eigenschaft der verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten a
reell zu sein,bedeutet physikalisch, daf der mégliche Phasenunterschied zwischen
einfallender Welle und reflektierten Wellen im Rahmen dieser Theorie nur die Werte
0 oder mn annehmen kann., Welcher Wert angenommer wird, hingt vom Kontrast der Ma-
terialparameter der Gebiete 1 und 2 ab, Weiterhin ist Totalreflexion denkbar. Sie
tritt auf, wenn fiir eine bestimmte Mode « die Ungleichung

(’I)
(163) gé"l ) > 1 bzw. ﬂg1 ) > —(—7

a’

besteht., In diesem Fall kann die betreffende Mode nicht in das Gebiet 2 gelangen, und
der entsprechende Transmissionskoeffizient b‘z mupf Null gesetzt werden.

Die seismologisch relevanten Grdofen sind die Verrickungsverhdltnisse von einfal-
lenden zu reflextierten bzw., transmittierten Wellen an der Oberflédche. Jene Verhdlt-
nisse 8ind nicht durch die verallgemeinerter Reflexions- und Transmissionskoeffizien-
ten gegeben, denn diese beziehen sich auf normierte Moden und nicht auf die wahren
Bodenverriickungen, Jedoch ist eine Umrecb.numz in %n.ﬁacher Weise méglich, Dabei hat
man von den Verrickungen und Spannungen ﬂ und 8 auszugehen, wie sie vom HAS-
KELLschen Matrizenverfahren geliefert werden. Bezeig}gnet man das Verhdltnis der Ver-
rickungskomponenten vor RAYLEIGH-Wellen an der Oberflédche mit O'I‘ ATl ol 5

(164) oT v 61 (o)/t‘r3 ©, "z £ M,

s0 ergibt sich nach der Normierung von HASKELL

g a [0 4 g a
(165) G, (0) = 0p/k, U300 = 1/k, P T
und

@ @
(166) O, = 1/k, @« > M,

Die BHASKELLschen Eigenfunktionen s8ind nicht auf Einheitsenergie normiert, vielmehr
gilt

2R

45 AU B
(167) ig(ojsgd-uj s”) dxy = @« = 1,...,N.
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Da die linke Seite dieser Gleichung geméﬂ (41) bis auf den Faktor w / 4 den Energie-
transport der Mode a darstellt, muBp N eine positive reelle Grofe sein. Der Faktor
w / & braucht bei der Normierung nicht beriicksichtigt zu werden, da er sich bei der
Berechnung von a, und ba heraushebt. &lso ist der Zusammenhang zwischen den HAS-
KELLschen und den von uns verwendeten normierten Eigenfunktionen durch die Beziehun-

gen

@ o ‘\/E o 1 JE
(168) Uy = Ui/ N und 8y = 841 / N , % 4= 1 e AN )

gegeben. Da man nun die von den normierten Moden erzeugten Bodenverrickungen kennt,
ist es moglich, die durch

(169) Ayp = &, - %g” oy i ukhicor, & ey e, WD)
(170) gy = a, - 01 @ /6§D (o , o = 1,...u"
7y Ko o= a1 (o) /0§D (o, o el A4, i)
(172) %VR = b g§2> 0) / qu) o) , st LT b
(173) By = b, - B2 (@ s u§P (o), ¢ = 1.4,
(174) %LR = b, . %gz) (0) / qu) 0 , e = u@ 4 oq,, 853
(175) XHL = & ggq) 0) / Ug1) €0 4 E0 = L e MO T
(176) iLL = a - géq) OVAIRECOR B = i A (NS A
(177) %HL = b, - gge) 0 /u§" (o, ¢ = 1,...,u2
(178) %LL = b, gga) ) / qu) ) , e = M2 a5,

definierten seismologisch interessierenden Reflexions- und Transmissionskoeffizien-
ten zu bestimmen. Wahrend sich die Koeffizienten (169) bis (174) auf einfallende RAY-
LEIGH-Wellen beziehen, gelten die Koeffizienten (175) bis (178) fiir einfallende LOVE-
Wellen. Unter Verwendung von (165), (166) und (168) und den Abkiirzungen

(179) By s /gy @ Boape, nCGN
)

(180) %2 = 2(2) 3, ol arw g (B
N

nehmen die Umrechnungsformeln die konkrete Gestalt
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(181) ZVR S 51 km/g(ﬂ) h @ 2 Al sUENRA

(182) XHR - a %,, 8&_\") x of[,q) QD R SRy ¢

(183) KLR = a, %,, 11/ ofM K0 o iz M e 8
(184) %VH = b, %2 k(1) /fz(e) : R SR

(185) %HR = %2 géz) 1) oé") R Mty h a2 0

(136) gLR = b, %2 k(M / ofM ¥@) | o = M)y w2
(187) iHL = =i %,, géq) e ) fCY 7o kT

(188) App = &g r, (7 /D e = MM a8
(189) By = b, %2 02 &M K | @ om y eray MR

(190) By = b, b MO e = w3 41q,,.. 8D
an.

Es bleibt jetzt noch die Frage zu kldren, wie sich die Energie auf die einzelnen
lModen verteilt. Hierzu gehen wir vom Energiestromvektor aus und fragen nach dem Wert
des Energiestromes durch die Grenzfldche x,; = O . Fir Oberfldchenwellen, die sich
schridg zur x,]—Achse ausgreiten, ergeben sich die interessierenden x,l-Komponenten

des Energiestromvektors gq der einfallenden, reflektierten und transmittierten Wel-
len mit Hilfe der in (80), (81) und (83) definierten Richtungskosinus folgendermafen:

3 o @ o @ (1
p- G SRRR R 6 D R Y e b ¥2) _ . (2) g(2)
DI PN i e g o e v i SO i i M
Diese Formeln gelten in gleicher Weise fiir RAYLEIGH- und LOVE-Wellen. Die Grofen S,(lq)

@ o
und Sgg) sind hierbei durch (41) gegeben, wihrend qu) im Unterschied dazu gemdf

o Y 0 o (4 (+4 a

A 21 iw (refl) a(refl) (refl) (refl)

192 .;( = - == 1)} 3 * - U . .
(192) &3 4£(J 833 U3 843 ) dxg
Derechnet wird, da es sich um den Energiestrom der reflektierten Wellen in negativer
X4-Richtung handelt. Aus Griinden der Energieerhaltung muf im Idealfall, d. h., wenn
die einfallenden Oberfldchenwellen vollstdndig in reflektierte und transmittierte
Oberfldchenwellen umgewandelt werden,

1) (2)
(193 ¥ = g %’(") gt L)
1 a=1 1 a=1 1

gelten. Da wir die Moden gem#p (42) normiert haben, ergibt sich unter Verwendung von
(191) der einfache Ausdruck
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(&D) (2)

N (/4 N a

1) _ @pr 2 5 (2) b2
(194) ¢34° = a£1 C B g, = San a

@ o«
fiir die Energiebilanz., Die Energiestrcme Sﬁ und Sg der reflektierten und trans-
mittierten Moden, bezogen auf den Energiestrom der einfallenden Mode, haben das Aus-

sehen
¥ M |

U0 0601

[+4
(195) sp = Ty 8% ¢

ey

R
"

(04
(196) S.% = —(qu I8 50 b
und somit ist die Energieverteilung auf die einzelnen Moden gegeben. Die Gleichung

(194) gilt nicht exakt, da in ihr derjenige Energieanteil der einfallenden Oberfl&-
chenwellen fehlt, der bei der Wechselwirkung mit der vertikalen Diskontinuit&t nicht
wieder in Oberfldchenwellen umgewandelt wird. Deshalb ist es zweckmdpig, nach ALSOP

eine Grope Peuf (Percentage of energy unaccounted for) zu definieren,

N(q) @, N(e) @,
(197)cPice = (1S a£1 Sp - a£1 Sp) - 100 ,
die den Prozentsatz der Oberfldchenwellenenergie angibt, der bei der Wechselwirkung
mit der Diskontinuitdt in andere Wellenarten umgewandelt wird. Mit Hilfe dieser Gré-
Be kann man die Konsistenz der Ldsung mit der Grundannahme a) des Verfahrens priifen,
Wenn Peuf gropf wird, dann ist diese Voraussetzung nicht mehr erfiillt, und die erhal-
tene Losung wird dementsprechend weniger genau sein., Allerdings konnte es sein, wie
wvon ALSOP auch teilweise gezeigt worden ist, daf selbst bei gropem Peuf die LOsung
gem#éfB Voraussetzung b) noch relativ genau ist. Somit ist ein geniigend kleines Peuf
zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir eine genaue Losung. Eine genaue Fehlerrech-
nung ist nicht méglich, da die exakte Losung des Problems unbekannt ist, und darum
kann auch die Abweichung von dieser Losung nicht gefunden werden. Aus diesem Grunde
kann eine Priifung der erhaltenen Ergebnisse letztlich nur durch sorgfdltig ausge fiihr-
te Modellexperimente erfolgen.

Mit Hilfe einer elektronischen Tischrechenmaschine wurden einige numerische Rech-
nungen fiir das einfachste Modell zweier aufeinanderstofender ungeschichteter Halbriau-
me durchgefiihrt. Fir kompliziertere Modelle ist die Rechnung in Skonomisch vertretba-
rer Zeit nur unter Zuhilfenahme von Computern moglich. Die Rechnungen auf der elek-
tronischen Tischrechenmaschine waren selbst fiir das einfachste Modell aufwendig und
zeitraubend. Es wurden zwei Diskontinuitdten mit unterschiedlichem Kontrast betrach-
tet, und die Ergebnisse sind in der Tabelle 2 dargestellt. Vergleicht man die Ergeb-
nisse von Fall 1 und PFall 2, so fdllt auf, dap bei diesem einfachen Modell €ine erheb-
liche Kontraststeigerung eine nur relativ geringe Erhchung von Peuf zur Folge hat.

AbschliepBend sei noch darauf hingewiesen, daf man anstelle der mittleren quadrati-
schen Spannungsdiskontinuitdt die mittlere Verriickungsdiskontinuitdt, definiert durch
~

wN
(198) Vv = J‘Ui Ut
0

] &

3 ’
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Tabelle 2 Ergebnisse der Modellrechnungen

‘I
11y
Parameter Parameter ?q 7] Peuf
(2)
v = 2,36 xm/s | v$?) = 2,03 ks || 00| o° 1,988
viD = 1,37 /s | v§?) = 1,18 xm/s [|45° | 180° 2,315
0(1) = 1,22 g/cm’ 9(2) = 1,08 g/cm’
2.
%)
Parameter Parameter A @ Peuf
P (2)
viD = 2,36 /s | v{?) = 4,0 xw/s 0° | 180° 2,787

1,37 km/s

2
NO)

2,31 km/s

S22 g/c:m3

(2 2,0 g/cm3

e
1}
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Sis Der elastische Halbraum mit unebener Diskontinuitidt

5.1. Formulierung der Randbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit unebenen Diskontinuitdten beschdftigen, die
als Spezialfdlle die geneigten ebenen und Vertikaldiskontinuitdten enthalten. Man
hat es in der Praxis in den seltensten Fidllen mit exakten Vertikaldiskontinuitédten
zu tun, so daB die Behandlung unebener Diskontinuitéten den Verh&ltnissen in der Na-
tur besser angepapBt ist. Moglicherweise reicht das Modell einer geneigten ebenen Dis-
kontinuitdt unter Umstdnden schon aus, um die wesentlichen auftretenden Effekte zu

erfassen,

Unter unebenen Diskontinuitdten verstehen wir in diesem Kapitel Diskontinuitdts-
flachen, die im xq,xa,XB-Raum durch

(199) X4 = a (XB) ’ x3 2.0 ’

dargestellt werden. Eine Abh&ngigkeit von X5 lassen wir demzufolge nicht zu. Die
Funktion (x3) ergibt sich als Schnittkurve der Diskontinuité@tsfldche mit der
xq,x3— oder einer dazu parallelen Ebene (siehe Abb, 13). Sie mdoge einmal stetig dif-
ferenzierbar sein und der Forderung

(200) |g' (x3)| < oo fir alle x4 2 o
geniigen. Weiterhin wird willkiirlich

(COTNME AT (ODNT=RE

angenommen. Fir

(202) £ (x3) = O fiir alle 2 0

*3
geht die unebene Diskontinuitdt in eine Vertikaldiskontinuitédt liber. Wegen der Bedin-
gung (200) ist eine Diskontinuitdt, wie in Abb. 12a gezeigt, nicht zugelassen. Jedoch
148t sich auch diese durch Einfiihren von fiktiven Diskontinuitdtsflédchen gemidf Abb.
12b oder c ndherungsweise behandeln -

oy
o (258 oed 70w g b | (2)
(1) S e el - ) N (1)

A
AN
\

—— e —

Abb. 12 Die Stufendiskontinuitidt

Der Einfluf von unebenen Diskontinuitdten (im Sinne der vorliegenden Arbeit) auf
die Ausbreitung von Oberfldchenwellen ist bisher noch nicht untersucht worden. Es
existieren lediglich Arbeiten, die sich mit dem Einfluf von periodischen oder einma-
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ligen Storungen der horizontalen Schichtung und unebenen Oberfldchen befassen. Stell-
vertretend seien hier die Arbeiten von THAPAR [82],[83] und WOLF [89] genannt. Der
Einflup der Stufendiskontinuitdt auf die Ausbreitung von LOVE-Wellen ist wvon BOORE
[12] mittels der Differenzenmethode behandelt worden. Dabei sind Ubergangsfiélle in
Richtung auf die von uns betrachteten Diskontinuitdten denkbar (siehe Abb. 12). Die
genannten Arbeiten basieren entweder auf der Stirungsrechnung, wobei nur hinreichend
kleine Abweichungen von der horizontalen Schichtung zugelassen werden, oder auf der
tethode des GREENschen Tensors, Dagegen soll hier versucht werden, das ALSOPsche Ver-
fahren auch fiir unebene Diskontinuitidten anzuwenden. An dieser Stelle sei ausdriick-
lich darauf hingewiesen, daB es sich hierbei nur um einen ersten Versuch in dieser
Richtung handelt, der einer weiteren Bearbeitung bedarf.

Der wichtigste Schritt besteht in der Formulierung der Randbedingungen in einer
fiir unsere Problemstellung geeigneten Form., Es empfiehlt sich zun&dchst, den Normalen-
einheitsvektor n , den Tangenteneinheitsvektor ¢t wund den Binormaleneinheitsvektor
b Dbezliglich der Diskontinuitédtsflédche einzufiihren (Abb. 13), Der Binormaleneinheits-
vektor ist in Abb, 13 nicht zu sehen, er zeigt in Richtung der positiven xe-Achse.

£} P

Schichtenfolge (2)

Schichtenfolge (1) X4

/

/
X3

Abb., 13 Der geschichtete Halbraum mit unebener Diskontinuitdt

Die Vektoren t, m und b bilden das begleitende Dreibein der Kurve ( (x3), und
die kartesischen Koordinaten lauten, wie man mit Hilfe der Differentialgeometrie
nachweisen kann (siehe z. B, [39]), fiir den Tangenteneinheitsvektor

1

i 4 igre

flir den Normaleneinheitsvektor

(203) 5y (654 8" + 6i3) "

1
(204) Db dotomhidd (6i1 A8 513 Zv)

/0 +§'2
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und
(205) b.l o= 612

flir den Binormaleneinheitsvektor.

Durch Anwenden der Tensorformationsformeln filir Drehungen mit der x2-Achse als
Drehachse erhdlt man die Komponenten des Verschiebungsvektors und die uns inter-
essierenden Komponenten des Spannungstensors bezliglich des begleitenden Dreibeins
wie folgt:

(un = nq uyt n3 u3 ’

U = t1 u, + t3 u3 ’

U'b = b2 u2 "
(206 )< 4

A 2
Fiud #5054 et /)81 Bq Mg O S B
Ope = Dq By 09+ (n, t3 + 14 t,) Oq3 + D3 t9 053,
Lanb = b, (n4 Oqp + 1y 032) %
Nach Einsetzen von (203), (204) und (205) in diese Formeln ergibt sich
(207) w, = — O =07 u3) ’
e ;'2
(208) ut = "'-""1— (C' u/| + u3) ]
1+ C'Z
(209) U, = U,
1 2

(210) o = QoL 2 UG 2o (T )

nn 1 4+ §,§ 44 {48 27 b
(21) Gl | covamheio: BN S USS MR EREY o L2t A o 1)

TN S C'Z gt 13 334 9
(812) oz ks I (045 = &' 035) -

V1 +1;'2

Die Randbedingungen verlangen einerseits die Stetigkeit der Verrickungskomponenten
uy auf der Diskontinuitdtsfléche, d. h. in Ubereinstimmung mit (91)

@3 G = @GP s ox o= Ly,

und andererseits die Stetigkeit der auf das begleitende Dreibein bezogenen Spanaungs-
komponenten (210), (211) und (212), also analog zu (94)

6.0 = e 0P ‘

214) 4 (6,)¢1

1]

- gl
)M

(ant)(Z) v \
G el . By 510 g
\
|
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Man sieht, dag die Bedingungen (213) auch durch die Bedingungen

(ﬁn)(’l) 2 (%)(2) ]
@59 @M = @@,
& o e e RICTOLS R PR PRIERR ¢ 55

ersetzt werden konnen. Anders ist es mit den Spanmungskomponentensdie Bedingungen
(214) sind nicht den ad hoc angenommenen Bedingungen

218) 3,0V = (5,)® mr x = g (xy

dquivalent, da in (214) zusidtzlich die Spannungskomponenten o5 und o eingehen.
Fiir die weitere Rechnung sind die Randbedingungen in der Form (214) nicht geeignet,
denn die auf das begleitende Dreibein bezogenen Spannungskomponenten erfiillen nicht
die bisher verwendete Orthonormalitédtsrelation, die fiir das feste Koordinatensystem
6 gilt. Deshalb empfiehlt sich die Einfiihrung eines ortsabhingigen Koordinatensy-
stems, dessen Grundvektoren von Ort zu Ort ihre Richtungen stetig #ndern,und zwar

"in der gleichen Weise, wie das begleitende Dreibein sich entlang der Diskontinuitédts-
flache dndert. Dies soll im n&dchsten Abschnitt geschehen.

5.2, Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems

Wir definieren das krummlinige, nichtorthogonale Koordinatensystem & mit den
Koordinaten X, X,, §3 durch die Transformationsformeln

Xp = X4 - (4 (XB) 1
(217) 3(-2 = x2 5
}—(.3 = § (XB) ]

wobel & (x3) die Bogenlédnge der Kurve (x3) in Abh#dngigkeit von X4 darstellt,
d. h

X
(218) ¢ (x9) = ,53 -\/1+[§' (s)]2ds, g 2 0.,

Wie man aus (217) erkennt, ist das Koordinatensystem & so beschaffen, dag die Koor-
dinatenfldche fir i’l = O mit der Diskontinuitdtsfldche zusammenfdllt. Das ist gerade
die Eigenschaft, die wir im folgenden bendtigen. Die Funktionaldeterminante A der
Transformation (217), definiert durch

ax,] ax2 a_x3
a:‘c,1 ax,] ax,]
9%, OX, 0JX

(219) " stV s2 23
0X, Exa 3%, |
234 g
) 3 x3 ax3
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ist ungleich Null, denn es fqlgt aus (217) und (218)

(220) 4 = &' (x3) = -v/q + [g (13)]2 PPN

Mithin ist die Transformation (217) eindeutig umkehrbar, und die Umkehrfunktionen
sind stetig differenzierbar. Die Umkehrtransformation von (217) lautet

11 = ;,] + X (EB) ’
(221)9x, = X, ,
x3 = 1 (EB) .

Dabei bedeutet 17 die Umkehrfunktion von &, und X 1ist durch
(222) x (X = £ [n Xy)]

definiert.

Die kovarianten Komponenten des metrischen Fﬁndamentaltensérs im E;System, éij’
gehen aus den Komponenten des metrischen Fundamentaltensors im kartesischen Koordi-
natensystem 6, 81 39 die mit den Komponenten des KRONECKER-Tensors identisch sind,
durch die Tensortransformation

o 5 ox, -9xy oxy 9%y 0 9x, 9x, & VPP
(B23)" Mgy = " EEEENET RoS oy T . oz, ' B3 T 8o
axi axd axi a 3 q xj
hervor. Unter Verwendung von (221) ergibt sich explizit
1 0 5
(224) gid = g&d (55) e o ’

x' 0 x'2%p2
Die Determinante von Eiﬂ wird mit g bezeichnét,

- - = - 2
(225) g = g (x3) = det (gy) = n'",
und ist immer positiv, Dies folgt aus der Beziehung
- oxy o
(226) g = [det (—3)] > 0,
axj

Jx

denn det (—:l) ist wegen (220) immer ungleich Null,
ox
a

Die Komponenten des kontravarianten metrischen Fundamentaltensors Eid s8ind durch

3%, OF
@27) & = Flgl, &9 - &,

gegeben,und es gilt die Beziehung

(228) Eid gdk = 6;.

Weiterhin werden die CHRISTOFFELachen Symbole 2, Art durch die Gleichung
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3g. 38 38, -
a 1L sl 1! 35 Fk = i
29) P, = Ag (=4 = —=) = Ty
(229) i3 4 axd axi axl i ij 31
definiert. Da die gij gemdp (224) Funktionen von i3 sind, verschwinden nicht al-

le Komponenten von }a;j, und die Transformation (217), (221) ist demzufolge keine
affine Transformation.

Der vierfach kontravariante Tensor der Elastizitédtsmoduln nimmt in G die Gestalt
—ij = —ik — =11 —jk
e30) THEL - 2 gH gy w & N 4 B B
an [30],und es gelten die Symmetrierelationen

Eijkl Ejikl L Eijlk = Eklij J

(231)

Durch absolute (kovariante) Differentiation des kovarianten Verriickungsvektors fik
kann man die zweifach kovarianten Komponenten des Verschiebungstensors in der Form

=

g ¢ T a4
(@32) Ty = 7 (e + Bgyy)
erhalten [85], wobei ﬁk;l durch

3y
— 11 —
= =—— T
@33) Uy = =T
il
definiert "ist. Die zweifach kontravarianten Komponenten des Spannungstensors Eij
sind mit den zweifach kovarianten Komponenten des Verriickungstensors durch das HOOKE-

sche Gesetz

(23) s = gkl g

verbunden, und die Bewegungsgleichung des elastischen Kontinuums hat im G-System
fiir hbarmonische Zeitabhdngigkeit das Aussehen [85]
@25) 73 +ew? & = 0.

L]

Diese hier zusammengestellten Formeln der Kontinuumsmechanik in kovarianter Form gel-
ten natiirlich nicht nur fiir das von uns aus Zweckmédfigkeitsgriinden gewdhlte g-System,
sondern wegen ihres forminvarianten Charakters fiir beliebige Koordinatensysteme, wobei
die Umrechnung jeweils auf der Basis bestimmter Tensortransformationsformeln vor sich
geht.,

Als néchstes miissen wir die Randbedingungen (14) im neuen Koordinatensystem formu-
lieren, Zu diesem Zwecke verschaffen wir uns zundchst die Komponenten des zweifach kon-
travarianten SPannungstensors beziiglich 6 durch die Transformation

oZ, ' oXs
(236) T =t o
ox §xn mn

Unter Verwendung von (217) ergibt sich hieraus

=13

o 2 g (013 il 033) s
@732 = &' oy,

=33 “EE 2

0T R YT
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und man erkennt, daf die Bedingungen (14) durch

(238) 5‘43 = 623 = 633 =0 fir 53 =10

ersetzt werden kdnnen. Von den méglichen Lsungen der Gleichung (235) bei Beachtung
der Randbedingungen (238) interessieren nur diejenigen, die wir bereits im kartesi-
schen Koordinatensystem 6 erhalten haben, némlich die ebenen Oberfléchenwellen
(9). Diese miissen in das neue Koordinatensystem transformiert werden. Zunéchst trans-
formieren wir die Komponenten des Wellenzahlvektors in das gFSystem. Die kontrava-
rianten Komponenten ergeben sich vermittels der Transformationsformeln

(239) ¥ = 2_)%1:3
zu

(240) K| = Ky 4
bl - 3
(242) ¥ = 0.

Wegen (240) konnen die Eigenwerte ungeéndert aus dem kartesischen System i{ibernommen
werden, und wegen (241) behalten das Reflexions- und Brechungsgesetz unveréindert ihre
Gliltigkeit. Um den Formalismus nicht zu liberlasten, werden wir im folgenden ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheit von senkrecht einfallenden, d. h, sich in Richtung der
x,- bzw. i1-Achse ausbreitenden Oberfldchenwellen ausgehen. Modifizierungen fir
schrédg einfallende Wellen lassen sich jederzeit ganz analog wie im 6-System leicht
durchfiihren.

Wghlen wir fiir den Verriickungsvektor die kovariante Darstellung,

- ax
(243) Wy = —d uy
axi

und fiir den Spannungstensor die kontravariante Darstellung gem#f (236), so nehmen
die uns interessierenden ebenen Oberflédchenwellen im E—System die Gestalt

& 8 L - =
(284) Wy = Vy (Xy) - exp {1 E [X; +X (%331},
ij ij @ - = b
(245) e = T (%) - exp {1 k' [X; +x (x3)]}
an, wobei
o ri ox, « T o dx, 9%, « =
(246) ¥y (x;) = 5%?[5_[n &5 RN 5§i 3&% Sgn [1 (X3)]
gilt. Mit den Bezeichnungen
=4 i o —]
A [ a _ 1k x (x3) [ Gyl 1k x (x9)
(247) Uy () = V, (%) - e 37, sk @ TR - . 3

gehen die Gleichungen (244) und (245) in
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£ X « i £ %

a @ ik X : . al
= S = 1 —jk _ =ik .= 1
(248) uj = UJ (XB) tme 1] o = SJ (XB) - €

iiber. Unter Verwendung der Bewegungsgleichung (235) 138t sich genau wie friiher eine
Orthogonalitdtsrelation zwischen den Losungen (248) in & herleiten. Dabei hat man
den GAUSSschen Satz in der Form [85]

ou9) [ at . a¥ = J .&taF
(@ lsipatyy 4 >

zu verwenden, Das Volumenelement dV im G-System ist durch
(250) aF = ~/F dx; dx, d§3
definiert, und das kovariante Fladchenelement dfi hat die Gestalt

(@51) dF; = By OXy 4%

Iy s
mit
zykl,
Vg fir (ijk) = (123)
zykl.
(2528 -gi,jk = --\/E fir (ijk) = (132) ]

0 sonst .

Das Integrationsvolumen ist jetzt nicht ein Quader, wie in [59], sondern ein Gebilde,
das durch die Koordinatenflédchen des g—Systems begrenzt wird. Nach léngerer Rech- y
nung, die hier nicht wiedergegeben werden soll, erhélt man in Analogie zu (26) die
Orthogonalitatsrelation

mgé‘i égqi s & E
(253) .(I;[Uis * -0, 5] vEax; = 0 fir K B 0K .o

Fir schrédg laufende Oberfldchenwellen mup noch zusdtzlich

(24) Ez = const

gefordert werden.

Wir konnen nun wieder wie friher den Energiestrom zur Normierung heranziehen,
denn es 1Bt sich zeigen, dap die kontravarianten Komponenten des Energiestromdich-
tevektors in & analog zu (38) durch

(255) B = -FE g,

geeeben sind, Bildet man den vom Koordinatensystem unabhingigen Ausdruck E'k d fk ’
integriert {iber einen Streifen in der )?2,}?3-Ebene mit Einheitsbreite in )—cz-Rich-
tung und mittelt zeitlich, so gelangt man schliepflich zu dem (41) entsprechenden
Ausdrucks

T _ 46T i e md:
(25%) § = 4—.8 [T; 8'9* -0 5] v ax, .
Die Oberfldchenwellen seien wiederum so normiert, dapf jede Mode Einheitsenergie
ransportiert, d. h.,

04
(257)§=1, wll = 9
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Aus (253) ergibt sich somit die Orthogonalitdtsrelation in der Form

| 0w « B é* 2. 5
(258) %—wg [T, glis - U558 3] Vg dxy = bup *

5.3. Die Randbedingungen im g-Svstem

Es gilt, die im Abschnitt 5.1. aufgestellten Randbedingungen fir das E;System
in passender Weise zu formulieren. Bei den Randbedingungen fiir die Verriickungen kann
man von (213) oder (215) ausgehen. Dabei zeigt sich in jedem Falle, dap diese Rand-~
bedingungen den neuen

= (1 = (2 5
(259) (EPM = @@ e x5 = o0
dquivalent sind, da gemdB (243)

u - a = u = 1 1
(260) uwy; = wy , Uy = Uy, Uy = X' uy + 7' oug
gilt.

Zur Erfiillung der Randbedingungen fiir die Spannungskomponenten (214) sind einige
weiterreichende Betrachtungen erforderlich. Bekanntlich [85] sind die kontravarian-
ten Komponenten eines Tensors die Vektorprojektionen auf das kontravariante Grundsy-
stem, das durch Vektoren gebildet wird, die auf den Koordinatenfladchen senkrecht ste-
hen. Andererseits sind die kovarianten Komponenten eines Tensors die Vektorprogek-
tionen auf das kovariante Grundsystem, das durch die Tangentialvektoren an die Koor-
dinatenfldchen dargestellt wird. Folglich miissen die Proportionen

—11 A ~1
(261), Opms ™. O b . Ot v 3% Tr M - P T Ciep

bestehen., Fir die gemischtvarianten Komponenten des Spannungstensors gelten die
Transformationsformeln
dxy ox,

(262) Eéj Sope e 1

Man kann nun in der Tat mit Hilfe von (210), (211), (212), (236) und (262) zeigen,
dag in Ubereinstimmung mit (261)

(263) Oy = A G, Gy = et B @y = — 5]
A Pt 2.9 n nt (1 + ') 3 nb 7 2
Vakkat G

gilt. Da die Funktionen 7' und ' 2zu beiden Seiten der Diskontinuitdt den glei-
chen Wert besitzen, geniigt es, die GrdBen 511, 5?2 und o.., an der Grenzfldche
stetig zu machen. Die Gleichungen (236) und (262) verhelfen zu der Beziehung

(264) 5?2 = 512 &

Weiterhin 148t sich die gemischtvariante Komponente des Spannungstensors E?Q ver-
mittels der Relation [85] =

-1 it e
26 Vo = B J

(265) o 3 8530

durch die zweifach kontravarianten Komponenten 511, 52 und 37 ausdriicken. Aus
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dieser Gleichung kann man entnehmen, daf es ausreichend ist, anstelle von 3?3 die

3 an der Grenzfliche stetig zu machen., Dies ist moglich, weil g

Eomponente 5
und 642 sowieso stetig sein sollen und der metrische Fundamentaltensor éij ge-
mif (224) nur aus Gropen besteht, die zu beiden Seiten der Grenzfldche den gleichen
Wert haben. Wir konnen also letztlich die Randbedingungen (214) durch

ee6) ' HM = @HP i % = 0

ersetzen,

Jetzt miissen die Randbedingungen (259) und (266) noch explizit angegeben werden.
Dies geschieht durch Hinschreiben der in das g-System transformierten Anteile der
einfallenden und reflektierten Wellen fiir das Gebiet 1 sowie der transmittierten
Wellen fiir das Gebiet 2. Wir bezeichnen die verallgemeinerten Reflexions- bzw. Trans-
missionskoeffizienten im Falle einer unebenen oder geneigten ebenen Diskontinuitét

mit 5& bzw, B& und erhalten analog zu (116)und (117) die Randbedingungen in der

Form
2)
vE N o N( «
(1) e D P = DR
(267) Ui - aﬁﬂ a, Ui = a£1 ba o * Ui .
D) (2)

Z N i 2 N BN et _

(ee8) 511 L Ty g 1M - Ty 5 M@ L g1 gye % =hier.
=1 ¢ =1 %

Bs ist zu beachten, daf die verallgemeinerten Reflexions- und Transmissionskoeffi-

zienten hierbei nicht mehr als reelle Gro en(auggefaﬁt werden konnen., Infolge des
iglin 6%
in (247) auftretenden Phasenfaktors e 3 bestehen ndmlich keine zu (126),

(127), (130) und (131) analogen Gleichungen,und dies bewirkt das Auftreten von Ima-
ginirteilen bei 5& und 3& . Wir fiihren die Bezeichnungen

(269) Re & = aéR), Ing, = aél), Re 5 = bém o Ime B bo(lI)

ein, wodurch sich die Gleichungen

@20) 8, = a® +1aD o = 1,50,
und
(271) -I;a = béR) + i b‘(XI) . o ’l,,,.,N(Z) i

ergeben, Das Auftreten von Imagindrteilen der verallgemeinerten Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten bedeutet physikalisch, daf es bei der Reflexion und
Transmission von Oberfldchenwellen durch eine unebene Diskontinuitdt zu Fhasenver-
schiebungen kommen kann, die von O oder w verschieden sind.

Im Falle einer vertikalen Diskontinuitit gilt wegen (202) und (222)
(272) X = 0,

und die Imaginirteile verschwinden, was schon friiher festgestellt worden ist,
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5.4, Die Aufldésung nach den Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir die Ober-
flachenwellen

Der erste Schritt besteht darin, die Gleichungen (267) und (268) durch Anwenden
der Orthogonalitdtsrelation (253) filir das Gebiet 2 nach 5& aufzulosen., Dieses ge-
schieht in analoger Weise wie im Fall der Vertikaldiskontinuitdt (mit den genannten
Modifizierungen) und soll hier nicht explizit angegeben werden.

Als ndchstes mufB eine der mittleren qQuadratischen Spannungsdiskontinuitdt F ana-
loge Grope fir die unebene Diskontinuitidt gefunden werden, die dann durch geeignete
Wahl der ga zu einem Minimum gemacht werden kann. Wir stellen die Hypothese auf,
dap diese Gréfe im G- System durch

00 "
= ol ngele N sinee e
(273) F = gs i 0y o dxy
gegeben ist. Hierin bedeuten n. allgemein die Komponenten des Normaleneinheitsvek-
tors einer Koordinatenfliche in 6 , definiert durch

(274) B = —=
af
mit
(275) @& = -/ gt ax; af, .

Auf der Diskontinuitdtsfldche ist aber Ei nur fir i = 1 von Null verschieden,und
(273) geht in

g B dx.

= bk el

(276)F_,(])‘s*13%
g

liiber., Die gemischtvarianten GroBen Siﬂ gewinnt man aus den kontravarianten Gr#Sen

nach der iiblichen Umrechnungsformel
e} - i1
(277) 8" = B BYn.
und die kontravarianten Gréfen ergeben sich durch Umstellung von Gleichung (268).

Der Ausdruck (273) bzw., (276) als Analogon zu (134) wird durch verschiedene Fak-
ten nahegelegt. Da aber eine strenge Begriindung noch aussteht, wird hier auf Einzel-
heiten verzichtet.

Wir denken uns nun die Grdépen B& bzw. B; in (276) gemdf einer zu (125) analo-
gen Gleichung durch die GréBen 5; bzw, E;

a und a* allein:
o o

ersetzt,und F wird eine Funktion von

(278) F = F @1y850 08 (1) 3 85,85, 0087 (1))

Um das Minimum von E zu finden, missen die Real- und Imagindrteile der E& glei-

chermafen beriicksichtigt werden. Die 2 N(q) Gleichungen

3F  _ 3F J i, &)
(279) —gmy = © =17 = O e A= s et pN "
aaaR [ aaal :

|

|

stellen eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Minimums
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von F dar. Die Aufldsung dieses Gleichungssystems ergibt die gesuchten Real- und
Imagindrteile von Ea . Durch Einsetzen dieser GrdBen in die zu (125) analoge (hier
nicht explizit angegebene) Gleichung erhdlt man schlieflich die Real- und Imagindr-

teile von b_ .
a
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6. Die numerische Durchfiihrung der Rechnung

6.17. Die Ankopplung an die Ergebnisse des HASKELLschen Matrizenverfahrens

Fliir die numerische Rechnung ist die Kenntnis der Eigenfunktionen und Eigenwerte
des geschichteten elastischen Halbraums erforderlich. Wie schon erwdhnt, steht mit
dem HASKELLschen Matrizenverfahren eine iibersichtliche Methode zur Verfiligung, die es
gestattet, die benctigten Werte fiir eine beliebige Anzahl von Schichten unter Ein-
satz der elektronischen Datenverarbeitung zu bestimmen. Auf Einzelheiten des in der
Literatur hdufig beschriebenen Verfahrens braucht hier nicht eingegangen zu werden.,
Es existieren leistungsfzhige Computerprogramme, die laufend verbessert werden (sie-
18031 7 o, W), [76]) und mit deren Hilfe es moglich ist, die Phasengeschwindigkeit und die
sogenannten Potentiale der Oberflichenwellenmoden als Funktionen der Periode T zu
bestimmen, Wir wollen hier lediglich die bendtigten Umrechnungsformeln zwischen den
Potentialen und den Verriickungen und Spannungen, wie sie sich aus der HASKELLschen
Arbeit herleiten lassen, ohne Beweis angeben. Die Amplituden-Tiefen-Abhingigkeiten
der Verriickungen und Spannungen werden fir alle Schichten getrennt berechnet und
konnen dann aneinandergefiigt werden. In jeder Schicht mit Ausnahme der letzten kon-
nen finf verschiedene F&dlle auftreten:

’1. c < VS(m) < VP(m) 9
25 c = VS(m) ’
(280)( 3. VS(m) < (YIS VP(m) 9

4, (&) = VP(ID.) '

\5. (¢] > VP(m) > VS(m) .

Der eingeklammerte Index dient zur Numerierung der Schichten und 1l8uft von 1 bis n ,
wobei n die letzte Schicht, also den Halbraum, kennzeichnet. Im Halbraum kdnnen nur
die Fdlle 1 - 3 auftreten. Die Amplituden-Tiefen-Abhingigkeiten werden im Fall 1
durch Hyperbelfunktionen, im Fall 3 durch trigenometrische Funktionen und Hyperbel-
funktionen und im Fall 5 nur durch trigonometrische Funktionen ausgedriickt. Die kri-
tischen Félle 2 und 4 wurden in [60] untersucht und filhren zu linearen Amplituden-
Tiefen-Abhdngigkeiten. Um das Rechenprogramm nicht zu iliberlasten, werden wir der Ein-
fachheit halbepr zunidchst nur die Fdlle 1 und 3 zulassen.

Es empfiehlt sich, die Abkiirzunzen

a a 2
T(m) W//|'1 - [c/ Vp(m)] |

« @ 2
(281)9 20N ‘\//|1 - [ec/ VS(m)] |

@ ax 2
Yy = 2 [vgm) 7/ ¢l

einzufiihren und weiterhin
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) > o @ o o o o
BN Vo () / SURN agmy = Yen) S(mic ¥ G aE80s(ny =g
s > o o o o o
83m) = VB(w) "(m) /¥ P3@m) T T ¥(m) ¢/ ¢
& 2 g 2 2
) 811(m) = 9(m) VP(m) [+ Yy = 2 V5m) / YB(a)]
(282)
s o @ s o o
P1(m) = T €m) Y(m) Sm) ¢ ¢ Paam) T T Hm) Fo
(04 (04 (04 2 (04
i3 = Cmd Yem) Tm Tow ¢ Pasm) = Cqad Yeay o 1 Yeayl
s > 5 5 s . @
[ 2o2(m) = °m) Py [V =2 Vsm) / B(m) ¢ Po3m) = T H(m) ¥ S(m) -
Die soeben definierten Grofen gehen linear in die Verriickungen und Spannungen ein,
(;
Die Normierung gemdf (168) vollziehen wir, indem wir diese GroBen durch N divi-
dieren:

fiﬂ(m) = aq / /i, Bﬂ(m) acay / /3 a2y e 4
By = S30m) / Vi, By = Py / it
(283)9 i'M(m) s g’l’l(m) / “/IE‘E ) %’]’I(m) - g’l"l(m) / ‘/g J

Bty = DA Vi,
0 O sy Vi, Basmy = Pascm) / .

Die sogenannten Potentiale, die sich aus der Erfullung der Randbedingungen an den
einzelnen Schichtgrenzen ergeben, werden mit A (m ), (m)' ( ) und Q" (m) bezeich-
net und reell vorausgesetzt. Weiterhin fiihren wir die Abkiirzungen

(07" Xo4 o

(04 (07 3004
(284) p(m) =L s I‘(m) ’ q('ﬂl) = Tk s

(m)

ein, Mit diesen Bezeichnungen und unter Beriicksichtigung der Zusatzbedingungen (126),
(127), (130) und (131) lauten die bendtigten Verriickungs- und Spannungskomponenten
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(285) 1. & < vgmy < Vp(m) *
a a
- o av rd P(m> X3 s Zu ep(m) X3] +
Uy = 1A (4" °
a (07
i . p y r an q( )XB
+ 1 By(p) [Q'(m)e 4.0 3-Q(m)e = T3
a a
3 i Y i) ¥3 Lo P(m) *3
Usem) = A3(m) [4'(m) © - &gy e ]+
(04 a
& al i q(m) X3 (512" eq(m) X3]
+ Byamy [2'(m) © + 2" () '
a a
s A fe st £ el vy Ben s
St1my = Mim) B'@ye 0 T 8@ e 1+
(04 04
2 3 - Ym) X3 _ &, Um) *3
+ By (B qmy @ 2 Py et T,
[0 4 04
s i St TPl A o Rem) 73
S13m) = 1 A3em) (2w @ = 4"(m) © 1+
(04 a
o« a' -q ble « qm) x3
+ 1 Bigen) ['(m) © ST g (m) © S RN
(04 a
3 A av - P ) X3 0!" p(m) x3 <
S22(m) i A22(m) (4 (m) © (m + A Et), © ] @ S M
a a
U R TR B Gk R o DA
Upmy = I Bam) ['(m) ® + 2"y e It
4 a
S B ol il ) E3ng Lo gy X3
S’l2(m) 5 B’lZ(m) (@ (m) © + (m) & =5
@ a
¢4 (04 (04 - q x o q x
; : 3T (m) *3 ,
S23(m) = 2k B23(m) [Q (m) e (m) @ (m) e m ] y Bis) y :
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4
(256) 3. Vs(m) < SRS VP:E[) :
(04 (04
04 (07 (04 - p X (0] P X
. : gy T 37 -
U,](m) = I A/'(m) [A (m) e (m) + A (m> e (m) ]
| (04 (07, (04 (Z" 1 (04
- 2B [Q'(m) cos qpy X3 = Ry sin qpy x3] ]
(04 (04
E’f . % £ Wem). 5 Plm) *
Vs Aacad 87y oih 0 42 - & ay el ) #
(04 (67 x (04 04
+ 2 B3(m) [Q'(m) sin q(m) x3 + Q"(m) cos q(m) x3] 2
x (04
o « % - p X o4 p X
Spam) = A [y e P a3 -
(04 04 (04 x (04
= 2 Byaem) [2'(m) °0% Am) X3 = H"(n) SR Um) 3]
(04 (04
(4 B o:' -p ) x3 @ D X
S13(m) = T Aq3m) [8'(m) © (273 _ 4 (m) © gk 4
] 0.4 (04 . (03 04 x
+ 21 Byyop [Q'(m) sin qepy Xg + @'y cos qppy x3] 5
(04 o
« « « - P X (o4 P X
Spomy = deomy [A'my e W Ay e ™), o € owg
(04 ! a 04 ’ 04 (04 04
Uoam) = 21 Byrpy [9'(q) sim qqg) X4 + 9" (py cos appy x3]
04 (07 (04 . o (04 a
Si2tm) = 2 Brp(m) [9'(n) S0 qqg) %3 + @y c08 qyy X3], @ > M.

Weiterhin sind nun die modifizierten Verriickungs- und Spannungskomponenten fir
schrig einfallende Oberflédchenwellen zu berechnen. Die Formeln (30) und (31) verhel-

fen zu den Beziehungen

-

& (el & as « o
g o ll @ 2
Uy = e Ur» B = C4q Bgq t 59 850
o 104 (04 ,C\XI [04 (04 (07 o (0% a
287) 4 = i
(287)4 T, C12 Uqg 9 Sq0 = cqq Cq5 Sqq + cpq cp5 By,
% @ Z @ an @ =
Ny = b3 3 S,'3 = C¢yq S,'3 = o EraNey
und
4
g a2 NG g, @ @
Uy 5 8 Vo g B49 = 2 ¢y 65, S5
[0 4 @
B ¢ « & ¢ « ¢ « s
(2e8)§ U, = S =
U2 = c2Up 0 S5 = (oqq 0pp + ¢gp 0p9) 8y5
g g (31 L5
LB = 080 S,'3 = Cy STB 5 c > s
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Es empfiehlt sich, die Abkiirzungen

(g @ « Z a «
Ay = ©11 2@+ B = %11 B o
Z G571 63 X o Ry
Aoy = 12 M@ 0 By T 2 Biqm) o |
2 a & « |
Aymy = %3(m) 3(m) = B3(m)
(289)<
& a, « o & a o«
Riam) = 11 A * 21 A2y 0 By = C11 Baam) o
Z (2L 7 a @ «a 4 @ « %
A12(m) = 11 ©12 A4i(m) * ®21 %22 A2o(m) ¢ Ba2@m) = %11 %12 P1im) o
g o g a a <
(A13m) = 99 A3m) ¢ Bazm) = 14 Bazm) » ¥ S Mo
und
’g o e
Sy = - g ay
& a a
Botm) = C22 Baqm) o
g 04 a 04
(29039 Baq(m) = 2 19 C2q Bap(m) »
& @ «a @ « a
Biogm) = (©91 S22 * €42 ©29) Bip(p) »
r‘\x; 04 a
e 8(m)y 7D Sonin) > (e

einzufiihren. Durch Kombination der Formeln (28%) bis (290) gewinnt man schlieflich
die modifizierten Verriickungs- und Spannungskomponenten fiir die verschiedenen Fille:
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(291) 1. g( VS(m) < VP(m)

a) « S M
g joa « .
Uam)y = 1 44¢qy [B'¢py e
Z @
+ i Bq(m) [Q'(m>
'z Z o =)
Uotmy = 1450 [87(py @
& o
+ 1 By [97(p)
¢4 @
v

3(m) < U3(m) ’

& 2 @ -
511(m) A91(m) [A'(m) <

Z o
* Biq(my [2" ()

4 Z @ =
S12(m) = A42¢m) EA'(m) e
04
* Biocay [R'¢my
g N a
3 = 1 A3y (4"

a o

P
(m) *3 | ‘j..(m) RIEY X3] .
@ (4

ok B R L

a a

P B
(m) 3 L Zn(m) ep(m) X3] !
@ a

e q(m) X3 . gn(m) eq(m) X3] \

4 «a
Bemy T Z"(m) o (m) *3y,

[+1

04
= Q! X (04
(m) 73 - 4 ¥
e o (G ) e (m) 3]

@ @
D3, Z"(m) L) M3y,
o

[+1
-q X
e (m) 3 N g"(m) eq(m) X3J

a «
32 X (o4
( " Plm) *
e m) 3_4(m (m) 3 +

% @ - q
Sy By o ™ im0

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1973.024

67



68

(292) b) « > M
o4 (o4 M
g’ 2‘: av i q(m) XB gu q(m) XB
Uiy = * B [P i T
£ . & Ct' i g(m) X3 (Z" C(;'(m) x3
Ua(m) = i B2(m) [Q (m) e + Q (]]1) e ] ’
&
Ve 00
o o
4 g d' AT q(m) X3 aﬂ q(m) x3
S11my = Br@ '@ @ + %) © I
o o
g 2 0!' ¥ q(m) X3 au q(m) X3
S12() = Br2em) [y © + "y © 1
% % g B = Um) ¥3 _ %, &) Eo
S13m) = B [P ° = I 1%
(293) 3. Vs(m) < % < vP(m)
a) « S M
o " o o
g & o =P X o o) x
U’](m) LA A'](m) [A'(m) e (m) 3 o A"(m) e (m) 3] [N

g (04 (04 a a
-2 1 By(p) [Q'(m) cos qpy X3 - Q" gy SiB () x3] X

o o
& & g NPy e, Co P(m) *3
%’2(m) = 1Ay [4'cqy © (m) ™3 4 & (m) © P ] -
- @ a @ a
--2 14B5( 5y [Q'(m) cos Qrpy X5 = " m) sin q(py x3] s
& b - P(my *3 _ %, P(m) 3
I3my = A3 Ay © - ") ® 1+
Z o @ o o
+ 2 BB(m) [Q'(m) sin q(p) Xq + Q"(m) cos Qrp) x3] ;
i Y o a
~ ~ [+4 - P X (04 P X
S’]’\(m) — A']’](m) [A'(m) e (m) i3 i A"(m) e (m) 3] =
@ o o « o
- 2 Bpqmy [®' () °0° Gy %3 = T 2 ) %)
. 4 o o
~ & a -p be a §o) X
qu(m) = A’12(m) [Al(m) e (m) 73 n A"(m) e (m) 3] =
& a' a a" a
- 2 By [2' () 02 9@y 53 7 () 51 Um) *3)
£ i o o
~ ~ [04 = 3P X a P X
513(m) = i A"B(m) [A'(m) e (m) c) A A"(m) e (m) 3] +

& @ (o4 (04 o
DOL: hitps:/idoi.org/10.2312/zipe. 1978.084% B13(m) [2'(m) 31® Ym) ¥3 ¥ 2"y ©08 A(qy X3 3

e —————
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29¢) b) > U
x b2 @ b 3 @
Uq(m) = 21 By [QEm) sin qepy Xg + im) cos Q(p) x3] :
% E 4y (] oo @ o
Uz(m) = 21 By(p) [th) sin qgpy X5 + Q(m) c0s Q) x3] :
s
UB(m) = O ]
@ z @ L@ 3 (07
S19(m) = 2 B11(m) [Qém) sin q .y Xg + Q(m) cos qpy x3] o
& z a @ -3 @
4 e @ @ @ W
Si3(m) = =2 1 Byzem) [Bfmy ©05 A(m) X3 = Hm) 1B Up) X3 -

Bs ist zu beachten, daB wegen der Randbedingungen im Unendlichen fiir m = n

(04

‘('m)

(295) Z?n) 0 fiir i spein daglo s

(296) A'('n) = Qen) = -Q'('n) =70 fiir 3. a) und b)

gilt. Demzufolge konnen im Fall 3, b) keine Oberfléchenwellen existieren.
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6.2. Bemerkungen zum FORTRAN-IV-Programm

Es wurde ein Flupbild filir die Berechnung der Reflexions- und Transmissionskoeffi-
zienten und der Energieverteilung fiir den Durchgang von Oberfldchenwellen durch eine
vertikale Diskontinuitdt anhand der hier entwickelten Theorie entworfen., An der Pro-
grammierung dieses Flupfbildes in FORTRAN IV wird gearbeitet.,

Die gesuchten Grofen werden bei konstantem Einfallswinkel filir verschiedene Perio-
den mit vorgebbarer Schrittweite bestimmt,

Um diesen ersten Programmentwurf nicht zu iliberlasten, wurden folgende Vereinfa-

chungen vorgenommens
1., BEs werden nur einfallende RAYLEIGH-Wellen betrachtet.

2. Wie schon erwdhnt, werden fiir den Wert der Phasengeschwindigkeit nur die F&lle
1 und 3 (280) zugelassen.

3. Es werden nur unkritische und nichtentartete Eigenwerte zugelassen.
4, Einfallswinkel, die zur Totalreflexion fiihren, werden ausgeschlossen.

5. Die Integrale (119) bis (122) und (146) bis (149) werden wahlweise numerisch
bzw, teilweise numerisch berechnet, obwohl eine exakte Integration mdglich
wédre,

Durch Schreiben zusdtzlicher Unterprogramme kénnen alle Vereinfachungen spédterhin
wieder riickgédngig gemacht werden. Nach der bisher vorliegenden Konzeption enthdlt
das Programm 55 hierarchisch geordnete Unterprogramme. Das Hauptprogramm erfiillt
im wesentlichen folgende Funktionens

1. Einlesen der Eingabeparameter,
2. Aufrufen von 17 Hauptunterprogrammen,

3. Abarbeiten der Zyklen iiber die verschiedenen Moden bzw. liber die Stiitzstellen
bei der numerischen Integration und iliber die einzelnen Perioden,

4, Drucken der Ergebnisse.

Anschliefend seien die wicht&gsten Funktionen der 17 Hauptunterpgogramme genannt,
Im UP 1 werden die Eigenwerte k aus den Phasengeschwindigkeiten c¢ ) gemdf (21)
bestimmt, und zwar filir die Schichtenfolgen zu beiden Seiten der Diskontinuitét, im
folgenden mit Modell 1 bzw. 2 bezeichnet (m nimmt demzufolge die Werte 1,2 an). Wei-
terhin werden die Richtungskosinus %gm) p %gm) gemdf (69) und'(70) fir m = 1,2
bestimmt. Das Programm wurde der Einfachheit halber zundchst so ausgelegt, dap die
Anzahl der reflektierten und transmittierten Moden gleich ist. Aus diesem Grunde
1duft der Modenindex « fiir Modell 1 und fiir Modell 2 von 1 bis N.

Im UP 2 werden die Hilfsgrofen (282) bestimmt und aus diesen die Beitrdge der ein-
zelnen Schichten zu den Normierungskonstanten fiir Modell 1 und 2 berechnet, und zwar
durch exakte Auswertung der Integrale von O bis co,

Im folgenden UP 3 werden zundchst die Normierungskonstarten %(m) bestimmt, da-
nach wird die Normierung gemdf (283) ausgefiihrt und schlieflich der Ubergang von den
Grofen ohne Schlange zu den Grdfen mit Schlange nach den Formeln (287) bis (290) voll-
zogen,

Das UP 4 gliedert sich wiederum in eine Reihe von Teilunterprogrammen, Es werden
diejenigen Grofen berechnet, die man bendtigt, um die Integrale (119) bis (122),

(146) bis (150) sowie (152) und (153) zu bestimmen. Diese Integrale konnen im Prin-
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zip alle exakt ausgewertet werden, doch ist dies infolge der notwendigen Fallunter-
scheidungen gemdf (280) und (22) sehr umstdndlich. Darum werden die Integrale iiber
die einzelnen Schichten in jedem Fall numerisch ausgewertet. Die vom Halbraum her-
rihrenden Anteile konnen wahlweise exakt oder durch numerische Integration bis zu
einer willkiirlich vorgebbaren Grenze, von der man annimmt, dapf die Bewegung bis dahin
geniigend stark abgeklungen ist, berechnet werden. Die Bestimmung der Hilfsgrofen er-
folgt nach den Formeln (291) bis (294).

In den Unterprogrammen 5.1 und 5.2 erfolgt die Berechnung der Integrale (119) bis
(122), (146) bis (150) sowie (152) und (153), und zwar teils numerisch mit Hilfe der
SIMPSONschen Regel und teils exakt.

Die Unterprogramme 6.1 und 6.2 dienen zur Ermittlung der GréBen (158) bzw. (157).

Im UP ? wird die inverse Matrix zu F gebildet,und mit deren Hilfe werden die
verallgemeinerten Reflexionskoeffizienten gemdf (161) im UP 8 bestimmt. Fiir die Be-
rechnung der verallgemeinerten Transmissionskoeffizienten nach Formel (162) ist das
UP 9 vorgesehen, Die seismologisch interessiere&den geflegions- ugd Transmissions-
koeffizienten flir einfallende RAYIEIGH-Wellen Avpy Aggps Byg und Byp gemdf den Glei-

@ o
chungen (181), (182), (184) und (185) werden im UP 10.71 und ALR’ BLR gemdf (183)

und (186) im UP 10.2 bestimmt,

a « :
Die Berecknung deir Energiestrdme Sg und Sg erfolgt nach (195) und (196) im UP
11,und das UP 412 schlieflich dient zur Ermittlung der Grépe Peuf nach (197).
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2.4 Ausbligk_auf M6glichkeiten der praktischen Anwendung

Auf Grund des Umfangs und der Kompliziertheit des aufzustellenden Rechenprogramns
konnte es im Rahmen dieser Arbeit nicht das Ziel sein, numerische Ergebnisse zu er-
halten. Ungeachtet dessen wurden alle dazu notwendigen Vorarbeiten geleistet ein-
schliepflich diverser Modifikationen des DORMANschen Programms zur Berechnung der Dis-
persion von Oberflédchenwellen, die fiir die Anwendung auf das hier behandelte Problem
erforderlich waren.

Der hier entwickelte Formalismus soll ganz allgemein zur Interpretation von Erd-
bebenaufzeichnungen in bezug auf Diskontinuitdten verwendet werden. Als Anschatuungs-
beispiel, bei dem die praktisch auftretenden Effekte zu erkennen sind, mdge die
Abb. 14 dienen.

Abb. 14 Reflexion seismischer Oberfléchenwellen am Harznordrand [91]

Es sind dort die Aufzeichnungen eines seismischen Ereignisses aus dem Bezirk Halle

zu sehen,und zwar fir die Stationen Berggiefhiibel im Siliden und Pritzwalk im Norden
der DDR. Etwa zwischen den Minuten 4 und 5 ist ein reflektierter Wellenzug zu erken-
nen, der wahrscheinlich von einer Reflexion am Harznordrand herriihrt. Es kommt dabei
nur zur Reflexion der relativ kurzperiodischen Anteile. Die Analyse solcher Ph&dnome-
ne gestattet es, aus der Periodenabhidngigkeit der Beeinflussung von Oberflidchenwellen
an einer vertikalen oder geneigten Storung prinzipiell auf die Tiefenabhdngigkeit des
RKontrastes der Materialparameter zwischen beiden Seiten der Storung zu schliefen. Auf
diese Weise kann man geologisch wichtige Informationen iiber den Tiefgang von Stdrungen
erhalten.

Von seiten sowjetischer Kollegen wurde grofes Interesse fiir diese theoretischen
Uberlegungen bekundet, und es wird eine Zusammenarbeit auf diesem Gebiet stattfinden.
In diesem Zusammenhang teilte STAROVOJT [93] mit, daf die Aufzeichnungen von bestimm-
ten Aleuten-Erdbeben der sowjetischen seismischen Station Obninsk deutlich auf das
Vorhandensein von reflektierenden Elementen fiir seismische Oberflichenwellen hinwei-
sen, und eine Zusammenarbeit wurde vereinbart. Weiterhin soll eine Zusammenarbeit mit
SICHARULIDSE und Mitarbeitern zwecks theoretischer Interpretation des vorhandenen Da-
tenmaterials erfolgen.

Zweck dieser Untersuchungen ist letztlich die Kladrung der Beziehungen zwischen
tektonischen Grofeinheiten der oberen Erdkruste und der Struktur sowie den physikali-
schen Eigenschaften der Materie in der Tiefe. In der globalen Plattentektonik spie-
len die sogenannten Subduktionszonen, wo es zu einem Absinken der Lithosphdre mit

ozeanischer Kruste kommt, eine besondere Rolle [92]. Charakteristisch sind geneigte
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seismische Zonen, die tief in den oberen Mantel hinunterreichen., Die Betrachtung ge-
neigter Diskontinuitdten wird eventuell bei der Priifung dieser Theorie eine wertvolle

Hilfe sein kOnnen.

Bei der Problematik der Diskontinuitédten ist man auBer an dem Reflexions- und
Durchlafvermdgen fiir seismische Wellen auch an einer genauen Lokalisierung der Sté-
rungen interessiert. Hierfiir ist eine Untersuchung der Phasengeschwindigkeit der Ober-
fldchenwellen, die ja zu beiden Seiten der Diskontinuitédt unterschiedliche Werte an-
nimmt, notwendig. Es existieren bereits entsprechende ffberlegungen, und diese beiden
Methoden fiir die Untersuchung von vertikalen und geneigten Diskontinuitadten werden

sich gegenseitig ergénzen,
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8. Zusammenfassung der Ergebnisse

Es wird die Ausbreitung seismischer Oberflédchenwellen in geschichteten elasti-
schen Medien mit lateralen Stdérungen untersucht. Dabei werden zundchst vertikale
Diskontinuitadten betrachtet. Beli der Wechselwirkung der Oberflédchenwellen mit sol-
chen Diskontinuitédten kommt es zur Reflexion und Transmission und zur Entstehung
neuer Wellenarten.einschlieflich Raumwellen. Reflexionen seismischer Oberfléchenwel-
len an geologischen Storungen sind praktisch hdufig beobachtet worden,und daraus er-
gab sich die Notwendigkeit, diesen Vorgang quantitativ zu erfassen. Eine mathematiscl
exakte Losung des Problems ist bisher noch nicht gefunden worden. Von den mdglichen
Losungsverfahren werden aus Grfinden der Einfachheit und Rentabilitét diejenigen aus-
geschlossen, die die seismischen Quellen in die Rechnung einbeziehen., Aus diesem
Grunde wird das auf der Basis von ebenen Wellen arbeitende ALSOPsche Verfahren wei-
terentwickelt, Dabei wird zundchst als notwendige Voraussetzung die Orthogonalitéts-
relation fiir die Eigenfunktionen des elastischen Halbraums unter Verwendung des
SNELLIUSschen Brechungsgesetzes fiir schrdg einfallende Wellen verallgemeinert und
gleichzeitig die Orthogonalitdt von RAYLEIGH- und LOVE-Moden gezeigt. Eine zusdtzli-
che Erweiterung erfdahrt die Orthogonalitédtsrelation durch Einbeziehung der konti-
nuierlichen Eigenfunktionen, reprédsentiert durch die Raumwellen. Zur Normierung der
Raumwellen wird erstmalig die DIRACsche Deltafunktion herangezogen.

Die Randbedingungen an einer Vertikaldiskontinuitédt werden unter Beriicksichtigung
der Raumwellen formuliert, Mit Hilfe des ALSOPschen Variationsverfahrens und der ver-
allgemeinerten Orthogonalitdtsrelation gelingtes, die Reflexions~ und Transmissions-
koeffizienten fiir die RAYLEIGH~ und IOVE-Wellen zu eliminieren, wobel die Umwandlung
dieser Wellentypen ineinander zugelassen wird., Gleichzeitig wird die Energievertei-
lung der einzelnen an der Grenzfldche entstehenden Wellenarten berechnet.

Durch Einfiihrung eines krummlinigen Koordinatensystems gelingt es erstmalig, eine
Basis fiir die Arwendung des ALSOPschen Verfahrens auch auf unebene und schrédge Dis-
kontinuitédte 1 zu schaffen,
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