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Zusalllll8nf'assung 

Der Gegenstand vorliegender Arbeit ist vor allem die Konvektion im Erdmantel. Aber 

auch Erwägungen über die Möglichkeit thermischer Konvektion im äußeren Erdkern und die 

Druckabhängigkeit wichtiger Materialparameter werden behandelt, wobei sich eine enge 

Beziehung zwischen den erörterten Themen zeigt. 

In Abschnitt 1. wird begrütldet, warum Konvektion der wichtigste Motor der geotekto­

nischen Vorgänge ist. Auch andere geotektonische Theorien werden besprochen. In 2. folgt 

eine Herleitung des Gleichungssystems der Mantelkonvektion. Der Inhalt von Abschnitt 3. 

wird nach dem von 4. zusammengefaßt. Ausgehend von geochemischen Ergebnissen nimmt der 

Autor in 4. an, daß der untere Mantel an radioaktiven Wärmequellen ärmer ist als der 

obere. Inf'olgedessen ist der thermokonvektive Antrieb im unteren Mantel zu schwach, um 

dort die Konvektion dauernd aufrechtzuerhalten. Gleichzeitig sind dort aber Gitter-

und Strahlungs-Wärmeleitfähigkeit klein, so daß die erzeugte Wärme nur in geringem Maße 

abgeleitet wird. Deshalb steigt die Temperatur. Wegen der bekannten Temperaturabhängig­

keit der effektiven Viskosität wächst dadurch die Rayleigh-Zahl, bis die kritische 

Rayleigh-Zahl überschritten wird und auch im unteren Mantel Konvektion beginnt. Durch 

die Strömungen wird die Wärme abgeführt, wodurch es zu einer Verstärkung der immer vor­

handenen Obermantel-Konvektion, des 14agmatismus und der Gebirgsbildung sowie zu erd.­

weiten Transgressionen komt. Inf'olge der Wärmeabfuhr sinkt die Rayleigh-Zahl wieder 

unter die kritische, d. h. wegen der geringen inneren Wärnequelldichte erstirbt die 

Untermantel-Konvektion, bis es nach einer langen Zeit der Wärmeakkumulation zur näch­

sten Konvektionsepisode kommt. Die Differentialgleichungen des Problems wurden auf ein 

Gleichungssystem mit einer Hammerstein-Integralgleichung reduziert und numerisch gelöst. 

Es ergaben sich vier Konvektionsepisoden, die zeitlich mit den vier Maxima von Gastils 

Kurve der magmatischen Aktivität überei4Stimmens Diese vier Umschwünge liegen bei 2820, 

3633, 4128, 4496 11a nach Entstehung der Erde, wobei das Erdalter zu 4600 Ma angenommen 

wurde. Durch Vergleich empirischer Kurven ergab sich, daß diese Zeiten auch erd.weiten 

Transgressionen entsprechen und daß letztere im Phanerozoikum genau in den Zeiten lie­

gen, in denen sich das geomagnetische Dipolfeld nur selten umpolte. Letzteres dürfte 

dalnit zusammenhängen, daß der untere Mantel einen Teil der Randbedingungen der hydro­

magnetischen Konvektion im Außenkern der Erde bestimmt. 

Das leitet über zum Abschnitt 5., in welchem erörtert wird, unter welchen Bedingungen 

der Geodynamo durch thermische Konvektion im äußeren Kern angetrieben werden kann. Es 

zeigt sich, daß das Kernparadoxon mit der angenolllltenen Abhängigkeit des Schmelzpunktes 

Tm vom Druck bzw. vom Atomvolumen v steht und fällt. Diese Abhängigkeit wird in 6.

auf zwei getrennten Wegen aus unterschiedlichen Voraussetzungen hergeleitet. Die erste 

Herleitung geht von einem zwischenatomaren Potential und einem Versetzungsmodell aus, 

die zweite Herleitung beruht auf der Zustandsgleichung von ULL1AANN und PAN'KOV, auf der 

Vashchenko-Zubarev-Relation und dem Lindemann-Gesetz. Aus der Gittertheorie allein kann 

man auch die Zustandsgleichung herleiten. Daraus werden unabhängig die Exponenten der 

T
m

(v)-Gleichungen bestimmt, Diese erweisen sich als übereinstimmend. In Umkehrung der 

Schlußkette kann man bei Annahme der· anderen genannten Voraussetzungen Lindemanns Gesetz 

herleiten, was jedoch mit Notwendigkeit•nur :tlir hohe Koordinationszahlen bzw. hohe 

lnO.cke gilt. Die Beziehungen der Schmelztemperatur zu makroskopischen physikalischen 

lleßgrößen, die für den Außenkern als Punktion der Tiefe bekannt sind, wurden untersucht. 

, 

• 

- DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075
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:Bine neue dimensionslose Größe Q
0

, die den Grüneisenparameter nicht enthä1t, erweist 
sich als geeignet, in ltün.i'tigen Arbeiten als Hilfsmittel für die Bestimmung der Schmel z­
temperatur im äußeren Kern der Erde zu dienen. Die Druckabhängigkeit noch allgemeinerer 
dimensionsloser Größen � wurde analytisch und für die chemischen Elemente auch nume­
risch bestimmt. Verschiedene interessante dimensionslose Größen wurden im Periodensystem 
dargestellt und verglichen. 

Um die Frage der Druckabhängigkeit der Schmelztemperatur und damit das Problem der 
Möglichkeit thermischer Konvektion im äußeren Kern künftig noch realistischer untersu­
chen zu kQnnen, wurde in?. eine neue Zustandsgleichung für Metalle hergeleitet. Aus­
gangspunkt der Herleitung ist ein realistischer Ausdxuck für die freie Enthalpie, wobei 
nicht nur die Gitteranteile, sondern auch die Penni-Energie, die Austausch- und Korre­
lations-Energie der Elektronen in Rechnung gesetzt werden. Dieser Ausdruck wird mit 
Hilfe von drei freien Parametern erweitert. Es gelingt, die neue Zustandsgleichurig so 
umzuformen, daß nur noch makrophysikalische Materialparameter in ihr vorkommen. Dadurch 
wird die Gleichung sowohl für die experimentelle Hochdruckphysik als auch für die Geo­
physik anwendbar, sie hat jedoch den Vorteil, daß die Bindungsstruktur in ihr besser 
berücksichtigt ist als in anderen Zustandsgleichungen. Die neue Gleichung wurde gemein­
sam mit zwei anderen Zustandsgleichungen, die sich bereits gut bewährt haben, an iso­
thermen und Hugoniot-Daten von 40 Stoffen erprobt. Es ergab sich nicht nur für metalli­
sche Elemente, sondern auch für Halogenide und einige geophysikalisch wichtige Oxide 
eine gute Ubereinstimmung mit den Meßdaten, die für die meisten Stoffe besser ist als 
die der anderen zwei Zustandsgleichungen. 

In 8. wird das hydrodynamische Stabilitätsproblem einer horizontalen ebenen viskosen 
Flüssigkeitsschicht mit inneren Wärmequellen sowohl für den Fall freier als auch für den 
Fall fester Grenzen gelöst. Neu an der vorliegenden Untersuchung ist, daß folgende 
Größen und ihre Temperaturabhängigkeiten in einer den Bedingungen des Erdmantels ange­
paßten Weise bei dem behandelten Konvektionsproblem berücksichtigt werden: Strahlungs­
und Gitter-Wärmeleitfähigkeit, spezifische Wärme und Wärmeausdehnungskoeffizient. Bei 
nur unwesentlichen Vernachlässigungen konnten die analytischen Lösungen, alle dazugehö­
rigen Konstanten und die Säkulargleichung bestimmt werden. 

Während in den bisherigen Abschnitten vor allem der Einfluß der Temperatur- und 
Druckabhängigkeit der Stoffparameter auf die Konvektion, insbesondere auf den zeitli­
chen Verlauf der Konvektion, untersucht wurde, wird in 9. die Frage der Geometrie der 
Strömungen behandelt. Ausgehend von einem System strukturell einfacher Postulate wird 
die Kinematik der Mantelkonvektion hergleitet. Diese Theorie ist hinsichtlich der im 
lfantel geltenden Stoffgesetze und der Energiequellen der Konvektion voraussetzungsfrei. 
Jrußend auf modernen hydrodynamischen Arbeiten wird die Strömung als rollenartig einge­
führt. Aus den möglichen Strömungstypen wird eine theoretische Topographie hergeleitet, 
die mit der beobachteten in quantitativer Ubereinstimmung ist. Auch die Verteilung der 
seismischen Diskontinuitäten weist auf die Richtigkeit des Ansatzes hin. 

In 10. wurde folgendes hydroeynamische Stabilitätsproblem gelöst: Eine waagrechte 
ebene Schicht, die aus einer Newtonschen Flüssigkeit besteht,. wird an der unteren und 
oberen Grenzebene auf konstanten Temperaturen von T

0 
bzw. T1 gehalten. Dabei gilt

T0 > T1• Zusätzlich gibt es in der Flüssigkeit eine wärmeproduzierende Ebene parallel

•
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zu den Grenzebenen. Diese Ebene wird bei einsetzender Strömung nach Voraussetzung nicht 
verschoben, sie behindert aber auch die Strömung nicht mechanisch. Unter diesen Voraus­
setzungen entwickeln sich unter und über der wärmeerzeugenden Ebene Konvektionsrollen, 
die einander an dieser Ebene tangieren. Die hier entwickelte Theorie zeigt eine Analo­
gie zur kinematischen Theorie von 9. 

In 11. und 12. wurde als Modell für die Bbnard-Konvektion in der partiell (zu 1 bis 
2 %) geschmolzenen Asthenosphäre dss hydrodynamische stabilitätsproblem einer unend­
lichen horizontalen Schicht berechnet. Die Sch:!,cht besteht in 11. aus einer inkompres­
siblen, in 12. aus einer kompressiblen mikropolaren Flüssigkeit. Die Feldgleichungen 
für den Geschwindigkeitsvektor, den Mikrorotationsgeschwindigkeitsvektor, die Mikro­
deformation, das Kikroträgheitsmoment, die Dichte, die Temperatur und den Druck bilden 
ein System von elf partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung von elf skalaren 
Funktionen. Es gelingt, dss System zu entkoppeln und dss Problem auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zu reduzieren. Für den Spezialfall der mikropolaren Oberbeck­
Boussinesq-Flüssigkeit kann die analytische Lösung angegeben werden. 

In 13. wurde das Stabilitätsproblem einer nicht-Newtmscban Flüssigkeit behandelt, wo­
bei das Stoffgesetz dem Festkörperkriechen in Olivin entspricht. In 1. und 14. wird dss 
Problem der Differentiation des Erdkerns erörtert, das am Anfang der Entwicklung der 
Erde eine Rolle gespielt haben kann. Dabei stellt sich die Frage, in welcher Weise die 
1n Wärme umgewandeite potentielle Energie die Entmischungskonvektion beeinflußt. pes­
halb wird in 14. das Problem der Rayleigh-Taylor-Instabilität mit viskoser Dissipation 
gelöst. 

, 

Summary 

The present paper deale primarily.rlth convection in the Earth's mantle. But it 
includes also considerations about the possibility of thermal convection in the outer 
core of the Earth and about the pressure dependence of .significant material parameters, 
with a close relationship between the subjects considered becoming apparent. 

In Section 1, we give a substantiation why convection is the most important motor of 
the geotectonic processes. Other geotectonic theories are considered, too. In Section 2, 
we inter the system of equations of mantle convection. The content of Section 3 �i�l be 
discussed after that of 4. Starting from geochemical results, the author assumes in 4 
that the lower aantle bas a lower amount of radioactive heat produced per unit volume 
per unit time than the upper mantle. Oonsequently, the thermoconvective driving energy -
1n the lower mantle is too weak to p e r m a n e n t 1 y maintain convection there. 
At the same time, however, the lattice and mdiative heat conductivie� are low there, 
so that the heat generated is dissipated only to a minor extent. Therefore, temperature 
increases. As a result, due to the well-lmown temperature dependence of the effective 
viscosity, the Bayleigh number increases until the critical Rayleigh number.is surpas­
sed and convection also starte in the lower mantle. !hrough the currents, heat is dis­
sipated, causing an increase in the pe1'11Bnently e:rlsting upper-mantle convection, in 
magmti8111 and orogenesie 88 well a8 earth-wide transgressions. As a result of the heat 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075
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dissipation, the Rayleigh number again drops beyand the critical value, 1. e., due to 
the low internal heat source density lower-mantle convection d.ies down until the next 
convection interval is started after a long period of heat accumulation. The differ�n­
tial equations of the problem have been reduced to a system of equations with a Hammer­
stein integral equation and solved numerically. Four convection episodes resulted which 
agree, in respect of time, with the fqur highest maxima of Ge.stil's curve of magmatic 
activitys These four overturns are found 2820, 3633, 4128 and 4496 m. y. a:fter the 
accretion of the Earth, an age of the Earth o:f 4600 m. y. being assumed. A comparison 
o:f empirical curves showed that these times also correspond to earthwide transgressions 
and that the latter are :found to precisely lie in the periods in the Phanerozoic in 
which the geomagnetic dipole :field only rarely reversed polarity. The latter most 
probably has to do with the :fact that the lower mantle determines part o:f the boundary 
conditions of the hydromagnetic convection in the Earth's outer core. In Section 3, 
it is shown that there cannot be convection intervals without internal heating. 

This leads us to Section 5 where the conditions have been considered under which the 
geodynamo can be driven in the outer core by thermal convection. lt is :found that the 
core paradox is completely conditional on the assumed dependence of the melting point 
Tm on pressure or on the atomic volume v. This dependence is inferred in  6 in two
different ways :from di:f:ferent premises. The :first deduction is based on an interatomic 
pair potential and on a dislocation modal, the second deduction is based on the equation 
of stete by Ullmann and Pan'kov, on the Vashchenko-Zubarev relation and on  Lindemann's 
law. The equation of stete can also be deduced from the lattice theory alone. From this, 
the exponents o:f the Tm(v) equations are independently determined. They are :found to
be in agreement. Reversing the sequence o:f conclusions, Lindemann's law can be in:ferred 
on the basis of the other conditions mentioned. However, this necessarily applies only 
to high coordination numbers or high pressures. The relations of the melting temperatu:re 
to macroscopic physical quantities known as a :function of depth :for the outer core have 
been e::mmined. A new dimensionless quantity Q

0 
not containing the Grüneisen parameter 

is found to be suited :for serving in :future studies as an auxiliary quantity :for the 
determination of the IPel ting temperature in the Earth' s outer core. The pressure depend­
ence o:f even more general dimensionless quantities � has been determined analytically 
and, :for chemical elements, numerically too. Various interesting dimensionless quanti­
ties have been shown in the periodic table and compared. 

To be able to study the question of the pressure dependence of melting temperature 
and, thus, the problem o:f the possibility of thermal convection in the outer core in an 
even more realistic manner in the f'uture, a new equation of state for metals has been 
inferred in 7. The starting point o:f the deduction is a realistic expression for Gibbs' 
:free energy, with not only the lattice terms, but also the Fermi energy, the exchange 
and correlation energies of the electrons being taken into account. This expression is 
extended by means of three :free parameters. The author is successful in so trans:forming 
the new equation of state that exclusively macrophysical material parameters occur in 
it. Consequently, the equation becomes applicable both to experimental high-pressure 
physics and to geophysics, however, it has the advantage that the bonding structure has 
been better allowed for in it than in other equations of state. The new equation, to­
gether wit two other equations of state that have already proven well, has been tried 
out on isothermal and Hugoniot data of 40 substances. We obtained not only for metallic 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075
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elements but also for halides and some geophysically relevant ox_ides a good agreement 

with the measured data, which is better for most substances tban tbat of the other two 

equations of state. 

In 8, the bydrodynamic stability problem of a horizontal, plane, viscous fluid layer 

with internal heat sources is solved both for the case of free and for the case of 

rigid boundaries. The new aspect in the present study is tbat the following quantities 

and their temperature dependenci�s are taken into account in the convection problem in 

a manner adapted to the conditions of the Eartn's mantlet Lattice and radiative heat 

conductivity, specific heat and heat expansion coefficient. While only insignificant 

neglects were made, it was possible to determine the analytical solutions, all perti­

nent constants and the secular equation. 

Whereas the previous sections were primarily devoted to an examination of the influ­

ence of the temperature and pressure dependence of the substance parameters on con­

vection, in particular, on the time behaviour of convection, Section 9 is dealing with 

the question of the geometry of the currents. Starting from a system of structurally 

simple postulates, the kinenBtics of mantle convection is inferrea. This theory uses no 

prerequisites with respect to the constitutive equations valid in the mantle and the 

energy sources of convection. On the basis of modern hydrodynamical studies, the cur­

rents are assumed to be rolls. From the possible current types, a theoretical topo­

graphy is inferred which is in quantitative agreement with the topography observed. 

The distribution of the seismic discontinuities, too, indicates the correctness of the 

postulates. 

In 10, the following hydrodynamic stability problem is solveds A horizontal, plane 

layer consisting of a Newtonian fluid is maintained at the lower and upper boundary 

planes at constant temperatures of T0 and T1, respectively, with T0 > T1• In addi­

tion, a heat-producing plane that is parallel to the boundary planes exists in the 

fluid. According to our assumption, this plane is not displaced at the onset of current, 

but it also,does not mechanically obstruct the current. In these conditions, convection 

rolls develop under and above the heat-producing plane, which are tangent to one another 

at this plane. The theory developed here shows an analogy to the kinematic theory of 9. 

In 11 and 12, the hydrodynamic stability problem of a horizontal layer has been com­

puted as a model for the Mnard convection in the partially (1 to 2 %) molten astheno­

sphere. In 11, the layer consists of an incompressible micropolar fluid, in 12, of a 

compressible micropolar fluid with microstretch. The field equations for the velocity 

vector, microrotation vector, microstretch, microinertia, density, temperature and pres­

sure are a system of eleven partial differential equations for the determination of 

eleven scalar functions. The author succeeds in decoupling the system and reducing the 

problem to a common differential equation, The analytical solution can be given for the 

special case of a micropolar Oberbeck-Boussinesq fluid. 

In 13, the stability problem of a non-Newtonian fluid has been considered, with a 

constitutive equation corresponding to the solid creep in olivine. In 1 and 14, the 

differentiation of the Earth's core that may have played a role at the beginning of 

the evolution of the Earth is considered. Here, the question is raised in which way the 

potential energy transformed into heat influences convection due to gravitational dif­

ferentiation. Therefore, in 14, the problem of the Rayleigh-Taylor instabili.ty with 

viscous dissipation is solved. 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075
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Pes11o1e 

Jimmag pa6oTa DOCBHIQeRS, rJJBBHHM o6paBOM, KCCJl8,l(OB8HllD upouecca KOHB8KllD B M8BTD 
3eMJIH. B�OJJH8Hli T8R1te O)l8BRH BOSMOmlOCTH TepMJAeCKOI KOBB8KllHH BO BH81DH8M .Rlij)e 3eMJIB 
H O)l8HRH 88BHCHMOCTH OT Jl8BJl8HHR: R8H60Jiee B8mDiX B81Q8CTB8HHHX D8p8M8TJ)OB, DpH118M BCe 
8TH npoueccH H q>aKTOPH OK838JIHCD T8CHO CBR88HHHMH. 

B r.118.Be I. o6oCHOB8H8 pOJID KOHB8KllHH K8K :eami:elmero BHyTpeHHero M8X8HH3M8 T8KTOHB-
118CKHX npoueccoB; DpH 8TOM o6cyir,new T8Rlt8 ,1JJ)yrHe T8KTOHIA8CKH8 TeopHH. B rJI. 2. BHBe­
.neaa CHCT8M8 ypSBHeHHI, ODHCHBSDIIHX npouecc ROHB8KUHH B MBHTHH. 0 co,nepll'.BHHH rJI. 3� 

6y,neT yllOMJIHyTO DOCJl8 DO,zq>o6Horo paCCMOTpeHM pesyJIDT8TOB rJiaBH 4. 

I'JI. 4. co,nepuT paCCMOTpeHHe qJH8Hll8CKHX q>aKTOpoB, npHBO�DtHX K B03HßKHOB8HHI) TSK 
H83HB88MOI "8DH30,llH118CKOI" ROHB8KUHH, 8 T8Rlte reoq>HSH118CKHX H T8KTOHWl8CRHX IlpOJIBJieHd 
8TOro M8X8HH3M8 •.. Ha OCHOBe ,D;8HHHX reoXHMHH SBTOp C11HT8eT, 11TO co,nepl(B.HJ/Ie pa,nHOSKTHBHHX 
HCTO'IIHHKOB T8DJI8 B HlU!Hel M8HTHH HBJIR:8TCJI o6e,D;HeHHHM no cpaBH8HßD C .HX co.nepzaHHeM B 
Bep:mel M8HTIDI. BCJie,nCTBHe 8TOro CTHMyJIHpOB8HH8 TepMOKOHB8Kllim B HHJKHel M8HTHH flBJIR:8TCfl 
CJIHllIKOM CJI86HM ,l1,1DI TOI'O, 11T06H no.n.nepDBSTD eä T8M HenpepNBHO. Ho, C miyrol CTOpoHI:,1, 
KOaifxpmuieHTH pemeTO'IIHOI H Jly11HCTOI TeDJIODpOBO,ll;HOCTH T8M TSK MBJIH, 11TO OTBO,D; BH,neJIHB­
weroca: T8IIJI8 H83H811HTeJieH. Il08TOMy npH OTCyTCBHH KOHB8KUHH TeMIIepaTypa B HlU[Hel MaHTHH 
IlOBHlll88TCJI, 8 BeJIH11HH8 KOeqxpmlH8HT8 8<pf)eKTHBHOI BR3ROCTH na,naeT; DpH 8TOM 'IIHCJIO P8JieH 
BOSpaCT88T. IIoCJie Toro, R8K 11HCJIO P8JieR: npemlCHT onpe.neJieHHoe KpHTHll8CKOe 3H811eHBe, 
B HIDKHel M8HTIDI H8'!ßra88TCJI npouecc KOHB8KUHH. E.naro.u.apR: B03pocmel s.nech JIIHTeHCHBHOCTH 
TeDJionepeuoca KOHB8KTHBHliMH Te'lleHMMH DpOHCXO,ll;HT HHT8HCHg)HKSD;l'!Ji KOHBeKUHH B BepXHel 
M8HTHH, 11TO, B CBOI) 011epe,Ill,, DpHBO,tlHT K 8RTHBHS8UHH npoueccoB MarMBTJII3M8., ropoo6paso­
B8HM H TpaHcrpeCCHH Ha BCeM 38MHOM mape. 0,IUiaKo, 8TO npo,noJDKaeTCJI H8,D;OJirO, TSK KSK, 
BCJI8,ll;CTBHe HHT8HCHBHoro OTBO,D;8 T8IlJI8 npH H88H811HTeJIDHOI KOHU8HTpai:um BHyTpeHHHX HCTO�­
HHKOB TeilJI8, �H8118HB8 'IIHCJI8 PaJieR: na.naeT HHJte KPHTH118CKOro H KOHB8KUHR B HlU!Hel MaHTHH 
CHOB8 88TyX88T .no TeX nop, ßOKS ,Ir.lIHTeJIDHOe HSKODJieHHe s.nech He npHBe,neT K HOBOMJ ROH­
B8KTHBHOMy BCDJI8CKy. TaK DpOHCXO.nHT npouecc 8DHSO,IU1118CKOI KOHBeKUHH • .I{HqxpepemuaJil,HHe 
ypaBHeHM, ODJIICira8DllH8 8TOT Ilpo)l8CC 6WIH CB8,ll8Hli K HHTerpaJIDHOMy ypaBH8HßD X8MMepmTel­
H8 H pemSJIHCh 11HCJI8HHO. B pesyJIDTSTe DOJly11HJIOCh 118THJ)8 KOBBeKTHBHHX 8DH3o,na, npJAeM no' 
BpeMeHH OHH xopomo corJISCyDTCJI C 118THJ)hWI M8RCHMyMBMH KpJIIBOI racTHJISI ;wJR M8I'M8TH118CKOI 
8RTHBHOCTH. 3TH ROHB8KTHBHHe BCilJI8CKH COOTBeTCT:eyDT CJie,llyDilHM 3H8118HHJIM BpeMeHH: 2820, 
3633, 4128 H 4496 WIH. JieT DOCJie o6pa30B8HH.fl 3eMJIH, npH11eM B03p8CT 3eMJIH npmurr p0BHI:,1M 
4600 MJIH. JieT. IlpH ,naJIDHelmeM CPSBHJIITeJIDHOM 8H8JIHSe 8MIIHpH118CRHX ,D;8HHHX OK838JIOCD 
TSKJte, 11TO 8THM 3H8118HH.flM BpeMeHB COOTB8TCTBYJ)T M8RCHMyMl,l HHT8HCHBHOCTJII npouecca TpaHC­
rpeccHH B (llaueposoe H nepuo,IU,J p e .n K o I nepenomrpHS8JlHH reoMarHHTHoro DOJUI 3eMJIH. 
IloCJie.neee o6CTOHT8JIDCTBO MOZeT 6HTh CBR38HO C TeM, 11TO COCTOHHHe HHltHel M8HTHH 118CTH11HO 
onpe,neJIHeT I'p8HH111Uie yCJIOBHfl ,1VISi rH,llpOM8rHHTHOI KOHB8�HH BO BHemHeM .fl,11Jl8 3eMJIH. 

B rJI. 3. noK838HO, 11TO paccMOTpeHHHI BHme npouecc anHSO,nHtleCKOI KOHB8KUHH HeBOSMOE8H 
DpH OTCyTCTBHH BHyTpemmx HCTO'IIHHKOB TeßJI8 B HHJaleA M8HTHH. 

B rJI. 5. o6cyE,JteHli YCJIOBHfl, DpH KOTOPHX M8X8HHBMOM reo,ll;HH8MO MOZeT 61,!Th TepMH11eCKSH 
KOHB8KUBH BO BH8WH8M .Rlij)8 3eMJUI. IloKSBaHO KSKHM o6paSOM H8Jll:lllHe napa.noxca, CMSSHHOI'O 
C BOCMOZHOCTl,D BOBHBKHOBeHHR TepMB11eCKOI KOHB8KUHH BO BHemHeM .fl,11Jl8 3eMJIH, onpe,D;eJI.fl8TCJI 
X8paRTepoM 88BHCRMOCTH TeMIIepaTypH IlJl8BJl8HH.fl Tm OT Jl8BJl8HH.fl, HJIB, - COOTBeTCTBeHHo,
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OT STOMHOI'O 061,eua v. IllipueHBe ll,1DI 88BBCBMOCTII 1m OT Jl8BJl8HBII BHBOAH'l'Cß B rJI. 6. 
}1JJyYJi Be88BBCDIIBUI 1fPYr OT 1fPYr8 cnocoCSSIIB, OCBOBSHBNMB B8 pa8Jlll11BHX npe,1UIOJIOZ8HJmX. 
llepBHI cnocoCS OCHOBSH B8 paCCMOTpeHBB MeETOMBOI'O IIOT8BIUI8JI8 H HeROTopol .nHCJIORBIOIOBBOI 
MOJleJIB. B OCHOBy BToporo cnocoCSa IIOJ10ll8Bli ypaBBeHHe COCT01DIBJ{, yCT8HOBJl8BH08 YJ.ll>MSBOM 
B IJaHJ,xoBJiM,COOTHOmeHBe BauleHRo-3yCSapeB8 H S8ROB JlBBJleMSHa. TSRHM oCSpaSOM CSHJIB no.ny-· 
1l8HH JlB8 COOTHOW8HBJI .tr,Jlfl Tm(v) • IlpB OIIp8Jl8JI8BBB CTenemmx IlOKB38TeJiett. BXOJlßlltHX B 
8TB COOTHOW8HBR, CSWIO HCOOJil,SOBBHO Taue ypaBH8HB8 COCTORHJIH; no.nyqeHHoro H8 Teopo 
pemeTJtB.. IloR838HO, K8R IIpll OCSP81118HBH XOJlB JIOrH'lleCROro BYBOJlB HS OIIp8,lteJiemrax npe,ttIIOJIO­
zeHHA MOlleT CSHTJ, BYB8Jl8H 88ROH JlBHJleMBBS, ROTOpd, O,D,HBRO, C BeOCSXOltBMOCTH> OR881m88TCR 
cnpaBe,MHBHM JIHllll, ll,1DI CSoJIJ,WHX aaaqeHHI KOOPW'BanHoHHoro 'llHCJIB, T. e. npH Bl,ICORHX JlBBJle­
HBR:X. B 8TOI ze rJIBBe IIpHB8Jl8Bli pesyJ11,T8TH BCCJI8,ltOB8HBlt COOTBomeHd MeJUJY Ter,mepaTypol 
IL118BJ1eHHR H M8KJ)OCRolIH1leCRl!MH, �sH'lleCRl!MH napaMeTpaMB, SSBHCHMOcu xoropmr oT r.ny6J1IHH 
AJU1 BHemHero JIJij)8 BSBeCTHB. IlpeA710ZeHa HOBSR 6espasMepH811 B8JIH1lHH8 Qo , ROTOpaH He
COJl8pDT napaMeTpa I'pllHaASeBS H B ,tJ,8Jll,HelmeM MOll8T CSGTJ, HCIIOJil.SOBSHa .1t1M onpe�eJiemm: 
!8MII8paTypH IIJIBBJI8HBH BO BHemHeM JUIJ)8 3eM1UI. :6wm no.nyqeHO TaDe 8H8JIHTH1l8CR08 BGpa­
zeHHe H8ROTOpol 06o6111eHHoA 6espasMepHoA BeJIB1lBHH � B S8BHCHMOCTH OT Jl8BJl8�; ll,1DI 
OIIp8Jl8JI8HHHX XBMH118CRHX 8JI8M8HTOB 6WIH BH11HCJI8Bli SH8118HHH 8TOI B8JIH1lHBli. PaSJll!lllme 
CSeapaSMepHHe B8JIH1IBHl,I, IIp8JlCT8BJl8DllB8 JIIHTepec IIpH Hsy"leBHH JlBHBOI npo6.neMH, 6HJIB npe,1t­
CT8BJI8HH B BH,Jle H8KOTOpol nepH0,11H1l8CKOI CHCT8MH H 6WIO npoBe,lteHO CpaBH8HH8 8THX �8JIB1lHH 
Mea.JJY coCSol. 

B rJI. 7. BHB8Jl8HO HOBOe ypaBHeHHe COCTOJIHWI ll,1DI M8T8JIJIOB, ROTopoe ,llOJJlUIO IIOCJIYllHTl, 
OCHOBOI AJUI ,t1,8Jll,Helmmc HCCJI8,ltOB8HHA Bonpoca O 38BHCHMOCTH TeMIIepaTyp!i IIJI8BJI8HBII OT 
Jl8BJl8HHH, B, BMecTe C TeM, npo6.neMH O B03MOmiOCTH TepMH11eCKOA ROHBeKUHH BO BH8mH8M 
HJq)e 3eMJIH. Hcxo,JtBliM IIyHRTOM 8TOI'O BHBOJlB HBWIOCJ, peam.Hoe _BHpaZeHHe ,1WI T8PM0.11)1H8MHT{8C-
KOI'O IIOT8HllH8JI8 I'HCSCSca, B KOTOpoM 6YJIH y-qT8Hli He TOJll,RO BKJI8Jt pemeTRH, HO TSKZe 8Heprm 
(f)epMH, o6MeHHSH 8HeprH11 B KOPP8JIRllHOHH8H 8HeprHfl 8JI8KTpOHOB. 3To BHpaZeHHe 6WIO o6o6Dt8HO 
nyTeM BB8Jl8HBJI Tpex BOBHX H888BBCBMHX ß8paM8TpoB. HoBoe ypaBHeHHe COCTO:HHKR YJlBJIOCl, 
npeo6pa30B8Tl, TBR, "ITO B H8I'O BXO,llJIT JIBllll, M8Rp0CROIIH118CKHe B811l8CTB8HH!i8 II8paM8Tpli. 
bJIBI'OJlBpR 8TOMY yp8BH8HHe IIpHM8HßMO K8R B axcnepHMeHT8Jll,HOI <PJISHKe BliCOKHX JlBBJleHd, 
TBR H B re$3HKH;npn1leM CTpyKTyp8 XHMH118CRHX CBli38A yJIHTlm88'1!CR B HeM JIY"IW8, 118M B 
Jq)yrHX pa3HOBH,JUiOCTHX. HoBOe ypaBHeHHe, BSPHJXY C ,lJ;ByMR 1fPYrHMH ypaBHeHHRMH, ROTOplie 
xopomo sapeROMeBJtOBBJIH ceda Ha npaKTBRe, 6WIO onpo6HJ)OB8HO Ha MaCCHBe 8KcnepHM8BT8Jll,HHX 
H30T8pMH118CRHX ,11,8BH!iX 111 I'rlroHJ,0-,11,8HlUiX ,1WI 40 B811l8CTB. llp� 8TOM OR838JIOC:&, l!TO H8 
TOJll,RO JUIR M8T8JIJUJq8CKHX 8JI8M8HTOB, HO T8Klle ,1WI raJioremmoB H H8ROTOPliX BBmllilX C TO"IRH 
speHHH reogiH3BRH OKHCJIOB, BMeeT M8CTO xopomee corJiaCHe Bli"IHCJI8HH!iX C llOMOllll>I> ypaBHeHJIH 
COCTOJIHHH JlBHHliX C JlBHHl,IMH BSMepemd; JU1R OOJJl,DIJ1IHCTB8 B811l8CTB 8TO corJiacHe JJy1mle IIpH 
IIpHM8H8HHH BOBOro ypaBHeHHH COCTORHHR:, 118M ,lJ;Byx JqJyrHX ero paCHOBHJUiOCTel. 

B rJI. a. paCCMOTP8HH pe3YJ11,T8TH pemeHHR: npo6.neMH O rHJl,l)O,nHH8MH1leCKOI ycTOl'IIHBOCTH 
ropKSOHT8Jll,HOI'O IlJIOCKOro CJIOR Bli3ROI D.JU(OCTH K8R lUIH CJIY'IM CBOdO,tlllJ:,IX, TSR H ,1Wi 
CJJY'WI TBep,llHX rpaHHU. HoB!iIM IIpH H8DI8M IIO,JlXOJte .R:BJlll8TCR TO, l!TO paccMOTp8HH8 npo6.neMH 
KOHB8RllHH B MBHTHH IIpOB0,1lBTCR C 8,D;eRB8THHl4 yqeTOM CJI&,l)JDl(iX WH8H118CKHX II8paMeTp0B .H HX 
T8MII8paTypHHX 38BHCHMOCTeA: JIY'UICTOI H pemeTO"IHOA T8IlJIOIIp0BOJl,BOCTH, YJteJJl,HOI '1'8IIJIOeM­
KOCTH B RO�BeHTa TepMH'lleCKOI'O pacmHpeHHH • .AHa.1mTH1l8CKOe pemeBHe, BXOJUll)l}le B Hero 
ROHCT8HT!i B C8RyJUlpHOe ypaBHeHHe 6:wm no.nyqeHH IIpH H8CYßl8CTB8HHliX yIIp01118HllHX. 
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TBKHM o6pasoM, B1,11118Uepe'llll'.CJ18HJIJ,l8 rJI8BH ,ItaDT npeJJ.CTSBJieHHe O Bl,lßOJIHeHHHX 8BTOpOM HCC­
JI8JI.OB8HHIDC npouecca ROHBem:um H, B oco6eHHOCTH, ero paSBHTM BO BpeMeHH, npH yqeTe 
BemecTB8HmlX napaM8TJ)OB MaHTHll B HX S8BHCBMOCTH OT TeMIIepaTypH H .u,aBJieHHfl. 

rJI. 9. npeJJ.CT8BJIJl8T co6ol HCCJI8Jl.0BaHHe reoMeTplUI IlOTOKOB. KmieMSTHK8 ROHBem:um B 
M8HTHH Bl,IBOJJ.HTCR s.11.ec» HS CHCTeMH 8JI8M8HT8PHHX CTpyKTyJ)HHX IlOCTyJI8TOB. STa Teopmr 
CB060,JUl8 OT KaKHX-JIH6o npeJJ.UOJIOZeHillit O SaKOHax noBeJJ.eHHfl BemecTBa B M8HTHH lrJJIH 06 
8HepreTH'll8CKHX HCTO'llHlmax KOHB8�HH. B COOTB8TOTBlm C HOBei1mm,m pa6oTaMH no r.HJJ;I)OJI.H­
HaMHRe H8MH BBO,llRTCß B paCCMOTpeHHe poJIHRoo6pasHHe T8'118Hmr. Hs KHH8M8TH'll8CKOI. MOJl.eJIH 
BOSMOl!HHX Te'lleHmt CJI8,lly8T Tonorpa� 38MHOÖ noBepXHOCTH. Pacc'llll'.TaHHaR: Ta.KHM o6pasoM 
Tonorpa�H'll8CKBH IlOB8PXHOCTD npeJJ.CT8BJI8H8 B BHJt8 pasJIOZ8HM no cqiepHlleCKHM q,yHKUHJrM; 
np.H118M OK888JIOC», 'IITO KO�eHTH 8TOro paSJioEeHM' H8XO,llRTCß B xopomeM KOJIH'q8CTB8HHOM 
corJiaCHH C COOTB8TCTBYJ)lltHMH KOS<ppHitH8HT8MH ,lUIJI H86JID,ll88MOI Tonorp�ecxoa noBepXHOCTH. 
Pacnpe.11.e.11eHHe celCMH'll8CRHX paSJJ.eJIOB B M8HTHH TaRZe CBH,ll8TMDCTByeT O llp8B.HJil,HOCTH 
BI,16paHHoro HBMH UOJI.XO,ll8. 

B rJI. ro. paCCMOTpeHH pesyJIDT8TH pemewm npo6JieMH O r.HJij)OJI.HH8MH'll8CKOI ycTOl'IIHBOCTH 
paBHOBeCHoro B H8'11aJIDliHä MOM8HT llJIOCKOro CJIM HDl>TOHOBCKOI DJJ.KOCTH, Ha HHmlel H 
BepXHeÖ rpammax KOTOporo IlOJI.Jl.8pz.HB81)TCß ßOCTORHHHe 3H8'118HHfl TeMIIepaTypH To H '.tJ,

COOTBeTCTBeHHO, np.H'lleM To > T1• KpoMe TOro, npeJI.IlOJiaraeTCR, 'IITO BffYTpH CJIM napaJieJIJID­
HO ero rpaHHI.taM pacnoJio&eHa HeKOTOp8H T8IlJIOBHJl.eJil'lllll8H noBepXHOCTD; npe.nno.11araeTCR TaR­
ze, 'IJTO B031il'IK811I018 KOHB8KTHBHHe IlOTORH He npHBO,llRT R KBKHM-JIH6o nepeMenteHMM 8TOI 
IlJIOCKOI IlOB8pXHOCTH, 8 OHa, B CBOD 011epe,Dl,, T8Kllte He ORaSHBaeT HHKaKoro Me:xaHH'lleCKOro 
npeUHTCTBM IlOTORaM. IlpH TaR.HX yCJIOBHIIX HBJI. H no.11. T8UJIOBHJJ.8JlfIK)lltel noBepXHOCTDID paSBHBa­
l)TCß KOHBeRTHBHl,18 poJIHROBHe Te'IJeHmr, KOTOpHe K8CaDTCß JJ.Pyr mra. STa TeopWI npHBOJJ.HT K 
pesyJIDT8T8M, 8HaJIOr.H'IIHl,IM TeM, KOTOpHe 6lilJIH IlOJIY118HH Ha OCHOBe KHH8M8TH'll8CROI MOJJ.eJIH. 

B rJI. II. H 12. paCCMOTpeHa MOJl.8JID BeHapoBCROA KOHB8�HH B 'IJaCTH'IIHO (OT I Jl.0 2 %) 

paCilJiaBJI8HHOA 8CT8HOCqiepe. IlpOB8Jl.8HH pac'lleTH, CBfl38HHH8 C npo6.11eMol rHJJ.PO,IUIB8MH'q8CKOI 
ycTol'IIHBOCTH 6eCKOHe'IIHoro CJIM. B rJiaBe II. 8TOT CJIOÖ pacCMSTpHBaeTCR KBR CJIOI HeCD­
MaeMoA Jm;D;ROCTH, e B r.11aBe I2. - K8R CJIOI CJKHMaeMoA MHKpoßOJIHPHOI UJlROCTH. YpaBH8HM 
IlOJ.UI B8KTOpa c�opoCTH, BeKTopa CKOpoCTH MHKpOBpameHM, Mmq)OJJ.e�pMBUHH H MBRpOMOM8HT8 
HHepmm, a TaRZe llJIOTHOCTH, TeMnepaTypH H .u,aBJieHmr o6pasym CHCTeMy HS II-TH JJ.H@)epeH­
UHaJIDHHX ypaBHeamt B 'llaCTHUX npOHSBOJI.HHX, Ba OCHOBe ROTOpoit IlO,IUiexBT onpe.11.eJieHIDO II 
CRaJIHJ)HLIX WffKUlrlt. CucTeMy y,rr,aeTCR npeo6pa80B8TD H CB8CTH R CHCTeMe 00lmHOB8BHHX .11.HQr 
qiepeHUHSJIDBLIX ypaBBeHHI. IIOR838HO:, 'IITO 1l,1ISi 'llaCTHoro CJIY'llaR: MHKpOilOJIHPHOI DJI.KOCTH 
06ep6eKa-ByccHHeCKa MO&eT OHTD IlOJIY118HO 8H8JIHTH'll8CROe pememre. 

B r.11. 13. paccMoTpeHa npo6JieMa r.HJJ;I)oJJ.HHaMH'lleCKOI YCTOl'IIHBOCTH CJIOR HeKOTOpoA HeHDID­
TOHOBCKOÖ D,lUtOCTH ,lUIJI KOTOpoA SaBHCHMOOTD CRopooTel Jl.*PMBUHH OT HanpREeHd onpe­
Jl.eJ1H8TCß ypaEHeHHeM Kl)Hil8 ,WlH TBep.11.oro OJIHBHHa. 

B r.11. 14. npo.11.0JIXeHo Ha'llaToe B rJ1. I-ol o6cyJUJ;eHHe npo6JieMH .IJ.H@)epeHitHarum B R,IqJe 
3eMJm. SToT npouecc MOr Hrp8TD onpe.11.eJieHHyl) poJID Ha Ha'llaJIDHOA CT8JJ.HH paaBHTWI 3eMJm. 
IlpH 8TOM BCT88T Bonpoc, K8RßM oopasoM UOT8HI.UI8JIDH8H SHeprWI, npeBpa1118DQ8RCR B TenJio, 
MOZ8T BJIHRT1, H8 KOHB8KTHBHOe nepeMemHBBHHe. Il08TOMy B rJI. I4-ol pemaeTCR npo6.11eMa 
aeycTOÖ'IIHBOCTH P0J10R-Tel.1Iopa npH yqeTe BflSKOA ,Il,HCCHilSUHH. 
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1. Einführungs Enrägtmgen über tektonophysikalische Theorien und Hypothesen

Konvektion gilt heute als der entscheidende Motor geotektonischer Vorgänge. Diese
Auffassung ist wohlbegründet, wenngleich eine Reihe a�derer Ursachen modifizierend wir­
ken dürfte. Diese anderen Mechanismen sind aber energetisch gesehen von untergeordneter 
Bedeutung. Nur im Falle der Expansionshypothese kann man diese Feststellung nicht tref­
fen, da es dafür keine verifizierte physikalische Theorie gibt. 

Der erste Grund für die Einführung der Konvektionstheorie (AMPFERER, 1906) war die 
Beobachtung, daß die Sedimente, die in den Orogenen heute geschuppt, gefaltet und als 
Decken überschoben vorliegen, geglättet eine bedeutend größere Fläche bedecken würden 
als das dazugehörige kristalline Grundgebirge, so daß hier eine Krustenverkürzung und 
Absaugung nach unten vorliegen muß. 

Aus moderner Sicht sind es vor allem die beobachteten Bewegungen der kontinentalen 
und ozeanischen Lithosphärenplatten, die am zwanglosesten durch Konvektion zu erklären 
sind. Die der Plattentheorie zugrunde liegenden Beobachtungen werden hier als bekannt 
vorausgesetzt. Aus der Menge der zusammenfassenden Darstellungen seien hier nur die 
Monographie von LePICHON u. a. (1973) sowie die von BIRD (1980) und auf Deutsch von 
OLSZAK (1978) herausgegebenen Sammelbände genannt. Eine Reihe weiterer geophysikali­
scher Beobachtungen, die möglicherweise auf frühere oder gegenwärtige Festkörperkonvek­
tion auch in anderen terrestrischen Planeten hindeuten, sind von PHILLIPS und IVINS 
(1979) zusammengestellt worden. Der zweite Grund für die Einführung der Konvektions­
theorie ist also die beobachtete Plattenbewegung, die bekanntlich Geschwindigkeiten von 
einigen cm/a zeigt. Der Deckens::hi> in den Orogenen dürfte sehr wohl damit zusammenhängen: 
Für Ostalpen und Westkarpaten bestilllil:te TOLLMANN (1972) eine Minimalgeschwindigkeit von 
0,15 cm/a. Die reale Transportgeschwindigkeit schätzte er auf 1 bis 2 cm/a. Die Zusam­
menhänge zwischen Orogenese und Konvektion sollen in Abschnitt 4. genauer untersucht 
werden. 

Ein dritter Grund für die Einführung der Konvektion liegt im Wärmehaushalt der Erde. 
Nach DAVIES (1980b) beträgt die durchschnittliche Wärmestromdichte der Erde (80±B)mW/m2, 
die der Kontinente (55 ± 5)mW/m2 und die der Ozeane (95 ± 10)mW/m2 • Die radioaktive 
Wärmeerzeugung einer 6 km dicken ozeanischen Kruste trägt aber nur etwa 0,5 mW/m2 zur 
ozeanischen Wärmestromdichte bei, Unter Verwendung der Ergebnisse von PITT und TOZER 
(1970) läßt sich zeigen, daß Gitter- und Strahlungs-Wärmeleitfähigkeit des darunterlie­
genden Mantels nicht ausreichen, um den beobachteten ozeanischen Wärmestrom zu erklären. 
Deshalb muß Konvektion herrschen. RICHTER und PARSONS (1975), McKENZIE und WEISS (1975) 
und RICHTER und DALY (1978) zeigten darüber hinausgehend, daß eine Konvektionsströmung, 
die nur aus der bewegten Ozeanplatte und einem Rückstrom besteht, für die älteren Teile 
des Ozeanbodens auf zu niedrige theoretische Wärmestromdichten führt. Deshalb führten 
sie in Analogie zu Modellversuchen zusätzlich kleinräumige Rollenströmung ein. Weitere 
Beweise für die Existenz von Konvektion im Erdmantel werden in den Abschnitten 4, und 
9, dieser Arbeit geführt. Dort wird gezeigt, daß zeitliche und räumliche Verteilungen 
der Konvektionsströme gµ.antitativ mit wesentlichen geophysikalischen Beobachtungen über­
einsti111IJ:en. Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin, einige Ergebnisse des Verfassers 
zur Mantelkonvektion im Zusammenhang darzustellen. Zur Ergänzung der tlbersicht sei auf 
die ausgezeichneten Beiträge von SCHUBERT (1979) und TURCOI'TE (1979) hingewiesen. 
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Als Antrieb der Platten kommen im wesentlichen zwei Arten von Konvektion in Frage: 

a) thermische Konvektion,. getrieben durch Wärme infolge radioaktiven Zerfalls oder durch
die Anfangswärme (primordial heat) der Erde (SHARPE und PELTIER, 1979). (Die meisten
Autoren, z. B. McKENZIE und WEISS (1975), der Verfasser und viele andere, nehmen heu­
te thermische Konvektion infolge-radioaktiver Aufheizung als Hauptantrieb an.)

b) Entmischungskonvektion, bei der sich die St·o.ffe entsprechend ihrer Schwere ·sondern
und dabei erzwungen auch Wärme nach außen tragen. Die Vertreter der Entmischungskon­
vektion lassen sich in zwei Gruppen teilen: Die gemäßigten versuchen den Anbau der
Kontinente durch Schweresonderung an den Abtauchplatten (subduction slabs) zu erklä­
ren (RINGWOOD, 1975; FYFE (1978); O'NIONS u. a. 1979; JACOBSEN und WASSERBURG (1979);
u. a.). Diese Ansichten lassen sich gut mit den Vorstellungen über thermische Konvek­
tion verbinden (CZECHOWSKI, 1979). Die radikalen Vertreter der Entmischungskonvekt�on
dagegen meinen, daß der Erdkern auch im Proterozoikum und Phanerozoikum noch wesent­
lich durch Ausscheidung von Eisen usw. aus dem Mantel gewachsen wäre und daß die wich­
tigsten tektonischen Bewegungen durch den Aufstieg der leichteren entmischten Stoffe
von der Kern-Mantel-Grenze nach oben zustande kämen.

Zur Erläuterung dieser Ansicht sei .folgendes bemerkt: Ramsays Hypothese, daß der Erd­
kern eine Hochdruckphase des Untermantel-Materials we.re, wird heute nur noch vereinzelt 
(z. B. von LYTTLETON, 1978) ver.fochten. Abgesehen von kosmochemischen Gründen (RINGWOOD, 
1975; JACOBS, 1975; KERRIDGE, 1977) ist es der hohe Dichtesprung an der Kern-Mantel­
Grenze, der zur allgemeinen Annahme eines hohen Eisenanteils am Erdkern geführt hat. 
Auch die Eisenkerntheorie birgt noch viele offene Probleme. Es entsteht z. B. die Frage, 
wieso das Eisen bei dem reichen Sauerstoffgehalt des unteren Mantels nicht oxidiert. 
MAGNITSKY (1952, 1969a) schlug vor, daß die Elektronen der N-Schale in die �-Schale ge­
drückt werden, wodurch Eisen die chemischen Eigenschaften eines Oxidationsmittels er­
hielte. SOROKHTIN (1971) und DUBROVSKII und PAN'KOV (1972) nahmen an, daß der Kern aus 
Fe2o bzw. aus eine� Mischung von Fe und FeO besteht. Auch RINGWOOD (1977) neigt inzwi­
schen dazu, Sauerstoff als Zusatzbestandteil des Kerns anzunehmen. Viele andere Autoren 
(z. B. USSELMAN, 1975; AHRENS, 1979) bevorzugen dagegen Schwefel anstelle des Sauer­
stoffs. Unabhlingig von der Frage der spezifisch leichteren Beimengun�en entsteht das 
Problem, wie die Teilung der Erde in einen eisenreichen Kern und einen eisenarmen Man­
tel entstand. In den inhomogenen Entstehungsmodellen der Erde gibt es das Problem der 
Differentiation des Erdkerns nicht. Bei diesen Modellen nimmt man an, daß sich das Eisen 
zuerst zusammenballt, so daß der Eisenkern zeitlich vor dem �antel entsteht (TUREKIAN 
und CLARK, 19691 GROSSMAN und LARIMER, 1974). Dieses Modell ist kritisiert worden, weil 
in ihm nicht klar wird, warum der äußere Kern flüssig ist. RUFF und ANDERSON (1980) ha­
ben es deshalb abgewandelt und schlagen vor, daß 26Al für die (frühe) Aufschmelzung
des Außenkerns verantwortlich ist. Auch MAKALKIN (1980) hat die inhomogene Ballungshypo­
these in abgewandelter Form erneut vorgeschlagen. Viele kosmogonische Untersuchungen 
(wie z. B. UREY, 1952; SAFRONOV, 1969; RINGWOOD, 1975) gehen jedoch von einer homogenen 
Urerde aus, so daß eine Schweresonderung in Kern und Mantel nötig wäre. W-ährend die 
meisten meinen, daß diese Trennung in einer se·hr friihen Phase erfolgte, sehen - ähnlich 
wie f:rllher RUNCORN (1962) - einige Moskauer Geopnysiker (ARTYUSHKOV, 1970, 1979; 
KEONDJAN und MONIN, 1977; MYASNIKOV und FADEYEV, 1980) in einer noch heute stattfinden­
den Entstehung des Erdkerns die Quelle einer Entmischungskonvektion, die auch die Litho­
sphärenplatten bewegt. Die Entmischungszone soll nach ARTYUSHKOV an der Kern-Mantel­
Grenze liegen. Dieser Vorschlag ist der einzige außer dem der thermischen Konvektion, 
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der energetisch ausreicht. Er hat aber wesentliche Nachteile: Schon NAGATA (1970) zeig­
te, daß aus der remanenten �agnetisierung der Gesteine folgt, daß. das paläogeomagneti­
sche Feld am paläogeomagnetischen Äquator im Betrag seit mindestens 2,7 Ga in derselben 
Größenordnung liegt. Bei Annahme eines hydromagnetischen Mechanismus zur Erzeugung des 
Erdmagnetfelds folgt daraus, daß auch der äußere Kern schon damals flüssig und von ver­
gleichbarem Radius war. Inzwischen hat man noch wesentlich ältere Gesteine (3,9 Ga) ent­
deckt. Dadurch wurde die für einen wesentlichen Anteil an der Kerndifferentiation mög­
liche Zeitspanne noch weiter eingeengt und an den Anfang der Existenz der Erde gescho­
ben. SAFRONOV (1978) und KAULA (1979) zeigten außerdem, daß am Anfang die Temperatur im 
Inneren der Erde, das dem heutigen Kern entspricht, unter 1500 K gelegen haben dürfte. 
Wahrscheinliche Schmelztemperaturkurven (vgl. Abschnitte 5, und 6.) steigen aber mit dem 
Druck stark an. Daraus ergibt sich, daß die Viskosität für ein homoge�es Modell gerade 
im Inneren am höchsten war. Für eine Entmischung muß der Stoff aber mindestens teilweise 

· geschmolzen gewesen sein (TOZER, 1974). Es ist also ungereimt, die Entmischung von innen
beginnen zu lassen. Einleuchtender erscheint schon die Annahme, daß die Entmischung in
der Tiefe des heutigen oberen Mantels begann, weil hier Temperatur und Schmelztemperatur
am· nächsten zusammen lagen (ELSASSER, 1963; VITJAZEV und MAJEVA, 1980). RINGWOOD (1975)
weist darauf hin, daß die Pyrolit-Häufigkeiten von Ni, Co, Cu, Au usw. um ein bis zwei
Größenordnungen höher sind als bei Quasi-Gleichgewichtsbedingungen einer Trennung in
�etallkern und Silikate zu.erwarten wäre, Daraus schließt er, daß die Bildung des Erd­
kerns schnell (in etwa 20 Ma) erfolgt ist. Andere Argumente für eine schnelle Kernbil-·
dung findet man bei SOLOMON (1979), SHAW (1979) und HAYASHI u. a. (1979), um aus der
großen Zahl der Vertreter dieser Meinung nur einige zu nennen. Die einige Jahre ältere
Literatur zu diesem Thema ist in umfassender Weise von JACOBS (1975) besprochen worden.
Der Sinn dieses Absatzes besteht nicht darin, eine bestimmte Ansicht über die Bildung
des Erdkerns zu favorisieren, Vielmehr sollte gezeigt werden, daß die völlige oder fa�t
völlige ErDetzung des thermokonvektiven Antriebs der (phanerozoischen) Plattenbewegung
durch Entmischungskonvektion wenig aussichtsreich erscheint. Auch KAUTZLEBEN und STILLER
(1975) waren zu dem Schluß gekommen, daß sehr wahrscheinlich �ie thermischen Energie­
quellen bei der Konvektion überwiegen, Diese Auffassung wird auch v,on TRUBITSYN u. a.
(1979) vertreten.

Es folgen einige Bemerkungen zu den Mantel-Plumes. Plumes sind röhrenartig enge, auf­
steigende Flüssigkeitsmassen, wie man sie z. B. in der Atmosphäre als Rauchsäulen beob­
achten kann, Wesentlich für die Entstehung dieser Strömungsform ist, daß in der Nav:ier­
Stokes-Gleichung die Trägheitsterme viel größer als die viskosen"Terme sind. RUNCORN 
(1980) zeigte durch eine numerische Abschätzung, daß es bei der Mantelkonvektion genau 
umgekehrt ist. Deshalb kann man Mantel-Plumes ausschließen. - Einen Versuch, die gemein­
same Wirkung von Konvektionsströmen und Gezeiten auf die Tektonik abzuschätzen, unter­
nahm BOSTROM (1978). Arbeiten dieser Art sind umstritten. -So versuchte JORDAN (1974) zu 
zeigen, daß die Gezeitenkräfte zu klein sind, um tektonisch wirksam zu werden. 

Eine geotektonische Hypothese, die sich nicht leicht widerlegen läßt, ist die von der 
expandierenden Erde. CAREY (1976) hat in eindrucksvoller Weise die geologischen �nd geo­
physikalischen Beobachtungen geordnet dargestellt, die sich in diesem Sin:ue deuten las­
sen. Er kommt auf rein empirischem Wege zu dem Schluß, daß sich die Erde mit wachsender 
Geschwindigkeit ausgedehnt hat, so daß das Wachstum des Erdradius im Phanerozoikum am 
größten gewesen wäre. Auch SCHMIDT und EMBLETON (1981) vermuten eine starke Expansion. 
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Aus gemeinsamen Po�wanderlrurven für Afrika, Australien, Grönland und Nordamerika und 
geologischen Beobachtungen schließen sie, daß die Erde zwischen 1,6 Ga und 1,0 Ga vom 
halben Radius bis auf den heutigen gewachsen wäre. Vielleicht ist es möglich, den Wi­
derspruch zwischen den empirischen Schlüssen zu vermeiden. Physikalisch läßt sich je­
denfalls über geologische Hypothesen dieser Art wenig sagen, weil die dazu (von anderen) 
vorgeschlagenen Mechanismen auf neuen, noch unbestätigten physikalischen Gesetzen be­
ruhen. Eine Ubersicht zu Kosmologien mit variabler Gravitationskonstante gibt WESSON 
(1978). Eine neue Hypothese dieser Art wurde von GRABINSKA und ZABIEROWSKI (1980) vor­
geschlagen. Der Verfasser meint dazu, daß der wichtigste tektonophysikalische Mecha­
nismus Konvektion ist, wobei mindestens im Proterozoikum und Phanerozoikum thermische 
Konvektion vorherrschte. Die Konvektionsmodelle fußen auf bekannten physikalischen Ge­
setzen, auch die verwendeten Parameter können zumindest größenordnungsmäßig richtig 
abgeschätzt werden. Es gibt jedoch einige Beobachtungen wie z. B. den fortschreitenden 
Rückzug der Epikontinentalmeere im Phanerozoikum u. a, (siehe WALZER, 1973a), die durch 
Konvektion allein nicht, wohl aber durch Expansion erklärbar sind, Es ist aber zu beto­
nen, daß diese Bemerkung im Gegensatz zu der über die analytisch und numerisch berech­
neten Konvektionsmechanismen, die z. T, in klarer Weise verifiziert werden konnten 
(siehe 4. und 9,), eine reine Vermutung ist. Viele Phänomene wie z. B. die alpinotype 
Orogenese mit Deckenbildung sind bestimmt nicht durch Expansion allein zu erklären. 
RICKARD und BELBIN (1980) untersuchten geometrisch und paläomagnetisch mögliche frühe­
re zusammenhänge der Kontinente. Dabei schlossen sie, daß, fails die Erdexpansion 
existiert, diese ein Hintergrundproze8 sein muß. Diese Auffassung stillllP.t im  wesentli­
chen mit meiner (WALZER, 1973a) überein. Schon BUCHHEIM (1961) hatte vermutet, daß Kon­
vektion möglicherweise in Verbindung mit Erdexpansion der wesentliche geotektonische 
Motor ist. Diese Bemerkungen sollen aber nicht darüber hinwegtäuschen, daß im Gegensatz 
zur Konvektion auch heute noch die Expansionshypothese überwiegend ablehnend oder kri­
tisch betrachtet wird (ANGENHEISTER, 1975; SAGER, 1976; RUNCORN, 1980). Es sei jedoch 
daran erinnert, d.B.ß es für Wegeners Kontinentalverschiebungshypothese eine ähnliche 
Zeit gab. Man kann m. E. heute nichts Endgültiges über die Erdexpansion sagen, sollte 
sich aber hüten, möglicherweise fruchtbare Ansätze durch allzu sichere Kritik zu ver­
schütten. 

Eine innerhalb der Konvektionstheorien z. T. noch ungeklärte Frage ist die, ob und 
in welchem Grade der untere Mantel an den Strömungen teilnimmt. Bis Mitte der Siebziger 
Jahre herrschte die Ansicht vor, qaß die Konvektion auf den oberen Mantel beschränkt 
wäre. Heute nimmt eine Reihe von Geophysikern (z. B. SHARPE und PELTIER, 1979; ELSASSER 
u. a., 1979) Konvektionszellen an, die den gesamten Mantel umfassen. RINGWOOD (1975,
s. 520) wies darauf hin, daß in diesem Falle recht große laterale Temperaturdifferenzen
zwischen Auf- und Abstrom nötig wären, die so große regionale Schwereunterschiede zur
Folge hätten, wie man sie nicht beobachtet. Einen vermittelnden Standpunkt nehmen die
Theorien ein, die im oberen und unteren Mantel getrennte Konvektionszellen annehmen
(z. B. WALZER, 1973a, 1974a; McKENZIE und WEISS, 1975; RICHTER, 19?9; CHRISTENSEN,
1981), die natürlich an den Berührungsflächen thermisch und mechanisch aufeinander ein­
wirken. Es ist zu betonen, daß nicht die ganze vorlie�ende Arbeit, sondern hauptsäch­
lich Abschnitt 4. von diesem Standpunkt abhängt. Dort wird diese Frage auch genauer be­
handelt. Ob es (z. T.) getrennte Katerialkreisläufe in den einzelnen Schichten des Man­
tels gibt, hängt stark von der Natur der Ubergangsschicht (transitional layer) ab. Nach
14AGNITSKY (1969b) gibt es für den Ubergang vom oberen zum unteren Mantel rolgende Erklä­
rungsmöglichkeitens
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a) Die chemischen Zusamn,ensetzungen sind verschieden.

b) Die Silikate lösen sich in Oxide auf.

c) Phasenübergänge.
d) Ubergang von der ionischen zur kovalenten Bindung.
Die Möglichkeit einer unterschiedlichen chemischen Zusammensetzung hatte man lange aus
den Augen verloren, weil es bei ausschließlicher Benutz� von a) zu einem Widerspruch
kolllif.t, auf den auch MAGNITSKY (1'969b) hingewiesen hatte: Wenn das mittlere Atomgewicht
an dieser Grenze steigt, so wäch�t auch die Dichte, die seismischen Geschwindigkeiten
aber fallen, Letztere steigen aber in Wirklichkeit an der 670-km-Diskontinuität, Des­
halb wandte nan sich bekanntlich mit Erfolg zunächst mehr den anderen Deutungsmöglich­
keiten zu. RINGW00D (1975, S, 545) faßte zusammen, daß zur Erklärung der Dichte- und
Geschwindigkeitskurven der untere Mantel nicht reicher an Eisen zu sein brauche als der
obere, er könne aber auf keinen Fall weniger Eisen als der obere enthalten, d. h. die
Möglichkeit eines kleinen Sprunges im Chemismus besteht, Nach SAMMIS (1976) genügt ein
chemisch bedingter Dichtesprung von 0,1 %, um die Konvektionskreisläufe zu trennen. Aus

geochemischen Gründen erscheint ein chemischer Dichtesprung plausibel: RINGWO0D (1971,
1975) und DICKINS0N und LUTH (1971) schlugen vor, daß der untere Mantel der schwere

Rest der Differentiation der kontinentalen Kruste ist. Die Kontinente enthalten nach
RINGW00D (1975) 30 bis 60 % des Urans und des Bariums einer chondritischen Urerde, der
obere �antel habe die ursprüngliche Zusammensetzung, Auch die Arbeiten von 0'NI0NS u.a.

(1979) und JAC0BSEN und WASSERBURG (1979) weisen auf einen chemisch geschichteten Man­

tel hin. In vorliegender Einleitung konnten nicht alle behandelten Themen angerissen

werden. Die älteren Arbeiten des Verfassers wurden in ausgezeichneter Weise von CAREY
(1976, S, 36 usw.) resümiert, bezüglich der_ jüngeren sei auf Zusammenfassung und Inhalts­
verzeichnis vorliegender Arbeit verwiesen.

-
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2. Die Grundgleichungen der thermischen Konvektion

Im vori�en Abschnitt wurde dar3elegt, weshalb thermische Konvektion als der ent­
scheidende Vorgang in der thermischen und tektonischen (}eschichte des Erdmntels anzu­

sehen ist. Deshalb sollen jetzt die Grundgleichungen der thermischen Konvektion herge­
leitet werden. Im Gegensatz zu den spl:iteren Kapiteln sind die Herleitungen hier etwas 
ausführlich gehalten, weil dieses als Einf'iihrung in die Hydrod:ynamik des Problems die­
nen soll. Wir �ehen von den Bilanzgleichungen der Erhaltun5sgrößen aus. Im folgenden 
bedeutet e die �ssendic�te, D oder vi die �eschwindigkeit, b1 die Beschleuni­
gung, o

i
j den Spannungstensor, oij den Spannun�sdeviator, Tij den Deformationsten­

sor, V das Volumen, v das spezifische Volumen, dSj den (nichtnormierten) Normalen­
vektor eines FlRchenelements, A die Wärmeleitfähigkeit, T die Temperatur, q• die 
spezifische Wärmeleistung der Wärmequellen, die vor allem durch radioaktiven Zerfall, 
aber an gewissen Grenzflächen auch durch chemische Reaktionen und Phasenübergänge ent­
stehen, Q die entsprechende Wärmeleistungsdichte. Als Abkürzung verwenden wir 

(2.1) 
a
ät + I> • V = 

Die Erhaltung der Masse wird durch 

(2.2) ff-+ eV • 1) = 0 

beschrieben, die des Impulses durch 

(2.3) 
dvi eb

i 

aoue 'iit = + ax. 
J 

Aus der Erhaltung des Drehimpulses folgt 

(2.4) o
i
j = oj

i •
Die Herleitung der Wärmeleitungs�leichun� aus dem Energiesatz soll etwas näher erläu­
tert werden, Der Beitra� der volwnenproportionalen Kräfte zur Gesamtleistung ist 
Jv

i
b

i
QdV, der entsprechende Beitrag der Oberflächenkräfte ist 

(2. 5) = 

wobei 

(2.6) 

und (2.4) verwandt wurde. Der Beitrag der inneren Wärmequellen zur Gesamtleistun� be­
trägt !eq•dv, der Beitrag der durch die Oberfläche in den Körper fließenden Wärme ist 

(2.?) IA aT dS 
axj j = I a (A aT) dVaxj äxj 

Durch Addition der Beiträge ergibt sich für die zeitliche Änderung der spezifischen 
Energie E 

(2.8) �� = vi �;
i + ¼ o

i
jT

i
j + q• + � a�j (A ��j) 

d ar = 

1 av1 :vj 
: ~ (rx7 + X ) 

j i 
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wobei (2.3) benutzt wurde. Das erste Glied der rechten Seite ist die spezifische kine­
tische Bnergie. JUr die spezifische innere Bnergie u ergibt sich 

(2.9) ff = voijTij + q• + v'V • (AVT) •

Wir setzen nun voraus, daß infinitesimale Massenelemente, die aber noch eine sehr große 
Anzahl von Atomen oder Kolekillen enthalten, näherungsweise im thermodynamischen Gleich­
gewicht sind. Das braucht (und kann) jedoch nicht tllr den ganzen 11.antel zutreffen. Dann 
gilt die Gibbssche Pundamentalgleichung 

(2.10) du = Tds - pdv, 

wobei s die spezifische Entropie ist. Es ist klar, daß diese Gleichung für Vorgänge 
mit sehr großen Gradienten der Temperatur T oder des Druckes p nicht mehr erfüllt 
ist. Palls z.B. die Temperaturänderung pro mittlere freie Weglänge in der Größenord­
nung der Temperatur liegt, darf (2.10) nicht mehr angewandt werden. Bei den geringen 
Gradienten im llantel ist es dagegen gar keine Frage, daß (2.10) gilt. Aus (2.10) folgt 

(2.11) � = f (� - s ff> + � ff • 
e 

Dareus und aus (2.9) ergibt sich unter Beachtung der llassenbilanz 

(2.12) 0�fs) + v .  (eso) = i v .  (AVT) + g;e + f.

Die Größe, die in dem die innere Reibung beschreibenden Glied auftaucht, wurde durch 

(2.13) �f : a1jTij 

definiert. (2.12) ist mit GEBRANDES (1975) Gleichung (9) identisch, die also (2.9) 
äquivalent ist. Wie üblich gilt 

(2.14) aij = -p6ij + aij . 

Das Stoffgesetz sei das einer Newtonschen Flüssigkeits 

(2.15) 
avi :v.j 2 avk a1j = �<axj + xi 

- 3 a,c 
8ij) = �rij •

Bs folgt, daß 

(2.16) f = 

gilt und somit f zweckmäßigerweise als eine rein kinematische, von der Viskosität � 
unabhängige Größe eingeführt wurde. Um aus (2.9) u bzw. aus (2.12) s zu eliminie­
ren, beachten wir folgendes: 

(2.17) dg• = -sdT + vdp .

g• ist die spezifische freie Enthalpie (oder spezifische Gibbssche freie Energie). 
Daraus folgt 

(2.18) 

sowie 

(2.19) c::)T = - Cff)p • 

und V : 
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Aus (2.10) ergibt sich 

(2.20) du = T(�)p dT + T(�)
f 

dp - pdv . 

Also gilt wegen (2.19) 

(2.21) du = cpdT - Tavdp - pdv , 

wobei « = ¼<�>p ·der thermische Ausdehnungskoeffizient und cp = T(�)p die spezifi­
sche Wärme bei konstantem Druck ist. Die Wärmeleitungsgleichung lautet also 

(2.22) ecp ff- = V, (ÄVT) + Q + �� + «T �. 

Die Impulsbilanz wird in 

(2.23) 
dvi „ a a e cit" = - egÄ - � + axj (�rij)

➔ 

umgefonnt, wobei g die Schwerebeschleunigung und Ä der nach oben gerichtete Einheits-
vektor ist. Ersetzt man rij nach (2.15)2 und � durch (2.16)1 und (2.6), so bilden 
(2.22), (2.23) und (2.2) das System der fünf skalaren Grundgleichungen zur Bestimmung 
der fünf skalaren Unbekannten o, e und p. 

PUr Kugelkoordinaten findet man eine Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen bei 
IUHLIG (1974). Der Zusammenhang der Grundgleichungen mit dem Hamiltonschen Prinzip und 
dem Prinzip der virtuellen Arbeit wurde von MAUERSBERGER (1975) untersucht. 

Nebenbemerkung• Anstelle von (2.22) benutzen OHANDRASEKHAR (1961), KOPAL (1963), 
WALZER (1973c) u. a. eine etwas andere Porm der Wärmeleitungsgleichung, die gewisse 
mathematische Vorteile bei der (approximativen) Auflösung des Systems bietet. IIIHALJAN 
(1962) und JOSEPH (1976) bewiesen, daß die daraus berechneten Gr6ßen sich von den aus 
(2.22) bestlllJllten um eine relative Änderung 62 unterscheiden. 

(2.24) Ä2 
62 = e2c3h2dT

.
p 

In dieser dimensionslosen Gr6ße bedeutet h die Schichtdicke der zu -ge3 senkrechten 
Plüssigkeitsschicht und df den konstant gehaltenen Temperaturunterschied zwischen 
Unter- und Oberfläche der Schicht (B6nard-Problem). IPiir die üblichen Zahlenwerte fUr 
den oberen und den unteren Mantel (vgl. Abschnitt 4.) liegt 62 bei 10-3° bis 10-31.
Angesichts der viel weiter gehenden Näherungen, die man wegen der mathematischen Schwie­
rigkeit einzu.tUhren gezwungen ist, ist dieser Unterschied belanglos. 

Das hergeleitete Gleichungssystem ist abgesehen von trivialen Pällen nicht lösbar. 
Deshalb hat es sich bei der theoretischen Behandlung von Konvektionsproblemen eingeblir­
gert, folgende Annabmen zu 1111'.lchen, die in den meisten Pällen gute Ubereinst:lmmung mit 
den Beobachtungsergebnissen bringen, (a) Xnderungen der Dichte werden nur bei den Aut­
triebskrltten berilcksichtigt. (b) Andere Stottparameter werden als konstant angenommen. 
(c) Die Umwandlung von mechanischer Energie in Wärme wird vernachlässigt. - Die ent­
sprechend vereinfachten Grundgleichungen wurden in voller Porm bereits von OBBRBECK
(1879) autgestell t und auf meteorologische Pragen angewandt. Später wurden sie meist
BOUSSIIBBQ (1903) zugeschrieben. Näheres über die Geschichte der Gleichungen findet man
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bei JOS!PH (1976). Eingehende Untersuchungen und Begründungen der Oberbeck-Boussinesq­

Appro::d.mstion stammen von SPIEGEL und VERONIS (1960), MIR&:1:,JAN (1962), VBLARDB und 

PBREZ-COROON (1976) und von GRAY und GIORGL'"IT (1976). In 16tztgenannter Arbeit ist be­

wiesen, daß man Annahme (b) nicht einzu..""illlren brt!luchts Auch wenn alle Eigenschaften 

der 7lilssigkeit Funktionen von Temperatur und Druck sind, führen die Annahmen (a) und 

(o) auf eine sinnvolle Approximation. Das Fallenlassen der Einschränkung (b) ist ffir

vorliegende Arbeit wichtig, weil sich die (effektive) Viskosität des Mantels für jedes

sinnvolle Kriechgesetz mit der Temperatur stark ändert (vgl. Abschnitt 4.). Wie BUSSE

(1978a) verwenden wir als Bed,.:ngung ffir die Anwendbarkeit der Approximation

(2.25) � < 1 
C 

t 

p 

die für den oberen bzw. unteren Mantel im ungünstigsten Falle Werte um 0,3 auf der lin-

ken Seite liefert, in anderen Fällen Werte, die Größenordnungen darunter liegen. Des­

halb und wegen der matheD!.5.tischen Schwierigkeit iet es üblich, die Konvektion im Erd.­

inneren fast ausnahmslos unter Verwendung der Obarbeck-Boussinesq-Approximation zu be­

handeln. Auch auf anderen Anwendungsgebieten sind Arbeiten zu Abweichungen von dieaer 

Approximation selten. Als Beispiel sei eine Arbeit von AHLERS (1980) erwähnt, der die 

Konvektionsströmungen von gasförmigem 
4
He experimentell untersuchte. 
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J. Instationäre llantelkonvektions Das B6nard-Proble11·mit temperatur- und drucltabblD­

giger Viskosität

J.1. Geophysikalische Motivation

In diesem Kapitel wird ein erstes Modell beschrieben, daß den instationären Anteil 

der llantelkonvektion, der vor allem im unt�ren Mantel eine Rolle spielen dürrte, behan­
delt. Weil das Problem in 4. umi'assender gelöst wird, ist hier die Motivation nur ange­
deutet, dort aber umfassender ausgeführt. Die wichtigsten Unterschiede der bei�en Ab­
schnitte bestehen darin, daß erstens in 3. Heizung von unten, in 4. Heizung von innen 
angenollllll8n wird und zweitens unterschiedliche Lösungsmethoden angewandt werden. 

Welchen festkörperphysikalischen Mechanismus man auch immer für das Kriechen des 
Mantelmaterials als wesentlich ansieht, bekommt man doch bei allen Mechanismen eine ex­

ponentielle Abhängigkeit der Viskosität von der Temperatur. Steigt die Temperatur, so 
sinkt die Viskosität. Weil sinkende Viskosität aber die Abfuhr der Wärme durch Konvek­
tion fördert, liegt es nahe, Rückkopplungseffekte für möglich zu halten. Im Zusammen­
hang mit der kinematischen Konvektionstheorie (WALZER 1970, 1971, 1972, 19?3a), die im 
Gegensatz zur damals vorherrschenden Ansicht die Konvektion nicht auf den oberen Man­
tel beschränkt sehen wollte, schlug WALZER (1974a) vor, daß die Konvektionsströme im 
oberen Mantel nie ganz verlöschen, während im unteren Kantel die Rayleigh-Zahl um die 
kritische (R

0
) schwankt, so daß dort episodische Konvektion stattfände. So entstünde 

von Zeit zu Zeit durch thermische und mechanische Kopplung eine Verstärkung und nach­
folgendes Abflauen der Konvektion auch im oberen Mantel. Das könnte erklären, warum 
die magmatische und die orogenetische Aktivität auf allen Kontinenten gleichzeitig 
lbre H8hepunkte finden. Damit sind ganze Epochen, nicht etwa einzelne orogenetische 
Phasen im Sinne von STILLE (1924) gemeint. Andererseits entstehen die magnetischen 
Streifenanomalien längs der mittelozeanischen Spaltenzonen einigermaßen gleichförmig, 
so daß man sich die Schwankungen in den Strömungsgeschwindigkeiten als recht langsam

vorstellen muß. 

Die Arbeiten anderer Autoren zu dem umrissenen Thema sollen in 3.10. besprochen wer­

den. Die Ansicht, daß auch der untere ?ilantel ganz oder zum großen Teil zumindest zeit­
weise konvektiv fließt, wird inzwischen auch von Autoren vertreten, die vorher gegen­
teiliger Ansicht waren (z. B. von lloKENZIE und WEISS, 1975). Der Hauptgrund dafür 
scheint die Erkenntnis zu sein, daß Gitter- und Strahlungs-Wärmeleitfähigkeit der ver­
muteten Stoffe des unteren Kantels zu klein sind, um die Wärmeabfuhr des durch thermi­
sche Konvektion getriebenen Geodynamos zu erklären. Weil die erforderlichen llaterial­
größen für den unteren Mantel nur größenordnungsmäßig bekannt sind, wird zunächst ver­
sucht, das Problem durch analytische Approximation zu 16sen. Des gelingt in der Tat, 
wobei die V rnachlässigungen geophysikalisch begründet sind. Der untere Mantel wird 
durch eine flüssige Schicht approximiert, deren Viskosität in der Weise von Temperatur 
und Druck abhängt, wie das aus dem Kriechen von möglichen Mantelgesteinen bekannt ist. 
(Die Modellierung des unteren Mantels als flüssige Schicht bedeutet natürlich nicht, 
daß er im physikali ... ben Sinne flüssig ist, sondern, daß für Langzeitvorgänge das Fest­
körperkriechen kontiuuumsmechanisch so beschrieben werden kann.) Aus Gründen der mathe­
matischen Schwierigk�it wurden in 3. keine inneren Wärmequellen angenoa�en, spndern das 
Mnard-Problem mit auf konstanten Temperaturen gehaltenen Grenzebenen gelöst. Dabei ist 
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die Temperatur der mteren Bbene hlSher als die der oberen. - Wer sich nur tar die byd­
rod�Jli.achen Aspekte des Kapitels interessiert, braucht nur 3.2., 3.4., 3.6. und 3.8. 

su lesen. 

3.2. Grundgleichungen des B6uard-Problea1.a mit exponentieller Teaperatur-Abblngigkeit 

der ViskosiU.t 

Die Oberbeck-Boussineaq-Approximation tilr diesen Fall lautet 

(3.1) V • o = 0 , 

(3.2) 

(3.3) 

v2
o + la,ee8 

- vr

v2e + t4l . o = o • ve + ae;at .

Die Gleichungen ergeben sich aus den unter 2. beschriebenen Erhaltungsgleichungen .tilr 

ifasse, Impuls und Bnergle. Eine lhnliohe P'ormulieruDg benutzt z.B. BUSSE (1978a), die 
jedoch .tilr konstante Viskosität gilt. Wir benut&en auch eine andere Skalierung, Zwecks 
dimensionsloser Beschreibung von IAnge, Zeit und Temperatur verwenden wir die Schicht­
dicke h, h2,lk bzw • .1T/k4, wobei k = .t/e•cp die Temperaturleitf'ähigkeit, .1T die

konstante Temperaturditferens zwischen unterer und oberer Grenzfläche der Schicht und 
k4 eine in 3.3. definierte dimensionslose Konstante ist. o ist hier der dimensions�

lose Geschwindigkeitsvektor, 8 eine dimensionslose Temperatur, die die Abweichung von 

der Temperaturverteilung im statischen Falle kennzeichnet • .t ist ein Einheitsvektor 
entgegen der Richtung der Schwerkraft, 11 z �/e bezeichnet die kinematische Vislcoaitlt. 

R ist die Rayleigh-Zahl, P die Prandtl-Zahl, wobei 

(3.4) 

und 

R = R e8 
0 

p = p e
-8 

0 

(3.5) R
0 

= .Th3/11
0
k 1

11 = 11 8-8
0 

gilt. Die konstante GriS�e 11
0 

wird 1■ nlchsten Kapitel präzisiert. r ist ein verall­

gemeinerter Druc�, in de■ alle K�ttterme, die sich als Gradienten ausdrücken lassen, 
zusa■mengeta�t sind. a, = RoJk4, t ist die Zeit.

3.3. Die Abhäpgiglteit der Viskositlt von Temperatur und Druck 

Unabhlngig davon, durch welchen Kriechvorgang (z. B. Versetzungskriechen, Nabarro­

Berring-Kriechen) der Hauptanteil des fiie�ens im unteren llantel verwirklicht ist, 

steckt der gr6�e Teil der Abhängigkeit der Viskosität von Temperatur und Druck in je­

dem Palle in einem Dittusionskoettizienten folgender Gestalt 

(3.6) D = D
0 

exp(-QoJk
0
T)exp(-pVc,lk

0
T) •

Dabei ist Q
0 

eine Aktivierungsenergie, V
0 

ein Aktivierungsvolumen, 'f die 'femperatur,
P der Druck, k

0 
die Boltzmann-Konstante, D

0 
eine Dittusionskonstante. In Gleichung

(3.6) führt Mn nach WDR'fllAR (19?0) die Bcbllebtemperatur T ein, was den Vorteil
• 

bat, da� Mn su Abachltzungaswecken eine bekannte Schllelstemperaturverteilung für den
unteren Mantel, •• B. die von UJTD (1952), verwenden kann.

1 

p - i,/lr 
0 - ey-

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



24 

(3.7) 

k2 ist eine dimensionslose Konstante; wir setzen sie gemäS einem von Weertman bevor­
zugten Wert gleich 18, es kommt uns jedoch nur auf die GröSenordnung an. Die benutzten 
Relationen (3.6) und (3.7) findet man bei vielen Autoren. Gute knappe Zusammenfassun­
gen bringen z. B. WEERTMAN und WEERTIIAN (1975) sowie IIEISSNER und VETTER (1976) • P'Ur 
die dynamische Viskosität 11 gilt also folgende Gleichung 

(3.8) 

k, ist eine Konstante. Wie es in der Hydrodynamik üblich ist, spalten wir die Tempe­
ratur in einen statischen und einen dynamischen Teil 

(3.9) T = T(z) + T'(x,y,z,t), 

wobei z die vertikale, x und y die horizontalen Komponenten des Ortsvektors sind. 
P'lir T' < T ergibt sich mit (3.9) durch Abbrechen einer Taylor-Entwicklung 

(3.10) Tm Tm T' 
T ... ::- (1 - ::--) • T T 

Damit erhalten wir aus (3.8) 

(3.11) 11 = k
3

e 
-k4T'/dT

wobei 

(3.12) und k4 - k 
Tm• �T . 

- ·2 T T 

Nun verwenden wir als Tm die Schmelzpunkt-Kurve von Ul!'PEN (1952), als T die Tempe­
raturverteilung im unteren laantel nach TOZER (1959) (siebe auch Pig. 3 von WANG, 1972).
Das Verhältnis der beiden GröSen ist für Tiefen zwischen 1000 und 2900 km in erster 
Näherung konstant, so daS wir in (3.1-2) Tali = 1,23 setzen können. Betrachten wir 
die genannten Tiefen als die der Ober- und Unterfläche unserer Schicht, so können wir 
mit dT = 1200 K rechnen. Ersetzen w�r weiterhin in (3.12)2 das eine T durch ein 
über den unteren Mantel gemitteltes Tav = 3880 K, so sind k3 und k4 näherungswei­
se als Konstanten anzusehen, wobei k4 = 6,85 ist. Bezeichnen wir eine über den unte­
ren Mantel gemittelte Dichte mit eav und definieren wir v

0 
= k3/eav und 8 =

= k4T 1 /dT, so folgt die Temperaturabhängigkeit (3.4) aus (3.11). Bei all diesen ttber­
legungen kommt es uns nur auf die GröSenordnung, nicht auf Genauigkeit der angegebenen 
Zahlenwerte an. 

3.4. Reduktion der Grundgleichwigen auf drei skalare Relationen 

.. .. 

Im folgenden benutzen wir oft die Operatoren 6 und e, die durch (3.13) definiert
sind. 

➔ ➔ 

(3.13) 6 ••• = V X (V X A)

Um die Kontinuitätsgleichung (3.1)
die Geschwindigkeit eins 

➔ ➔ 

und c .•. = V X A •••

zu eliminieren, fUhren wir folgende Darstellung tar 
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➔ ➔ 
(3.14) 11 = 61 + ex •

Wirkt der Operator Ä.[VX auf dl� Impulsbilanzgleiohung (3. 2), so erhalten wir

➔ ➔ .. .. .. a 
(3.15) v2.13x = p�1e8{e,[(6f + ex),V(6t + ex)] + ät .13x +

wobei 

(3.16) 

.. 
➔ ➔ .. ➔ ae a QX ae a QX} +[ (cSJ + ex),V(cSf + ex)] , .ee + ax ax H + äy � H ,

25 

➔ 
I.essen wir dagegen den Operator !,(Vx(VX auf die Impulsbilanz-Gleichung (3. 2) wirken, 
so folgt 

(3.1?) 
.. .. 

➔ 
... 

➔ a 2 vll-.13t - a,.13ee8 = p�
1e8{6,�6t + ex),V(6f +ex)]+ ät V .131} +

➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔
8 + p�

1 {[(6f + ex),V(6f + ex)],6e8 + [cS �!],[6e ]}

Aus der Energiebilanz-Gleichung (3 ,3) folgt 
➔ ➔ 

(3.1a) v2e - k
4
.1

3
t = (61 + ex).ve + ae/at •

Die Relationen (3.15), (3. 1?) und (3.1a) bilden ein neues Gleichungssystem zur Bestim� 
mung von t, X und 8 als Funktion von x, y, z und t. Später benutzen wir fflr 6 
oft folgende bequeme Form: 

➔ 2
➔ 

(3.19) 6 .•• = (a/az v - v Ä) ••• 

3 .5. Randbedingungen und einige geophysikalische Bemerkungen

Die Randbedingungen lauten 

(3.20) at f = dZ = X = 8 = 0 

an festen Grenzflächen und 

(3.21) t = 4 = �- = 8 = 0 
azc:: az 

an freien Grenzflächen. Unter Schilden liegt die kinematische Viskosität des oberen l,lan­
tels um 10

21 cm2/s, unter Ozeanen 1:1Ul 10
19 cm2/s. Die Verteilung der Viskosität im oberen 

Mantel wurde detailliert vom Verfasser (19?8b) beschrieben. Hier sei nur ergänzend be­
merkt, daß NUR und MAVKO (1973) für die dynamische Viskosität der Asthenosphäre unter 
dem Gebiet vor der japanischen Küste 5 • 10

19 poise und daß McCONNELL (1965) und 
CATHLES (1975) aus dem postglazialen Aufstieg des Fennoskandischen und des Kanadischen 
Schildes dynamische Viskosi täten der Asthenosphäre unter Schilden von 10

21 bis 1022 poise 
schlossen. Für die kinematische Viskosität des äu�ereren Kerns der Erde kommt man je 
nach Methode auf Werte zwischen 1010 cm2/s und 6 . 10-3 cm2/s (siehe GUBBINS, 19?6), 
wobei die wahrscheinlichsten Werte vielleicht bei 103 bis 104 cm2/s liegen. Da die ki­
nematische Viskosität des unteren Mantels in Größenordnungen um 1026 cm2/s liegen dürfte,
ist es wohl angemessen, für unser Problem mit freien Grenzflächen zu rechnen. Auf den 

a2 a2 
~3 = ax2 + ay2. 
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genannten Zahlenwert von 1026 cm2/s kam .IAacDONALD (1963) unter der Annahme, daß der 
Nicht-Gleichgewichts-Anteil des Iquatorwulstes der Erde aut Inderungen der Rotations­
geschwindigkeit zurUckzutühren ist. SCHUBBR!r und Y0UNG (19?6) schlossen, daß die kine­
matische Viskosität des unteren Mantels deutlich größer als 1024 cm2/s ist, weil ande­
renfalls die ,emperatur der Kern-Kantel-Grenze unter der der Schmelztemperatur des 
Bisens bei dem entsprechenden Druck wäre. SCRLflTER u. a. (1965) bewiesen, daß sowohl 
für feste als auch für freie Grenzflächen alle dreidimensionalen Strömungen gegenüber 
infinitesimalen Störungen instabil sind, so daß für kleine positive Werte von R -.R

0 

Rollen verwirklicht sind. (Unter festen Grenzflächen sind solche zu verstehen, an denen 
die Strömungsgescbwindigkeit c verschwindet. Rollen sind strömungen mit geschlossenen 
Stromlinien, deren Verhältnis Höhe zu Breite eins beträgt, die aber meist keine Kreise

sind, und bei denen c nicht von der dritten RaumkoordiDate abhängt.) Dieser Schluß 
ist nicht unmittelbar auf unser Problem mit temperaturabhängiger Viskosität übert�g­
bar, weil SCHLflTER u. a. (1965) konstante Materialeigenschaften (im Sinne der Bedingun­
gen (a), (b) und (c) von 2.) vorausgesetzt hatten. De wir aber (WALZER, 19?3a) unter 
der Annahme von Rollen zu Ubereinstimmung mit wichtigen Beobachtungsdaten gekommen wa­
ren, setzen wir auch zweidimensionale Strömungen voraus. 

(3.22) X = 0 und 
äy ... 

= 0 

(3.22)1 bedeutet, daß die Vertikalkomponente des Wirbelvektors verschwindet. Unsere An­
nahme (3.22) wird auch durch eine experimentelle Untersuchung von BOOKER-(19?6) bestä­
tigt, die sieb mit thermischer Konvektion mit stark temperaturabhängiger Viskosität und 
unendlicher Prandtl-Zahl beschäftigt. Er schließt: "There is no evidence tbat viscosity 
variation by more tban two orders of magnitude bas any major effect on the cell structure 
otber tban to increase the Rayleigh number at which the transition to three-dimensional 
motion occurs." 

3.6. Das zweidimensionale Problem :für beliebige Prandtl-Zahlen 

Aus Gleichung (3.17) erhalten wir, indem wir (3.22) und die Substitution 

(3.23) 

benutzen, diesen Ausdruck 

e 

(3.24) O = �x(v4., + � a:i ) + P�
1 e9

{�"z"xzz - "x"zzz +

+ "z"xxx - "x"xxz] - �[h v2
,J + 

+ ["z"xz - "x"zz - <l>z]<ex8z + 8xz) + 

+ ["z"xx 
- "x"xz - cf

>x]<ex8x + 8
x:x:

)}

Die Indizes x und z bedeuten je eine partielle Differentiation nach x bzw. z. 
Unter den gleichen Bedingungen folgt aus der Energiegleichung (3.18) die Relation (3.25), 
während man (3.24) in (3.26) umformen kann. 

at "= -fuc 

a 
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(3.25) 

(3.26) 

O : (V
2 

8 + k4 � )+ rgf:::� - �: ] 

o = �cv2[v2.,] + a, ag�
e

)+P�1ee{�[a�<7.i,,> - �] + 

Diese zwei Gleichungen dienen zur Bestimmung von 8 und , als Funktion von x, z 
Ulld t. Man beachte die Symmetrien in der Form dieses Systems. 

3.7. Herrscht gegenwärtig im unteren Mantel Konvektion? 

27 

Als Zahlenwerte für die physikalischen Parameter d�s unteren Alantels benutzen wir 
folgendes 

a = 2 , 10-5 K-1 k
3 

= 1 ,54 • 1 026 poise 

g = 981 cm/s2 
eav = 5,03 g/cm3 

�T = 1 200 K k = 8 , 1 0-3 cm2/s

h = 1 ,9 , 1 0 8 cm 

Wären diese Werte exakt, so erhielten wir nach (3.5)
1 

R
0 

= 657,5 und die in 3.3. nur 
zur größenordnungsmäßigen Abschätzung verwendete Gleichsetzung von zur Zeit verwirk­

lichter Temperatur T mit T gölte exakt. Das wäre so, weil f'!ir den Fall freier Gren­
zen Dach CHANDRASEKHAR (1961), s. 36, R

0 
= 657,5 gilt. Das heißt, der untere Mantel 

befände sich im Grenzzustand zwischen dem statischen und dem konvektiven Regime. Nun 
sind die angegebenen Zahlenwerte aber nur größenordnungsmäßig richtig, insbesondere 
ist k3 mit starken Unsicherheiten belastet. Wegen dieser Unsicherheiten läßt sich
nur feststellen, daß die Rayleigh-Zahl für den unteren Mantel in der N'ähe der kriti­
schen liegt. Ob R zur Zeit über oder unter Re liegt, d. h. ob jetzt Konvektion im 
unteren Mantel herrscht oder nicht, ist nicht entscheidbar. 

nar dagegen ist, daß sich die Größenordnungen von a, und - P�1 stark voneinander 
unterscheidens 

(3.27) R, = Rc/k4 = 96 und p-1 
- �A ./1.r = 2,6 • 10-28 • o - _.a'V" -3 

3.a. Die Herleitung einer Approximation der Lösung

Wegen (3.27) kann f'!ir den unteren Mantel der letzte Term in Gleichung (3.26) ver­
nachlässigt werden. Weil nicht in allen geophysikalischen Anwendungen mit exponentiel­

ler Temperaturabhängigkeit der Viskosität, für die (3.25) und (3.26) nützlich sein 
kann, die Prandtl-Zahl gegen unendlich geht, wurde zunächst die volle Porm des Glei­
chungssystems aufgeschrieben. Aus (3.25) wird 
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(3.28) � = v
2
e + 1t4 � + ! 1- � � •

Aus (3.26) entsteht durch P
0 

� oo und �ine Integration 

(3.29) o = v4., + a,e8 � (1 + e) •

zur Lösung des Gleichungssystems (3.28) und (3.29) benutzen wir eine Methode.aus der 
lfagnetobydrodynamilt von LORRNTZ (1 963) und KALKUS (1972), die auch schon KENNETT (1976) 
anwandte. Wir 118Chen folgenden Ansatzt 

(3.30) 

(3.31) 

fl(x,z,t) = a-1 [8(1 + a2)]1 12 O(T)sin(nax)sin(nz) ,

8(x,z,t) = k4 {( 8 
2)1/2 B(T)cos(nax)sin(nz) + [A(T) - 1]sin(2ffz)}ff 1 + a 

wobei 

(3.32) T : n2(1 + a2)t • 

Die Große a erweist sich als Verhältnis von Höbe zu Breite einer geschlossenen Strom­
linie. Dieselbe Große ist bei OHANDRASEKRAR (1 961 ) mit a/n bezeichnet, was bei Ver­
.gleichen von Ergebnissen zu beachten ist. Kit Hilfe des Ansatzes erhalten wir 

(3.33) lM: = Q(- A + 1 - BO) 

und 

dB (3.34) dT = - B + o,

wobei 

(3.35) Q = 4/(1 + a2) • 

Bei der Herleitung von Gl. (3.34) wurde ein trigonometrisches Glied, das eine andere 
Porm als die im Ansatz stehenden bat, vernachllssigt. Palls im letzten Faktor von Gl. 
(3.29) 8 klein gegen 1 iat1 >

, folgt aus (3.29) und dem Ansatz 

(3.36) 0 = r0 
B exp(c

1 B + c
2
A - c

2
) 

wobei 

(3.37) ro = 

(3.38) C1 = 

(3.39) c2 = 

a2R 
�. Q = 

,r4(1 +a2)3 C 

k4 ( 8 )1/2 cos(nax) 
ff 1 + 82 

k4 ir ain(2ffz) •

sin(nz) , 

Die letzten der drei Verkilrzungen bestehen darin, c
1 

und c2 in Gl. (3.36) kilnftig als 
Konstantan zu behandeln. Aus den Gleichungen (3.33), (3.34) und (3.36) folgt ohne Ver­
nachllssigungen Gleichung (3.42)1 Aus (3.34) und (3.36) eliminieren wir O und erhalten 

1) Spliter werden wir uns ohnehin aut kleine Abweichungen vom Ausgangszustand beschrän­
ken, was auch geophysikalisch (siehe 3.7.) gerechtfertigt ist. 
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B 1 ( -1 ) + ln(dl

dT
nB 

+ 1 ) •(3.40) c
2
A = c

2 
- c1 + n ro 

Daraus entsteht mit d/dT = •

{3.41) 
·2 

c2A = -c1B + ,...1L <1- �)
B + B B 
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De.raus und aus Gleichung (3.33) bekommen wir eine komplizierte, nichtlineare gewöhnliche

Differentialgleichung für B als 1.l'unktion von T 

(3.42) 

•• ·2 ·2 • . 2 B - B /B - c1 B - c1 BB - Qc1 BB - Qc1 B +

+ (B + B)Q ln [r�1 (B/B + 1)] + c
2
QB{B + B)2 = • 0 • 

Diese Gleichung ist analytisch kaum zu lösen. Es sind dem Verfasser auch keine notwen­
digen und hinreichenden Kriterien bekannt, um zu entscheiden, ob (3.42) periodische Lö­
sungen hat. Hier kann man sich :für den unteren Mantel durch eine einfache Uberlegung 
helfens Falls - wie in 3.7. ausge:fiihrt - der unte� Mantel nahe dem Grenzzustand (margi­
nal state) ist, kann man sich auf kleine B und B beschränken. Aus (3.37) folgt dann 
r = 1 und aus (3.42) unter Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnungs 

0 

(3.43) 1 B- B2/B + Q(B + B)ln (1 + B/B) = O 

Der Verfasser hat diese nichtlineare Differentialgleichung gelöst. Die allgemeine Lösung 
lautet s 

(3.44) 1 B = exp{fexp(exp(-Q(T - T
0
))]dT - T + T 1}1 

T0 und T
1 

sind die Integrationskonstanten. Diese Lösung ist nichtperiodisch. Ent­
wickelt man den Logarithmus-Ausdruck in (3.42) in eine Reihe, die man nach wenigen Glie­
dern abbricht, so erhält man :für diese andere Näherung von (3.42) zwar keine Lösung, 
kann aber Nichtperiodizität nachweisen. Damit ist gezeigt, daß periodische Lösungen von 
(3.42) mit Null-Durchgang unmöglich, periodische Lösungen von (3.42), die immer positiv 
bzw. negativ bleiben, unwahrscheinlich sind. 

3.9. Schlußfolgerungen 

Vor einigen Jahren schlug der Verfasser (1974a) folgenden Dlechanismus für den unteren 
Mantel vors Wegen (schwacher) radioaktiver Heizung von innen, die mit ungenügender Wär­

meabfuhr durch Strahlungs- und Gitter-Wärmeleitfähigkeit verbunden ist, sinkt langsam 
die Viskosität bis die kritische Rayleigh-Zahl erreicht ist, ohne daß die 14aterie 
schmilzt. Dadurch tritt eine verhältnismäßig kurze Zeitspanne der Wärmeabgabe infolge 
Konvektion ein. Diese aber bewirkt ein Sinken der Temperatur, wodurch die Rayleigh-Zahl 
wieder unter den kritischen Wert fällt. Die episodischen Konvektionsströme des unteren 
Mantels verstärken die (infolge größerer radioaktiver Wärmequelldichte) nie erlöschenden 
Konvektionsströmungen.des oberen Mantels und aktivieren dadurch zeitweise die tektoni­
schen und magmatischen Prozesse in der Lithosphäre. Es ist klar, daß hierzu auch das 
festkörperphysikalisch zu erwartende Anwachsen der (effektiven) Viskosität mit der Tiefe 
(vgl. Abschnitt 4.) paßt, unabhängig davon, ob gegenwärtig dort Konvektion herrscht. 
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Der Verfasser entwickelte damals die entsprechende hydrodynamische Theorie mit expo­

nentieller Temperaturabhängigkeit und Heizung von innen, konnte die Periodizität der Lö­
sung aus Gründen der mathematischen Schwierigkeit aber nur plausibel machen. In 3. wurde 
fiir den Fall der Heizung von unten und Kühlung von oben, d. h. der reinen B6nard-Konvek­
tion, mit exponentieller Temperaturabhängigkeit der Viskosität, fiir nicht allzu große 
Abweichungen vom Grenzzustand (marginal stete) die allgemeine Lösung hergeleitet und be­
wiesen, daß es in diesem Falle keine periodischen Lösungen gibt. Die Heizung von innen 
scheint also wesentlich für das Auftreten periodischer Lösungen zu sein. Abschnitt 3. 
verwendet hauptsächlich Schlußweisen der theoretischen Hydromechanik und ist dadurch im 
Gegensatz zu den Arbeiten, die sich vornehmlich auf numerische Computer-Modelle stützen, 
nur von der Größenordnung eini�r Katerialparameter abhängig. (k2 in (3.?) hatten wir
(WALZER, 19?8a) gleich 18 gesetzt. Dieser Wert scheint jedoch eher für das Kriechen von 
Metallen zu gelten. Nach WEERTMAN (1978) empfiehlt sich für magnesiumreichen Olivin 
k2 = 31,5. Diese Änderung von k brächte jedoch keine anderen Schlußfolgerungen her­
vor.) In Abschnitt 4. werden die

2
Konvektionszyklen des unteren 114.antels fiir innere Hei­

zung auf eine von WALZER (1974a) unabhängige Weise berechnet und mit Beobachtungsergeb­
nissen verglichen. 

3.10. Diskussion 

In mehr �ualitat-iver Weise erklärten verschiedene Autoren einige geologische Phäno­
mene ebenfalls durch instationäre Konvekt iont RICE und P'AIRBRIOOE (1975) schlugen vor, 
daß Episoden erhöhter Verschiebungsgeschwindigkeit der ozeanischen Lithosphäre, Trans­
gressionen u. a. durch periodisch verstärkte Wärmeabgabe des �antels erzeugt werden. 
O.L. ANDEROON und PERKINS (1975) erklärten die irreguläre Verteilung des Magmatismus in
den amerikanischen Südweststaaten durch instationäre Wirbel der konvektiven Strömungen.
Diese Gedanken sind in einem gewissen Grade mit den hier (in J. und 4.) und von WALZER
(1974a) entwickelten verwandt. Auch außer unserem Abschnitt 4. gibt es zu dem behandel­
ten Thema einige munerische Experimente. PARMEN'.I'IER u. a. (1975) berechneten von innen
beheizte Konvektionsströme mit variabler Viskosität, wobei sie sich nach Voraussetzung
auf den stationären Fall beschränkten. ANDREWS (1975), HOUSTON und de BREMAECKER (19?5)
sowie KONO u. a. (1979) erweitern ihre Rechnungen auf den instationären Fall, wobei die
Viskosität nur von der Tiefe, nicht aber von der Temperatur bzw. der Zeit abhängt. ttb­
rigen.s kommen PARMENTIER u. a. (1975) und ANDREWS (1975) zu dem Ergebnis, daß Mantel­
Plumes unwahrscheinlich sind.

Eine für unser Problem interessante nicht-geophysikalische Arbeit stammt von VANDER­
BORCK und PLATTEN (1974), die numerische Lösungen von B6nard-Problemen mit schwach tem­
peraturabhängigen Katerialgrößen fanden, indem sie ein Runge-Kutte-Verfahren verwandten. 
Die benutzten Temperaturabhängigkeiten sind linear bzw. quadratisch. 

Unabhängig von der :Frage der Zeitabhängigkeit der Konvektion, ist die Temperaturab­
hängigkeit der Viskosität für die Entstehung"der ozeanischen Lithosphäre von Bedeutung. 
t&ln kann diese lithosphijrischen Platten im wesentlichen als Abkühlungshaut mit erheb­
lich erhBhter Viskosität auffassen. Diesen Aspekt der Mantelkonvektion untersuchten 
JACOBY (1976) und de la CRUZ-REYNA (1976) durch Modellversuche. 
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4. Instationire Konvektion im unteren Mantel mit innerer Heizung und temperatur- und
dru�kabbängiger Viskosität

4.1 . Viekosit!i.t 

Im Zusammenhang mit der Mantelkonvektion sind im wesentlichen drei Fragen bezüglich 
der Viskosität von Bedeutung. 

(a) Welchen Verlauf nimmt die (effektive) Viskosität als Punktion der Tiefe?

(b) Welches Stoffgesetz, d. h. welche Beziehung zwischen Deformationsgeschwindigkeits-
tensor und Spannungstensor, gilt für .Mantelkonvektion?

(c) Wie hängt die Viskosität von Temperatur und Druck ab?

Am klarsten läßt sieb die letzte Frage beantworten, was für den vorgeschlagenen Mecha­
nismus der instationären Konvektion im unteren .Mantel wichtig ist. Doch zunächst zu 
Frage (a)s Während in bezug auf den Wert der Viskosität im oberen Mantel die Ansichten 
konvergieren, besteht in bezug auf den unteren .Mantel keine Einhelligkeit. Wie in 3. 
gezeigt wurde, müßte die Viskosität im unteren .Mantel größer als 1,54 • 1026 poise 
� temperaturunabbängig sein, um dort Konvektion für immer zu verhindern. Da man den 
starken Einfluß der Temperatur früher nicht oder nur inkonsequent beachtete, fiel für 
die meisten Bearbeiter die Frage des Viskooitätswertes mit der Frage der Möglichkeit 
der Konvektion zusammen. 

Der aus Satellitenbahnen bestimmte mittlere Wert der Elliptizität der Erde beträgt 
1/298,25. Ni�.mt man an, daß die Erde im hydrostatischen Gleichgewicht ist, so ergibt 
sich aus der Dichteverteilung eine theoretische Elliptizität von 1 /300,0. llriUNK und 
MacDONALD (1960) deuteten diese Abweichung durch Relaxation. Die gegenwärtige Figur der 
Erde entspreche einer höheren Drehgeschwindigkeit, die vor 107 Jahren geherrscht habe. 
Aus der Phasenverzögerung der Gleichgewichtsfigur schloß DlacDONALD (1963) auf eine Vis­
kosität des unteren Dlan�els von etwa 1026 poise. Nach McCONNELL (1968) folgt aus dem 
postglazialen Aufstieg Fennoskandias, daß die Viskosität vom oberen zum unteren Mantel 
um etwa 4 Zehnerpotenzen auf Werte zwisch�n 1 024 und 1 026 poise für den unteren l\lantel
steigt. Aus Untersuchungen der Deformationen der Erde und festkörperphysilmliscben Uber­
legungen kam UcKENZIE (1 967) zu dem Ergebnis, daß die Viskosität des unteren Mantels 
"'105 mal größer als die des oberen sein müsse. Auch das Ergebnis von ISACKS und MOLNAR 
(1971), da8 für Tiefbeben (Tiefe >300 km) die Kompressionsspannungen parallel zur Ab­
tauchplatte (descending lithospheric slab) liegen, führte zu der Vorstellung, daß diese 
in diesem Tiefenbereich durch wachsende Viskosität auf ansteigenden Widerstand stößt,� 
RICHTER (1 977) kam ebenfalls zu dem Schluß, daß die Spannungsverteilung in der Abtauch­
platte mit wachsender Viskosität zu erklären sei. SCHUBERT und YOUNG (1976) berechneten, 
daß die Viskosität des unteren .Mantels nicht unter 1 024 poise liegen darf, weil anderen­
falls der Kern an der Kern-Mantel-Fläche fest sein müßte. Diese Ergebnisse sind nicht 
unwidersprochen geblieben. Aus dem isostatischen Aufstieg verschieden großer Ge.biete 
(Laurentia, Pennoskandia, Lake Bonneville) nach der Entlastung kamen CATHLES (1975) und 
PELTIER und ANDRDS (1 976) mit verschiedenen mathematischen Verfahren zu einander sehr 
ähnlichen Ergebnissen. CATHLBS' (1975) Modell ist folgendes1 Unter einer elastischen 
Lithosphäre, die je nach Gebiet 70 bis 1 5() km dick ist, liegt eine nur "'75 km mächtige 
dünnflüssige Schicht mit 4 .  1020 poise. Der übrige obere Mantel hat·
(1 ,0 ± 0,1 ),1022 

poise. Pür den unteren 11.antel findet CATHLES (0,9 ± 0,2),1022 poise. 

II 

l 

1 

.1 

II 

11 

f 

', l..iill 
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Der geaamte Mantel sei als Newtonsche Flilssigkeit zu behandeln. CATBLES' Ergebnisse .für 
den oberen Mantel unterscheiden sich nicht grundsätzlich von denen klassischer und mo­
derner Autorens HASKELL (1935) fand aus dem nacheiszeitlichen Aufstieg Pennoskandias 
für einen darunterliegenden viskosen Halbraum 3 • 1021 poise� VETTER und !IEISSNER
(1977, Pig. 10) kommen für 150 km Tiefe auf Werte zwischen 10 7 und 1022 poise, je nach­
dem, ob das Gebiet unter Ozean oder konsolidiertem Kontinent liegt .• Schon vor CATHLES 
hatten GOLDREICH und TOOIIRE (1969) versucht, llacDONALDs (1963) hohen Viskositätswert 
filr den unteren Mantel zu widerlegens Sie zeigten, daß nach Subtraktion der Anteile 
der b;ydrostatischen Abplattung der verbleibende nicht-hydrostatische Anteil des Geoids 
deutlich triaxial ist. DICKE (1969) hatte historische Mondfinsternis-Beobachtungen 
durch Abbremsung der Erddrehung infolge Gezeitenreibung erklärt und einen Mittelwert 
von 1022 poise fflr den gesamten Mantel hergeleitet. Weil sich auch in anderen jilngeren
Berechnungen aus dem postglazialen Aufstieg derertige Werte ergeben haben, werden sie 
jetzt in vielen geophysikalischen Modellen (O'OONNELL, 1977; SHARPE und PELTIER, 1979) 
verwendet. 

Was kann die Materialphysik zu dem besprochenen Themenkreis beitragen? In Abb. 4.1 
sind die experimentellen Ergebnisse sehr vieler Autoren von ASHBY und VERRALL (197?) 

zusammengefaßt. Da Olivin zumindest im oberen Mantel vorherrschen dürfte, wurde er als 
Beispiel genommen. Nahe der Oberfläche (bis in etwa 20 km Tiefe) reagiert das Gestein 
auf Scherspannungen durch Schieferung, auch wenn diese sehr klein sind. Bis in etwa 
100 km Tiefe herrscht plastisches Fließen vor, darunter ist die Schergeschwindigkeit 
einer Potenz n der Scherspannung proportional (Potenzgesetz oder power law). Das 
bleibt so mindestens bis in 400 km Tiefe, wo Olivin in eine Phase von Spinell-Struktur 
ilbergeht. (Es ist klar, daß die spezielle Abb. 4.1 wegen der Phasenübergänge in 400 
und 670 km Tiefe nicht auf den unteren llantel übertragen werden darf.) Wie Abb. 4.1 
zeigt, fließt für sehr kleine Scherspannungen das �terial infolge von Diffusion von 
Löchern im Atomgitter, für größere Scherspannungen dominieren verschiedene Wandermecha­
nismen der Versetzungen und Korngrenzen. Zu ähnlichen Ergebnissen kommt GOETZE (1978). 

Pür Scherspannungen unter 2 kbar findet er ein Potenzgesetz mit n = 3, für über 2 kbar 
ein Dorn-Gesetz. 

Da mit wachsendem hydrostatischem Druck die Neigung zum Idealkristall wächst, d. h. 
die Zahl der Fehlstellen (Versetzungen, Löcher) vermindert wird, weil so eine bessere 
Raumausnutzung gewährleistet ist, ist zu erwarten, daß die (effektive) Viskosität mit 
der Tiefe steigen muß, wenn das 14aterial das gleiche bleibt. Das gilt besonders für den 
ttbergang zu dichteren Gittern (Phasenübergang). Deshalb ist m. E. die Annahme einer 
nahezu konstanten Viskosität über fast den gesamten Mantel (CATHL�S, 1975) unglaubwür­
dig. Gleichgültig ob ein Versetzungskriechmechanismus (dislocation glide, dislocation 
climb, ••• ) oder Nabarro-Herring-Kriechen (d. h. Diffusion von Löchern im Gitter und 
von Atomen auf Nichtgitterplätzen) vorherrscht, wird die Temperatur- und Druckabhängig­
keit durch (J.6) und (3.7) beschrieben (WEERTMAN und WEERTMAN, 1975), wobei sich nur 
die Konstanten unterscheiden. Aus Formel (3.8) geht hervor, daß die Viskosität selbst 
ohne Phaseniibergänge nur dann konstant ist, wenn sich ':t'/'I'm nicht ändert. [Wenn UFPENs
(1952) Schlllelztemperaturverteilung und WANGs (1972) Temperaturverteilung richtig sind, 
könnte die Viskosität innerhalb des unteren Mantels näherungsweise konstant sein (vgl. 
3,3,).] Sieht man einmal davon ab, daß GRIGGS und POST (1973) und POST (1973) erklären, 
den postglazialen Aufstieg mit einem Potenzgesetz mit n = 3,21 richtig erklären zu 
können, während die Mehrheit der Bearbeiter des nacheiszei�lichen Aufstiegs (wie z. B. 
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Die .tlir Olivin unter den Bedingungen des oberen Kantels 
g(iltigen Stoffgesetze nach ASHBY und VERRALL (19??). 
Innerhalb eines von Scherspannungen (shear stress) und 
normiertem"""liyc!rostatischem Druck (pressure/bulk modulus) 
aufgespannten Gebietes gilt das gleiche Stoffgesetz. Die 
dünnen Linien sind Linien gleicher DeforMtionsgeschwin­
digkeit 
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CATHLES) mit n = 1, d. h. mit einer Newton-nflssigkeit, rechnet, so bleibt die Prage 
nach der richtige� Gr6ßenordnung der effektiven Viskosität des unteren Kantels offen. 
Ist der Mantel in bezug auf den nacheiszeitlichen Aufstieg eine Newton-nüssigkeit, so 
käme bei den gängigen Kriechmechanismen am ehesten Nabarro-Herring-Kriechen in Betracht 
(NABARRO, 1948). In der Nähe der Langsamschicht (low-velocity la;yer) des oberen Mantels 
liegt T/r• knapp unter 1, an der Kern-14antel-näche aber in der Gr6ßenordnung ½• Des­
halb würde die Viskosität - im Gegensatz zu CATHLES (19?5) - mit der Tiefe über viele 
Zehnerpotenzen anwachsen (GORDON, 1965). Führt man dagegen ein Potenzgesetz ein, so 
steigt zwar die Viskosität nur um zwei (SAWIS u. a., 19??) oder wenig mehr Zehnerpo­
tenzen, man hat aber - im Gegensatz zu CATHLES (19?5) - keine Newton-nüssigkeit. 
WEERTUAN (19?8) schlägt nun eine vermutlich aussichtsreiche Lösung vor, um aus diesen 
Widersprflchen herauszukommen, Die Deformationen infolge postglazialer Epirogenese lie­
gen zwischen 10-5 und 10-6• Für Kriechversuche an Gesteinen und Konvektion im Mantel
auß man aber viel gr6ßere Deformationen und stationäres (oder quasi-stationäres) Krie-
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chen voraussetzen. Der postglaziale Autstieg sei deshalb als ttbergangskriechen1) 

(transient creep) bedingt durch andere llikromechanismen anzusehen, während Konvektion 
durch ein Potenzgesetz (i�olge verschiedener Versetzungskriechmechanismen, siehe auch 
CARTBR, 19?6) beschrieben werden müsse. Ob das (näherungsweise bei Konvektion reali­

sierte) stationäre Kriechen mit großen Deformationen durch eine Newtonsche Plüssigkeit 
beschrieben werden kann, hängt von der (unbekannten) Korngröße des Mantelgesteins ab. 
GRIGGS und :POST (19?3) und WEERTIIAN (19?8) weisen darauf hin, daß wahrscheinlich �cht­
Newtonsche- Konvektion vorliegt, vorausgesetzt, daß die Spannungsabhängigkeit der Korn­
größe von Dunit nach den Versuchsergebnis sen von POST (19?3) und CAR'l'ER (19?6) für den 
Kantel repräsentativ ist. WEERTll4AN (19?8) schließt, daß die effektive Viskosität für 
die verschiedenen Tiefen des Mantels um 4 bis 6 Größenordnungen variiert, falls für 
den betrachteten quasistationären Prozeß (z. B. Konvektion) ein Potenzgesetz gilt. Istz­
teres hält er (und halten auch wir) für wahrscheinlich, so daß die effektive.Viskosität 
des unteren Mantels erheblich über 1022 poise läge. Konvektionsuntersuchungen mit einem

Potenzgesetz (n = 3) wurden erstmalig von PARMEN'l'IER u. a. (19?6), WALZER (19??) und 
PARMENTIER (19?8) durchgeführt. Für Stromlinien und Isothermen ergaben sich nur geringe

Abweichungen gegenüber dem viskosen Flüssigkeitsmodell. Die Antwort auf Frage (b) ist 
also, daß man eigentlich ein Potenzgesetz als Stoffgesetz ein.f'ühren müßte. Will man 
aber nur das Verhalten der Konvektion in groben Zügen erforschen, so genügt in erster 
Näherung eine Newton-Flüssigkeit. Eine weitere Schwierigkeit bei der Auffindung des 
richtigen Stoffgesetzes besteht darin, daß Laborversuche viel kürzer dauern müssen als 

das Kriechen im Mantel bei isostatischem Aufstieg oder gar bei l'l4antelkonvektion. Die 
Deformationsgeschwindigkeiten im Mantel liegen zwischen 10-16

s-1 und 10-12
s-1, im Isbor

dagegen zwischen 10-8s-1 und 10-3s-1 (SCHUBERT, 1979).

4.2. Geophysikalische Vorbetrachtungen zur Berechnung des Mechanismus der episodischen 
Konvektion im unteren Mantel 

Lehnt man WEERTMANs (1978) Vorschlag, daß für den postglazialen Aufstieg Ubergangs­
kriechen maßgeblich sei, ab und beharrt man für diesen Vorgang auf einer Newtonschen 
Flüssigkeit, so kommt man zu dem (festkörperphysikalisch gesehen unwahrscheinlichen) 
Ergebnis, daß der gesamte Mantel eine konstante Viskosität um 1022 poise hat (CATHLES, 
19?51 PELTIER und ANDREWS, 1976). Infolgedessen bat in jüngster Zeit eine Reihe von 
Autoren dauernde Mantelkonvektion mit Zellen befürwortet, die von der Kern-Mantel-Grenze 
bis zur Oberfläche der ozeanischen Lithosphäre reichen (DAVIES, 197?J O'CONNELL, 1977, 

SCHUBERT, 19791 ELSASSER u. a., 1979). Mit dieser Ansicht unverträglich bleibt die }38-
obachtung, daß Herdmechanismen an Abtauchplatt�n, die nur in geringe bis mittlere Tiefe 
reichen, auf Zug hindeuten (down-dip extension mechanisms), während solche, die 600 bis 

700 km Tiefe erreichen, Kompressionsmechanismen auf der ganzen Länge der Abtauchplatte 
zeigen (ISACKS und YOLNAR, 1971). Istzteres ist nun von den Verfechtern eines Mantels 

mit konstanter Viskosität so gedeutet worden, daß sich dort die Abtauchplatte auflöst, 
die Teile aber noch tiefer sinken. Unverständlich ist dann nur, weshalb die Seismizi­
tät nach unten hin so scharf abbricht, denn nach dieser Hypothese sollte sich die Platte 
nach unten hin v�rlieren, also nach unten hin sollten die Beben immer seltener und 
schwächer werden. Statt dessen zeigt die Seismizität zwischen 500 und 700 km Tiefe ein 

1) 
Bereits GOE'rZB (1971) hatte erkannt, daß für kleine Deformationen (<10-2) wie sie
bei der Eisentlastung auftreten, tfbergsngskriechen wesentlich ist. 

' , 

.. 
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ausgeprägtes llaximum und verschwindet plötzlich unter ?00 km Tiefe (s. z. B. BILLIRGTON, 
197a1 HANU� und v.ANIK, 19?9). Die Änderung im Charakter des Herdmechanismus scheint nur 
dadurch zu erklären zu sein, daß die Abtauchplatte bis in mittlere Tiefen zusätzlich 
auch durch ihr eigenes Gewicht einsinkt, also gezogen wird, während sie in größeren Tie­

fen auf Widerstand trifft. Dieser Widerstand kann durch Erhöhung der Viskosität (insbe­
sondere an der 6?0-km-Diskontinuität), aber auch durch'den Auftrieb in einem dichteren 
Medium-bei chemischer Schichtung des Mantels gedeutet werden. RICH'l'ER (19?9) hat das 
Problem erneut untersucht. Er kommt u. a. zu dem Schluß, daß die.Tatsache, daß im unte­
ren Ysntel noch nie ein Beben beobachtet wurde, darauf hinweist, daß die Abtauchplatte 
infolge chemischer Schichtung nicht in ihn eindringt. In diese Richtung deutet auch das 
an den Neuen Hebriden zwischen 600 und ?00 km Tiefe etwa waagrecht liegende untere Ende 
der dortigen Abtauchplatte, bzw. die entsprechende Verteilung der Seismizität zeigt, 
daß die Platte offenbar nicht tiefer eindringen konnte (ISACKS und IIOLNAR, 1971). Ver­
suche, die Verlängerungen der Abtauchplatten unter 700 km Tiefe nachzuweisen, beruhen 
auf Untersuchungen an S-Geschwindigkeitsgradienten (JORDAN, 1975), bringen jedoch mehr:­
deutige Ergebnisses seismische Ereignisse gab es nirgends in größerer Tiefe. Auch DAVIES 
(1980a) diskutiert das Problem der Herdmechanismen der Abtauchplatte und erwägt neuer­
dings auch ein Ansteigen der Viskosität mit der Tiefe. Aus geochemischen ttberlegungen, 
bei denen vor allem das Verhältnis 87sr/36sr eine Rolle spielte, schlossen O'NIONS u.a.
(19?9), daB die Lithosphäre durch Differentiation von etwa der Hälfte des Kantels ent­
standen sei. Pilr Basalte an mittelozeanischen Riicken wurde ein mittleres Verhältnis 
87sr/36sr von 0,7028 bis 0,7030 gefunden. Nähme der ganze Mantel am Stoffaustausch mit
der kontinentalen Lithosphäre teil, so ergäbe sich 0,?04?. Den richtigen Wert bekommt 
man, wenn nur etwa die Hälfte des Mantels in die Schweresonderung einbezogen war. Auch 
JACOBSEN und WASSERBURG (1979) konstruierten einfache Transportmodelle zur Entstehung 
der Kruste aus dem Mantel. Berechnungen zur Massenbilanz ergaben, daß die Kontinente 
durch Differentiation von etwa 30 � des Mantels entstanden sein müssen. Auch diese-Un­
tersuchungen deuten also darauf hin, daß es im Mantel verschiedene Stockwerke der Kon­
vektion, nämlich eines fUr len unteren, und zumindest eines für den oberen Kantel geben 
muß. McKENZIE und JARVIS (1980) fanden auf thermodynamischem Wege, daß die Größenord­
nung des Spannungsabfalls in Erdbeben am besten mit einer (z. z.) auf den oberen Mantel 
beschränkten Konvektionsschicht zu vereinbaren ist. JEANLOZ und RICHTER (1979) schließen 
aus seismischen Daten und einer Berechnung der Temperatur als Funktion der Tiefe, daß 
die Schicht D" ilber der Kern-Mantel-Grenze sich chemisch vom restlichen unteren ltiantel 
unterscheidet oder unterer und oberer �antel chemisch_unterschiedlich sind, wobei (z. Z.) 
im unteren Mantel keine Konvektion herrschen würde. Aus der obigen Diskussion folgt, daß 
wohl (auch) das zweite zutrifft. 

Auf der Grundlage der vorangestellten Erörterungen wollen wir jetzt ein Modell tllr 
die episodische Konvektion im unteren Mantel berechnen, welche� in der Idee mit.dem von 
WALZER (19?4a) verwandt ist. Das Modell hängt nicht sehr stark von den speziellen Stoff­
konstanten ab, die natürlich z. T. unsicher sind. Wir wollen annehmen, daß der untere 
Yantel eine etwas.größere Nulldruckdichte hat als der obere und daß er an radioaktiven 
Quellen infolge Differentiation verarmt ist. Wenn sich auch die Differentiation der Kon­
tinente in den Tiefen, die dem heutigen oberen Mantel entsprechen, vollzogen haben muß, 
(SAPRONOV, 19691 RINGWOOD, 19?5), weil dort die Temperaturkurve am nächsten an der 
Schmelzpunktkurve war (und ist), so würde die so entstandene erdweite Instabilität doch 
dazu tllhren, da� das (bei gleichen p-T-Bedingungen) spezifisch schwerere Ditterentiat 

.. 
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nach unten sinkt und dort den unteren 14antel bildet (s. z.B. VITJAZEV, 1980). Es ist 
tiir das Weitere gleichg(lltig, ob diese Vermutung über �e Entstehung des unteren Mantels 
stimmt. Wir nehmen jeden.falls mit STACEY (1969), s. 256, an, daß der untere Mantel z.Z. 
eine niedrige spezifische Wärme'leistung von o, 27 erg/g•a hat. Die spezifische Wärmelei­
stung des oberen 14antels muß dann größer sein, damit der an der Erdoberfläche gemessene 
Wärmestrom herauskommt. Daraus folgt übrigens auch, daß der obere Mantel dauernd kon­
vektiv strömt. Um nun von den speziellen Zahlenannahmen etwas unabhängiger zu werden, 
wollen wir drei konkurrierende Modelle für den unteren Mantel benutzen, In �odell 1 
nehmen wir an, daß die Wärmeleistungsdichte Q• zeitlich konstant ist� in den anderen 
zwei Modellen klingt sie nach dem radioaktiven Zerfallsgesetz exponentiell ab: 

(4.1) Q• = Q� exp(-t•/t�) , 

wobei t• die Zeit ist. Die Zeitkonstante ändert sich j e  nach der angenommenen Mischung 
der radioaktiven Elemente. J.Pür chondritische Zusammensetzung gilt nach McKENZIE und 
WEIBS (1975) t� = 2219 Ma, für eine Zusammensetzung nach WASSERBURG u. a. (1964) 
t� = 3248 1118.. Das soll auch für unser Modell 2 bzw. 3 gelten. Q� bestimmen wir für Mo­
dell 2 und 3 so, daß 4,5 Ga nach Entstehung der Erde die spezifische Wärmeleistung auf 
0,27 erg/g-a gesunken ist. Es gilt also 

:ror Modell 1 Q• = 4,2864 • 10-8 erg/cm3 ,a und t• ... oo, 
0 0 

fflr Modell 2 Q• = 3,2569 • 10-7 erg/cm3.s und t• = 2219 Ma 
0 0 

für Modell 3 Q• = 1 , 71 31 • 1 o-? erg/cm3 . s und t • = 3248 Ma 
0 0 

Bei der Umrechnung wurde eine mittlere Dichte des unteren Mantels von e
k 

= 5,01 g/cm3 

benutzt, die nach DZIEWONSKI u. a. (19?5) berechnet wurde. Nach derselben Arbeit nehmen 
wir die Oberfläche des unteren 14antels in 670 km, die Unterfläche in 2885,3 km Tiefe an. 
Der Wärmestrom durch die UnterflHche sei vernachlässigbar klein. Das ist aber keine we­
sentliche Voraussetzung des Modells. Der Wärmestrom durch die Oberfläche des unteren 
Mantels soll pauschal durch die Nusselt-Zahl N der dauernd im oberen Mantel stattfin­
denden Konvektion ausgedrückt werden. Wesentlich ist die exponentielle Abhängigkeit der 
Viskosität von der Temperatur, die sowohl im oberen als auch im unteren Mantel gilt. 
Die Temperatur T2 an der Erdoberfläche sei bei 300 K fixiert, die Temperaturen T1
und T� an Ober- und Unterfläche des unteren Mantels sind lPunktionen der Zeit t•. 

Jetzt folgt eine Zwischenüberlegung, deren Ziel darin besteht, die Wärmestromdichte 
x; an der Oberfläche des unteren lllantels als P'unlction von T1 und T2 auszudrücken.
lllr die Konvektion im oberen Mantel nehmen wir 

(4.2) N = c R1 /3 

an, wobei R die Rayleigh-Zahl 

(4.3) 
g « .1T• hf R : k 11 

ist. Nach TURNER (19?3) ist (4.2) gültig, weil es die einzige Porm der Gleichung ist, 
die nicht von der Schichtdicke � abhängt. Die Konstante c kann noch von den Rand­
bedillg"'Ungen abhängen. Die Nusselt-Zahl N ist bekanntlich das Verhältnis von Gesamt­

Wärmefluß zu rein diffusivem Wärmefluß. lllr R � R muß also N = 1 sein wobei R 
C ' C 

die kritische Rayleigh-Zahl ist. Bezieht man die ozeanische Lithosphäre in den Kreis-
lauf der Obermantel-Konvektion ein, so können wir dabei mit einer spannungsfreien Ober-

• 
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fläche und einer festen unteren Grenzfläche rechnen. Nach CHANDRASEKRAR (1961), S. 42, 
lautet die kritische Rayleigh-Zahl für den festfreien P'sll (rigid-free case) R

0 
= 

= 1100,65. Daraus und aus (4.2) erhält man c = 0,096 861 6. fieser theoretische Wert
für c liegt nahe bei dem von KRAICHNAN (1962), der N = c R /3 mit c = 0,089 für 
hohe Prandtl-Zahlen erhielt. TURCOTTE und OXBURGH (1969) und TURCOTTE u. a. (1973) be­
nutzen für die Viskosität des Mantels folgende Näherungs 

(4.4) 11 = 2,76 • 103T•exp[(5,222 • 104 + 1,087 , 10-7p•),1T•]

wobei T• in K, p• in eyn/cm2 angegeben ist. Wir vereinfachen die Formel für den 
11oberen Mantel dahingehend, daß wir p• durch den mittleren Druck P:v = 1,113.10 

dyn/cm2 und T* in der Exponentialfunktion durch die zeitlich variable mittlere Tem­
peratur T:v = (T1 + T2)/2 ersetzen. Der Faktor T• in (4.4) und AT• in (4.3) sol­
len sich etwa kompensieren, so daß wir für den oberen Mantel die Näherung 

(4.5) R = Rk exp(-k4/2T:v)

benutzen, wobei k
4 

= 2 , 6,432 • 104 K und � = 5,0351 , 1020• 

Bit wurde so bestimmt, daß nach TOZER (1967) R = 106 jetzt im oberen Mantel gilt. 
licKENZIE und WEISS (1975) nehmen R = 105 bis 106 für den oberen Mantel an, aber für 
unsere Bestimmung der Nusselt-Zahl kommt es nur auf eine ttberschlagsrechnung an. Für 
den oberen Mantel wurde bei dieser Umrechnung eine Temperatur von 1900 K in 335 km Tie­
fe angenommen. Die rein diffusive Wärmestromdichte an der Grenze vom unteren zum oberen 
Mantel ist -KdT•/d.xj, wobei x die ·wärmeleitfähigkeit, xj die nach oben gerichtete 
Ortskoordinate ist. Die Temperaturleitfähigkeit k ist k = x/ecp. Nach KcKENZIE und
WEISS (1975) benutzen wir 

k = 8 .  10-3 cm2/s für die Temperaturleitfähigkeit, 

a = 2 . 10-5 K-1 für den thermischen Ausdehnungskoeffizienten, 

c = 1,2 , 107 erg/g,K für die spezifische Wärme bei konstantem Druck. p 
Die gesamte Wärmestromdichte an der Oberfläche des unteren Mantels kann also durch 

(4.6) 
T,j - T2 x; = ke cp h.i N

ausgedrückt werden, wobei � die Dicke des oberen Mantels ist. Daraus und aus (4.2) 
und (4. 5) folgt 

(4, 7) 

4.3. Die Berechnung der episodischen Konvektion im unteren Erdmantel 

Wir nehmen an und wissen aus der Beobachtung der Bewegung der Lithosphärenplatten, 
daß im oberen Mantel dauernd Konvektion herrscht. Der Wärmestrom an der Oberfläche des 
unteren Mantels wird deshalb pauschal durch (4.7) beschrieben. Die geringe Wärmeproduk­
tionsdichte des unteren Mantels reicht nicht aus, um dort Konvektion dauernd zu betrei­
ben. Weil aber gleichzeitig die Gitter- und Strahlungsleitfähigkeit zu·gering sind, um 
die Wärme von dort abzuführen (PITT und TOZER, 1970), steigt die Temperatur langsam im 
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unteren Mantel. Wegen der besprochenen Temperaturabhängigkeit der Viskosität s�nkt die­
se und die Rayleigh-Zahl steigt, bis die kritische Rayleigh-Zahl auch im unteren Mantel 
überschritten wird. Es kommt zu Konvektion im unteren Mantel, die die Konvektion im obe­
ren Kantel und die magmatische und orogenetische Akt-ivität in der kontinentalen:Litho­
sphäre verstärkt und auch Einfluß auf das Erdmagnetfeld bat. Diese Behauptungen werden 
unten bewiesen. Dieser Mechanismus wurde mit einem anderen Rechenverfahren von WALZER 
(19?4a) vorgeschlagen und auch von JONES (19??) aufgegriffen. JONES schlug allerdings 
eine andere Ursache für die episodische Kpnvektion im unteren üntel vors Er nahm eine 
Dichteinstabilität in der Schicht D" an, die so lange wüchse, bis der Umschwung er­
folgt. Die Untermantel-Konvektion nach dem von WALZER vorgeschlagenen Mechanismus muß 
deshalb bald wieder ersterben, weil durch die Wärmeabfuhr die Temperatur sinkt und da­
mit die Rayleigh-Zahl wieder unter die kritische fällt, d. h. die Energiequelle reicht 
nicht aus, den Motor dauernd zu treiben. 

Streng genommen müßte für den unteren Mantel folgendes Gleichungssystem gelöst wer­
den (vgl. WALZER, 19?3c) 

(4.8) 

(4,9) 

(4.10) 

= 

Mit • sind hier die dimenaionsbehafteten Größen bezeichnet, die später durch dimensions­
lose Größen ersetzt werden, wobei der Stern entfällt. Außer den bereits eingeführten 
Größen gilts e = Dichte, �• = vk = Geschwindigkeitsvektor, r• = xk = Ortsvektor, t =

.aach oben gerichteter Einheitsvektor, g = Betrag der Schwerebeschleunigung; �• k2, ek,
Tk sind Konstanten, h

0 
1st die D�cke des unteren Mantels. Die bezüglich der Wärmefluß­

dichten schon festgelegten Randbedingungen sind durch 

(4.12) = 0 für = 0 und = 

zu ergänzen, weil man beim unteren Mantel wegen seiner im Vergleich zum oberen Mantel und 
zum äußeren Kern hohen Viskosität von quasi spannungsfreien Grenzflächen ausgehen kann 
(vgl. CHANDRASEKHAR, 1961, s. 22). Die nach oben gerichtete Komponente x3 des Ortsvek­
tors wird in ihrer dimensionslosen Form mit z bezeichnet1 der Nullpunkt liege in der 
Kern-Mantel-Grenze. 

Wir führen jetzt dimensionslose Variablen ein.

(4.13) = = 

= 

T 
g « h� ek

g « Q•(t•,x))h� 

k2�cp

= 

= Q(t) 1 

k T (p•)jT• av• av• 
• • a { • 2 m ( i k)} 

- egf - V p + ~ ax• T e ~ + ax• 
k k 1 

v• . t>• = o , 
aT• 2 
d'fT + t,• • v•T· = ItV· T· + Q•(t•, X3)/ekcp, 

(4 .11) ' e = ek[1 - cr(T· - Tk)] • 

h2 ~-t • t 0 t'. t'b0 1 ,. 
k 

p• kk., 
D• D k = P T r ~ ho 
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Wir wollen jetzt jeweils den statischen l!'all bis zum Beginn des Umschwungs, d. h. der 
Konvektionsepisode, betrachten. Aus (4.1 0) ergibt sich dann in dimensionslosen Variablen

folgende partielle Differentialgleichung 

2 

� - � = Q(t,z) 
az 

(4.14) 

Q(t,z) ist eine gegebene Funktion. 

Nach Modell 1 gilt 
nach Modell 2 gilt 
nach Modell 3 gilt 

Q = 6,445 96 

Q
0 

= 4,897 8 
Q

0 
= 2,576 2 

• 1 011 

. 101 2 

• 101 2 

wobei für die letzten zwei Modelle (4,1) mit (4.13) zu beachten ist. (Es ist klar, daß 
man nach dem hier angegebenen Schema bedeutend kompliziertere Modelle, d. h. Wärmequell­
verteilungen, zum Ausgangspunkt nehmen könnte.) t = 0 bezeichnet den Zeitpunkt; an dem 
die Entwicklung begann. Er wird im Modell der Entstehung der Erde gleichgesetzt. t0 be­
zeichnet den Einsatz der a-ten Konvektionsepisode, Zunächst wird der Verlauf der Tempe­
ratur T(z, t) im Intervall O < z < 1 für das erste konvektionslose Intervall 
o < t � t

1 berechnet. Das Ende des Intervalls t
1 

(bzw. allgemein t
a
) wird durch die

ttberschreitung der kritischen Rayleighzahl im unteren Mantel, d. h. durch die Entwick­
lung des Temperaturverlaufs während der Rechnung Qestimmt, wie unten noch näher ausge­
führt wird. Bei der Berechnung müssen file Anfangsbedingungen 

(4.15) T(z,0) = 0

und die Randbedingungen 

(4.16) aT��,t) = 
9' 

in 

in

(4.17) aT��·t) = X
a

[T(1,t)] 

0 < z < 1 

in 

erfüllt sein. In den Rechnungen wurde "= 0 gesetzt,"= const + 0 kann aber später 
mühelos benutzt werden, falls man die Einflüsse eines Wärmestromes aus dem Kern unter­
suchen will. Die Randbedingung (4.17) ist nichtlinear, denn aus (4.7) folgt 

(4.18) X
a 

= �[T2 - T�a) - T(1 ,t)] • {exp(-kaf(T
2 

+ T�a) 
+ T(1,t))]}1 /3 ,

Die Konstanten betragen k7 = 2,547 7371.1 06 und k8 = 1 ,8959.1013, wobei die letzten
Stellen natürlich physikalisch keinen Sinn mehr haben, aber der mathemtischen System­
genauigkeit halber·berücksichtigt wurden, T�a) ist eine dimensionslose Temperatur, die
für jedes ·a > 1 , d. h. für jedes konvektionslose Intervall nach der ersten Konvektions­
episode, nach den Ergebnissen der vorhergehenden Vorgänge neu berechnet wird, während
T�1) als konstante Anfangstemperatur vorgegeben wird, 

Des Gleichungssystem (4.14) bis (4.18) kann durch (4�1 8) bis (4.21) ersetzt werden, 
wobei die letzte Gleichung eine nichtlineare Hammerstein-Integralgleichung ist, die die 
numerische Berechnung erleichtert, 

(4.19) T(z,t) = i} G(z,t,t - T)Q(T,t)dtdT 
0 0 

- 9' i K(z,t - T)dT + i K(1 - z,t - T)X
a

(T
1

(T))dT;
0 0 

0 < t < t1 , 

0 < t < t1 
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(4.20) 

(4.21) 

Dabei ist 

= i} K(,,t - T)Q(T,,)d,dT -
0 0 

- 'J K(O,t - T)dT + J K(1 ,t - T)Xa(T
1

(T))dT
O 0 

: J } K(1 - ,, t - T)Q(T '"d'dT -
0 0 

- � j K(1,t - T)dT + J K(O,t - T)Xa(T
1

(T))dT • 
0 0 

(4.22) T
0
(t) E T(O,t) und 

G be.zeichnet die Greensche Funktion 

(4.23) G = G(z,,,t) = �o(Z 2 ,, L) + 1'(�, L)] ' 

wobei 1' die Jacobische Thetafunktion 

(4.24) 1'(s,L) = 

00 2 
1 + 2 E Ln cos 2nns 

in O � s � 1 und O � L < 1 bedeutet. 

(4.25) L = L(t) 2 = exp(-n t) • 

Der Kern 1st durch 

(4.26) K(z,t) = O(s,L) 

festgelegt, wobei s = z/2. Interessante Aust'ilhrungen über nichtlineare Steuerprozesse 
findet man bei v. WOLFERSDOR1!' (1975). Unser Hauptproblem besteht nun darin, (4.21) zu 
16sen. Ist erst T1(t) gefunden , kann T(z,t) und T

0
(t) mit (4.19) und (4.20) be­

stimmt werden. T1, T und T
0 

wurden t'ilr äquidistante Schritte dt b�rechnet. Nach 
jedem Schritt bestimmte man die Rayleigh-Zahl R, in der die Temperaturabhängigkeit der 
Viskosität des unteren Kantele berücksichtigt wurdes 

wobei ß = ldT/dz 1. Querstriche bedeuten Mittelung über das Intervall O � z � 1, d. h. 
über den gesamten unteren Kantel. k,5 bestimmt man nach Abschnitt 4.2. und der Schmelz­
temperaturkurve T; von STACEY (1977). Für einen Radius von 4600 km (also etwa in der 
llitte unserer Schicht) gelte jetzt T; = 2776 K, 7J = 3,1026 poise und k,5(0,5) =

= -3,5441.1012 • Pür jeden Schritt wird geprüft, ob 

(4.28) R � R -
C 

erreicht ist, d. h. ob die Konvektion bereits begonnen hat. Dabei wurde Re= 657,5 
benutzt, weil die Grenzen des unteren Kantels sowohl 1 oben als auch unten (fast) span­
nungsfrei sind. Dann soll ein thermischer Ausgleich durch Konvektion stattfinden. Die 
Starttemperatur des nächsten konvektionsfreien Intervalls wird durch 

40 
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(4.29) 

berechnet, d. h. es wird der W.ttelwert gebildet. Von Intervall zu Intervall erhöht sich 
der Index a um eins. 

4.4. Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Beobachtungsdaten. Diskussion 

Tab. 4,1 zeigt die wichtigsten numerisch berechneten Parameter der drei Modelle na?h 
WALZER und MAAZ (1981 ). Wir fragen uns nun, ob diese theoretisch gewonnenen Ergebnisse 

Tab. 4.1 Wichtigste Computer-Ergebnisse der drei Modelle nach WALZER und KAAZ (1981) 

5 4 3 2 

1940,885 1932,095 1920,338 1902,670 

4502, 174 4109,274 3585, 310 2802,250 

392,900 523,964 783,060 1035,186 

1945,026 1936, 561 1922,992 

4449,622 4108,232 3652,610 

341,390 455,622 758,493 

1942,646 1933,917 1920,408 

4496,241 4128,443 3633,377 

367,797 495,067 813,410 

1 a

1879,279 T,j (t
0
)/l 

176?,065 t� 

1?6?,065 <t;-t;_1 )/.Ya 

1893,068 T1(t
0

)/l
2894,117 t;/?fa 

2894, 11? <t;-t;_1 )/Ma 

1893,153 T,j(ta)/K 

2819,967 t;,/li!l 
2819,967 (t�-t;_1 )/lla

T(1)•jl Modell u 

1841 1 

1618 2 

1725 3 

an Beobachtungswerten verifiziert werden können. GASTIL (1960) fand, daß die zahlrei­
chen radioaktiven Altersbestimmungen, die hauptsächlich an Graniten ausgeführt wurden, 
keinesfalls gleichmäßig oder nur geringfügig gestreut über der Zeitachse verteilt sind. 
Es zeigen sich vielmehr ausgeprägte ll4ax1ma in unregelmäßigen Abständen_(s. Abb. 4.2). 
Dieses Auf- und Abschwellen des Magmatismus ist bedeutend langsamer als das episodische, 
welches als synorogener �agmatismus mit den umstrittenen Stilleschen Gebirgsbildungs­
phasen verbunden ist. Der Disput der Geologen um dieses bedeutend kurzzeitigere Phäno­
men berührt die Gastil-Kurve nicht. Diese erweist sich - übrigens auch unter Einbe­
ziehung neuerer Altersbestimmungen (s. KÖLBEL, 19?1) - als unabhängig vom untersuchten 
Kontinent. Diese Kurve ist also nicht durch lokale Vorgänge (etwa in der Lithosphäre) 
erklärbar, vielmehr muß es sich um ein globales Phänomen handeln. Es liegt nahe anzuneh­
men, daß die Kurve auch dao Stiigen und Fallen des in den Weltraum ausgestrehlten mitt­
leren Wärmestromes beschreibt. Das aber ist die entscheidende Größe der thermischen und 
t�ktonischen Geschichte der Erde. Aus diesen Gründen muß der zugrunde liegende Mechanis­
mus große Teile der Erde erfassen und auch energetisch gesehen ersten Ranges sein, Da 
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der untere Kantel der Teil der Erde mit der gr6ßten Masse ist und außerdem wegen nach 
unten ansteigenderViskosität nicht immer konvektiv fließen dürfte (vgl. 4.1 .), liegt 
es nahe, dort einen Rückkopplungsmechanismus zu suchen, der das beobachtete langsame

Steigen und Fallen der globalen magmatischen Tätigkeit erklärt. Im Gegensatz zu anderen

vorgeschlagenen Mechanismen zeigt der in 4.3. beschriebene und theoretisch und numerisch 
berechnete Mechanismus zum ersten Male quantitative tfbereinstimmung mit den wichtigsten 
Maxima der Gastil-Kurve. In Abb. 4.2 bis 4.4 werden die Konvektionsepisoden (Umschwün­
ge) nach den Modellen 1 bis 3 mit der Gastil-Kurve bzw. mit den Eiszeiten verglichen. 
Modell 1 hat einen unrealistischen Zuga Die Wärmeproduktionsdichte ist bei ihm konstant. 
Deshalb verwundert es nicht, daß dem ersten Umschwung kein Maximum in der Granithäufig­
keit entspricht. Realistischer ist sc.hon Modell 2, dort scheinen aber die angenommenen 
Zahlen noch zu weit von der Wahrheit entfernt zu sein (s. Abb. 4.3). Am besten ist Mo-
deli 3. Hier (s. Abb. 4.4) entspricht jedem der 4 höchsten Jlaxima in der Granithäufig­
keitslrurve genau einer Konvektionsepisode des unteren Kantels und diese liegt auch zeit­
lich genau an der richtigen Stelle. Dieses Ergebnis ist umso beachtenswerter,als die Ab­
stände zwischen den Umschwüngen nicht gleich sind. Die kleineren Maxima deuten auf einen 
Zusatzmechanismus mit geringerem Energieumsatz hin. Dieser Erfolg gibt dem Verfasser die 
Hoffnung, daß mit Modell 3 ein wesentlicher Zug der Entwicklung der Erde aufgedeckt 
wurde. 

Die Abstände der Maxima der Gastil-Kurve liegen bei einigen 100 Ma, die Abstände der 
Stilleschen Gebirgsbildungsphasen sollen bei 15 bis 25 Ma, ihre Dauer zwischen 0,2 und 
0,5 Ma liegen (von GAERTNER, 1969). Man darf die beiden Phänomene also nicht verwechseln. 
Unabhängig von dem Streit um die Episodizität der Orogenese stimmen die Geologen beute 
darin überein, daß die alpinotype (oder echte) Orogenese gekennzeichnet ist a) durch 
Verkürzung der Kruste in länglichen, oft gebogenen Gebieten, wobei Faltung, Schieferung, 
Schuppung, oft auch Deckenbildung auftritt und b) durch Intrusion saurer Gesteine sowie 
Regionalmetamorphose (STILLE, 1 924, 1940; SCHMIDT-THOW, 1 9?2; SCHWAN, 1 9?4; u. v. a.). 
Die Akzente werden dabei je nach geologischer Felderfahrung etwas verschieden gesetzta 
GILLULY (19?3) betont, daß zwar Orogenese (= strukturbildende Tektogenese), die oro­
graphische Heraushebung des Gebirges und Magmatismus gewöhnlich miteinander verbunden 
seien, zählt dann aber eine ganze Reihe von Beispielen auf, wo die drei Erscheinungen 
einzeln zu beobachten sind. STRECKEISEN (19?0) betont die innige und untrennbare Ver­
knüpfung von Orogenese, Metamorphose und Magmatismus. Aus der Summe dieser Erfahrungen 
darf man wohl schließen, daß auch dort, wo wegen hoben geologischen Alters keine Dis­
kordanzen nachweisbar sind, einem Maximum in der Häufigkeit der Granitalter (Gastil­
Kurve) einem Höhepunkt orogenetischer Aktivität entspricht, wobei hier nicht die ein­
zelne relativ kurze, orogenetische Phase gemeint ist. Einen Versuch, präkambrische Oro­
genesen mit der Gastil-Kurve zu korrelieren, unternahm NAIRN (19?5). 

Ob es bedeutende instationäre Anteile der Konvektion im Mantel gibt, die viel schnel­
ler schwanken als die langsamen, aus dem unteren Mantel stammenden (s. Abb. 4.4) und 
die sich dieser Grundschwankung überlagern, ist nicht klar. Bekanntlich wurde die Vor­
stellung von Strömungen unter der Kruste zuerst entwickelt, um den Schuppen- und Decken­
bau der Alpen zu erklären (AIIPP'ERER, 1906). Die große Fläche, die die überschobenen Se­
dimentpakete in ungestörter Lagerung, also vor der Orogenese eingenommen haben, steht 
in krassem Gegensatz zu der kleinen des kristallinen Grundgebirges. Uit den Ausdrücken 
der modernen Tiefenaeismik gesprochen, Falls man die Mohorovi�i6-Fläcbe als Stoffgrenze 

f 
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Abb. 4.3 Vergleich der globalen Häufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL 
(1960) mit den Konvektionsepisoden von Modell 2 nach WALZER und MAAZ�981) 
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Abb. 4.2 Vergleich der globalen Häufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL 
(1960) mit den Konvektionsepisoden von Modell 1 nach WALZER und MAAZ (1981) 
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Abb. 4.4 Vergleich der globalen Häufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL 
(1960), der Eiszeiten nach BRINDIANN (1977) und der Konvektionsepisoden von 
Modell 3 nach WALZER und IIAAZ (1981). Dieses Modell ist wahrscheinlich das 
beste, auch hinsichtlich der Annahmen über die Wärmequellverteilung 
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deutet, milßte sich unter den Alpen eine viel tiefere Gebirgswurzel zeigen. AMPFBRBR und 
HAJBIER (1911) hatten das schon auf rein geologischem Wege erkannt, deuteten es durch 
Unterströmung oder Absaugung von unten und sahen ein schmales Gebiet in den Zentralalpen 
als Verschluclrungszone (subduction zone) an •. Aber erst als die zur Plattentektonik wei­

terentwickelte Kontinentalverschiebungstheorie endgültig zum Durchbruch kam, wurde die 
Idee der Konvektionsströmungen im Mantel ernsthaft ausgebaut, weil flie sich am geeignet­
sten erwies, die beobachtete Kinematik der Platten zu erklären. Ob die im Vergleich zu 
Kontinenten kleinräumigen Orogene direkt etwas mit Konvektionszellen zu tun haben oder 
nur indirekt durch die konvektionsgetriebenen Platten entstehen, ist auch heute noch 
nicht ganz klar. (Man muß sich vergegenwärtigen, daß z. B. die Kette der Anden aus ver­
schiedenen kleineren Orogenen. zusammengesetzt ist.) Die Strukturbildung innerhalb eines 
alpinotypen Faltengebirgskörpers schreitet von der Mittellinie nach dem Vorland. fort. 
Es ist nicht möglich, das durch reine Plattenrammung zu erklären, weil in diesem Palle 
der zeitliche Verlauf genau umgekehrt sein müßte. Die Platte muß auf jeden Pall nach 
unten abtauchen, wenn man die Ursache der Orogenese in Plattenbewegungen sieht (DEWEY 
und BIRD, 19?01 u. a.). Auch die Erklärung der Mechanik einer einzelnen Orogenese durch 
Plattensubduktion muß noch genauer untersucht werden. So ist keines der bis jetzt vor­
geschlagenen Modelle in der Lage, die Zerrungstektonik im Vorland (back arc region) des 
Orogene zwanglos zu erklären (NAKAWRA und UYEDA, 1980). Der zeitliche Verlauf der Oro­
genese wird auch heute noch von den Geologen unterschiedlich gedeutet, so daß noch nicht 
einmal die Kinematik dieses wichtigen Vorganges ganz klar ist: Einhelligkeit herrscht 
bezüglich der Ansicht, daß echte Orogenese mit Paltenbildung, Granitintrusionen und Re­
gionalmetamorphose in einem beliebigen Gebiet der kontinentalen Lithosphäre nur selten 
und in kurzen Zeitspannen auftritt. Während dj,e einen jedoch meinen, daß dieser Vorgang 
iDIJl'Jer irgendwo auf der Erde geschieht, meinen die anderen, daß er nur an bestimmte kur­
ze Zeitspannen gebunden stattfinden kann, zwischen denen längere anorogene Zeiten lie­
gen. Natürlich sind auch vermittelnde Standpunkte denkbar, etwa in dem Sinne, daß der 
Vorgang zwar dauernd irgendwo stattfindet, aber zu bestimmten Zeiten an voneinander weit 
entfernt gelegenen Gebieten gleichzeitig verstärkt wird. Die Klärung dieser geologischen 
Frage ist für die Dynamik der Erde von größter Wichtigkeit, steht aber zur Zeit noch aus. 
Erschwert wird die Diskussion mitunter offenbar dadurch, daß Palten auch auf nicht-oroge­
netischem Wege (Gleiten von Sedimenten infolge der eigenen Schwere, Salztektonik) ent­
stehen. Bezüglich der Erörterung der angeschnittenen Frage sei auf den Dialog zwischen 
STILLE (1.950) und GILLULY {1950) sowie auf den Vortrag von SCHÖNENBERG (1969) und die 
folgenden Diskussionsbemerkungen·hingewiesen. Auch hinsichtlich der Verknilpfung der ört­
lich auf jeden Fall episodischen Orogenese mit dem ocean spreading findet man radikal 
unterschiedliche Ansichten: Nach GILLULY (1973) gibt es seit Ende des Paläozoikums in 
der nordamerikanischen Cord.illere keine 5 14a ohne sauren llagmatismus. In dieser Zeit­
spanne sieht er in diesem Gebiet nur lokale Episodizität der Platznahme von sauren Plu­
tonen bzw. der Orogenese überhaupt. Somit wären diese Vorgänge bestens verträglich mit 
einer Trift der Platten bzw. des nordamerikanischen Kontinents als Teil einer Platte, 
die mit im wesentlichen konstanter Geschwindigkeit (e. z. B. VINE, 1968) erfolgt. �ach 
GILLULY steht deshalb die Kinematik der Plattentektonik völlig im Widerspruch zu STILLES 
kurzen, erdweit gleichzeitigen orogenetischen Phasen, die durch längere 7.eiten orogene­
tischer Ruhe voneinander getrennt sind. 

GRASTY und WILSON (1967) und SCHWAN (1974) dageg!!n sehen Verbindungen zwischen gewis­
sen Llarlllll der Geschwindigkeit des ocean spreading im Nordatlantik einerseits und ver­
schiedenen Gebirgsbildungephasens 140 bis 135 11a nevadische Orogenese,?? III subherzy-
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nische Orogenese, 60 11a laremische Orogenese, 40 11a p;yrenäische Orogenese, 18 bis 10 11a 
jungtertilre Orogenesen. SCHWAN vermutet als Ursache dieser Koinzidenzen "episodische, 
termingebundene Intensit!itsanstiege der endogenen Kräfte". Diese tiir dieselbe Z�itspan­
ne (Meso- und Q.nozoikum) unterschiedlichen Schlußfolgerungen bedürfen einer Klärung, 
berühren aber das in deF Gastil-Kurve dargestellte äußerst langsame Anschwellen und Ab­
klingen der magmatischen Aktivität und unsere Theorie nicht. 

/ 

Abschließend soll einiges zur Entwicklung von Ideen gesagt werden, die mit der in 4. 
durchgeführten verwandt sind. Daß die Zyklizität (besserr Episodizität) der Orogenese 
mit der Radioaktivität der Erde zusammenhängt, hat wohl zuerst JOLY (1930) vorgeschla­
gen, wobei er den Gehalt an radioaktiven Elementen stark überschätzte. Eine periodische 
Aufschmelzung des oberen Kantels nahmen TIKHONOV u. a. (19?0) an. Die Idee, die Kurve 
der magnetischen Aktivität von GASTIL (1960) bzw. von KÖLBEL (1971) durch episodische 
Festkörperkonvektion (ohne Aufschmelzung) im unteren Mantel zu erklären, taucht m. W. 
zuerst bei WALZER (1974a) auf. Auch dort wurde schon angenommen, daß die Gitterleit­
fähigkeit zu gering ist, um die Wärme nach außen zu leiten (s. auch PITT und TOZER, 
19?0). Der Stau der durch radioaktiven Zerfall im unteren Mantel frei werdenden Energie 
führt wegen_ der Temperaturabhängigkeit der Viskosität zu allmählichem Anstieg der Ray­
leigh-Zah� und zur episodischen Abfuhr der Wärme durch Konvektion. Episodisch ist die 
Konvektion deshalb, weil die geringe Wärmeproduktionsdichte des unteren Mantels nicht 
zum dauernden Betrieb ausreicht. Quantitativ konnte die damalige Hypothese erst hier 
bewiesen werden. Auch TOZER (19?4) vermutet eine gewisse Instationarität� Er koJIIJl!t zu 
dem Schluß, daß Konvektion in planetaren Körpern blockartige Rotation mit dünnen Gleit­
flächen am Rande ist und daß die nötige Wärmeabfuhr aus dem Kern dieser Zellen das 
Strömungssystem nicht stationär bleiben läßt. Dieser Gedanke scheint dem Verfasser rea­
listisch zu sein, denn auch aus anderen Gründen als den von TOZER genannten sind Strö­
mungsrollen im Erdmantel wahrscheinlich (siehe WALZER, 19?3a und Abschnitt 9.), und 
außerdem deutet sich hier eine �öglichkeit an, auch kürzere, erdweit gleichzeitige Er­
eignisse wie einzelne Orogenesen zu erklären. Qualitative Uberlegungen zur Instationa­
rität der endogenen Kräfte findet man bei RIOE und FAIRBRIDGE (19?5). Einen anderen Me­
chanismus der instationären Konvektion schlug BUSSE (19?8) vors Eine wärmequellreiche 
Schicht mit geringer Wärmeleitfähigkeit, deren Dicke lateral variiert, überlagere eine 
schwerere, weniger viskose Schicht. Die erste Schicht entspreche der Lithosphäre, die 
zweite der Asthenosphäre. Die Asthenosphäre sei adiabatisch geschichtet. BUSSE zeigte, 
daß dann Stabilität nur bei homogener Verteilung der Lithosphäre m5glich ist. Ist da­
gegen die obere (heizende) Schicht an einer Stelle dicker, so wird die an dieser Stelle 
darunterliegende Asthenosphäre heißer. Dadurch entsteht an dieser Stelle der Astheno­
sphäre ein Aufstrom der die Lithosphäre von dieser Stelle aus seitwärts bewegt und dort 
sammelt, wo bisher die Lithosphäre wenig mächtig war. Unter der so neu entstandenen Ver­
dickung steigt beim nächsten Zyklus die Strömung 1n der Asthenosphäre auf. Der Autor 
möchte zu diesem Vorschlag bemerken, daß er physikalisch d'l.ll'chaus möglich erscheint, 
daß aber eine erdweite Gleichzeitigkeit der Maxima der Gastil-Ku.rve damit sicher nicht 
zu erklären 1st, weil der Vorgang wegen der Krustennähe sicher mehr regional, nicht 
aber global wirken würde. Wärmestrom-Messungen über konsolidiertem Kontinent und die 
Abwesenheit ausgeprägter Minima der Scherwellengeschwindigkeit unter alten Tafeln 
(s. z. B. JORI?AN, 1975) zeigen auch, daß unter dicker kontinentaler und damit wärme­
quellreicher Lithosphäre eher geringere Temperaturen zu beobachten sind als unter ozea­
nischer Lithosphäre 1n der gleichen Tiefe. 
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XONO u. a. (1979) untersuchten mit einer Computer-Simulationsmethode die zeitliche 
Entwicklung der Konvektion in einem zwei-dimensionalen Modell für den oberen Kantel. Da­
bei war die Viskosität als Punktion der Tiefe, d. h. indirekt als Funktion des hydro­
statischen Druckes, fest vorgegeben. Die Viskosität wurde also nicht als Punktion der 
Temperatur eingeführt. Es wurden zwei Modelle untersuchts In einem ist die Oberfläche 
der Asthenosphäre als spannungsfrei behandelt, in dem zweiten ist die laterale Bewe­

gung der Lithosphäre vorgegeben und als Ursache der Str6mungen in der Asthenosphäre 
vorausgesetzt. In allen untersuchten Modellen spalten sich die anfangs flachen Konvek­
tionszellen in rollenartige Zellen auf'. Im Zuge von ttber�egungen zur Entwicklung pla­
netarer Körper kommt übrigens auch TOZER (1974) zu diesem Schlußs "In other words flow 
in the central part of large convective circulations is more accU!'ately represented by 
quasi rigid body rotation tban in laboratory scale fiow." Diese Ergebnisse passen gut 
zu derien unseres Abschnitts 9. Die in 4. gefundene episodische Konvektion konnte sich 
natürlich bei KONO u. a. (1979).nicht ergeben, weil die Viskosität als temperat1lr"1Il8b­
hängig eingeführt worden war. 

4. 5. Der Einfluß der Konvektion im unteren Mantel auf' den Geod.ynamo

Abb. 4.4 zeigt die ttbereinstimmung der vier Hauptmaxima der Granitalter mit den vier
Konvektionsepisoden im unteren Mantel nach Modell 3. Es ist naheliegend zu vermuten, 
daß sich die episodische Untermantel-Konvektion über eine Verstärkung der Strömungen 
im oberen Mantel a-uch auf' Bewegungen der Lithosphäre, z. B. auf die Epirogenese, aus­
wirken miißte. Das bestätigt sich tatsächlich. SLOSS (1964) findet f'ür Nordamerika im 
Phanerozoikum drei sehr große Transgressionen, wobei die erste und die dritte mit den 
zwei phanerozoischen Konvektionsperioden synchron sind. 

Der untere llantel bildet bekanntlich das Gefäß, in welchem sich eine bedeutend weni­
ger viskose Flüssigkeit (� < _109 poise) mit metallis�her Leitf!ihigkeit befindet. Man 
hat heute Grund zu der Annahme, daß das Erdmagnetfeld im wesentlichen durch Strömungen 
im äußeren Kern entsteht. Weil die Lösungen der hydromagnetischen Grundgleichungen stark 
durch die Randbedingungen beeinflußt werden, ist zu erwarten, daß sich eine Konvektions­
episode im unteren lilantel auch im Erdmagnetfeld widerspiegelt. WALZER (1978c) fand auch 
tatsächlich durch Vergleich von Kurven anderer Autoren, daß Minima in der lfäuf'igkeit der 
Umpolung des geomagnetischen Dipols den drei großen nordamerikanischen Transgressionen 
des Phanerozoikums entsprechen. Eine ebenso enge Korrelation ergab sich mit den Sedimen­
ten der Osteuropäischen Tafel (s. Abb. 4.5). Abb. 4.6 zeigt einen Vergleich der Trans­
gressionen in Osteuropa mit dem Anteil der umgekehrten Polarität des erdmagnetischen 
Dipols. 

Abb. 4.5 zeigt klars In Perioden erd.weiter Transgressionen wechselt die magnetische 
Polarität nur selten. Diese Perioden sind auch durch starken Magmatismus und durch er­
höhte orogenetische Aktivität ausgezeichnet. Wie in 4.J. und 4.4. ausgeführt wurde, 
stehen die größten dieser Aktivitätsperioden mit Konvektionsepisoden im unteren Mantel 
im Zusammenhang. Hier soll eine Vermutung (WALZER, 19780) geäußert werden, weshalb sich 
gerade dann die geomagnetische Polarität selten ändert. Wenn der untere Mantel in Ruhe 
ist, dürften die isothermen Plächen in Kern-Mantel-Grenznähe fast kugelsymmetrisch sein. 
Deshalb dürfte das Magnetfeld einen hohen Grad an Symmetrie (z. B. Rotationssymmetrie) 

. . 
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• 
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i rt c ling-Theoreme (Antidynamo-Theoreme nach JACOBS, 19?5,
haben Die verallgeme ne en ow 

I t bilität 
8 1 �/1 :30) zeigen daß Felder, die sich gewissen Symmetrien nähern, zur ns a 

n;i en. In den Unt;rmantel-Konvektionsepisoden und danach aber dürfte das Temperatur­

fel: im unteren Mantel stärker von dep Kugelsymmetrie abweichen, damit müßte auch das

Strömungsgeschwindigkeitsfeld im äußeren Kern weniger symmetrisch und damit das Magnet­

feld stabiler sein. Die Frage des Inversionsmechanismus des Magnetfeldes ist noch weit­

gehend ungeklärt. Vielleicht ist aber dur�h die vorangehenden geophysikalischen Beobach­

tungen eine Lösungsmöglichkeit angedeutet. 

Abb. 4.5 
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Der Vergleich der Kurven zeigt, daß während großer Transgressionen sich die 
Polarität des georuagnetischen Dipols selten änderte (nach WALZER, 1978c). 
Die Abszisse zeigt die geologischen Forimtionen des Phanerozoikums, stellt 
also die Zeitachse dar. Cm= Kambrium, 0 = Ordoviz, S = Silur, D = Devon, 
C = Karbon, P = Perm, T = Trias, J = Jura, Cr= Kreide, Pg = Paläogen, 
N = Neog�n. Die Darstellung der Kurven 1 bis 4 stammt von JACOBS' (1975) 
Fig. 4.10. Die Kurven 1 bis 6 zeigen die Häufigkeit der Umpolungen des geo­
magnetischen Dipols als Funk:t�on der Zeit. Die gepunktete Kurve (1) wurde 
von JACOBS (1975) aus_e+ner Arbeit von McELHINNY (1971) hergeleitet. (2) = 
das magnetische Kiaman-Intel'Val� (3) nach HELSLEY und STEINER (1969), (4) 
nach HEIRTZLER u. a. (1968), (5; entspricht den 2,7 Umpolungen pro Ma im 
Oberen Jura nach VOGT u. a. (1972), (6) den 0,7 Umpolungen pro Main der 
Trias nach HELSLEY (1972). Die Verteilung von Schwarz und Weiß ·im Mittel­
teil der Figur zeigt den Prozentsatz an Gebieten ohne Sedimentation und den 
Prozentsatz an Gebieten mit Sedimenten als Funktion der Zeit für die Nord­
amerikanische Tafel nach SLOSS (1964). Weiß entspricht also Transgressionen. 
D,\r watere Teil der Abbildung atellt die Verteilung der Sedimente auf der 
Osteuropäischen Tafel nach RONOV u. a. (1969) [zitiert nach BELOUSSOV, 1972] 
dar. 1 = Konglomera e, 2 = Sandsteine, 3 = Tone, 4 = kieselhaltige Ablage­
rungen, 5 = Mergel, 6 = Kalkstein und Kreide, 7 = Dolomite, 8 = Gips, 
9 = Salz, 10  = Effusivgesteine und Tuffe. 
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Abb."4.6 Kurve 1 zeigt den prozentualen Anteil des Sedimentationsgebiets an der osteuropäischen 
Tafel als 1.Punktion der Zeit nach RONOV (1961), SHOLPO (1969) und BELOUSSOV (1972). Kur-. 
ve 2 zeigt den Anteil der umgekehrten Polarität des geomagnetischen Dipols in den ver­
schiedenen geol ogischen Formationen des Phanerozoikums nach CREER (1975) und WHYTE 
(1977). Vergleich nach WALZER (1978c) 
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5. ffber die Möglichkeit der thermischen Konvektion im äußeren Erdkern

5.1. Das Dynamo-Problem 

51 

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, daß die Häufigkeit der Umpolungen des geomagne­
tischen Dipolfeldes sehr wahrscheinlich über die instationäre Konvektion im unteren 
1.lantel mit Epi�ogenese, Magmabildung und Orogenese in der kontinentalen Lithosphäre 
thermisch gekoppelt ist. Im folgenden soll ein anderes, aber angrenzendes Problem be­
handelt werden: Ist thermische Konvektion im äußeren Kern überhaupt möglich1? 

Diese Frage, die auf den ersten Blick sehr eini'ach zu sein scheint,erweist sich bei 
näherer Untersuchun� als sehr vielschichtig und schwer zu beantworten. Das Ziel dieses 
Abschnitts besteht darin, etwas über den thermischen Zustand des äußeren Erdkerns aus­
zusagen. Es wird sich dabei ergeben, daß man eine Reihe von Möglichkeiten ausschließen 
l:ann. Man kann aber nicht ein bestimmtes Modell als allein wahrscheinlich oder gar al­
lein möglich herausstellen. Es handelt sich im folgenden also nicht darum, ein favori­
siertes �odell zu erläutern. 

Die Entstehung des geomagnetischen Hauptfeldes wird heute überwiegend durch einen 
Dynamo-Mechanismus erklärt. Zur Lösung dieses Problems gibt es eine Reihe geistreicher 
und z. T. recht verwickelter Theorien (s. z. B. KRAUSE und RÄDLER, 1971; SCHr.ruTZER, 
19?4/5). Umfassende Ubersichtsartikel zu diesem Thema findet man bei ROBERTS (1971), 

GUBBINS (19?4), �OFFATT (1976) und STIX (19?7) und in einem von SRNKA und UERRILL 
(19?9) herausgegebenen Sammelband. Daß die Rotationsgeschwindi�keit der Planeten einen 
wesentlichen Zusammenhang mit dem planetaren Magnetfeld hat, ist heute klar, weil das 
Verhältnis von magnetischem Moment zu Drehmoment für Merkur, Venus, Erde, Jupiter und 
Saturn fast eine Konstante ist (BUSSE, 19?6; STIX, 1977; SIRAG, 1979). Auf dieser Beob­
achtung baut z. B. eine Theorie von BUSSE (1975a) auf, in der der beherrschende Ein­
fluß der Rotati�n dadurch zum Ausdruck kommt, daß die Lorentz-Kraft im Vergleich zur 
Coriolis-Kraft klein ist und,in der das volle hydromagnetische Problem für eine zy­
lindrische Konfiguration gelöst ist. 

Jeder Dynamo muß bekanntlich zwei fundamentale Forderungen erfüllen: a) Den Satz 
von COWLING (1933): Das durch den Dynamo erzeugte Magnetfeld darf nicht rein axialsym­
metrisch oder zweidimensional sein (s. auch LORTZ, 1968). b) Den Satz von ELSASSER 
(1946): Die mit dem Dynamo verbundene Massenströmung darf nicht rein toroidal sein, 
d. h. die Radialkomponente des Geschwindigkeitsfeldes darf nicht verschwinden. Plane­
tare :iiagnetfelder sind in erster Näherung axialsymmetrisch, was anfangs dazu führte,
Dynamos �ls Quelle des Erdmagnetfeldes für ausgeschlossen zu halten. Inzwischen weiß
m�n, daß kleine Abweichungen von der Axialsymmetrie Dynamos ermöglichen (BRAGINSKII,
1964), LORTZ (19?2) bewies, daß es· stationäre Dynamos gibt, die außerhalb des Leiters
exakt axialsymmetrisch sind. Daraus folgt, daß selbst dann, wenn das Magnetfeld an der
Erdoberfläche völlig axialsymmetrisch wäre, mn einen Dynamo als Quelle nicht aus­
schließen könnte.

./ 
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5.2. Das Kernparadoxon 

Dar Satz von ELSASSER führt uns direkt auf' ein wichtiges Problems Um eine stationäre 
radiale Geschwindigkeits-Komponente der Strömungen zu erhalten, nimmt man meist an, daß 
im äußeren Erdkern thermische Konvektion herrscht. Nun behaupteten HIGGINS und KENNEDY 
(1971) aber, daß der flüssige äußere Kern stabil geschichtet und damit thermische Kon­
vektion unmöglich sei. Ausgangspunkt war dabei eine ·Extrapolation der Sc�elzpunktkur­
ve von KRAUT und KENNEDY (1966), die einen geringeren Anstieg mit der Tiefe zeigte als 
die der adiabatischen Temperatur. Nimmt man an, daß äußerer und innerer Kern dieselbe 
chemische Zusammensetzung haben und·die Temperatur an der Grenze zwischen flüssigem 
äußerem und festem innerem Kern dem Schmelzpunkt des Materials unter dem dort herrschen­
den Druck entspricht, so ergibt sich daraus, daß die adiabatische Temperatur im äußeren 
Kern überall unter der Schmelztemperatur liegt. Da aber der äußere Kern geschmolzen ist, 
kann die Temperatur nicht gleich der adiabatischen Temperatur sein, wie das praktisch 
im Falle der Existenz thermischer Konvektion sein milßte. Also ist thermische Konvektion 
verboten, was im Widerspruch zu den Forderungen der Dynamotheorie steht. 

Der soeben geschilderte Widerspruch wird meist als Kernparadoxon bezeichnet. ULLMANN 
und WALZER (1980 a,b) haben das Problem erneut untersucht. In der ersten Arbeit wurde 
die Zustandsgl�ichung von ULLMANN und PAN'KOV (19?6) in die Formel (5.1) von VASHCHENKO 
und ZUBAREV (1963) eingesetzt, die für Atome in dichtester Kugelpackung gilt 

( 5.1) ,.. 
1 ax 2 + 2 P 
�ff°-b 9"i = 

4P 1 - 3 x

Es ergab sich folgende Abhängigkeit des Grüneisen-Parameters y vom Volumen V 

(5.2) ,.. = 

K
1 

- 1 1
3 + b 

wobei x = V/V
0

• Die Inkompressibilität wird mit K bezeichnet, der Druck mit P, das 
Volumen bei Nulldruck mit V

0
• Weiter gilt 

und 

Die adiabatische Temperatur ergibt sich aus der bekannten thermodynamischen Relation 

(5.J) Ca ln T) a ln X S =
- y

falls man einen Punkt des Kurvenverlaufs kennt. Index S bedeutet Konstanthaltung der 
'Entropie. In der zweiten Arbeit wur4e auch der elektronische Anteil des Grüneisenpara­
meters berücksichtigt. Hier sollten nur die Grundzüge der zwei Arbeiten (ULLMANN und 
WALZER, 1980a,b) skizziert werden, weil das unerläßlich ist, um die Untersuchungen des 
Verfassers, die in 6. und ?. beschrieben werden, zu motivieren. 
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5,3. Aufhebung des Kernparadoxons bei Annahme der Schmelzpunktkurve von HIGGINS und 
KENNEDY 

53 

Wenn man nicht wie HIGGINS und KENNEDY (1971) ein dichteunabhängiges Grüneisen-Ver­
hältnis benutzt, sondern die Volumenabhängigkeit (5,2) dieser Größe berücksichtigt, die 
den Drücken im äußeren Kern und der dadurch angenäherten dichtesten Kugelpackung ange­
messen ist, so führt das auf eine leichte Abnahme von y mit dem Druck. Nun finden 
CHAN, SPETZLER und MEYER (1976) für die flüssigen Metalle Quecksilber und Wismut auf 
experimentellem Wege aber eine leichte Zunahme von Y mit dem .Druck (vgl. auch BOEHLER 
und KENNEDY 1977, Fig, 6). Es ist nicht zu erwarten, daß diese Ergebnisse für den äu,Se-. 
ren Kern der Erde von Bedeutung sind, Erstens sind die experimentell benutzten Drücke 
zu klein, um eine so dichte Packung wie im Kern zu erreichen und zweitens zeigen Wis­
mut und Quecksilber anomale Eigenschaften: Wismut zieht sich beim Schmelzen zusammen 
wie Wasser, Quecksilber zeigt infolge von d-Elektroneneffekten seltsame elektrische und 
optische Eigenschaften. Bei den meisten normalen Metallen (z. B. Fe, Cu, Al, Pb, In) 
nimmt y mit dem Druck ab (RAMAKRISHNAN, 1978) wie auch b�im Erdkern. 

Eine Lösung des Kernparadoxons boten KENNEDY und HIGGINS (1973) selbst an. Sie unter­
suchten das Problem neu und fanden, daß sie in ihrer Arbeit von 1971 eine Schicht von 
etwa 200 bis 300 km Dicke am Boden des äußeren Kernes übersehen hatten, in der die 
adiabatischen Temperaturen für die verschiedensten festen y knapp oberhalb der Schmelz­
temperatur lagen. ULIJilANN und WALZER (1980 a,b) berechneten die adiabatische Temperatur 
neu und fanden, daß der Gradient der adiabatischen Temperatur T

8 
im äußeren Kern über­

all größer ist als der Gradient der Schmelztemperatur nach KENNEDY und HIGGINS (1973), 
Bei Berucksichtigung des elektronischen Anteils an y ergibt sich fast das gleiche Bild. 
Die neue Kurve von Ta ist nur etwas mehr gekrümmt, Daraus folgt, daß, wenn man die
KENNEDY-HIGGINS-Schmelzpunktkurve annimmt, entweder nirgends im äußeren Kern thermische 
Konvektion herrschen kann (s, Abb, 5,1) oder daß die Deutung der Grenze des inneren 
Kerns (IOB) als Schmelzpunkt eines innen und außen einheitlichen _Materials falsch ist, 
Die Konvektion in einer 300 km dicken Schicht am Boden des äußeren Kerns kann auf jeden 
Fall ausgeschlossen werden. 

Wenn man, wie CHEN u. a, (1976), S. 275, die lineare Schmelzpunkt-Druck-Relation von 
KRAUT und KENNEDY (1966) trotz ihrei Mangel5: an theoretischer Fundierung für die rea­
listischste hält, so ergeben sich folgende drei llfdglichkeiten, das Paradoxon zu umgehen: 

Möglichkeit 1s Thermische Konvektion und Präzession scheiden als Ursache des geomagneti­
schen Feldes aus. Auch ein durch Schwereentmischung getriebener Dynamo führt für reali­
stische Modelle (BRAGINSKII, 1964; GUBBINS, 1977; LOFER, 19?8a; LOPER und ROBERTS, 1978; 
SCHI.OESSIN und JACOBS, 1980) auf adiabatische und wirkliche Temperaturen, die (mit ge­
ringem Anstieg) über der Schmelzpunktkurve liegen. Es wurden auch langperiodische hydro­
magnetische Wellen vorgeschlagen; die berechneten.Effekte erwiesen sich jedoch als zu 
klein. Da die auf thermischer Konvektion beruhenden Dynamotheorien am weitesten ausge­
arbeitet sind, stießen die erwähnten und andere Versuche dieser Art, das Paradoxon zu 
umgehen, auf wenig Anklang. 

Möglichkeit 2s Nach JACOBS (1976) erwog KENNEDY, daß der Grüneisen-Parameter für flüssi­
ges Eisen im äußeren Kern bei O, 1 liegt. ·Damit wäre die adiabatische Temperatur höher 
als die Schmelztemperatur (s. Abb. 5.1). Sowohl JACOBS' (1975) Theorie der Entstehung 

• 
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des flüssigen äußeren Kernes als auch die Theorie des thermisc.h-konvektiven Dynamos wä­
ren dann gerettet. Nun widerspricht ein eo extrem niedriger Wert aber allen bekannten 
Abschätzungen des Grüneisenparameters für den äußeren Kern. Deshalb kann man diese zwei­
te .öglicbkeit wohl ausschließen. 

lföglichkeit 3 1 Die chemische Zusammensetzung des inneren Kernes ist in m Weise anders 
als die des äußeren Kernes, daß die Schmelztemperatur an der Innenkern-Grenze springt. 
Die Schmelztemperatur liegt innen bedeutend höher als außen; so daß eine mit der wirk­
lichen identische adiabatische Temperaturkurve im äußeren Kern über, im inneren Kern 
unter der Schmelztemperaturkurve liegt. Trotzdem kann im äußeren Kern der Gradient der 
adiabatischen Temperatur gr6ßer sein als der der Schmelztemperatur. Dieser Vorschlag 
geht auf STAOEY (19?2) zurück, er vertritt ihn aber nicht mehr, we�l er im Gegensatz zu 
damals jetzt die Schmelzpunktkurve von KENNEDY und HIGGINS ablehnt. Er spezialisierte 
ihn dahingehend, daß er für den inneren Kern reines Eisen oder Eisen mit Nickel und -
wie auch LfiJR'l'HY und HALL (19?0:,,t, 

LEWIS (19?1) und GOETTEL (19?2) - für den äußeren Kern 
Eisen, P'eS und kleine äengen r-" annahm, genug x4 o um 1013 W zu erzeugen. Daraus würde
folgen, daß 30 � des an der Erdoberfläche gemessenen Wärmeflusses aus dem Kern stammt 
und der Geodynamo durch thermische Konvektion angetrieben wird. Das würde bedeuten, daß 
der untere Liantel nicht nur von innen, sondern auch von unten beheizt würde. 

Man kann feststellen, daß Möglichkeit 3 auch bei Annahme anderer Schmelzpunktkurven 
verwirklicht sein kann (s. VERHOOGEN, 19?3). STACEY (19?2), s. 111, war bei seinem Vor­
schlag, daß sich innerer und äußerer Kern chemisch bedeutend unterscheiden, von einem 
Dichtesprung zwischen 1 und 2 g/cm3 an der Innenkern-Grenze ausgegangen. Modeme Erd­
modelle zeigen jedoch niedrigere Sprünges DZIEWONSKI u. a. (19?5) 0,565 g/cm3 und Modell 
B1 von JORDAN (19?3 ) 0,1? g/cm3. Von einer größeren Sicherheit in �er Bestimmung dieses 
Dichtesprunges kann man eine Entscheidung über die Richtigkeit von �ACEYs Vorschlag 
erwarten, weil lletalle bei ihrer Verfestigung nur kleine Dichtesprilnge zeigen. 

5.4. Aufhebung des Kernparadox�ms bei Ablehnung der Schmelzpunktkurve von HIGGINS und 
KENNEDY 

Die Kritik an der von KENNEDY und HIGGINS (19?3) benutzten Schmelzpunktkurve setzt 
an verschiedenen Stellen an. Oft wird darauf verwiesen, daß ihre theoretische Begriln­
dung lückenhaft sei. Das stimmt, aber auch :f'ü� die Herleitung anderer Schmelzpunktkur­
ven gilt das. GILVARRY (1966) bewies, daß das Schmelzpunktgesetz von KRAUT und KENNEDY 
(1966) unter gewissen Voraussetzungen aus dem LINDEMANNschen Gesetz herleitbar ist. Ein 
schwerwiegender Einwand ist, daß die KENNRDt-HIGGINS-Kurve eine Extrapolation experi­
menteller Schmelzpunktkurven von Eisen und einigen anderen illetallen aus dem Druckbereich 
von O bis 40 kbar auf Drilcke bis zu 3000 kbar ist (LEPPALUOTO, 19?2; VERHOOGEN, 19?3). 
Diese sicherlich unzulässig große �rapolation wird allerdi.ngs durch die Beoba-cht� 
gestiitzt, daß die Schmelztemperatur für Kalium, Natrium und Rubidium bei isothermen 

• 

Volumenkompressionen bis zu 35 % weiterhin linear wächst. 

LEPPALUOTO (19?2) bemerkte, daß die üblichen Schmelzpunkttheorien von der Festkörper­
physik ausgingen, weil diese besser ausgearbeitet ist als die Theorie der nüssigkeiten. 
Beim Schmelzen sind Festkörper und Flüssigkeit jedoch im Gleichgewicht, so daß auch die 
andere Seite zu betrachten wäre. LEPPALUOTO tat das, indem Eyrings Strukturtheorie der 
nüssigkeiten 
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benutzte. Durch Gleichsetzung der freien Enthalpien von Flüssigkeit und Festkörper fand 
er seine Schmelzpunktkurve für Eisen. Abb. 5.2 zeigt, daß in Verbindung mit der adiaba­
tischen Temperaturkurve überall im äußeren Kern thermische Konvektion möglich wäre. l!'Ur 
die untere Hälfte des äußeren Kernes läge die Temperatur sehr dicht ijber der Schmelz­
temperatur. Das Aktivierungsvolumen ist jedoch,nur unsicher bestilllJllbar, so daß die Güte
von.LEPPALUOTOs Kurve schwer zu beurteilen ist. Bei Berücksichtigung des elektronischen 
Anteils von y liegt die adiabatische Temperatur etwas höher, die Schlußfolgerung 
bleibt bestehen. 
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Abb. 5.2 Aufgehobenes Kernparadoxon. Die Schmelztemperatur-Druck-Kurve für 
Eisen nach LEPPALUOTO (19?2) fiir ein Aktivierungsvolumen �v• = 
= 0, 0?5 cm3/mol ist strichpunktiert. Die durchgezogene Linie zeigt 
die adiabatische Temperatur für den Fall, daß die Innenkern-Grenze 
eine Fläche zwischen geschmolzenem und festem Material darstellt. 
Verschwindendes Aktivierungsvolumen kennzeichnet eine Kurve, die im 
wesentlichen die von HIGGINS und KENNEDY (19?1) ist. (Nach ULLMANN 
und WALZER, 1980a) 

BOSCHI (19?5) untersuchte dicht gepackte Struktu.!-en an Modellsystemen von inkompres­
siblen Kugeln. So berechnete er die Schmelztemperatur von Eisen mit Hilfe einer Monte­
Carlo-Methode. Abb. 5.3 zeigt, daß seine Kurve (gestrichelt, 2) in Verbindung mit der 
adiabatischen Temperaturkurve 2 für den Fall, daß die Innenkern-Grenze eine Schmelzgren­
ze ist, thermische Konvektion für den gesamten äußeren Kern erlaubt. Wie die Kurven 1 in 
Abb. 5.3 noch einmal zeigen, wäre für HIGGINS und KENNEDYs Schmelzpunktkurve und die 
dazugehörige adiabatische Kurve das für den ganzen äußeren Kern verboten. 
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Eisen, die durchgezogene Kurve 2 die dazugehörige adiabatische Temperatur. 
Die gestrichelte Kurve 1 stellt die Schmelztemperaturkurve für Eisen von 
HIGGINS und KENNEDY (1971), die durchgezogene Kurve 1 die dazugehörige 
adiabatische Temperatur dar. CMB bedeutet Kern-Mantel-Grenze (core-mantle 
boundary), IOB bedeutet Innenkern-Grenze (inner-core outer-core boundary). 
(Nach ULL!.lANN und WALZER, 1980a) 

--u 
0 ........ 

- DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



t 

5cx:,o...--------,-------r------r----r----,----�---r---,---,

CMB 108 
lron 

5000 

liquid 
}' 4(()() 

L. 

:, 
-
0 

," 
.---l r -

-

-----------

; 3000 �<'_:::: 
•
• ---·· •• • •...•.•

••.•••••.•••.••...•.
•.•••.•.•

•
.•.

•
---

.,,,,,. --- --- -- --✓ .,,.-
" 

E 
� .,,,.,,. 

" 

200CH- ,,, ,,, ,,,/ 
// 

" 

l y ,,,/ 

cS 
/ 

",,," 
' ,,,"' / 

1000 

010li 
0 500 

€ 

1000 1500 2000 2500 3000 
Pressure,kbar 

Abb. 5.4 Aufgehobenes Kernparadoxon. Durchgezogen ist die adiabatische Temperatur­
kurve, gestrichelt sind die Grenzen zwischen den Phasen des Eisens «, y, 
6, e, l (= flüssig) nach LIU (1975). (Nach ULLMANN und WALZER, 1980a) 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

3500 

\Tl 
Ol 

-------r 
---· 

a,· ----------· 

y 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



.2...., 
(1) ... 
::, 

(1) 
a. 
E 
a, 
� 

6000 ------------.----�T"""""----,-----r-----�---,.-----,

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

CMB 

lron 

liquid 

� :.-::::::::::::r. -·· ..... ------· -----
;;,,.-___ /,,,,..... / 

/ / / 

,,,/' 
/ 

/ 
//

'i // 

// 
'6 

' /
/ 

'( 
oc. 1 

€ 

10B 

-- -----

_ ............................ ..
.. ------_ ......

0 �---J..----L---.....J._.l....._ __ ____J_ ___ _j_ ___ ...1_ _ _1__J 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 

Pressure [kbar] 

Abb. 5.5 Erneuertes Kernparadoxon. Durchgezogen ist die adiabatische Temperatur-­
kurve, gestrichelt sind die Grenzen zwischen den Phasen des Eisens «, y, 
ö, e, 1 (= flüssig) nach LIU (1975). (Nach ULLMANN und WALZER, 1980b) 

V1 
\D 

u --------
------------

/ 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



60 

Die bisher erwähnten Schmelztemperaturkurven für Eisen können dahingehend kritisiert 
werden, daß in ihnen keine Phasenübergänge in Betracht gezogen wurden. Ein Vorschlag 
ging dahin1 daß sich die elektronische Struktur von Eisen, die an der Erdoberfläche
Jd7 .o 4s1 •0 ist, an der Innenkern-Grenze in 3d8 4s0 änderte und der innere Kern glasig
wäre. Dadurch wäre es überflüssig, die Innenkern-Grenze als Ubergang flüssig-fest zu 
deuten. Eine quantenmechanische Bandstruktur-Berechnung zeigte jedoch, daß dieser Uber­
gang erst bei einer viermal höheren Kompression stattfindet (BUKOWINSKI, 1976). Es ist 
also wahrscheinlich realistisch, sich für irdische Verhältnisse auf die bekannten Pha­
sen des Eisens zu beschränken. LIU (1 975) schloß aus der Extrapolation experimenteller 
Daten, daß der Tripelpunkt von kubisch-flächenzentriertem (y),.hexagonal-dichtgepacktem 
(�) und flüssigem (1) Eisen bei (0,94 ± 0,20) Mbar und (2970 ± 200) °C läge. Kritisch 
ist die Berechnung der E-1-Phasengrenze. Abb. 5.4 zeigt, daß sich diese Grenze unserer 
adiabatischen Kurve anschmiegt, die wieder unter der Annahme berechnet wurde, daß die 
Innenkern-Grenze dem Ubergang flüssig-fest eines innen und außen einheitlichen Stoffes 
entspricht. Die Ergebnisse von Abb. 5.2 und Abb. 5.4 würden, falls man den Kurven ver­
trauen darf, eine Vermutung von JACOBS (1976) bestätigen: "I personally believe that 
actual temperatures in the core are very close to the mel ting temperature. 11 

Auch für STACEYs (1977) Schmelzpunktkurve ist thermische Konvektion nach beiden in 
5.2. erwähnten Methoden, die adiabatische Temperatur zu berechnen, erlaubt. 
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Abb. 5.6 Phasendiagramm von Pe-S nach BURGMANN u. a. 
(1968). Weitere Erkenntnisse Uber dieses 
Diagramm findet znan bei RAU (1976) 
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5.5. Schlußfolgerungen 

zusammenfassend können wir feststene·n, daß die Antwort auf' die Frage nach der Mög­

lichkeit thermischer Konvektion im äußeren Kern hauptsächlich von der angenommenen 

Schmelzpunktkurve abhängt. Interessant dürfte das Ergebnis sein, daß die Berücksichti­

gung des elektronischen Anteils beim Grüneisenparameter die Schlußfolgerungen bei fast 

allen Schmelztemperaturkurven unverändert läßt, Nur im Falle der Schmelzpunktkurve von 

LIU (1975), bei der die adiabatische Temperatur nach der in 5.2. skizzierten Theorie 

knapp über der Schmelzpunktkurv� liegt (Abb. 5,4), gerät sie bei Berücksichtigun� des 

elektronischen Y-Anteils knapp darunter (Abb. 5.5). Vermutet man, daß die Beachtung 

des Elektronenant�ils realistischer ist, so ergibt sich für zwei moderne Schmelzpunkt­

kurven stabile Schichtung, während für drei Sch.rnelzpunktkurven thermische Konvektion im 

äußeren Kern erlaubt ist. 

Es ist zu erwarten, daß die 10 bis 20 % Beimengungen anderer Stoffe zu dem Hauptbe-

standteil Eisen sowohl den absoluten Betrag (um einige Hundert Grad) als auch den G�­

dienten der Schmelzpunktkurve senlcen. Das gilt unabhängig davon, ob man als leichten 

Bestandteil FeS (MURTHY und HALL, 1970), Fe0 (DUBR0VSKII und PAN'K0V, 1972) oder MgO 

(IT0, 1976) in Erwägung zieht. Das bedeutet, daß die Schmelzpunktkurven von BOSCHI 

(1975), LEPPALU0T0 (1972), STACEY (1977) und LIU (1975) obere Schranken sind und daß 

die Schmelztemperatur des Gemischs sich doch wieder etwas der von HIGGINS und KENNEDY 

nähert, wobei vorausgesetzt ist, daß die Schmelzkomposition vom Druck abhängt. Abb. 5,6 

stellt das Phasendiagramm von Eisen-Schwefel-Mischungen nach BURGMANN u. a. (1968) dar. 

Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, daß die Herleitung der Volumen- oder Druckabhängig­

keit der Schmelztemperatur durchaus von den Gittersymmetrien_abhängt._Da man nicht an­

nehmen kann, daß diese vom �ischungsverhältnis Fe zu S unabhängig sind, ist es auch 

nicht a priori klar, daß der Schmelzpunkt für jedes Mischungsverhältnis die gleiche re­

lative Zunahme mit dem Druck zeigt, wie es von m:i.nchen Autoren angenomn:en wird. Es ist 

also durchaus möglich, daß fiir reines Eisen eine Schmelzpunktkurve gilt, deren Gradient 

größer ist als der der Kurve der adiabatischen Temperatur und daß trotzdem für das Ge­

misch das Kernparadoxon auftritt. Es ist nicht das Ziel dieser Arbeit, daß Kernpara­

doxon wieder einzuführen, sondern zu zeigen, daß das Problem solang� ungelöst ist, wie 

über die chemische Zusam�ensetzung und über das Phasendiagramm des Gemischs als Funk­

tion des Druckes keine Klarheit herrscht. Eines jedoch ist sichers Falls die Schmelz­

punktkurve von HIGGINS und KENNEDY (1971) und die von ULLMANN und WALZER (1980a, b) be­

schriebene Y-Theorie gilt und der innere dem äußeren Erdkern chemisch gleicht, dann ist 

thermische Konvektion - im Widerspruch zu KENNEDY und HIGGINS (1973) - im gesamten äuße­

ren Kern, au·ch in der 300-km-Schicht in der Nähe der Innenkern-Grenze, verboten •. Man kann 

also keineswegs das Kernparadoxon als gelöst betrachten. Die Frage nach der Möglichkeit 

der themischen Konvektion im äußeren Kern ist z. Z. offen. Wesentliche Fortschritte 

kann man von kiinftigen sichereren Ergebnissen hinsichtlich der Druckabhängigkeit der 

Schmelzpunkte (s. auch WALZER, 1980a,b) erhoffen. Das ist der Grund für die im nächsten 

Abschnitt dargelegte Untersuchung des Verfassers.
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6. Die Volumenabhängigkeit der SchmelztrJM)eratur unter hohem Druck und ihre Beziehung
zu einer neuen dimensionslosen Größe ) 

6.1. Problemstellung 

Das Problem der Abhängigkeit der Schmelztemperatur Tm vom Druck P ist für die
hohen Drücke des unteren Kantels und des Erdkerns weder theoretisch noch experimentell 
zufriedenstellend gelöst. Damit soll gesagt werden, daß die publizierten Schmelzpunkt­
kurven im Gegensatz zu den modernen Druck-Abhängigkeits-Kurven von Dichte, Inkompressi­
bilität, Schermodul und seismischen Geschwindigkeiten von Autor zu Autor erheblich von­
einander abweichen. Für verschiedene grundlegende Fragen der Geodynamik z.B. für die 
Mantelkonvektion und für die magnetohydrodynamische Theorie des äußeren Erdkerns, ist 
aber gerade diese Größe entscheidend. Das ist so, erstens weil die Viskosität - unab­
hängig davon, welcher Kriechmechanismus bei' der llantelkonvektion vorherrscht - propor­
tional zu exp(�Tu/T) ist, wobei k2 eine Konstante, und T die wirkliche Tempera­
tur bedeuten, und zweitens weil die gegenseitige Lage der Kurven der adiabatischen Tem­
peratur, der Schmelztemperatur, der Konduktionstemperatur und der wirklichen Temperatur 
entscheidend für die thermische Konvektion im äußeren Erdkern sind (siehe KErrnEDY und 
HIGGINS, 19731 LOFER, 19?Bb1 ULLMANN und WALZER, 1980b). Das Problem der wirklichen 
Schmelztemperaturkurve des äußeren Kerns kann man formal in drei Fragen zerlegens 
a) Welche Theorie für Tm(P) gilt für reine Stoffe unter derartig hohen Drucken?
b) Was ist die chemische Zusammensetzung des Kerns?
c) Wie verändern sich die Phasendiagramme wahrscheinl�cher Mischungen mit dem Druck?
Dieser Abschnitt aoll zu der Frage a) einen Beitrag liefern.

6.2. Eine neue Herleitung des Linde:nannschen Bohmelzpunktgesetzes 

Im folgenden wird gezeigt, daß man auf zwei getrennten Wegen dasselbe Gesetz für die 
Abhängigkeit der Schmelztemperatur vom Volumen herleiten kann, welches für Drucke, wie 
sie im Inneren von Planeten herrschen, gilt. 

Die erste Herleitung geht von der Gitterthe,orie und einem Versetzungsmodell aus. Wir
setzen voraus, daß für Drucke des tiefen Erdinneren ein Atom (oder Molekül) meist zwölf 
nächste Nachbarn hat. Deshalb betrachten wir im folgenden immer ein kubisch-flächenzen­
triertes Gitter (fcc ) (siehe Abb. 6.1). Wir vermuten, daß unsere ttberlegungen mit klei­
nen Änderungen auch auf andere Gitter mit hoher Koordinationszahl übertragbar sind. Das 
Volumen pro Zahl der Atome ist v = a3/4, der Abstand nächster Nachbarn ist r = a/,.ß.. 
Git .. .. .. 

,.. .. 0 „terpunkte werden durch 11a1 + 12a2 + 1
3

a3 ausgedr(fckt, wobei a11 = la21 = la
3

1 = 

= r
0 

gilt und 11, 12 und 1
3 

ganze Zahlen sind. IP!ir fcc muß 11 + 12 + 1
3 

eine
ganze Zahl sein. Ferner definieren wir 

(6.1) = 
2 2 2 11 + 12 + 1

3 
•

Nach BORN und HUANG (1964) nehmen wir an, daß die zwischenatomaren Kräfte folgendes 
Potential haben• 

•) 
Tabellen und Abbildungen slnd im Anhang.
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(6.2)

wobei m > n. Das llinilllum der Potentialf'unktion y, hat den Wert -u0 und liegt in
einer Entfernung e

0 
(siehe Abb. 6.2). fflr kubische B:ravais-Gitter gibt es drei unab­

hängige elastische Konstantens c11, c12, c
44

• Wegen der Oauch;y-Relaticn für Zentral­
kräfte gilt zusätzlich c12 = c

44
• Aus Gl. (6.2) folgt für die elastischen Konstanten

,':'-

(6.3) = � • _J!!!L {Cm + 2)(�)11 v-Cm/3+1) E �
011 � m - n 4 ,, J 1-

(6.4)

Die Summation ist über alle Gitterpunkte auszuführen. Der mittlere isotrope Schermodul
µ. ist 

(6.5) 

Das ist die Voigt-Pormel. Aus Gln. (6.3) bis (6.5) un4 der Oauchy-Relation folgt

(6.6) µ. = � • m � n {c1 v-(m/3+1) - o2 v-(n/3+1 )}

wobei

(6.7) 

und

(6.8) 

P!lr einen Idealkristall und unsere Potentialf'unlttion (6.2) haben wir folgende Enthal­
pie Ba

(6.9) 

l'1 ist die Zahl der Atome bzw. llole1dlle. Aus den allgemeinen thermodynamischen Rela­
tionen H = E + PV und P_ = -(�)8 folgt fflr eine elastische Kompression aHjav = o.

1 ist die innere Energie, P der Druck, V das Volumen, v wie bisher das Atomvolumen.
Index 6 bedeutet isentrop. Die Zustandsgleichung folgt aus Gl. (6.9) und aH/av =.O.

(6.10) p = 4 . --1!!L {�/3 em(E .1.)v-(11/3+1) _ 2n/3 en(E .1.)v-(n/3+1 )}
o m - n o 111 o 1n 

Die Inkompressibilitlit k ergibt sich daraus und aus x = -v dP/dv.

'(r
2) __!!L (1(Qo)m _ 1 (Qo)n} 

= uom-n mr n r 

Q ~ 
-(n + 2)(~)n v-(n/3+1) E :n::iJi:} ' 

4'/J 1 

c., 2 

Q ,?12 
= uo • -.!!!L {Cm+ 2)(~)• v-(m/3+1) E ~ -

T m-n 4
11J ~ 

Q ,?12 
-(n + 2)(~)n v-(n/3+1 ) E :¼&} . 

4'tJ ln 

~ 1212 
( Qo )m 

C1 = (E + 2 E :a> (m + 2) 
1m+4 1 ;rn 

~ ~12 Q 
c2 = (E :ii+4 + 2 E ~) (n ~ 2) (~)n • 

1 1 
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(6.11) 

wobei 

(6.12) 

und 

(6.13) 

" = 

C) :

u0 mn { -(m/3+1) v-(n/3+1)}� • .-=n CJ V - c4

-;!A/3 e�(E �)(m + 3) 
1 

Bisher haben wir mit Hilfe der Theorie des idealen Gitters Großen ausgerechnet, _die wir 
jetzt in einer Versetzungstheorie des Schmelzens benutzen wollen. Wie IIACKENZIE und 
K0TT (1 950), KUHLJIANN-WILSD0RF (1 965), STACEY und IRVINE (19??b), NIN0MIYA �19?8a) und 
andere nehmen wir an, daß die freie Enthalpie der Versetzungen am Schmelzpunkt verschwin­
det bzw. daß die Versetzungskonzentration Cd einen Sättigungswert erreicht. Einen aus­

gezeichneten tfberblick über die Verbindung zwischen Schmelzen, Versetzungen, Anharmoni­
zität, Solitonen und anderen Erscheinungen gibt COTTERILL (197Ba,b). Der Grundgedanke 
im folgenden ist der, daß die Zahl der Versetzungen bei Annäherung an den Schmelzpunkt 
derart rasch anschwillt, daß der Schermödul fast auf null sinkt. 

Die Deformationsenergie pro Einheitslänge der Versetzungslinie einer Schraubenver: 
setzung kann durch 

lb2 r1 (6.14) Esc = ln r
2 

ausged.riickt werden, wobei b der Betrag des Burgers-Vektors ist. r
1 

bzw. r2 ist der
äußere bzw. innere Abschneideradius der Versetzung. Der innere Radius kennzeichnet den 
Bereich der Verzerrungen im Kern der Versetzung, der äußere Radius ist näherungsweise 
gleich dem Abstand zweier benachbarter Versetzungen. Die Deformationsenergie pro Ein­
heitslänge der Versetzungslinie einer Stufenversetzung wird durch 

(6.1 5) �b2 
ln 

r1Eed = 4n-( - v) r2

beschrieben, wobei v das Poisson-Verhältnis ist. Nach KUHLMANN-WILSDORF (1965) und 
NIN0MIYA (1 978a) kann man für die Deformationsenergie pro Einheitslänge einer Versetzung 
näherungsweise a,.ib2/4n- benutzen, wobei a""' 0,9, falls für die Versetzungskonzentra­
tion Cd< 0,33 gilt. Die Möglichkeit der Einführung einer Konstanten a hängt damit
zusammen, daß r

1 
und r2 in gleicher Weise von Druck P und Temperatur T abhän­

gen. P'Ur die Versetzungsdichte NCd folgt daher ein Anteil der Versetzungen an der De­
formationsenergie von NCda,.ib3/4n. Zähit man hierzu die Deformationsenergie des idealen
Gitters, so ergibt sich die totale Deformationsenergie. Die weiteren Schritte bis Gl. 
(6.1 7) sind nur angedeutet, weil wir hierin NIN0MIYA (1 9?&) fol�en. Ein weiterer Bei­
trag zur freien Enthalpie geht auf die Gitterschwingungen zurück, so daß sich für die 
freie Enthalpie (oder Gibbssche freie Energie) 

(6.1 6) 

ergibt. Die letzten zwei Terme beschreiben die Wärmeschwingungen, e ist die Dilatation 
des Gitters, k die Boltzmannkonstante, w die durchschnittliche Frequenz der Phononen, 
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Älll die durchschnittliche Frequenz der Versetzungsschwingungen, i1 die Plancksche Kon­
stante. Aus Gl. (6.16) fo�t 

(6.17) G = G
0 

+ Nxv[${1) acd � - } e�] - Nk'1'[3edy + Cd ln tJ .

Die 68 Formel ist nun der Ausgangspunkt .für unsere weiteren tfberlegungen. G
0 

ist die 
freie Enthalpie des idealen Gitters, 'Y ist das Grüneisenverhältnis. Am Schmelzpunkt 
verschwindet die freie Enthalpie der Versetzungen, d. h. G - G

0 
= 0 gilt dort. ed 

kann näherungsweise als konstant angesehen werden, weil die relative Volumenänderung
beim Schmelzen für die chemischen Elemente näherungsweise konstant ist, wobei die Ab­
weichung vom Mittel .für kubisch-flächenzentrierte (fcc), kubisch-raumzentrierte (bcc) 
und hexagonal-dichtgepackte (hcp) Strukturen am geringsten ist (GSCHNEIDNER, 1964). 
Wir wollen die Schmelzpunkttheorie - wie unten sichtbar - auf Elemente unter hohen 
Drücken anwenden, so daß diese Voraussetzungen gerade zutreffen. Für fcc-Gitter gilt 
r3c/v = ,/2. Daraus, aus G - G

0 
= 0 und aus Gln. (6.6), (6.11), (6.17) folgts 

JLr'"'/2 uo mn ( -m/3 -n/3) (6.18) Tm = L1SL4fr acd 10 • in="n c1 v - c2 v -

wobei die Schmelzentropie durch 

(6.19) �s = Nk(3edy + Cd ln (1/l)] 

ausgedrückt wird. Gl. (6.18) enthält keine wesentlichen verborgenen Abhängigkeiten von 
v. Insbesondere ist auch .6S näherungsweise unabhängig von P(v) (GSCHNEIDNER, 19641
STISHOV, 1969). Auch JACKSON (1977) fand, daß die Schmelzentropie in der Hauptsache 
eine Funktion der Kristallstruktur ist. Die struktur aber wird in unserer Berechnung 
als unveränderlich angesehen. Aus Gl. (6.18) entsteht 

wobei 

e2 
(6.21) C5 = � «cdc1 - f C3 

und 

Unabhängig von den bisherigen Rechnungen soll Gl. (6.20) nun aus drei völlig ande­
ren Ausgangsgleichungen hergeleitet werden. Zwei/dieser Ausgangsgleichungen wurden schon 
bestätigt, die dritte ist das Lindemannsche Gesetz in Form einer Differentialgleichung. 
Man kann zeigen, daß sich die Schlußkette umkehren läßt, so daß man aus den zwei ersten 
Ausgangsgleich�en der nun folgenden zweiten Herleitung von Gl. (6.20) und aus Gl. 
(6.20) auf das Lindemannsche Gesetz schließen kann. Nach unseren Voraussetzungen ist 
das jedoch nur für hohe Drücke eine gute Approximation. Wie MATSUDA und HIWATARI (1973) 
vermuten wir, daß das Schmelztemperatur-Minimum, welches man .für niedrige Drücke bei 
Ge, Ga, Sb, Bi und Eis beobachtet, auf locker gepackte Festkörper-Strukturen zurilck­
zuführen ist. Für hohe Koordinationszahlen muß - wie oben gezeigt wurde - Gl. (6.20) 
gelten. 

(6.20) u4o • .....!!!!L ( c v-m/3 - c v-n/3) 
m - n 5 6 
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Die erwähnte erste Ausgangsgleichung ist die Zustandsgleichung (Kodell 1) von ULLIIANN 
und PAN'KOV (1976) 

(6.23) 
)X (1/3)-(2/))x1 -(1/3)-(1/))X1 p : _ O (X - X ) t 

2 - "1 

wobei x = V/V0 = v/v0• Index O kennzeichnet die entsprechende Größe für P = 0. 

"o = "IP::O 
und x

1 = 
�I

P=o
' d. h. x

0 
bezeichnet die Inkompressibilität bei Null­

druck, x
1 

die erste Ableitung der Inkompressibilität bei verschwindendem Druck. Für 
x

1 
= 4 geht Gl. (6.23) in die Zustandsgleichung von BIRCH (1952) über. WALZER, ULLMANN 

und PAN'KOV (1979) verglichen Gl. (6.23) mit anderen modernen_ Zustandsgleichungen. Zum 
Vergleich diente eine aus der Gittertheorie hergeleitete anharmonische Theorie vierter 
Ordnung von LEIBFRIED und LUDWIG (1961) und THOMSEN (1970) und eine Theorie, die auf 
der Eulerschen Darstellung endlicher Verzerrunge_n beruht. Es ergab sich, daß von die­
sen drei Theorien (6.23) den Kompressionsdaten von 17 kubisch kristallisierenden Fest­
körpern am besten angepaßt ist. Die zweite Ausgangsgleichung ist der Ausdruck, den 
VASHCHENKO und ZUBAREV (1963) aus der Theorie des freien Volumens für den Grüneisenpa-
rameter erhielten 

(6.24) 
1 dx 2+2P 
�aP-b 9;:;,, = 4 p -

1 -'jii 

Auf einem neuen Weg leiteten IRVINE und STACEY (1975) Gl. (6.24) für reine Zentralkräfte 
her, wobei sie die spezielle Form des zwischenatomaren Potentials weitgehend offen lie­
ßen. Falls man unrealistischerweise annimmt, daß die Atome nur in einer Richtung schwin­
gen, so kommt·man auf demselben Wege zu dem bekannten Ausdruck für y von DUGDALE und 
llacDONALD (1953). Angeregt durch STACEY (19?7a) haben ULLMANN und WALZER (1980b) den 
Beitrag der Elektronen zu y beriicksichtigt, der jedoch für manche Anwendungen nicht 
allzu stark ins Gewicht fällt. Sie haben auch gezeigt, daß man aus Gln. (6.23) und 
(6.24) auf 

(6.25) 
H1 - 1 

1 
(K1 - 2)(X1 - 3) 

,, - , 3 
+ 

� (2K1 - 5):x:C2f3)-(1/j)K1 - "1 + 3

geführt wird. Die dritte Ausgangsgleichung dieses Abschnitts ist Lindemanns Schmelz­
pwuctgesetz 

(6.26) T;1 dTn/dP = 2(Y - })/x ,

wobei T
m 

die Schmelztemperatur ist. Eine thermodynamische Herleitung von Lindemanns 
Gesetz findet man bei STACEY und IRVINE (1977a). Kit x = -xdP/dx entsteht aus Gl. 
(6.26) 

(6.27) 
d ln Tm 1 
d ln x = 2(! - y) •

Nun setzt man Gl. (6.25) in Gl. (6.2?) ein. Kit Hilfe der Substitutionen T = eT und 
� , m 

x = e gelingt es, die Differentialgleichung ohne Vernachlässigungen zu lösen, 

2 - "1 2"1 - 5 
(6.28) T(�) = 3 � + ln( "

1 
_ 3 exp(((2/3) - (1/3)x

1 
)�]-1) + const1 •
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Daraus folgt 

(6.29) 

2X
1 

- 5 (4/3)-(2/3)X1 V (2/3)-(1/3)X1
T

11 
= const • [ x (L) - (-) ] • 

1 - 3 vo vo 

Es fällt sofort auf, daß Gl. (6.20) und Gl. (6.29) cµeselbe mathematische Form für

67 

T = T (v) haben. Wir wollen nun die Exponenten vergleichen. Um das Ul'.lllbhängig zu be-
m m 

werkstelligen, vergleichen wir die Zustandsgleichung (6.10), die allein aus der Gitter-

theorie (ohne Benutzung der Ve;rsetzungstheorie) stammt, mit der Zustandsgleichung (6.23),

zu deren Herleitung weder die Vashchenko-Zubarev-Formel noch das Lindemann-Gesetz nötig

ist. Aus der Gleichsetzung entsprechender Exponenten in den zwei Zustandsgleichungen er-

halten wir 

(6,30) m = 2X1 - 4 und n = x1 - 2 •

Während die x
1 

für Metalle etwa zwischen 2,5 und 6,5 liegen, liegen sie für Edelgase 
höher. Nach BIRCH (1966) hat z. B. Neon K

1 
= 8,3, demzufolge gilt m = 12,6 und 

n = 6,3, Also ergibt Gl. (6.2) für Neon fast ein 12-6-Lennard-Jones-Potential. Allge­
mein (d, h. für alle Stoffe) gilt m = 2n. Setzt man die Gln. (6.30) in Gl. (6.20) ein, 
so sieht man, daß die Exponenten genau mit denen von Gl. (6.29) übereinstimmen. Wie be­
reits in den Bemerkungen unter Gl. (6.22) ausgeführt, bedeutet diese ttbereinstimmung 
auch einen neuen Beweis für die Lindemannsche Schmelzpunktformel für hohe Drücke, wenn 
man die anderen Voraussetzungen als richtig annimmt. 

6. 3-. Diskussion

LINDEll4ANN (1910) hatte die Vorstellung, daß Schmelzen dann einsetzt, wenn durch die
thermischen Oszillationen sich benachbarte Atome direkt stoßen, so daß das Kristallgit­
ter zerstört wird. GILVARRY (1956) wandelte dieses Bild dahingehend ab, daß er voraus­
setzte, daß der quadratische Mittelwert der Amplituden der Wärmeschwingungen einen ge­
wissen Prozentsatz des Abstandes nächster Nachbarn erreichen muß. MARTIN und O'CONNOR 
(1977) maßen diese Amplituden durch Separation der elastischen Komponenten der Bragg­
diffraktions-.Maxima, wobei sie den Mößbauer-Effekt benutzten. Als Untersuchungssubstan­
zen verwandten sie einfache Alkalihalogenid- und Metallkristalle. Sie fanden eine gute 
Ubereinstimmung mit dem Lindemann-Gesetz, Die in Gl. (6.26) benutzte Fassung des Linde­
mannschen Gesetzes geht auch auf GILVARRY (1956) zurück. Beim Schmelzen müssen die 
freien Enthalpien des Festkörpers Gsol und der Flüssigkeit GL gleich sein. Daraus läßt
sich bekanntlich mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik leicht die Clau­
sius-Clapeyron-Formel herleiten, 

(E - TmS + PV)sol = (E - TmS + PV)L ,

wobei E die innere Energie und S die Entropie ist. Ändert sich der Druck längs der 
Schmelzpunktkurve um dP, so muß immer • dGsol = dGL gelten, dam it für jeden Druck
G

601 
= G1 erhalten bleibt. Bildet man das totale Differential von G und setzt den

ersten Hauptsatz, d. h. 

dE - TdS + Pd.V = 0 , 

ein, so ergibt sich die- Clausius-Clapeyron-Gleichung 

dTm -
VL - vsol

;ip- - ie-s 
• 

-i, sol 
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Hieraus und aus der Mie-Grüneisen-Gleichung leiteten STACEY und IRVINE (1977a) auf ther­
modynamischem Wege eine Relation her, die sich von Gl. (6.26) nur.dadurch unterscheidet, 
daß 1 durch 0,23 ersetzt ist. Gestützt auf Eyrings Strukturtheorie der Flüssigkeiten 
und iuf die Gleichheit der freien Entbalpien kommt LEP PALUOTO (1972) zu Abschätzungen 
für die Schmelztemperaturen von Eisen für dem äußeren Erdkern entsprechende Drücke. Die­
se erwiesen sich als verträglich mit dem Lindemann-Gesetz. Eine Arbeit zu dem besproche­
nen Thema stammt von BOSCHI (1975). Seine Tm-P-Kurve für Fe ähnelt der von LEP PALUOTO,
obgleich sie auf anderem Wege berechnet wurde. 

llllanche Substanzen zeigen Maxima und Minima in ihrer Schmelzpunktkurve, z. B. Rubidium 
nach BUNDY (1959), Tellur nach TIKHOMIROVA und STISHOV (1962), Schwefel nach VEZZOLI und 
WALSH (1977). Die genannten Beispiele sprechen nicht gegen die Gültigkeit des Lindemann­
schen Gesetzes bei hohem Druck, weil jedes der Minima der Schmelzkurve ein Tripelpunkt 
ist, wo die P-T-Gebiete einer wenig dicht gepackten Festkörperphase mit einer dichteren 
aneinander grenzen. Das ist ein Beweis dafür, daß in diesem Druckbereich unsere Voraus­
setzung, daß dichteste Kugelpackung vorliegt, noch nicht erfüllt ist. Es gibt verschie­
dene Versuche, Maxima der Schmelzkurve theoretisch zu berechnen (z.B. OGURA u. a., 
1977; BRINDEAU u. a., 1977), wobei die gemachten Voraussetzungen oft recht stark von­
einander abweichen. Es ist durchaus theoretisch zu erwarten, daß viele stark kompressible 
Stoffe im derzeit mit statischen Experimenten zugänglichen Druckbereich experimentelle 
T -Werte zeigen, die niedriger sind als die nach dem Lindemann-Gesetz berechneten. Von 
einer Extrapolation der empirischen linearen Tm-P-Relation von KRAUT und KENNEDY (1966)
auf die Drücke im  Erdkern muß jedoch wegen der oben dargestellten Theorie abgeraten wer­
den. Wegen der noch nicht ganz geklärten chemischen Zusammensetzung des Erdkerns (siehe 
z.B. RINGWOOD, 1977; AHRENS, 1979; ITO, 1976) ist es z. Z. unmöglich, eine verbindliche
spezielle Tm-P-Kurve für den Erdkern anzugeben. Trotz der Ablehnung der Extrapolation
nach KENNEDY und HIGGINS (1973) ist aber das Kernparadoxon noch keineswegs gelöst. Denn 
es hat sich gezeigt (siehe Abb. 5.5), daß, falls man zusätzlich den kleinen, durch die 
Elektronen bedingten Anteil am GriJneisenparameter berücksichtigt, der Gradient der 
adiabatischen Temperatur ein wenig größer ist als der der Schmelzkurve von hcp-Eisen 
nach LIU (1975). IRVINE und STACEY schlossen jedoch, daß im Kern fcc-Eisen vorliegt 
(STACEY, 1977b). Dieser Unterschied dürfte aber nicht gravierend sein, da es sich in 
beiden Fällen um dichteste Kugelpackung handelt. Für eine bessere Bestimmung der Schmelz­
punktkurve wird es nötig sein, den Einfluß der leichteren Bestandteile des äußeren Kerns 
zu berücksichtgen. Das Phasendiagramm kann durchaus recht kompliziert sein. Es gibt 
z. z. keine Mittel, es hinreichend exakt für diese Drücke zu berechnen. Man kann vermu­
ten, daß sowohl die Schmelztemperatur als auch ihr Gradient niedriger sind als für reine
Stoffe. - Fiir reine Stoffe einschließlich Eisen ist der Verfasser jedoch sehr zuversicht­
lich, daß die oben hergeleitete Volumenaohängigkeit der Schmelztemperatur bzw. das Linde­
mann-Gesetz unter hohen Drücken (und also auch für den Erdkern) eine gute Approximation
ist.

m 
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6,4. Eine neue dimensionslose Größe und ihre Druckabhängigkeit 

Als Hilfsmittel für eine spätere numerische Bestimmung der Tm-P-Kurve des äußeren
Erdkerns und für eine Diskussion der möglichen chemischen Zusa1DJJ1ensetzung desselben 
wollen wir nach dimensionslosen Größen suchen. Diese Größen sollen sich für unterschied­
liche Stoffe möglichst wenig voneinander unterscheiden. Bei der Konstruktion sind drei 
Forderungen zu beachtens Erstens soll die Schmelztemperatur eine der Eingangsgrößen 
sein. zweitens sollen, obwohl wir die dimensionslose Größe zunächst nur für reine Stof­
fe (die chemischen Elemente und einige einfache Verbindungen) untersuchen, die benutz­
ten Meßgrößen möglichst solche sein, die auch für die Erde zuverlässig als Funktion der 
Tiefe bekannt sind, Drittens muß die Druckabhängigkeit der benutzten Meßgrößen berück­
sichtigt werden, wozu wir die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte anwenden, Wegen 
der zweiten Forderung kann man nicht einfach die Leibfried-Zahl oder die Bragg-Zahl 
(siehe GSCHNEIDNER, 1964) nehmen, weil diese den Schermodul enthalten, Denn der auf 
T = O reduzierte Schermodul läßt sich für den äußeren Kern nicht bestimmen, so daß 
eine spätere Anwendung hierauf nicht möglich wäre. Um nun einen Fingerzeig zu bekommen, 
betrachten wir Abb. 6,3, in der für P = 0 mit Hilfe der Daten von Tab. 6,1 die 
Schmelztemperatur der chemischen Elemente über der Inkompressibilität aufgetragen ist, 
Die Koordinationszahl stammt von PLENDL und GIELISSE (1972). Es zeigt sich zwar eine 
große Streuung der Punkte; die Lage der Punktwolke rechtfertigt jedoch die Hoffnung, 
daß Tu/X in dem gesuchten Ausdruck vorkommen muß. 

Wir definieren dimensionslose Größen' Qj durch 

( ) 
-1 j6,31 Qj = N1 Y 

wobei j eine reelle Zahl und 

(6.32) 

F ist das FormelBewicht, e die Dichte, R
0 

die universelle Gaskonstante. Warum die 
Größen Qj gerade so gebildet werden, wurde oben angedeutet und soll in Abscl:!n- 6.6. aus­
führlicher mitgeteilt werden. Wir wollen hier die Abhängigkeit dieser Größen vom Druck
untersuchen, wobei in den Figuren hauptsächlich die Ergebnisse für Q

0 
= N:j1 darge­

stellt werden. Aus Gl, (6,32) entsteht 
lt 

(6,33) d(ln N1)/dP = a(ln x)/aP - a(ln Tm)/aP - a(ln e)/aP.

Hieraus und aus der Lindemann-Formel, Gl. (6.26), folgt 

(6,34) d(ln N1)/dP = [ax/aP - 2(Y - ½) - (�/e)(ae/aP)]/x .

Wegen x = e aP/ae gilt 

(6. 35) d(ln N1 )/dP = (ax/aP - 2Y - 1/3)/x • 

Hieraus und aus Gl. (6.24) ergibt sich 

(6.36) 1 - �P/x)(ax/aP) = 
{ /4)x - p •

Wir bilden nun das Analogon zu dieser Gleichung für y, wobei wir von Gl. (6.24) aus­
gehen 

•
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(6.37) 

wobei 

(6.38) 

d ln y a2x�aP2 + t 
dP = ax/aP - 5/ + (4/9)(P/K) + 1/3

f = (4/9)[1/K - (P/x2)(ax/aP)] • 

(4/9)(P/K) 

Die Druckabhängigkeit von Qj erhält man durch Integration der Größe

(6.39) qj = d(ln Qj )/d.P = j • d(lnYVd.P - d(ln N1 )/dP,

wobei man Gln. (6.36) bis (6.38) in Gl. (6.39) einsetzen muß. Bisher wurde in diesem 
Abschnitt noch keine spezielle Zustandsgleichung benutzt. Die bisherigen Formulierun­
gen setzen voraus, daß die Zustandsgleichung es erlaubt, K als Funktion von P expli­
cite aufzuschreiben, damit die_Integration ausgeführt werden kann. Dieser.Wunsch ist 
gleichbedeutend damit, daß aus P = P(x) analytisch x = x(P) gebildet werden kann, 
wobei x = V/V

0
• Für die Zustandsgleichungen von TAIT (siehe MacDONALD, 1969), von MAO 

(1970) und von GROVER u. e. (1973) ist das möglich,_nicht aber für Gl. (6.23) von ULL� 
MANN und PAN'KOV (1976) und ihrem Spezialfall, der Zustandsgleichung von BIRCH (1952).
Weil wir Gl. (6.23) durch Vergleich mit Meßdaten für gut gesichert halten (ULLMANN und 
PAN'KOV, 1976; WALZER u. a., 1979), wollen wir, um keine Vernachlässigungen einführen 
zu müssen, einen Um.weg gehent Wir fassen die Hilfsgröße qj als Funktion allein von
x auf, indem wir P, x, ax/aP und a2x/aP2 aus der rechten Seite von Gl. (6.39) eli­
minieren. Dabei ist zu beachten, daß für alle Zustandsgleichungen 

(6.40) 

und 

(6.41) 

ax/aP = - xx'/x 

= {x" + x 1 [(1/x) - (x'/x)]}/(x/x)
2 

gilt, wobei x• _ ax/ax und "" = a2K/o)C2 ist. Bei der Herleitung wurde 

(6.42) aP/ax = - x/x

und a2P/ax2 = -x-1oK/ox + x-2x benutzt. Nun erst verwenden wir die spezielle Zustands­
gleichung (6.23) zur Berechnung von x, ax/aP und a2x/aP2 mit Hilfe der Gln. (6.42),
(6.40) und (6,41). Jetzt können wir die qj für beliebige x im Intervall 1? x > C
analytisch und numerisch berechnen. Jedem x wird umkehrbar eindeutig durch Gl. (6.23)
ein P zugeordnet. Dadurch kann durch numerische Integration Qj als Funktion von P
��stimmt werden. 

6.5. Ergebnisses Q
0
(P) - ein neues Hilfsmittel zur Bestimmung der Schmelzpunkttempera­

tur im Erdkern 

Ähnlich wie es O.L. ANDERSON (1972) für elastische Konstanten tat, wollen wir nicht 
nur die Druckabhängigkeit -von Q

0 
untersuchen, sondern auch nachforschen, ob die Q

0
(P) 

der chemischen Elemente, wenn man sie nach dem Periodensystem ordnet, eine Systematik 
zeigen. Erst dann wollen wir uns den chemischen Verbindungen zuwenden. Mit Hilfe eines 
Computers wurden die Q

0
(P) und �(P) berechnet. Es soll hier jedoch zunächst über 

Q
0 

.berichtet werden. Für Elemente stehen die zur Berechnung nötigen Stoffkonstanten in 
Tab. 6.1, für Verbindungen in Tab. 6.2. In Abb. 6.4 bis Abb. 6.6 ist die dimensionslose 
Größe Q

0 
als Funktion des Druckes dargestellt. Bei fest allen Elementen ist diese 

-- -- - -- ! -

=-
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Größe für im Kern herrschende Drücke nur wenig veränderlich, während die mit dem Druck 
variablen Größen, die bei der Bildung.von Q

0 
eine Rolle spielen, nämlich Tm• x und

�,im.Bereich des Kerns eine erheblich gr6ßere relative Änderung zeigen. Die Kurven der 
nemente zeigen eine starke Bündelung. Beschränkt man sich in der Betrachtung auf Ele­
mente, die für die Bestimmung der benutzten Stoffkonstanten in dichtester Packung, al­
so in fcc- oder hcp-Struktur, vorlagen, so liegen die Kurven fast ausschließlich in den 
Bündeln. Auf Abb. 6.6 sieht man, daß die Kurven de� Elemente der sechsten Periode im 
Kern-Gebiet zwei Bündel bilden. Alle Elemente des unteren Bündels außer Wismut (Bi) ha­
ben fcc- oder hcp-Struktur, im oberen Bündel herrscht die bcc-Struktur vor. In den Abb. 
6,7, 6.8 und 6.9 sind die Q0 für verschwindenden Druck, für den Druck an der Kern­
Mantel-Grenze bzw. für den Druck an der Innenkern-Grenze im Periodensystem dargestellt. 
Die Punkte der Elemente der vierten Periode sind in den drei Figuren durch durchgezoge­
ne Linien verbunden, die der fünften Periode durch gestrichelte, die der sechsten Perio­
de durch punktierte Linien, so daß die Bilder untereinander gut vergleichbar sind. Bei 
p = o und der 4. bis 6. Periode zeigt sich von Gruppe IA bis V� eine sehr enge Nachbar­
schaft der drei Kurven, die von den Kurven der 5. und 6. Periode noch bis Gruppe VIIIA 
fortgesetzt wird. Während die Größe Q

0 
der Elemente für P = 0 einen großen Wertebe­

reich hat, also sehr streut, zeigt sich in den Abb. 6,8 und 6.9, daß für die hohen Drücke 
des Erdkerns, von denen hier nur die seiner zwei Grenzflächen dargestellt sind, die Gro­
ßen Q0 für die meisten Elemente einschließlich Eisen gar nicht sehr streuen. Das gilt 
noch stärker, wenn man sich auf Metalle beschränkt. Das Q

0
· von Eisen liegt dabei recht

nahe am ?ilittelwert der � der metallischen Elemente. Diese geringe Streuung der Q
0 

und die oben erwähnte stärkere Bündelung der Q
0
-P-Kurven bei Beschränkung auf fcc- und

hcp-Paclrungen, erweckt die Hoffnung, den Quotienten aus Schmelztemperatur und Formelge­
wicht 

(6.43) 

für den Erdkern näherungsweise als Funktion des Druckes P bestimmen zu können. Dabei 
sind x(P) und Q(P) aus einem zuverlässigen Erdmodell, z.B. von DZIEWONSKI u. a. 
(1975), für den Kern zu nehmen, Q

0 
ist das Mittel der Q

0
-Werte aller Elemente mit dich­

tester Kugelpackung für einen speziellen Druck P. Fixiert man P durch Annahme einer 
geochemischen Hypothese, so kann man Tm(P) bestimmen. Die Durchführung dieses Vor­
schlags muß jedoch einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. 

6.6. Die Druckabhängigkeit weiterer dimensionsloser Zahlen, die die Schmelztemperatur 
enthalten 

In diesem Abschnitt sollen Erkenntnisse über andere dimensionslose Zahlen, die Tm 
enthalten, und ihre Analoga· dargestellt werden. Zunächst wird beschrieben, wie die geo­
physikalisch brauchbare Größe � gefunden wurde. Die Suche nach einer Relation, aus 
der man die Schmelztemperatur auch des äußeren Erdkerns näherungsweise aus geophysika­
lisch gut bekannten Daten als Punktion der Tiefe bzw. des Drucks bestimmen kann, begann 
im Normaldruck-Bereich. 

Ausgangspunkt war eine Arbeit von PLENDL. (1974), aus der Abb. 6,14 stammt. Z ist 
a 

die Wertigkeit der Atome in der Koordination, die als Produkt aus der Wertigkeit im 
Grundzustand und dem Verhältnis der atomaren Koordinationen zweier aufeinander folgen­
der Pestkörperpbasen definiert ist. Cstr ist ein Strukturparameter, wobei c;1r zu:r

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



72 

atomaren.Packungsdichte proportional ist. c;ir ist auch proportional zur Zahl der star­

ken Annäherungen benachbarter schwingender Atome. Vergleicht man Abb. 6.1 4 mit Abb. 6.15, 

so erkennt man, daß die erhoffte -Proportionalität Tm~ za.cstr zwar angedeutet ist, 

leider ist die Streuung aber erheblich größer als von PLENDL angegeben. Nach PLENDL und 

GIELISSE (1969, 1970) gibt es auch eine Proportionalität zwischen Inkompressibilität H 

und z ,C • Demzufolge dürfen wir auch eine Proportionalität zwischen Schmelztempera-
a str 

tur und Inkompressibilität erwarten. Um das zu prüfen, tragen wir die Schmelztemperatur-
daten der Elemente von GSCHNEIDNER (1964) über der Inkompressibilität für Nulldruck nach 
der Datensammlung von ULLMANN und PAN'K0V (1 976) auf (siehe Abb. 6,3). Die Koordinations­
zahlen sind in dem Diagramm durch Symbole bezeichnet. Es deutet sich tatsächlich eine 
Proportionalität an. Jedoch ist die Streuung auch hier so erheblich, daß man für prak­
tische Zwecke kaum etwas damit anfangen kann. Wenn wir jedoch möglichst wenig vom Stoff 
abhängende dimensionslose Größen bilden, können wir aus Abb. 6.3 die Vermutung herlei­
ten, daß der Quotient Tn/H darin enthalten sein muß. 

Zunächst wollen wir für die chemischen Elemente einige dimensionslose Größen bilden 
und ihre Relationen zueinander beim Druck P = 0 untersuchen. Wir definieren 

(6.44) = 

und tragen diese Größe_ in Abb. 6.16 über den Gruppennummern des Periodensystems auf. 
R

0 
= B,31441 J/(K,mol) ist die universelle Gaskonstante. Die Zahlen für das Formelge­

wicht F in kg/mol nehmen wir von EBERT (1976), für die Inkompressibilität K und die 
Dichte e von ULLMANN und PAN'K0V (1 976) und für die Schmelztemperatur Tm von GSCHNEID­
NER (1 964). Weiterhin definieren wir 

(6.45) = F Jalx 

¾. -e-

und stellen diese Größe ebenfalls im Periodensystem dar (siehe Abb. 6.17), wobei wir 
den linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten a1, das Atomvolumen F/e und die 
Dichte e von GSCHNEIDNER (1 964) nehmen. Nach GSCHNEIDNER (1 964) ist das Produkt 
aTm = 0,0186 ± 0,0080 für alle Elemente nahezu konstant, wobei a der thermische 
Ausdehnungskoeffizient ist. Die erwartete Parallelität zwischen den Kurven von Abb. 6.16 
und Abb. 6.17 ist jedoch nicht allzu gut. Erstaunlich gut ist übrigens die Parallelität 
zwischen N2 und dem Grüneisenparameter 

(6.46) y = 
• 

(s. Abb. 6.1 8), wobei Ks die adiabatische Inkompressibilität, KT 
kompressibilität, Cp die spezifische Wärme bei konstantem Druck, Cv 
Wänne bei konstantem Volumen bedeuten. 

die isotherme In­
die spezifische 

Diese Feststellung gilt unabhängig davon, ob man die allgemein, d. h. unabhängig vom 
jeweiligen Verfasser, etwas problematischen Y-Werte nach GSCHNEIDNER (1 964) oder nach 
GUINAN und STEINBERG (1974) benutzt. Das zeigt ein Vergleich von Abb. 6,1 7 mit Abb. 6,18 
und Abb, 6,19, Wie ein Blick auf die Relationen (6.45) und (6.46) zeigt, bedeutet dies 
eine annähernde Proportionalität zwischen spezifischer Wärme und dem reziproken Wert des 
Formelgewichts. 
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um nun die Verteilung der dimensionslosen Größe Q., (d. h. Qj nach Gl. (6.31) für
j = 1) zu untersuchen, wurde in Abb. 6.20 diese Größe für P = 0 über den Gruppen des 
Periodensystems aufgetragen. Mit Hilfe der Formeln des Abschnitts 6.4. wurde Q., für
den Druck, der an der Kern-Mantel-Grenze (CMB) herrscht, für die chemischen Elemente 
berechnet und in Abb. 6.21 über den Gruppen aufgetragen. Abb. 6.22 zeigt die entspre­
chende Verteilung für den Druck an der Innenkern-Grenze (ICB). Ein Vergleich dieser 
drei Abbildungen ergibt, daß die Ve�änderung der charakteristischen Kurven im  äußeren 
Erdkern nicht so beträchtlich ist wie im Mantel. Die zur Berechnung nötigen Stoffpara­
meter wurden in Tab. 6.1 gesammelt, ihre Herkunft in der Legende der Tabelle erwähnt. 
In den Abbildungen 6.23 bis 6.25 wurden die Größen Q., als Funktion des Druckes aufge­
tragen. Insgesamt gesehen zeigt sich für die Elemente der Perioden 4 bis 6 keine starke 
Bündelung der Kurven. Insbesondere für die 5. und 6. Periode fällt auf, daß die Elemen­
te mit dichtester Kugelpackung, d. h. die, die in hcp- oder fcc-Struktur vorliegen, in 
den oberen Kurven vorherrschen. Bedeutend günstiger liegen die Ergebnisse für die dimen­
sionslose Größe Q

0
, die für die 4. Periode in Abb. 6.4 über dem Druck dargestellt ist, 

für die 5. Periode in Abb. 6.5, für die 6. Periode in Abb. 6.6. In Abb. 6.4 findet man 
alle fcc- und hcp-Stoffe in dem starken mittleren Bündel. Nur das Element Sc ordnet 
sich nicht in dieses Schema ein. In Abb. 6.5 sieht man dasselbe Ergebnis für die Ele­
mente der 5. Periode. Abgesehen von Y und Sr findet man alle Elemente mit fcc- oder 
hcp-Gitternin dem starken mittleren Kurvenbündel. Zwei deutlich getrennte Kurvenbündel 
erkennt man auch für die Elemente der 6. Periode in Abb. 6.6. Abgesehen von Hf und Re 
findet man alle Elemente mit fcc- und hcp-Strukturen im unteren engen Bündel von Kur­
ven, während im oberen Bündel die bcc-Struktur vorherrscht. Da man für die Drücke, die 
im äußeren Kern bestehen, mit dichtesten Kugelpackungen rechnen müßte, falls die Tempe­
raturen niedriger wären, ergeben die fcc-hcp-Bündel von Q

0 
eine Möglichkeit, den 

Quotienten T-g/F für den äußeren Kern zu schätzen, ohne sich bezüglich der chemischen 
Zusammensetzung allzu sehr festzulegen. In Abb. 6.8 wurde Q

0 
über den Gruppen des 

Periodensystems aufgetragen, wobei der Druck P = 1354 kbar ist. Für die noch höheren 
Driicke im Inneren des äußeren Kerns ändern sich diese Charakteristiken nicht wesentlich. 
Die charakteristischen Kurven von Q

0 
bei P = PCMB zeigen eine entfernte Ähnlichkeit

mit der Leibfried-Zahl L, der modifizierten Leibfried-Zahl L' und der Bragg-Zahl B, 
wie man durch einen Vergleich von Abb. 6.8 mit den Abbildungen 6.26 bis 6.28 feststellt. 
(Diese Größen sind aber für Nulldruck dargestellt.) Die Figuren wurden nach den Zahlen­
werten von GSCHNEIDNER (1964) aufgetragen. Die Leibfried-Z8hl ist wie in der Arbeit von 
LEIBFRIED (1950) definiert als 

(6.47) 
RoTmL = -rzv-, 

wobei v das Atomvolumen und µ der Schermodul ist. Diese Größe wurde von GSCHNEIDNER 
(1964) abgewandelt: 

(6.48) L' 
KTm 

= �.

In dieser modifizierten Leibfried-Z8hl ist K eine Konstante, die aber für jede Kri­
stallstruktur einen anderen Wert hat, während R wie bisher die universelle Gaskon­o 
stante bedeutet. Die Bragg-Zahl ist dagegen durch 

(6.49) B _ tiH
-

/J,V 

definiert (BRAGG, 1948), wobei �H die Schmelzwärme ist. Wegen der Richard-Regel 
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.dll ,_ R0!• in ee nicht nl."WW1derlich, wenn L, L • UDd B 1a Perioden.eyetea aufge­
tragen gans lhnl.iobe charakteristische !:urnn ergeben (vgl. A.bb. 6.26 bis 6.28). JUr 
eine A.bechltsung_ von '• 1a l�eren !:ern sind diese Gr8ßen aber nicht geeignet, weil
der Bcberaodul "' 1a fiilssigen Zustand verschwindet. Die Inkompressibili tät x lindert 
sich dagegen beia Scbllelzen nicht stark. Deshalb scheint � eine geophysikalisch 
Dfltsliche Größe zu sein. Selbstverständlich JDU$ die Druckabhlngiglceit der eingehenden 
G:riS�en be:r6.clcsicbtigt werden. 
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u■ aus der Verteilung der Dichte i■ Inneren der Erde oder anderer Planeten auf die
Verteilung der che■ischen Ble■ente und Verbindungen schlie/len au können, ist es notwen­
dig (wenn auch nicht hinreichend), suverlissige Zustandsgleichungen für so hohe Drücke 
au haben. Das ursprüngliche Ziel dieser Untersuchung war es, fUr den ■etallischen Kern 
der Erde aus der Festkörperphysik eine neue isother■e Zustandsgleichung herzuleiten, 
die für Metalle eine noch bessere .lpprox:ill8.tion der ■e�erte ergibt. Es ist klar (siehe 
Abschnitt 6.), dall das sowohl zur Besti11J11ung einer noch besseren allge■einen Schmelz­
punkt-Druck-Relation als auch zur Irlirung de.r Prage der leichten Elemente im Au/lenkern 
beiträgt. Daait besteht die Hoffnung, d� diese Untersuchung das Problem der Möglich­
keit thermischer Konvektion i■ iu/feren Kern einer Lösung nähertiihrt. Es zeigt sich, da/1 
die neue Gleichung auch für Halogenide, für lfgO und A12o3 gut anwendbar ist und die ent­
sprechenden Kurven i■ Druck-Volu■en-Diagr8JIIJII näher an die Ke/ldaten herank01111en. Deshalb 
kann aan die neue Gleichung auch für die Inversion der Daten der gesamten Erde benutzen. 
Während die ■eisten in der Geophysik gebräuchlichen Zustandsgleichun�en aus der Thermo­
dyn8111k und der Mechanik der Kontinua hergeleitet wurden oder einfach empirische Aus­
drücke sind, soll hier eine Analyse der Bindungskräfte versucht werden, aber auf eine 
solche Weise, da/1 das Ergebnis nicht zu k011pliziert, d. h. noch geophysikalisch anwend­
bar ist. 

?.2. PhYsikalische Vorbetrachtungen zur Herleit,u>g der neuen Zustandsgleichung 

Bekanntlich lassen sich die Festkörper je nach Bindungsart in verschiedene Gruppen 
einteilen, die sich durch die Wechselwirkung, die benachbarte Atome aufeinander aus­
üben, unterscheidens Edelgaskristalle, ionisch gebllrdene 1tr;stalle, Kristalle ■it ko­
valenter Bindung, Metalle und Kristalle llit Wasserstoffbrücken. Die unterschiedlichen 
Bindungen werden matheaatisch &lrch unterschiedliche zwischenatomare Potentiale ausge­
drückt. Daraus erhält man durch Ableitung unterschiedliche Ausdrücke fUr die Zustands­
gleichungen der Pestkörperarten. Einheitliche Zustandsgleichungen für alle Festkörper 
können deshalb nur als erste Näherung gelten. Preilich lie/le sich eine testkörperphysi­
kalisch einwandfreie Vereinheitlichung durch eine Theorie der g•ischten Bindungen er­
reichen. Das ist jedoch sehr schwierig. Eine halbempirische Theorie der teilweise ioni­
schen, teilweise kovalenten Bindungen gab z. B. PHILLIPS (1969). Jedenfalls steht zu 
erwarten, da/1 man durch eine genauere Berücksichtigung der Bindungskräfte bessere Zu­
standsgleichungen herleiten kann. Genau das soll das Haiptziel dieses Abschnitts sein. 
Meist benutzt man beute halbempirische Ansitze für die zwischenatomaren Potentiale, die 
sich für die verschiedenen Bindungst;ypen voneinander unterscheiden. lPi1r Edelgaskristalle 
z. B. schlug IIIB 111 Jahre 190? folgendes zwischenatomare Potential vor, welches heute
■eist Lennard-Jones-Potential genannt wirda

(7.1) wobei m > D • 

•) !&bellen ulld .lbbildungen 81.nd i■ Anhang.

7. 

t(r) 
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Weil dieser Ansatz empirisch ist, benutzt man statt deosen oft auch 

(7.2) �(r) 
-r/r 6 = A

2
e 

O 
- B;lr 

(LIDIARD, 1974). Dieser Ansatz ist physikalisch besser erklärbar. Der.erste Term be­

schreibt die Wechselwirkung zwischen den Schalen der Atome in der Born-Mayer-Formulie­

rung, der zweite stellt die anziehenden van-der-Waals-Krä.fte dar. Gl. (7.1) wurde auch

schon dazu verwandt, die Ionenbindung auszudrücken, wobei aus dem zweiten Term mit
n = 1 die elektrostatische Anziehungskraft resu.ltiert. Für die kovalente Bindung dage­
gen ergab sich noch nie (7.1), mitunter wurde ein Morse-Potential benutzt. 

Noch komplizierter liegen die Bindungsverhältnisse für Metalle. Diese interessieren 
uns aber besorxlers, und dies nicht nur, um eine realistischere Zustandsgleichung, son­
dern auch um eine bessere Schmelztemperatur-Druck-Relation zu gewinnen. Letztere wäre 
besonders wichtig bei der weiteren Diskussion des Kernparadoxons(KENNEDY und HIGGINS, 
1973 ; ULLMANN und WALZER, 1980a,b). MATSUDA und HIWATARI (1973) schlagen folgendes Paar­
potential vor1 

(7.3) �(r) = e(a/r)n - ay3exp(-yr) •

In allen drei erwähnten Formeln bezeichnet r den Abstand zwischen den Atomen, die an­
deren Größen sind Konstanten. Die aus Gl. (7.3) hergeleiteten theoretischen Kurven der 
n-Abhängigkeit der Tripelpunkt-Tanperatur, der kritischen Temperatur, der relativen Vo­
lumenänderung beim Schmelzen und anderer Größen zeigen jedoch nur für Alkalimetalle und
Edelgaskristalle Verträglichkeit mit den Meßdaten. :Für Ubergangsmetalle und Edelmetalle
versagt der Ansatz (7.3) jedoch vollständig. Das ist ein deutlicher Hinweis darauf, daß
in einem neuen Ansatz die Elektronentheorie der Metalle stärker benutzt werden muß. Die
metallische Bindung ist bekanntlich sehr kompliziert. Die frei e Beweglichkeit der Lei­
tungs-Elektronen erzeugt eine große Unschärfe der Ortskoordinaten. Nach Heisenbergs Un­
bestimmtheitsprinzip ist dann ab�r die Unschärfe der Impulskoordinaten gering. Die mitt­
lere kinetische Energie der Leitungselektronen ist gering und ihre Wechselwirkung mit
den Atom-Rümpfen (d. h. den Atomen ohne Leitungselektronen) bewirkt einen großen Teil
der Metallbindung. Ubergangsmetalle haben außerdem noch unvollständige d-Schalen, so daß
z.B. für Eisen auch die inneren Elektronenschalen stark zur Bindung beitragen. Wie bei
dem Edelgas-Festkörper Ar (KEELER und BATCHELDER, 1970) ist die Cauchy-Relation c12 =
= c

44 
auch für die elastischen Konstanten der meisten tfbergangs- und Edelmetalle nicht 

erfüllt (siehe Tab. 4.2. bis �.4. von LEIBFRIED und BREUER, 1978). Das ist ein Zeichen 
dafür, daß hier eigentlich auch Nicht-Zentralkräfte berücksichtigt werden müßten. Be­
kanntlich gibt es die verschiedensten Näherungsmethoden zur Lösung der Schrödinger-Glei­
chung für Metalle. Wir sind aber nur an Lösungen interessiert, die sich auf die in der 
Geophysik bekannten Parameter des Erdinneren übertragen lassen. Es bat zwei interessante 
Versuche gegeben, Zustandsgleichungen, die aus dem Thomas-Fermi-Atommodell (TF'-Modell) 
hergeleitet wurden, für die Geophysik anwendbar zu machen (GILVARRY, 1969; BOSCHI und 
CAPUTO, 197()). Die in der Erde erreichten Drücke von höchstens 363,24 GPa (3,6324 Mbar) 
sind jedoch noch so niedrig, daß die Schalenstruktur der Atome noch wesentlich ist.· Am 
TF-Modell sind eine Reihe von Verbesserungen angebracht worden, die es einer Anwendung 
näherführen. Bekanntlich wurde daa Modell durch Hinzufügung eines aus der Au,stausch­
F.nergie der Elektronen stammenden Terms durch DIRAC (1930) erweitert. Eine weitere Ver­
bes�eruns führt von WEIZSÄCKER (1935) durch die Hinzufügung eines Terms zur ktnetischen 
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Energiedichte ein, der dem Quadrat des Gradienten der Elektronendichte proportional ist. 
Dieser Gedanke wurde durch HOHENBERG und KOHN (1964) systematisch erweitert, indem der 
von-Weizsäcker-Term durch eine Entwicklung nach dem Gradienten der Elektronendichte er­
setzt wurde. Doch all diese Erweiterungen reichen nicht aus, u m  radiale Scblrankungen der 
Elektronendichte im Atom, d, h. die Schalenstruktur des Atoms, zu berücksichtigen. Das 
ist aber für Anwendungen in der planetaren Physik nötig, weil bis zu den höchsten dort 
vorkolDlllenden Drücken· (~3000 GPa in der Mitte des Jupiters) die Schalenstruktur noch 
existiert. Einen Versuch, die Schalenstruktur in einem erweiterten TF-Kodell für Elemen­

te mit Kernladungszahlen zwischen 5 und 30 zu beachten, unternahmen LEE und 'l'HORSOO 
(19?8). Die Berechnung des Kassendichte-Druck-Diagramms für Eisen ist aber für geophy­
sikalische Zwecke wenig erfolgversprechend. Inzwischen gibt es auch interessante Arbei­
ten, in denen die TF-Theorie auf zwei- und dreiatomige Moleküle übertragen wird (JACOB 
u, a,, 1978; GROSS und DREIZLER, 1979; DREIZLER u. a., 1979; SHIH, 1979). In überaus 
klarer Weise beschrieb PERROT (1979a), wie die Dichte als Funktion des Druckes und der 
Temperatur für das TP'-Modell und einige Erweiterungen des Modells berechnet wird. Das 
Kernstück dieser Rechnungen ist die Lösung einer Differentialgleichung 4. Ordnung zur 
Bestimmung der lokalen Elektronendichte. Die Rechnungen sind zwar viel zu umfänglich, 
um als eine geophysikalisch brauchbare Zustandsgle ichung Verwendung zu finden; sie und 
die weiter oben erwähnten Arbeiten ergaben jedoch wichtige Hinweise zur Berechnung der 
im nächsten Abschnitt hergeleiteten Zustandsgleichung. Die erwähnten Abkömmlinge des 
TF-Modells gelten außerdem erst bei höheren Kompressionen, als sie in der Erde vorkom­
men. So ist z. B. das TF-Dirac.Modell wahrscheinlich erst für x � 0,02 bei Li, für 
x � 0,05 bei Be und Al und für x � 0,1 bei Cu anwendbar, wobei x = e/e gilt, e 
die Massendichte und e

0 
die Massendichte bei Nulldruck bedeutet (PERROT, 1979b). 

7.3. Herleitung der neuen Zustandsgleichung 

Die freie Energie eines Metalls sei als folgende Summe dargestellt 

(7,4) � = �i + �o + �t + �e •

Dabei ist 

(7,5) 

die freie Energie der Gitter-Wechselwirkung unter Annahme eines Lennard-Jones-Poten­
tials, 

(7,6) �o

die freie Nullpunktsenergie, 

(?, 7) 
3N -hv 

= kT E ln[1 - exp(�)] 
i=1 

die thermische freie Energie und Je die freie Energie der freien Elektronen. Viele
Autoren (z, B. MIDHA und NANDA, 1975; IIULARGIA u. a., 1979) haben eine solche oder eine• 
ähnliche Darstellung benutzt. HIRSCHFELDER u. a. (1954) finden f'(ir tcc-Gitter und bei 
Berücksichtigung von 3 Schalen von Nachbaratomen um ein mittleres Atom A = 1,0110 und 
B = 1, 2045, Im übrigen bedeuten die Grö�en: T Temperatur, h Plancksche Konstante, 

-

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



78 

k Boltzmann-Konstante, vi Prequenz, v Atoavol1111en, N Zahl der Atome, Z Koordina­

tionszahl, €• UDd v• sind Energie- und Volum�nkonstanten. Ab jetzt vernachlässigen 

wir die Abhängigkeit v® der Temperatur, wir wollen uns also auf isotherme Zustands­

gleichungen beschränken. Zur Berechnung der elek_tronischen Anteile der freien Energie 

gibt es mehrere Möglichkeiten (11.ARCH, 1974). Wir verwenden die Hartree-l!'ock-Energie 

Egp 

(7.8) 

Der erste Term der rechten Seite (Fermi-Term) stellt die mittlere kinetische Energie 
der Elektronen dar, der z�eite Term (Austausch-Term) beschreibt die gegenseitige Ab­
atoßung von Elektronen mit gleiche m Spin. Um die gegenseitige Beeinflussung der Lei­
tungselektronen vollständig zu erfassen, benutzen wir zusätzlich WIGNERs (1938) Inter­
polationsformel für die Korrelationsenergie Ecorr=

(7.9) Ecorr = N[-0,88/(rs + 7,8)]

rs ist der mittlere Elektronenabstand, gemessen in Bohr-Einheiten. Dabei werden nur 
die Valenzelektronen berücksichtigt. Die Energien sind in (7.8) und (7.9) in Ryd ausge­
drückt. Durch eine einfache ttberlegung findet man, daß man das oben definierte x auch 
durch x = r�r?

0 
ausdrücken kann, wobei rso das rs für Nulldruck ist. rs liegt 

für Metalle zwischen 2 und 6 Bohr-Einheiten. Um die Formeln zu vereinfachen, führen wir 
deshalb heuristisch und etwas gewalt sam r80 = 4 Bohr-Einheiten in die Formeln ein.
Durch Einsetzen der Gln. (7.5) bis (7.9) in Gl. (7.4) en�steht ein gut begründeter Aus­
druck für die freie Energie der Metalle. 

Dieser Ausdruck wird nun durch die Einführung von freien Parametern a, b und n � 
allgemeinert. Gleichzeitig wird es dadurch möglich, makrophyeikalische Größen in die 
Pormeln einzuführen. Damit wird der Vergleich der Formeln.mit Hochdruck-Daten und mit 
Daten aus dem Erd.inneren möglich. Unser physikalisch gut begründeter Ansatz für die 
freie Energie lautets 

(?.10) � = ( A 2B ) C D E a 2n/
3 

- ::iin + b(
:w, 

- � - 1/3 ) •
X X-' X X'/ � X + J' 

Die Terme der rechten Seite bedeuten der Reihe nachs Abstoßungs- und Anziehungs-Gitter­
term, freie Fermi-Energie der Elektronen, Austausch- und Korrelationsterm der Elektro­
nen. Die Größen A bis P liegen fest und sind physikalisch gut begründet: 

A = 1,0110 B = 1,2045 C = 0,138 Ryd 
D = 0,229 Ryd E = 0,220 R;yd P .= 1,95 

Die Größen a, b und n liegen dagegen nur fUr je einen Stoff _fest und werden im folgen­
den durch besser bekannte Größen ausgedrückt. Mit Hilfe der thermodynamischen Relation 
P = -(a�/ax)T folgt aus (?.10) folgende neue Zustandsgleichung 

(7.11) p _ 2n a( A B ) 2 b( 0 D E ) - T x2Df3+1 -
;n/3+1 

+ 
J ;57' - � - 2(x 1/3 + P)2x2/3 

• Aus dem Druck P berechnet man die Inko■pressibilität x mit Hilfe von x = -xaP/ax
und erhil.lt

2 = N(2,21/r8 - 0,916/r8 ) • 
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(7.12) • = , a[<�;�.l - Ci"��B] + 

Perner gilt 

2 5/3 -4/3 2 + 4-1/3 
] + -g b[5 CJC- - 2 DlC - B 

(:ic1/3 + p)3
:ic

1/3 •

--2x;a� = 2n [(
�

1�
2

.l _ (n/'3+1�
2B ] +(7.13) l,,g .. .,- a .3+ 

:ic
n/3+ 

79 

+ -b b[25 e:ic-5/3-_ 8 DJC-4/3 - B(:ic1/3 
+ P)-4{:rx-1/3(1 + h-1/3) +

+ (2 + :rx-1/3)(4 + h-1/3)}] .

Wir beseicbDen die Inko11preaaibilität bei verschwindendem Druck ■lt •
0

, ihre Druckab­
leitung bei verschwindende• Druck ■1 t x

1
• .llao "o = x 1 :ic:1 

und "1 = ax/aP 1 :ie:
1 • Per­

ner gilt axjaP = (-xaxja:ic)x-1 • Duit kann ■an aus den aut :ic = 1 spezialisi erten 
Gleichungen (7.11) bis (7.13) die GröSen a, b und n als Punktionen der tür viele Stoffe 
bekannten Konstanten x

0 
und x

1 
und der stottunabhingigen Konstanten A bis :r be­

atiuen. Das ist fiir die nu■erj.sche BeatiJBUDg der GröSen �, P und x als Punktion von 
:ic(=e/e) nötig. Ba ergibt aichs 

-(7.14) n = (Lx1 - K)/2 + [{(Lx
1 - K)/2}2 - M + Bx

1
]112 , 

(7.15) a = (3/2)x
0
n-1[(2n/3 + 1).l - (D/3 + 1) B + GH]-1 ,

(7.16) b = GDa 

wobei 

G = (B - .l)[C - {D + B/(1 + P)2}/2]-1

B :1. [5C - 2D - B(2 + P)(1 + P)-3]/3

I e [25C - 8D - B(1 + P)4{P(1 + �) + (2 + P)(4 + P)}]/9 

J e (4.l - B)/9 

1: :1 ( 4.l - 2B)/3J 

L :1 (2.l - B)/3.T 

■ • (.l - B + GI)/J 

lf :1 (.l - B + GH)/J • 

Die neue ZuatandagleichUDg (7.11), die sua•■en ■it den Gln. (7.14) bis (7.16) und den 
Konstanten .l bis H verwendet werden •�• utbilt eine geJlauere Analyae der Bindungs­
kräfte und wir wollen aeigen, datl sie sich auch in der AnwendUDg aut Hochdruck-llet,daten 
beaser ale andere Zustandsgleichungen bewährt. Die Konstanten .l bis B sind tilr alle 
Stotte gleich, nur x

0 
und x1 ■uS stottspesifiscb gewählt werden. Daait ist (7.11) 

für die praktieche Hochdruckforschung und tu.r die Geop�k leicht aurendbar. Der Ver­
tuaer hofft, daS die neue Zustandsgleichung ein geaiDder KomprOlliS zwischen einer tie­
feren theoretisch-�ikallachen Durchdringung des Proble■s und den PorderuDgen nach 
Binfachheit und Ubereinatiaung ■it MeSdaten, die wn praktischer Hochdrucktorachq und 
geoph;yaikaliacher ModellieNDg auagehen, 1st. 

, 
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7.4. Andere Zustandsgleichungen 

In der Anwendung unserer neuen Zustandsgleichung erwies es sich, daß s ie auch !ür 
geophysikalisch wichtige Oxide sehr gute und für Halogenide gute tfbereinstimmung mit 
den Hochdruck-Meßdaten zeigt, obwohl sie ursprünglich nur für Metalle vorgesehen war. 
Das führte auf den Gedanken, auch andere Zustandsgleichungen zum Vergleich heranzu­
ziehen, wobei nur zwei sehr wirklichkeitsnahe in unseren Abbildungen zum Vergleich ge­
no1U1en wurden. Diese zwei anderen Zustandsgleichungen sollen im folgenden hergeleitet 
werden. 

Für Stoffe mit Ionenbindung (z.B. für Alkalihalogenide) benutzt man bekanntlich 
(siehe z.B. GUPl'A und SHANKER; 1979) häufig ein zwischenatomares Potential folgender 
Gestalt: 

(7.17) 
a e2 -r/r 6

1 6
2 � = - _m_ + ße o - - - -

r 
ro ro 

a• ist die Madelu.ng-Konstante, ß um r
0 

sind die Konstanten des Born-Uayer-Ab­
atoßungsterms, 6

1 
und 6

2 
sind die Dipol-Dipol- und Dipol-Quadrupol-Wechselwirku.Dgs­

konstuten aach van der Waals. Um die Konstanten nach dem im vorigen Abschnitt ange­
wandten Verfahren durch makrophysikalische Größen x

0 
und K1 zu ersetzen, müssen wir 

die letzten zwei Glieder der rechten Seite von (7.17) vernachlässigen, w eil die höheren 
Druckableitungen der Inkompressibilität für die meisten Stoffe unbekannt oder nur un­
sicher bekannt sind. r bezeichnet wieder den zwischenatomaren Abstand. Wir ersetzen 
also (7.17) durch (7.18), wobei c

1 
bis c3 Konstanten sind, die im folgenden durch

Funktionen von x
0 

und x
1 

ausgedrückt werden. 

(7.18) � = - c
1

x-1/3 + c2exp(-x1/3;c3) •

Daraus folgt 

wobei 

(7.20) D
2 

: (3/2)(K
1 

- 1) + (1/2)[(3x1 - 7)2 + 8)1 /2 •

Gl. (7.19) stellt die Born-Mayer-Zustandsgleichung dar (siehe auch ZHARKOV und KALINIB, 
19711 PAN'KOV und ULLIIANN, 1979). 

Spezialisiert man das Lennard-Jones-Potential von (7.1) auf m = 2n, so erhält man 

(7.21) 

Blilli.niert ■an nach dem im vorigen Abschnitt angewandten Verfahren "1, B1 und n, so
erhält man aus ('7.21) 

(7.22) P • 
(1-2K1)/3 -(1+K

1
)/)

: [3xc/(>&1 - 2) )[x - X ] • 

Das iet die Zustandagla:t.chung 111 von ULLIIANlf und PAN'KOV (19'76), die diese vorwiegend 
gestützt auf thermod:,namieche ffberlegungen herleiteten. Die praktische Brauchbarkeit 
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dieser zustand.egleiohung wurde du.roh die zwei Autoren sel bat und dU:t'ch WALZER u. a. 
(1979) bewie sen. Aus (7.2) folgt dagegen

(7.23) P = (3x/CD1 - 7)][x-2/3exp{D
1

(1 - x113)} - x�3] ,

wobei 

(7.24) D1 = (3/2)(x1 - 1) + (1/2)[(3x1 - 17)2 
+ 28]112 •

Die Zustandsgleichung (7.23) wird hier nicht zum Vergleich verwandt. Sie dürfte für 
!delgaskristalle von Bedeutung sein. 

7.5. Vergleich der drei Zustandsgleichungen ■it lleBdaten

81 

Zua Vergleich der Zustandsgleichungen mit Meßdaten verwenden wir experimentelle Kom­

pressionswerte aus VolU11enmessungen sowie Daten aus Stoßwellen- UDd R6ntgenstrahl-Unter­
suchungen. Ich habe unter anderem isotherme Daten tienutzt, die aus experimentellen 
Hugoniot-Daten stammen. ULLllANN und PAN'KOV (1976) haben diese Werte aus der Literatur 
gesammelt und unter Vertrendung der üblichen Methode auf Isothermen bei Zimmertempera­
tur reduziert. Die Berechnung des Hugoniot-Druckes mit Hilfe der Mie-Grüneisen-Gleichung 
und der Rankine-Hugoniot-ErhaltungsgleichUißen ist beispielsweise bei WALZER u. a. (1 979) 
dargestellt. Piir die theoretischen Kurven (Isothermen bei Zimmertemperatur) der drei be­
nutzten Modelle wurden dieselben Einga�sdaten verwandt, die in Tab. 7.1 zusammengestellt 
sind. Die drei Kurven wurden jeweils in P-x-Diagramme eingetragen UM zwar gemeinsam mit 
den auf isotherme Bedingungen reduzierten experimentellen Ergebnissen. Das erm6glicht 
eine schnelle Entscheidung, welche Zustandsgleichw:ig für welche Stoffe am  besten ge­
eignet ist. Die aus der neuen ZUl9tandsgleichung (7.11) stammende Kurve wurde mit IIX be­
zeichnet, die Born-llayer-Zustandsgleichung (7.19) mit BII UM (7.22), d. h. Modell 1 von 
ULLIIANN und PAN'KOV (1976), mit 111. Um einen gerechten Vergleich der Zustandsgleichungen 
zu erm6glichen, habe ich lllich bewußt auf die von ULLllANN und PAN'KOV (1976) ausgewählten 
Stoffe beschränkt Utld auch die Darstellw:ig der experimentellen Daten in den P-x-Diagram­
men übernommen. Die Herkunft der Beobachtungsergebnisse ist in Tab. 7.2 angegeben. llit 
Kreuzen sind adiabatische Hugoniot-Daten markiert, während die isothermen Daten mit 
Kreisen, Vierecken, Dreiecken und anderen mehr ins Auge fallenden Symbolen bezeichnet 
wurden. Es ist klar, daß hauptsächlich die UbereinstilDIII� der isothermen Meßdaten mit 
deo theoretischen Kurven für die Güte der Theorie entscheidend ist. Die Abbildungen sind 
in derselben Reihenfolge angeordnet wie in Tab. 7.1 . 

7.6. SchluBfolgerung 

Durch eine Analyse der zwischenato■aren Kräfte wurde eine neue Zustandsgleichung 
(7.11) hergeleitet. Diese Gleichung wurde hinsichtlich ihrer Leistungsfähigkeit bei der 
Vorhersage der Kompression unter hohem. Druck mit zwei anderen Zustandsgleichw:igen ver­
glichen, die sich in der Anwendung gut bewährt haben. Durch Betrachtung der Abbn. 7 .1 

bis 7.3 sieht man im einzelnen, für welchen Stoff welche der Gleichungen-am besten ist. 
Ba zeigte sich, daß die neue Zustandsgleichung nicht nur für lletalle geht (für die sie 
eigentlich hergeleitet wurde), sondern euch für Halogenide und einige Oxide. Unte.r den 
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letateren 1.et sie besondere gut rar Periklae (llg()) und Korund (il2o3) geeignet, was in­

eotern be■erkenswert ist, als di ese stotte einen gro�en Anteil an der Ges•taasse des 

Brd■antela haben dürften. U■ einen schnellen ffberblick über die Güte der drei Modelle 

au geben, wurde in Tab. 7.3 beurteilt, welches Modell die •�daten a■ besten annähert: 

0 bedeutet gut, 1 besser, 2 all besten. Natürlich birgt eine derartige Beurteilung eine 

kleine subjektive Komponente, die jedoch nicht au gro� ist, wie ■an durch unabhängige 

Wiederholw:ig zeigen kann. Jedenfalls gewinnt man so einen groben. ffberblick über die 

OOte der Zustandsgle ichunge�. Der Verfasser glaubt, da� die neue Zustandsgleichung die 

Me�daten besser approxi■iert· als die zwei anderen. Dabei ist anzumerken, da� die awei 
Vergleichsgleichungen deshalb aus der Menge der vorhandenen Vorschläge ausgewähl� wor­

den sind, weil diese bes onders realitltanah sind (siehe WALZER u.a., 1979). 
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8. Jomettion ■it anderen t•peraturabhlil.Dgigen llaterialparpetern

8.1. Herleitung der KonvettidDS-Ditferentialgleichungen ■it temperaturabhängigen
Katerialpara■etern 

In .3. und 4. 1111rde der Bin�lu/1 der t•peratur- und druckabhängigen Viskosität aut 

8.3 

die •anteltonvettion behandelt, ll'Obei in 4. zusätslich der Einflu/1 innerer Heizung be­
rücksichtigt wurde. Ba ist zur Zeit unmöglich, alle .Aspekte der Konvektion i■ Erdliantel , 
in e i n e ■ llodell g 1 e i c h z e i t i g analytisch oder auch nur nU11erlsch 
zu behandeln. So wurden bisher in allen bekannten Konvektionsaodellen die Draeleit­
tähigkeit, die spezifische Wärme und der thermische Ausdehnungskoeffizient als konstant 
vorausgesetzt, ua die Aufgabe zu  vereinfachen. Hier soll jedoch das B6nard-Proble■ ■it 
zusätzlichen inneren räu■lichen Wärmequellen belandelt werden, wobei die genannten 
llaterlalgrö/len die tiir den Erdmantel kennzeichnenden Taperaturabhingigkeiten besitzen. 
In diese■ Abschnitt benutzte Zahlenwerte dienen nur zur grö/lenordnungsai/ligen Abschät­
zung, die gebraucht wird, ua die Rechnung etwas zu vereinfachen. Leichte lnderungen der 
Zahlenwerte beeinflussen die Ergebnisse nicht. Um die Rechnungen so allge■ein wie m ög­
lich zu halten, werden die Vereinfachungen so spät wie a öglich eingeführt. 

Wir benutzen die in der Oberbect-Boussineaq-Approxi■ation übliche Por11 der Konti­
nuitätsgle'ichunga 

{8.1) 
av1 
ni 

= 0 

wobei x1 oder r der Ortsvektor, vi oder D der Geachwindigteitevektor ist. Das 
bedeutet, da/1 wie üblich die Dichteschwantungen nur i■ Auttriebsterm berücksichtigt 
werden. Die pro Voluaen und Zeiteinheit erzeugte Wä:rae sei Q, T die Temperatur, p 
der Druck. Q hängt bei vorwiegend radioaktiver Wi:raeerzeugung ia Mantel von T und 
P nicht ab. Wie !OZB:R {1967) und WDR1'IWi (1970) xieh■en wir die Temperaturabblngigteit 
der Vistositlt � in folgender Po:ra ant 

{8.2) 
k2'f■(p)/'f 

� = Jt.,Te 

t1 und t2 sind Konstanten, 'f• ist die Sch■elzt•peratur. Pür die Draele,ittäbiglceit
x benutzen wir das Modell von SCHATZ und BIDONS (1972) 1 

{8.3) X : "J, ♦ "R • 

Danach gilt für die Gitter-ft:raeleitflhigteit "I.'

(8.4) "L = (k3 + lt4 T)-1 •

Pilr die Strahlungs-Drlleleitflihigteit 
"R'

(8.5) •a 
= 0 tar T � 500 K '

(8.6) 1'a 
= t5(T - k

6
) tur T > 500 K

wobei t
.3 

bis t6 folgende Komtanten sindt

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



84 

k3 = 31 c11 sec K/cal 

k4 = 0,21 cm sec/cal 
(8.7) k5 = 5,5 • 10-6 cal/cm sec x2

k6 = 500 I'. • 

Ale Wärmeproduktionsdichte wurde folgender Wert verwandts 

(8.8) Q = 0,1 • 10-13 cal/c■
3 sec •

Für lloho-Temperaturen zwischen 500 und 1000 •c (siebe z. B. cSERIIAK, 1975) genügt 
Formel (8.6) für KR. Die Exzitonen-Leitf'ähigkeit wurde vernachlässigt. Sie kann ver­
mutlich auch ia unteren Mantel vernachlässigt werden (vgl. ZHA.RK0V u. a., 1971, B. 51), 
Nach SCHATZ und SIIIM0NS (1972, S. 6975) kann die Druckabhängigkeit der Gitter-Wärme­
leitfähigkeit indirekt durch 

(8.9) Kr, min = 0,003 (1 + Z) cal/cm s •c

beschrieben werden, wobei Z die Tiefe in 103 km ,a usdrückt. Näherungsformel 
(8.9) und Pig. 12 von LUBIII0VA (1967, s. 257) wurden aus derselben Formel h ergeleitet 
und zeigen, daß die Druckabhängigkeit bis in etwa 400 km Tiefe vernachlässigt werden 
kann. Weil die spezifischen Wärmen bei konstantem Druck un:l konstantem Volumen für Fest­
körper fast gleich sind, genügt es, nur einen Buchstaben c einzuführen. Nach der 
Debye-Theorie lautet die Temperaturabhäng�gkeit der spezifischen Wärme c für Fest­
körper bekanntlich sos 

(8.10) 

wobei 

(8.11) 

C = Co {D(x) - X d�ix)}'

x = 8/T • 

8 ist die Debye-Temperatur, c
0 

= 3Nv ist eine Konstante, nämlich die Gesamtzahl der 
Schwingungen, D bedeutet die Debye-Funktion 

(8.12) D(x) 

Wenn man die Tmperatur T als ll'u.nktion der Tiefe im Mantel (vgl. z. B. LUBIM0VA, 1967, 
s. 297, Fig. 26) mit der Debye-Temperatur als Funktion der Tiefe (siehe z. B. ZHARKCY{
u. a., 1971, s. 29, Fig. 2) vergleicht, so findet man, daß weder T > 8 _noch 8 > T
gilt. Deshalb muß die Interpolationsformel (8.10) benutzt werden. Gleichung (8.10) wur­
de in eine Reihe entwickelt. Folgende Approximation erwies sich als ausreichend:

(8.13) wobei 

Nach LANDAU und LIFSCHITZ (1966, S. 199) erglbt sich im Gültigkeitsbereich des'Ge­
setzes der korrespondierenden Zustände 

(8.14) 

a ist der thermische Ausdehnungskoeffizient, V
0 

das Volumen als lPunktion des Druckes. 
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Bach ZlliRKOV u •. a. (19?1, s. 29, Pig. 2) kann d8/dp = comt tür die oberen 400 n des 

lantels angeno-en werden. Desmlb und wegen (8.1) um (8.14) k ann für diesen Bereich 

a/c als druckunabhängig angesehen werden. Deshalb und wegen (8.13) autr 

(8.15) a = 

gelten, weil das Verhältnis von thel'llischem Ausdehnungskoeffizienten zu spezifischer 
w-arae für teste Körper el..ne ·von der Temperatur unabhängige Grötre ist (Gesetz von Grün­

eisen (8.14)). a0 ist eine Konstante. Die P'or11eln (8.4), (8.6), (8.13) und (8.15) gel­

ten speziell für den oberen Mantel.

Die genannten vier Temperaturabhängigkeiten und (8.2) werden nun in di e Konvektions­

difterentialgleichungen eingeführt. Es mag für Physiker, die keine enge Beziehung zur 

Geophysik haben, befremdlich erscheinen, P'omeln, die aus der Festkörperphysik kommen, 

in Gleichungen für Flüssigkeitsströmungen einzusetzen. Das ist aber völlig gerechtfer­

tigt, denn gegenüber den kurzen Zeiten der Laboratoriumsph;ysik ist der Mantel ein Fest­

körper, gegenüber Vorgängen von lillionen Jahren kann man ihn kontinuumsmechanisch in 

erster Näherung als Newtonsche Flüssigkeit behandeln. Man erhält folgendes Gleichungs­

system zur Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten vi' der Temperatur T, des

Druckes p wxl der Dichte (1 

(8.16) 

(8.1?) 

(8.19) 0 • 

In der Bewegungsgle ichung (8.16) und der Wärmetransportgleichung (8.17) wurden Größen, 

die das Qlladrat der Geschwindigkeiten entmlten, vernachlässigt, weil die Geschwindig­

keiten der Mantelkonvektion in der Größenordnung von 10 cm/Jahr liegen. (8.18) ist die 

verwendete Zustandsgleichung und (8.19) die Kontinuitätsgleichung für inkompressible 

Materie. (8.16) bis (8.19) sind die Grundgleichungen des Konvektionsproblems mit allen 

Temperaturabhängigkeiten. In dieser Porm der Gleichungen sind aber selbst einfache 

Probleme zur Zeit noch nicht lösbar. Insbesondere stellt die in (8.16) steckende Tempe­

raturabhängigkeit der Viskosität eine Schwierigkeit dar, die separat in 4. näherungs­

weise behandelt wurde. (8.1 8) und (8.1 9) in e inem System zu verwenden, läuft darauf hin­

aus, Dichteschwankungen nur im Auftriebsterm zu verwenden. Die Approximation ist in der 

Hydrodynamik üblich (vgl. 2.). 

Zwecks Vereinfachung setzen wir hier eine konstante Viskosität voraus. Dadurch ver­

einfacht sich die Bewegungsgle ichung zu 

(8.20) 

-

(8.18) q = q0 (1 - a 0 (1 - k7T-2)(T - T0 )] , 

avk 
~ = 
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111.t 9 = (O,O,-g) oder gi ist wie 'Üblich die Schwerebeschleunigung, mit e die 
Dichte, mit t die Zeit bezeichnet. Wir behandeln nun die JroDVektio n  in einer horilon. 
talen ebenen Schicht der Dicke h und benutzen ein rechtwinkliges kartesisches Koordi. 
natensyatem 11Xr)• Der Ursprung des Bysteu liegt in der u nteren Grenzebene, x3 Wird 
nach oben p ositiv gesihlt. Die Grenzebenen werden l!lllt konstanten Temperaturen gehal ten, 
Pilr � = h sei T = 11

1 
um für :x3 = O sei T = T

0 
> T1• Das Problem soll sowohl 

tür freie als auch für feste Grenzen gelöst werden. Wie es in der Hydrodynamik üblich 
ist, setzen wir voraus, da� der mittlere Zustand unmittelbar n ach dem Einsetzen der· 
Strömung gleich dem Gleichgewichtszustand ist. Die Gleichgewichts-Variablen werden mit 
einem Querstrich gekennzeichnet. Wir lösen das Problem jetzt für den statischen Pall, 
U11 dann für Geschwindigkeit, Dru.ck um Temperatur kleine Störungen einzuführen. Unter 
Verwendung der statischen Lösungen werden dann die linearisierten Grundgleichungen be­
sti11111t. 

8,2, Die Herleitung der linearisierten Differentialgleichwgen 

Im Gleichgewichtszustand verschwindet die Geschwindigkeit: 

(8,21) D : 0 , 

Aus der Wärmetransportgleichung (8.17) folgt 

(8.22) ,d: {(Ck3 + k4T)-1 + k5(T - k6)] �} = - Q.3 3 

Aus der Bewegungsgleichung (8.16) oder (8.20) ergibt sich 

ca.23> \1i> = a e. 

Daraus entsteht 

(8.24) p = g e(h - �) , 

Aus (8.22) erhält man 

(8.25) - j X�+ kaX3 + � = !; 'ii2 - k5k6f + t;11n(k3 + k4T)

wobei k8 und k9 _ Integrationskonstanten sind, die dadurch bestimmt werden, d� für
X3 = 0 Gleichung T = 1'

0 
und für � = h Gleichung T = T

1 
gelten m u�. Also s 

(8.26) t9 = � � - t5k6T
0 
+ � ln(k) + t4T

0
) •

In (8.25) und (8.26) aüssen T um T
0 

in Grad K:elvtn eingesetzt werden, während 
sie als Argument des Logarithmus lii diaenaionslos genommen werden müssen.

_9 1-�·� � 1 k+k'l' 
(8.27) ka - "2 h + li ['""2"(11 - 1c;> - k5k6(T

1 
- T ) + � ln 3 

4 1] •
0 &4 ii3 + k4To 

Aus (8.25) ist T = T(x3) ■it numerischen Kethoden in b�liebig guter Approrlaation be­
stimabar. Aus (8.18) folgt diese Zustandsgleichungs 

(8.28) e = e
0

[1 - «
0

(1 - k7l""2)(! - T
0

)) • 
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Ia folgemen wollen wir p, T, e und D atets als Suaae eines aittleren Wertes und 
einer kleinen Störung p' , 'l'' , e' und • auffassens 

(8.29) p = P + p' 1 '1' = '+ !' 1 e = i + e' 1 • = e • 

Dabei ist der aittler e Wert, der gleich de• statischen Wert ist, nur eine Punktion von 

�• die kleinen Störungen aber h&ngen von x.,, �• lC3 und t ab. Wenn•� (8.29)2
und (8.22) in die W!irmetransportgle!chung (8.17) einsetzt, so beko-t aan 

a - � (8.30) V3 E (! - - )
3 T 

woraus eich 

(8. 31) 

ait 

(8.32) 

er gibt. Ind• wir die Oberbeck-Boussinesq-.A.pproxiaation benutsen, erhalten wir aus der 
Bewegungsgleichung (8.20) 

(8.33) ,!I : . - i Vp' + .v2. + g L ,
o� e0 e0 

wobei 1'· die lci.Deutiscbe Vislcaaitlt iat. Unter Benutzung der ZuatandagleicbUJ1gen 
(8.18) UDd (8.28) und der Gleichungen (8.29)2 und (8.29)3 timet aan

(8.,.) 
1c 

e' • - e « (1 - :z, ,, . 
0 0  � 

Aue (8.33) und (8.,.) ergl.bt sich 

(8.35) Ch - IR2] • • - i; Vp' - 9 C10(1 - �) ·11• •

lit (8.)1), (8.,.), (8.35) und der lontinuitltsgleichung V, D = 0 habm wir die linea­
riaierten Gmndgleichungen F Beati•ung TOD D, 'f', e' und p' erhalten. Von (8.35) 
bilden wir (- rot rot), ua den Drllclc p' su eliainieren. Von der eo entstehenden Vek­
torgleichung achreiben 111.r die �-loaponente �ufs

(8.36) Ch - 11v2] �3 = {«0g(1 -�) V�} 'f' ,

wobei 

(8.)7) 
� 

�
2 . ,2 

"1 • +-:::2 a a�

gilt. Ill der nlobaten forael wollen wir d• in (8.)1) TOrkoaaenden Operator 1D eckigen
11 ... rn •1' c ••• ] beuicbnen, den 1D (8.-36) vork01111enden Operator i n  geach1NDgenen
n ... rn au. { ••• } • IJir bilden 

a,• 
+ '3r = 
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(8.38) [ ••• J{ ••• }T' = { ••• }[ ••• ]T' -

_ ;ieog 
( 1 + k5(T _ ¾)) � ;, (a2T _ .J aT )

c
0

e
0 

k3 + k4T ax� T äx3 

Wie man jedoch durch numerische Abschätzung ze1gen kann, ist der zweite Term der rech­
ten Seite in jedem Pall vernachlässigbar. Somit sind die beiden Operatoren[ ••• ] und 
{ ••• }vertauschbar.Indem aan diese Vertauschbarkeit benutzt, b ildet man aus (8.36) 
und (8.31) 

(B.J9) [� - -1.._ ( 1 _ + k5(T - k6))�][� - vV2] �J =
oli coeo k:3 + k4T 

= - aog(1 - �) ¼ :3 <a� (T - !in
'r 3 T 

Damit wurde das Problem wesentlich vereinfacht, denn in (8.39) steht nur noch eine un-
bekannte skalare Punktion, die Vertikalkomponente der Geschwindigkeit v3 =
= v3(�,x2

,x3,t). Nun setzen wir eine Lösung in separabler Form voraus, wie es in der
Hydrodynamj.k üblich istz 

(8.40) v3(x1,x2,x3,t) = w(x
3
) • f(�,�)eot 

Dabei soll einem in �- und �-Richtung periodischen Ansatz entsprechend 

(8.41) 2 a2
V1t(�,x2) + � f(�,x2) = 0

h 

gelten. 

a/n erweist 8ich als das Verhältnis von Höhe zu Breite einer längsten geschlossenen 
Stromlinie einer Konvektionszelle. 

(8.42) :, a2 
V:,VJ : - � VJ

gilt wegen (8.40) und (8.41). Wir definieren eine dimensionslose Grö�e 

(8.43) l,; =? und 

Wegen (8.42) und 

ius (B.J9) entsteht dann 

(8.45) 

a D = � • 

� (D2 - a�) v3 •
hc:: 

�
k a2 a k,, a

0
g(1 - _ ) - w(---(T - :L))

hc:: oxJ T 

Kit (8.45) wurde das Problem so umgeformt,� nur noch eine gewöhnliche Differential­
gleichung sechster Ordnung für die Punktion w = w(l,;) zu lösen ist. Jetzt nehmen wir -

(8.44) 

(8.43) gilt 

a2v 
= ❖3 + .:.._:J = 

a~ 

- . 
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wie es in der Hydrodynamik üblich ist - an, daß der kritische Temperaturgradient a = 0 
entspricht. Dann bekommen wir aus (8.45) 

(8.46) 

4 
2 3 aogh coeo 

(if - a )  • = v 

k n k 
• [{(k3 + k4l')-1 + �(T - k6)r1(1 - �) ä�

3 
(T - �)] a2w •

Das Differentialsymbol 4- wirkt dabei nur auf den dahinterstehenden Ausdruck in 
0X3 

runden Klammern. Den Ausdruck in der eckigen Klammer von (8.46) nennen wir jetzt P. 
p ist eine Punktion von l; oder von x3" Nun soll P' bestimmt und in Gleichung 
(8.46) eingesetzt werden. Kan kann P' jedoch nicht explicite hinschreiben, weil T 
infolge von (8.25) nicht explicite als l!'unktion von x

3 
bekannt ist. Aus (8.22) folgt 

durch Integration 

(8.47) 
dT -dX3 -

In dem oben definierten P' werden jetzt die Klammerausdrücke durch aus (8.47) ent­
stehende Terme ersetzt. Der letzte Faktor wird etwas umgeformt, 

- k -
(8.48) 1"(x3) = 

,aT ) 1 (1 - :Z)[dT - k d c2:>] •
äx3 k8 - Qi3 T2 dx3 ? aiJ T 

Daraus entsteht unter Verwendung von k? = e2-;20 

(8.49) 
1 1 0 4 dT 2 J!'(x3) = li:8 - tS3 

(1 - 4M (�� ><ax3
) •

Für den Kantel zwischen 100 und 400 km Tiefe kann der zweite Paktor der rechten Seite 
durch eine Konstante k10 ersetzt werden, die etwas unter 1 liegt. So entsteht 

(8.50) 
k -

J!'(x ) _ 10 (dT )2 
3 - k8 - Qi3 ax3 •

In diese Gleichung wird (8.47) eingesetzt: 

(8,51) F(x ) = k _ 
ka - Qx3 _ 

• 3 10 ((k + k T)-1 + k (T - k )]2
3 4 5 6 

Weil (8.51) noch T enthält und (8.46) noch nicht integriert werden kann, wenn (8.51) 
in (8.46) eingesetzt wird, soll P durch eine andere Punktion ersetzt werden. Zum 
Zwecke dieser Ersetzung wollen wir das Modell etwas spezialisieren. Es sollen (8.7) und 
(8.8) gelten. In einer Tiefe von 400 km (z3 = 0) soll die Temperatur T

0 
= 2600 K kon­

stant gehalten werden, in 100 km Tiefe (z3 = h) soll T1 = 1200 K gelten. Die Wahl die­
ser Zahlenwerte ist durch ANDERS0N (1967, S. 407, Fig. 29) und LUBIM0VA (196?, S. 297, 
Plg, 26) begründet. P'ür die Theorie ist jedoch nur die Größenordnung dieser Zahlenwerte 
von Bedeutung. Unter Benutzung von (8.26) und (8.27) finden wir 

(8.52) k
9 

= 41,8 ca1/cm s und k8 = - 3�22 cal/cm2 s .

Aus (8.25) bestimmen wir j etzt auf numerischem Wege T = T(x3). Nun wird die l"unktioD 
-1 durch eine quadratische lPunktion -P• ersetzt, was mit deD angegebenen Zahlenwerten
gut geht. 

-

- -
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(8.53) -1• = k10Ck11� + k1r3 + � 3
) •

Die Konstanten lauten, 

k11 =

(8.54) k12 
=

k:13 
=

1,296 . 10-17 K/ca3 '

- 0,687 10-10 K/�2 ,

1,827 . 10-3 K/cll • 

In (8.46) ersetzen wir P durch ,•. So entsteht 

4 
2 3 _ «ogh coeok:10 2 2 

(8.55) (D2 
- a )  w = V {k11X3 + k1r3 + k13} a w'

wobei t
10

bis t:13 neue bekannte Konstanten sind. Es werden nun drei neue Konstanten 
definiertz 

(8.56) 

(8.57) und � =

Dalllit entsteht eus (8.55) folgende Differentialgleichung 6. Ordnungs 

(8.58) 

8.3. Die Lösung für eine Schicht lllit freien Grenzen 

Zuerst soll (8.58) für normalspannungsfreie Grenzen gelöst werden, die bei , = 0 
und t = 1 liegen. Bekanntlich (siehe z.B. CHANDRASEKHAR, 1961, S. 35, Gl. 189 oder 
WATSON, 1968, s. 402, Gl. 3.4) gelten dann folgende Randbedingungen 

(8.59) w =

Wir definieren 

11-.. :  

(8.60) " = R
0

a2w ,  

und erhalten so eus (8.58), 

(8.61) 

für ' = 0 

Wir setzen die Lösung in Porm einer Reihenentwicklung an 

(8.62) • = I: r •••
m=1 

und " = I: r " •=1 mm

und für C = 1 •

Die rm sind Konstanten. Die •• und "• müssen (8.61) und (8.59) für jedes ■ ein­
zeln erfüllen. 

"• : Bin ■ffl; und 

aind Lösungen von (8.61) ait den Randbedingungen (8.59), falls � = R2 = O. Deshalb
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substituieren 11:l.r '• = sin D'l; in (8.6 1). Damit ergibt sich folgende Gleichungs 

{8.63) cn2 - a2)3 •• = - {�c2 + a,c + 1} sin ■irl; •

� Integration finden wir die Lösungs

(8.64) .
-

. -

1 2 a2 - 7m2n2 
6 ]

(■2 n2 + a2)3 {[�l; + R1 C + 1 + 
(a2rc2- + 8 2)2 � 

2�l; + R., 2 
• sin anl; + 

2 2 2 
6an cos ■nl; + (-'. + B•l; + C•l;) sinh al; + 

• ff + a 

91 

Die Integrationskonstanten ergeben sich aus den Randbedingungen (8.59) und der Lösung 
{8.64): 

{8.65) -'. = 

(8.66) 

(8.67) 

{8.68) 

(8.69) B
8 

= 

mn m2n2 
+ 9a2 (m2ff2 

+ a2) 
2 {[ 4a + 2 slnh a cosh a] •

a sinh a 

an {(■2
ff

2 + 8
2
)[R- - (-1)

•
(2R- + R-)cosh a] +

2a2sinh a slnh 8 -, """2 -� 

(a2n2 
+ 9a2) . • 

+ 2 8 
[R1 (cosh a - (-1)) - 2R2 

(-1)
•

]},

R an 
(8.?()) ,. = - �c-2n2 + a2) •

4a 

lir setzen (8.62) in (8.60) eins 

(8. 71) 

wobei 

6a2 · • ]} + 2 2 2 [ 1ticosh a - (-1) (282 + R.,) , 
a 1r + a 

B• = ~ (9a2 ~ • 2n2) , 
4a 

C• : • 11'(• 211'2 + a2) [R., cosh a - (-1)•(282 + R1)] , 
4a2 ainh a 

6• nR1 
». = - .2.2 + .2' 

00 2 2 2 3 2 2 a2 - 7,a2n2 
E r• {(• ,r + a ) ein ui; - Ra ((821; + a,i; + 1 + 2n2 2 2 682)sin anl; + 

•=1 • 0 (11 + a ) 

2821; + R1 2 
+ 2 2 2 6IIJf cos mni; + (-'. + B8 i; + c.i; )ainh al; + 

• ,r + a 
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(8.72) r• -
. -

Wir 11111ltiplizieren (8.71) mit ein n,rt; und integrieren von O bis 1. So erhalten wir 
homogene, lineare Gleichungen in r�. Unter BenutzUDg der Abkiirzw:ig 

(8.73) } sin mnt; sin nnt; dt; = 1 öan 

■uß die folgende Säkulargleichung gelöst werden, um. nichttriviale Lösungen zu erhalten.

(8.74) 

wobei 

(8.75) (min) : ![(�z;2 + R1C + 1 + a
2

2-2zm
2

� 2 6�)sin mnt;+
o (m ,r + a ) 

+
2�; 

+ � 6a,r cos ■nt; + (.a._ + B
11

t; + C
8

t;2)sinh aC +·
• ,r + a 

+(Da+ �t; + P
11
t;2)cosh at;]sin nnt; dl; 

Da:a:it ist das Problea analytisch gelöst. Die hergeleiteten Formeln können benutzt wer­
den, ua das Geschwindigkeitsteld numerisch zu berechnen. 

8.4. Die Lösung für eine Schicht mit testen Grenzen 

Pür den Fall, daß die P'l.üssigkeit zwischen testen Grenzebenen strömt, gilt bekannt­
lich (vgl. CH.&NDRASEKHAR, 1961, S. 36, Gl. 199 oder WATSON, 1968, S. 404, Gl. 4.4): 

für ' = 0 und ' = 1 • 

Wir substituieren 

(8.77) = " • 

Damit erhalten wir ais (8.58)

(8.78) 

Run benutzen wir wieder den Ansatz (8.62), wobei w
11 

und �. die Gleichungen (8.77)
und (8.76) tilr jedes a erffillt. 

"• = e in a,rz; und . 
-

. -
sin an,;

befriedigen (8.7?) und (8.76). Analog dem vorigen Unterabschnitt au� mstelle von (8.77)
die folgende Gleichung erfüllt werdena

(8.?9) 

Die Lösung ist 

(8.80) •• =

= sin mnt; 

2 2
1 

2 2 {(• + BaC)sinb aC +(Ca+ Da()oosh aC + ein aR(} , (■ ,r + • ) .... 

0 

- - - -
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die auch WA!SOH (1968) schon kannte. • i r beatiateo die Konstanten so, 

(8.81) ... = •nta ± (-1)• sinh 1l
ainh2 a - a2 

(8.82) � = 
aJr 

sinh2 a - a2 
[(-1)•(a oosh a - sinh a) - a + sinh a oosh a] 

(8.83) o. = 0 ' 

(8.84) D
■ 

= 
-n •inh 1((-1l• + sinh 1l

sinh2 a - a2 

Dabei wurde (8.76) verwandt. Setzt •an (8.62) in (8.?B) ein, so erhält aan

(8.85) 

wobei 

(8.86) 

� r'((■2-2 + a2) 3sin n, + (R-,2 + R_, + 1)R0a2{sin mnC +

a:1 • -'"2 -, 

r' -. -

Die Sätulargleiohung lautet 

(8.8?) II l<n2,r2 + .2, 3 6
an 

- (m.1n) II = 0 '

wobei 

In dieser Weise wurde auch der Pall fester Grenzen analytisch gelöst. 
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9. Kineaatik der Mantelkonvektion

9 .1. Präliminarien

Das volle Konvektionsproblem einer Kugelschale mit kugels;ymmetrischer, nach innen 
gerichteter Schwerebeschleunigung und kugels,ametrischer W-ärmequellverteilung ist we­

der analytisch noch experimentell lösbar, insbesondere wenn man noch die für Mantelkon­
vektion wichtigste, realistische Zusatzbedingung stellt: temperatur- und druckabhängige 
effektive Viskosität. Das gilt auch für beliebig einfache Rand- und Anfangsbedingungen 
und unabhingig davon, ob die Heizung von innen oder von unten erfolgt. Nach SCHUBERT 
(19?9) sind auch mit Großrechnern gefundene, dreidimensionale numerische Lösungen noch 
für Jahre unmöglich. Die genannte Zusatzbedingung ist aber wesentlich für die Entstehung 
der ozeanischen Abkühlungshaut des Kantels (d. h. für die ozeanische Lithosphäre), für 
die Zunahae der Viskosität im tieferen Mantel und für den in Abschnitt 4. beschr�ebenen 
Mechanismus der zeitlichen Variabilität des llagmatismus und der Orogenese. Wegen der er­
wähnten Unlösbarkeit wird versucht, ob eine tfbersicht über die Lösungen einfacherer, 
aber verwandter hydrodynamischer Probleme Hinweise gibt, wie man eine vereinfachte kine­
matische Theorie der im Mantel möglichen Btrömungsmuster systematisch und cpantitativ 
aufbauen und verifizieren kann. Dieser Unterabschnitt dient der tfbersicht ·und der Dis­
kussion, i■ nächsten wird die kinematische Konvektionstheorie entwickelt. 

Wir beginnen mit dem Bllnard-Problem, weil hier auch experimentelle Beweise vorliegen. 
Wie bereits beschrieben, versteht man unter Bllnard-Konvektion den Wärmetransport durch 
eine waagrechte Schicht einer viskosen Plüssigkeit im homogenen Schwerefeld, deren Grenz­
flächen auf unterschiedlichen Temperaturen konstant gehalten werden. Die ursprünglichen 
Versuche von WARD (1901) sind für uns belanglos, weil die Oberflächenkräfte der freien 
Oberfläche wesentlich das Strömungsmuster bestimmten. Erst in den letzten zwei Jahrzehn­
ten wurde das Problem genauer untersucht. Dabei gab es anfangs noch erhebliche Meinungs­
verschiedenheiten auch im laminaren Bereich, die wohl vor allem darauf zurückzuführen 
sind, daß nicht in allen Versuchen die Anfangsbedingungen kontrolliert wurden. Hier sol­
len nur die Ergebnisse knapp dargestellt werden, Abb. 9.1 zeigt wesentliche Resultate 
nach BUSSB um WHITEHEAD (1971). Löst man das Btabilitätsproblem der linearisierten 
h;ydrodynuü.schen Grundgleichungen (CHANDR.ASEKHAR, 1961), so erhält man die Vertikalkom­
ponente der Btrömungsgeschwindigkeit bekanntlich in dieser Porm: 

vio) = [! cv exp(i t
v 

• r)]f(z) wobei ltvl = � = �. 

h ist die Schichtdicke, A die Wellenlänge, r der Ortsvektor. Oberhalb der lllit A be­
zeichneten Kurve verliert die Flüssigkeit nach der linearen Theorie für feste Grenzflä­
chen ihre Stabilität, d. h. eine anfangs infinitesimale Störung ait de-i- Wellenlänge A 
wächst monoton. Verzichtet man darauf, die Störung ait einer bestimmten Wellenlänge am 
.lntang aufzuprägen und überläßt die Störung dem Zufall, so ergeben sich bei sehr langsam 
wachsender Rayleigh-Zahl R StrÖJllungsmuster mit einer Wellenzahl kc = 3,117, die bei
R

0 
= 1708, dem Minimum der Kurve A, einsetzen, d. h. der natürlich einsetzende Strö­

■ungst;yp hat 1• Profil kreisähnliche Stromlinien. Weil durch das lineare Problem die
Vektoren t

v 
und die Koeffizieten cv unbestimmt sind, sind Größe und Aussehen der

Strö■ungs■uster von oben (Streifen, reguläre Sechsecke, Quadrate, gleichseitige Drei­
ecke) zunächst nicht festgelegt. Aus gruppentheoretischen Gründen (PEJES TÖDT, 1965) 1st
es klar, daß es keine weiteren Pormen gibt. Eine zweite Unbestimmtheit entsteht dadurch,
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daß die Orientierung der Ionvelctionszellen in der Ebene nicht festgelegt 1st. Diese 
zweite Unbesti11111theit ist theoretisch auch dann nicht zu beseitigen, wenn man das volle 
nichtlineare Gleichungssystem löst, weil in der u nendlichen Eben6 keine Richtung ausge­

zeichnet ist. Im Versuch wi rd die Richtungseindeutigkeit oft durch die Seitenwände der 
Schicht hergestellt, was z.B. Versuchsergebnisse yon KCSCH.IIIEDER (1966) zeigen. Des­
halb ist man bei den Versuchen natürlich bestrebt, das Verhältnis Breite zu Höhe h 
der Schicht möglichst groß zu halten. Die erste Unbestimmtheit kann man durch tfbergang 
zum nichtlinearen Problem lösen. Piir kleine Abweichungen von der Lösung des linearen 
Problems zeigten SCHLUTER u. a. (1965), daß nahe an R

0 
nur Rollen stabile Lösungen 

des B6nard-Problems sind, weil keine pbyaikalische Unterscheidung zwischen Auf- und Ab­
strom möglich ist, solange die Temperaturabhängigkeit der Dichte linear istr Falls wei­

tere Temperaturabhängigkeiten hinzukommen� tritt zwar zuerst Sechseck-Konvektion au�, 
die jedoch mit wachsender Amplitude in Rollen-Konvektion übergeht, wie BUSSE (1978a) 
(vgl. Abb. 9.2) zeigt. Steigt die Viskosität mit der Temperatur (wie bei den meisten 
Gasen), so ist der Abstrom in der Kitte der vorübergehend in der Nähe von R

0 
auftre­

tenden Sechsecke. Sinkt die Viskosität mit steigender Temperatur (wie bei Flüssigkeiten 
und Festkörpern), so �t der Aufstrom in der Kitte der Sechsecke. :Beides wurde experi­
mentell von TIPPBIBllRCH (1956) gezeigt, der Schwefel benutzte. Schwefel hat bei 153. •c 
ein Viskositätsm.inimum, so daß man mit diesem Stoff beide Erscheinungen zeigen kann. 
Geht 1111D zum ursprünglichen Problem zurück um wandelt es dieSl!lal so ab, daß vor Beginn 
der Konvektion kein konstanter Temperaturgradient aufgeprägt ist, sondern ein nach un­
ten abnehmender (bzw, zunehmender), so ergibt sich als tfbergangsstadium auch erst SechS­
eck-Konvektion mit Aufstrom (bzw. Abstrom) in der Mitte. Eine tfbersicht zur Sechseck­
Konvektion findet man bei PALII (1975). 

Nebenbemerkung: Das System der Rift-Zonen setzt sich netzartig fort, selbst durch 
Kontinente. Die Abtauchplatten (subduction slabs) dagegen schließen zwar auch meist an­
einander an, zeigen aber Enden und treten auch vereinzelt auf (Nord- und Südantillen). 
Falls man vermutet, daß die Bewegung der Lithosphären-Platten Ausdruck einer abgewandel­
ten Sechseck-Konvektion ist, so müßte das Material an den Rändern der Sechsecke steigen 
und in der Mitte sinken. Damit ergäben sich die Temperaturabhängigkeit der effektiven 
Viskosität und der tietenabhängige Temperaturgradient beide gerade falsch herum. Daß 
dieser Gedanke falsch ist, ergibt sich auch aus der hohen Rayle igh-Zahl des oberen Man­
tels, die ganz andere Strömungsmuster fordert, wie unten noch besprochen werden soll. 

Bisher haben wir nur die Str?:S■ungen in der Nähe der Kurve A von Abb. 9.1 besprochen. 
BUSSE (1967) erweiterte den Bereich der Störungstheorie mit Hilfe der Galerk:in-Methode 
auf größere Rayleigh-Zahlen. Es ergab sich ein Bereich zwischen den Kurven B und C, in 
dem Rollen stabil sind. Die theoretischen Kurven sind für P ➔ oo berechnet. Die durch 
kleine Kreise in Abb. 9.1 markierten stabilen Rollen sowie die instabilen Strömuugs­
muster a1f Abb. 9.3 und Abb. 9.4 sind bei P = 100 gewonnen worden. Das llui.llUWI der 
Kurve C liegt bei R = 22 600. Die ser Wert fungiert gewissermaßen als eine zweite kri­
tische Rayleigh-Zahl. Darunter tritt links der Kurve B die Zickzack-Instabilität 
(Abb. 9.3), rechts von Kurve C die Kreuzrolleninstabilität (Abb. 9.4) auf. Wenn die 
Wellenzahl zu weit vom günstigen Wert kc nach unten hin entfernt ist, d. h. wenn der
Abstand der Ionvektionszellen zu weit i st, biegen sich die ursprünglich geraden Rollen 
in wellenlinienartig angeordnete Rollen, wodurch k güns tiger wird (Abb. 9.3). Wenn 
dagegen der .Abstand zwischen den Io?lV'ektionszellen zu eng ist, entstehen senkrecht zu 

-

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



96 

den alten Rollen neue mit ei ner günstigeren Wellenzahl (Abb. 9,4), die allmählich die 
alten ersetzen. Für 1?08 < R < 22 600 sind also nur Rollen in dem durch B und C be­
grenzten k-R-Gebiet  stabil. Welches k für ein bestimmtes R verwirklicht ist, rich­
tet sich nach den Anfangsbedingungen. IPü.r spannungsfreie Grenzebenen gibt es keinerlei 
Anzeichen, daß der Bereich stabiler Rollen n ach oben, d. h. für noch größere Rayleigh­
Zahlen, geschlossen is t (STRAUS, 19?2). Wenn der untere Mantel nicht -gekrümmt wäre, so 
träfe dieser P'all zu, weil die Viskositäten des oberen Mantels und des äußeren Kerns 
einige Zehnerpotenzen niedriger liegen al s die des unteren, so daß m an mit freien Grenz­
flächen rechnen kann. In Unterabschnitt 4,1, wurde dargelegt, daß,� im unteren Man­
tel gerade Kollll'ektion stattfindet, die Rayle igh-Zahl nur wenig oberhalb der kritischen 
Zahl Re liegen kann, Damit läge für ein ebenes Modell die Strömung ohnehin in dem
durch die Kurven B uDd C begrenzten k-R-Gebiet von Abb. 9,1. Das bedeutet, daß stabile 
Rollen vorlägen. 

Doch kehren wir nun zum reinen B6nard-Problem zurück: Für feste Grenzebenen tritt 
oberhalb von R = 22 600 ein weiter R-Bereich mit bimodaler Konvektion auf (vgl. 
Abb. 9,5, BUSSE, 19?9), Für P = 8 600 ist nach Versuchen von WHITEHEAD und PARSONS 
(19?8) diese Art der Kollll'ektion bis R = 760 000 stabil, möglicherweise auch noch 
darüber. Die bimodale Kollll'ektion ist (zunächst) stationär und dreidimensional. Man kann 
sie sich grob als Superposition von zwei orthogonalen Rollensystemen mit unterschied­
licher Wellenlänge denken. Nach weiterer Steigerung der Rayleigh-Zahl gebt die bimodale 
Konvektion in Speichenkonvektion (spoke-like convection) über. Abb. 9,6 zeigt den tfber­
gang. Während die zweite kritische Rayleigh-Zahl (R = 22 600) für P > 20 (also auch 
für alle Bereiche des Kantels) nach KRISHN.AKURTI (19?3) nicht, nach anderen Autoren 
nur sehr schwach mit P wächst, hängt der ttbergang zur Speichenkonvektion stark von 
der Prandtl-Zahl ab: Das neue kritische R steigt stark mit P. Bei der Speichenkonvek­
tion ist das Innere der Schicht stark durchmischt und fast isotherm. Der Temperaturab­
fall konzentriert sich auf die dünnen Grenzschichten, die sich an den Grenzebenen bil­
den und die dann plattenartig senkrecht nach unten sinken (s. helle Linien in Abb. 9,6) 
bzw. nach oben steigen (s. dunkle Linien in Abb. 9,6). Weil in der voll entwickelten 
Speichenkonvektion sich 3 bis 6 Abtauch- bzw. Aufstiegplatten in einem nabena.rtigen 
Punkte (von oben gesehen wie Speichen) treffen, hat sie diesen Nemen erhalten. Da die 
Speichenkonvektion bei horizontal gleichförmig bewegter Obergrenzfläche in eine neue 
Art Rollenkonvektion übergeht und der obere Kantel in dem.fraglichen R-Bereich liegt 
(vgl. auch WALZER, 19?8b), schlossen RICHTER und PARSONS (19?5), McKENZIE und WEISS 
(19?5) und McKENZIE und RICHTER (19?6), daß unter den o zeanischen Lithosphärenplatten 

Abb. 9,1 Ergebnisse von llJSSE und WHITEHEAD (19?1) für h ohe Prandtl-Zahlen. R ist 
die Rayleigh-Zahl, � die Wellenzahl. Die theoretischen Kurven A Bund C 
werden im Text erläutert. Die anderen Zeichen symbolisieren Ver�chsergeb­
nisse: K�eine Kreise bezeichnen stabile Rollen, steherxl.e Kreuze die auf 
Rollen �hrende Kreuzrollen-Instabilität, liegende Kreuze die Zickzack-In­
stabilitat, stehende Doppelkreuze die auf bimodale Konvektion führende 
Kre�zrollen-In�tabilität, stehende Dreifachkreuze die Kreuzrollen-Instabi­
litat, die zunachst auf Rollen führen, die aber dann durch lokale Prozesse 
abgewandelt werden. 
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Abb. 9.2 

Sechsecke 
(Aufstieg innen) / 

/ 
/ 

--

Ro llen 
--

Sechsecke 
, ( Absinken innen) 

\. 

Btabilitätsbereich für Rollen und Sechseck-Konvektion als Punktion 
der Amplitude e und eines Asymmetrieparameters ß nach BUSSE (19?Ba) 

Konvektionsrollen liegen. Systematische Experimente von RICHTER und PARSONS (1975) zeig­

ten die neue Rollenströmung, die bei Scherung der oberen Grenzfläche für P = 8 600 

mindestens bis zu Rayleighzahlen um 500 000 zu beobachten ist. Rollen dieser Art milßten 

im oberen Kantel längs zur Bewegungsrichtung der Platten liegen. Sie würden nach den er­

wähnten Autoren eine Reihe tektonischer Erscheinungen, vor allem aber den ansonsten sich 

theoretisch zu niedrig ergebenden W"armefluß der Ozeanböden richtig eritlären (Abb. 9.7). 

Um Mißverständnisse zu vermeiden, sei betont, daß diese Platten(= Lithosphärenplatten) 

der ursprünglich festen, später horizontal bewegten Grenzebene entsprechen, also nicht 

zu der besprochenen kleinräumigen Konvektion selbst gehören, während die erwähnten plat­

tenartigen Strömungen der Speichenkonvektion innerhalb der Plüssiglteitsschicht dicht 

unter der Obergrenzfläche durch Abkühlung bzw. dicht über der Untergrenzfläche durch 

Aufheizung entstehen um sich dann senkrecht in die Flüssigkeitsschicht hinein bewegen. 

Abb. 9.3 Zickzack-Instabilität bei R = 3 600 nach BUSSE und WHITEHEAD (19?1). 
h = 5 mm, k = 2n/2,B. Die Zeitspanne zwischen 1.111feinander folgenden 
Bildern waren 9, 10, 10, 26, und ?2 min. Absteigende Strömungen erschei­
nen hell. 

ß 
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Abb. 9.5 Skizze der bimodalen Konvektion nach BUSSE (1979) 
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zusammenfassend läßt sich bemerken, daß es im oberen Mantel vermutlich eine Super­

position von zwei Konvektionsarten gibt: kleinräumiger Rollenkonvektion und großräumi­

ger Lithosphärenplattenkonvektion, wobei letztere theoretisch schwer einzuordnen ist, 

was die vorangehende Erörterung zeigt. RICHTER und DALY (1978) weisen mit Recht darauf 

hin, daß im Gegensatz zu den meisten Laborergebnissen und natürlichen Konvektionssyste­

aen die Lithosphärenplatten-Konvektion ganz unterschiedliche Wellenlängen zeigt: Z. B. 

sind die Pazifische, die Nazca- und die Cocos-Platte etwa 10 000, 3 000 und 1 000 km 

breit. Die waagrechten Ausmaße unterscheiden sich also Wll eine Größenordnung, während 

der Tiefgang der Abtauchplatten in derselben Größenordnung liegen dürfte. Soviel ist

jedenfalls klar, daß die ozeanische Lithosphäre als Abkühlungshaut des Mantels aufzu­

fassen ist, die im Durchschnitt geologisch bedeutend jünger als die Kontinente ist 

(JACOBY, 1975; de la CRUZ-REYNA, 1976; KONO und AMANO, 1978). Das Zusammenwirken von 

Konvelctionsströmen verschiedener· Größenordnung ist in der Natur oft anzutreffen und 

keineswegs außergewöhnlich. So gibt es z. B. in der Nähe der Sonnenoberfläche gleich­

zeitig drei Arten von Konvektionazellen, die sich durch die Größenordnung der Zellen 

stark voneinander unterscheiden (SPIEGEL, 19?2)s großräumige Strömungen, Supergranula­
tion und Granula-

.Abb. 9.4 Kreusrollen-Inatabilität bei R =) 000 nach BUSSB und WHITBHBAD (1971). 
h = 5 •, k = 211/1, 64. Die Zei tapannen zwischen aufeinander folgenden Bil­
der waren 10, 4, 3,? und 28 ■in. Absteigende Strö■ungen erscheinen hell. 

-
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Abb. 9 .6 Zwei Yotoe des th>erg�g• von der bi■odalen zur Speichenkonvektionnach lrHI1'EH!.U> und OH.U (1976) bei R = 80 000 und P = 126. Die beiden Bilder unterscheiden eich infolge der d• Zutall überla•­••nen Anteng■bedi.DgUJ:gen. 
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.Abb. 9.7 

10) 

Ionvektionsaodell tiir den oberen Kantel UDter ozeanischen Platten nach 
KoDNZIE und RICHTER (1976). Wenn die Lithosphäre sich mit einigen cm/a 
seitwärts bewegt, w ird die kleinrliumige Konvektion darunter in Rollen 
wageformt. Das wurde auch im Experiment gezeigt. 

tion, Insgesamt gesehen zeigt die Diskussion des B6nard-Problems, daß Rollen oder tfber­
lagerungen von Rollen oft auftreten, insbesondere such für die Umstände, die in oberem 
und unterem Kantel herrschen, falls man von der Kugelsymmetrie absehen könnte. Neben­
bemerkung: Auch dann, wenn man entgegen der vorherrschenden Ansicht nicht davon aus­
geht, da/J der Kantel für langsame Strömungen wie eine viskose Plüssigkeit behamelt 
werden kann, sondern plastisches Pließen für wahrscheinlich hält, kolllllt man z� dem 
Schlu/J, da/J rollenartige Bewegungen vorherrschen müssen. Denn i m  Palle von Rollen tritt 
hier bei einem linimum an Deformationsarbeit, die sich auf eine Scherzone an der Rollen-
oberfläche konzentriert, ein llarlmum an konvektivem W"ärmetransport auf. 

Das dem Bllnard-Proble m entsprechende Kugelschalen-Problem wurde - wie bereits ein­
gangs erwähnt - bedaitend seltener behandelt: Experimente fehlen. CHANDRASEKHAR (1961) 
gab Lösu�en tür die linearisierte Theorie. YOUNG (19?4) behandelte numerisch die ther­
mische Kugelschalen-Konvektion mit nicht-infinitesimaler Amplitude, wobei er sowohl 
arlalsyuetrische als auch nicht-axialsymmetrische Lösu�en untersuchte. Alle;dings b e­
schränkte er sich auf gerade Lösungen, Gerade bedeutet, daß Temperatur um Radialge­
schwi.Diigkeit s:,mmetrisch, die breitenparallelen Geschwindigkeiten aber antisymmetrisch 
zua lquator sind, YOUNG fand, daß axialsymmetrische Lösu�en nicht vorherrschen dürften, 
weil diese von einer gewissen Rayleigh-Zahl ab gegen nicht-axialsymmetrische Störungen 
instabil sind, Sowohl YOUNG (19?4) als such ZIBIB u. a. (1980) behandelten das Problea 

-

Mittetozeonischer 
Rocken 
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ohne innere Wärmequellen und llli.t isothermen, spannungstreien Grenzflächen. ZEBIB u. a. 
beschränkten sich auf axials;ymmetrische Lösungen. Die lineare Stabilitätsanalyse ergab, 

daß dabei gerade Lösungen weniger stabil sind als andere. Schon diese kurze Gegenüber­

stellung numerischer Untersuchungen zeigt, daß das Problem nur voll-dreidimensional um 

nuaerisch gelöst werden kann, was aber nach SCHUBERT (19?9) z. Z. noch nicht möglich 
ist. Zur Symmetrie der realisierten Verteilung der Strömungen in der Kugelschale findet 

man eine interessante hydrodynamische Untersuchung bei BUSSE (19?5b). Er setzt ledig­
lich die Bchwerebeschleunigung und die Wärmequellen als k ugelsymmetrisch verteilt vor­
aus, wobei es z. B. offen bleibt, ob die Hei zung von innen oder von unten erfolgt. An­
sonsten wird eine Oberbeck-Boussinesq-Plüssigkeit angenommen. BUSSE setzt die Lösungen 

in Jorm von Iugelfunktionen an. Er findet, daß Lösungen mit geraden Koeffizienten n 

vorherrschen, wobei n UD,9erer Schreibweise im nächsten Abschnitt entspricht. Dieses 
Ergebnis steht in tfbereinstimmung mit den aoo.eren, oben erwähnten Arbeiten, weil für 

n > 2 die Lösungen weder a:rlals;ymmetrisch noch gerade bezüglich Äquatorsymmetrie sind. 
BUSSEs R-n-Abhängigkeit zeigt ein Minimum für n = 4. Diese nach BUSSE (19?5b) vorherr­

schende Strömungsart zeigt die Symmetrien eines Würfels •. Auch die Theorie von WALZER 
(1970, 1971, 19?3a), die.ausschließlich auf kinematischen und gruppentheoretischen ttber­

legungen beruht, führte auf Strömungen von der S;ymmetrie eines Würfels, hier zusätzlich 
mit kantenparalleler Streifung, die durch kantenparallele Rollen verwirklicht ist, was 
auf die Symmetrie der vollen Tetraedergruppe führt, in der der Würfel als Form vor­
kommt (vgl. Abb. 9,9). Auch hier sind die Lösungen, wie in 9,2. ausgeführt wird, weder 
arlals;ymmetrisch noch im allgemeinen gerade bezüglich Äquatorsymmetrie. Die Stärke die­

ser kinemtischen Theorie besteht darin, daß sie die Verbindung zu beobachteten Ergeb­
nissen der Geophysik herstellt, Sie gestattet, die Grundzüge der Kugelfunktionsentwick­
lung der Topographie der Erde uni damit u .  a. der Verteilung von Kontinenten und Ozea­

nen zu e:dtlären (Abb. 9.17). Es ist klar, daß alle oben erwähnten theoretischen Strö­

mungsmuster im  Vergleich zu den Konvektionsströmungen, die im Erdmantel verwirklicht 

sind oder waren, stark vereinfacht sind. Die Gemeinsamkeiten der theoretischen Lösungen 

und die ttbereinsti1111Dung der kinematischen Theorie mit wesentlichen Beobachtungsergebnis­
sen zeigen m. E. aber, daß hier ein richtiger Anfang gE1Dacht wurde. Angesichts der 
Schwierigkeit des Problems, die tatsächlich im Mantel realis ierten Strömungslinien oder 
auch nur die Strömungstypen zu bestimmen, ist es übrigens nicht verwunderlich, daß es 
hierzu nur wen18'e Arbeiten gibt, währem die Zahl der Veröffentlichungen über andere Kon­
vektionsprobl.eme rasch wächst. 

• 

9.2. Kinematische i�eorie der KonvektionsströmU.Ilßen im Erdmantel 

9.2.1. Grundzüge 

In 9.2. um 9.3. sollen die Ko:rwektionsströme mit einer im Vergleich zu den anderen 
Kapiteln ganz amersart:igen Methode behandelt werden. Der llantel wird hier weder hydro­

dynamisch noch festkörperphyeikalisch betrachtet. Es ist klar, daß eine Herleitung der 

Stromlinien aUB den hydrodynamischen Grundgleichungen wünschenswert wäre. Wie in 9.1. 
ausgeführt wurde, ist das aber auch heute noch zu schwierig, Auch bezüglich Art und 

Verteilung der Energiequellen und hinsichtlich der im Mantel gültigen Stoffgesetze und 
der in diese einzusetzenden Viskositätswerte besteht noch nicht zwischen allen Bearbei­

tern ttberainsti-ung, obwohl hier die letzten Jahre viel geklärt haben (vgl. 4.1.). 
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Diese Schwierigkeiten umgeht die kinemati_sche Theorie dar llantelkonvektion, die der 
Verfasser (19?0, 19?1, 19?3a) i n  einer Reihe von aufeina.rxler aufbauenden Veröffentli­
chUDgen entwickelt hat. Hie r soll der Kern dieser Theorie dargestellt werden, 

Den Ausgangspunkt bilden neun strukturell einfache Grundvoraussetzurgen (Postulate), 
die aber auch einzeln plausibel gemacht werden können, In Unterabschnitt 9,1, wurde 
z, B, gezeigt, daß manche dieser Voraussetzungen, wie das Vorherrschen von Rollenkon­
vektion und die Symmetrien der Verteilung der Stränungen in einer Kugelschale, inzwi­
schen auch hydrodynamisch plausibel gemacht werden können, Obwohl alle Postulate immer 
gemeinsam als ein System wirken, ergeben sich die Maxima der Größen hn (vgl. Abb,
9,16 und Abb. 9,1?) der Kugelfunktionsentwicklung der Topographie der Erde richtig aus 
der Theorie, Es ist darauf hinzuweisen, daß die Postulate immer als System wirkenr Än­
dert man eines ao, so ändern sich alle Ergebnisse. Die Berechnung erfolgte mit einem 
Computer. (Die Idee, daß eine urspriinglich im wesentlichen kugelsymmetrische Verteilung 
durch Konvektion i n  der Kugelschale -(Mantel) an der Oberfläche eine asymmetrische Ver­
teilung der Kontinente erzeugt, wurde neuerdings auch von VESANEN und i'EISSEYRE (1978) 
vertreten.) In unserer Theorie wird angenommen, daß sich der Mantel nach unten hin der 
Homogenität nähert und daß dies auch für die enthaltenen Wärmequellen gilt. Aus Symme­
triegründen muß deshalb das Strömungsmuster einen hohen Grad an Regularität (im grup­
pentheoretischen Sinne) haben. Nur nach oben hin wird es durch die Verteilung der Kon­
tinente und Ozeane und durch andere laterale Inhomogenitäten abgewandelt. Die Auswahl 
des richtigen Strömungsmusters erfolgte mit Hilfe der Theorie der Punktgruppen, Aus 
den theoretisch möglichen Strömungstypen, die in den verschiedenen geologischen Epochen 
herrschten, wurde eine ideale Topographie berechnet. Der Verfasser entwickelte d iese 
ideale TopograIXJ.ie nach Kugelfunktionen und bi ldete aus den Koeffizienten solche Größen 
h

0 
und h

0 
die von der räumlichen Orientierung des Strömungssystems in bezug auf das 

Gradnetz der Erde unabhängig sind, Vergleicht man diese Größen mit den entsprechenden 
Größen der Kugelfunktionsentwicklung der beobachteten Topographie, so stellt man bis 
zur 31, Ordnung, d. h, soweit wie letztere überhaupt bekannt ist, Überei nstimmung fest. 
Auch die Tiefe der wichtigsten seismischen Diskontinuitäten sind in dem System enthal­
ten. Das bedeutet natürlich nicht, das dieses die Phasenübergänge an den Diskontinuitä­
ten erklärt. Vielmehr sind die Strömungstypen gerade so ausge_bildet, daß der Durchfluß 
durch die Phasengrenzflächen oft vermieden wird,- Die letztgenannten Übereinstimmungen 
scheinen ein quantitativer Beweis zu sein, daß die vorausgesetzten Postulate wesentli­
che Züge der gegenwärtigen oder früheren Realität erfassen und als Wegweiser bei der 
Aufstellung einer hydrodynamischen Theorie dienen können, Die kinematische Theorie hat 
den Vorteil, daß in sie weder die absolute Größe der Strömungsgeschwindigkeitsvektoren 
noch deren Zeitabhängigkeit ei ngeht. Es wird lediglich ein Teil der Geometrie der Strom­
linien und der Umlaufsinn verwendet,

Hier sollen in Ergänzung zu 9,1. noch einige Gründe erläutert werden, weshalb es rat­
sam schien, zunächst keine dynamische Theorie zu versuchen. Bekanntlich reagiert ein be­
stimmter Körper nicht nur je nach Stärke der Beanspruchung, sondern auch je nach deren 
zeitlichem Verlauf verschieden,. Die Stoffgesetze (hierr Spannungs-Deformationsgeschwin­
digkei ts-Beziehungen) si nd also nicht nur stoff- sondern auch vorgangspezifisch. Dabei 
spielt vor allem die Größenordnung der Dauer des Vorgangs eine Rolle. Die Kontinuums­
mechanik befindet sich also in der mißlichen Lage, für ein und denselben Körper zur Be­
handlung verschiedenartiger Vorgänge, bald dieses, bald jenes Stoffgesetz zugrunde '1eg�n zu 

/ 

-
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aüasen. BUOHBBDI (1959) hat tür dieses Problem einen Ausweg gezeigt, der auf ein all­
ge■eines stottgesetz tür isotrope Statte führt. Der ErdllaDtel reagiert bekanntlich 
gegenüber Brdbebemellen und Erdgezeiten in erster Approximation wie ein Hooke-Körper, 
in zweiter wie ein Kelvin-Körper. Um Vieles weniger sicher ist man bei der Wahl des 
Stoffgesetzes tür Vorgänge, die bedeutend länger andauern. Pi1r isostatiscbe Ausgleichs­
vorgänge, wie z. B. für das langsame Aufsteigen einged.rUckter Kontinentaltafeln nach 
de■ Abtauen von Inlandeis, rechnet man meist mit einer Newtonschen Flüssigkeit. WBBRT­
IIAN (1978) zeigte jedoch, daß es sieh wahrscheinlich u m  ffbergangskriechen (transient 
creep; vgl. 4.1.) hanielt, so daß die von CATHIES (1975) angegebenen Viskositäten von 
~ 1022 poise für den unteren llantel zu niedrig wären. l!'iir Vorgänge von der Dauer einer 
Orogenese oder gar von der Dauer eines orogenen Zyklus sind die verschiedensten Ansätze 
gemacht worden. Meist niut man Newtonsches Fließen an, vereinzelt wurde auch visko­
plastisches (TBISSEYRE, 1977) und Andradesches Fließen vorgeschlagen. Auch der Bingham­
Xörper und der llanell-Körper wurden gelegentlich als Stoffgesetz eingeführt.Leider ist 
unser Problem, das XonvektioDBatrömungsmuster in einem als Xugelschaie angenouenen 
Erdmantel zu finden, bereits unter stärksten Vereinfachungen zu verwickelt (siehe 9.1.),
so daß die Einführung des verallgemeinerten Stoffgesetzes von BUCHHEIM die Aufgabe nur 
noch weiter erschweren würde. Wenn man sich der Einfachheit halber auf eine Newtonsche 
Flüssigkeit festlegt, steht man vor der Schwierigkeit, die richtige Größenordnung der 
Viskosität festzulegen. Die Viskositäten für den unteren Kantel schwanken je nach Autor 
zwischen 1022 und 1027 poise (vgl. 4.1.). Ein anderer Vorteil der kinematischen Theorie 
besteht darin, daß sie vom speziellen Stotfgesetz nicht abhängt. Weitere tlberlegungen 
zu nicht-Newtonschen Stoffgesetzen findet man in den Abschnitten 11. bis 13. Als Vor­
stufe für die eigentliche (oder dreidimensionale) kinematische Theorie, in der der 
Kantel als l:ugelscbale vorausgesetzt wird, wird zunächst die zweidimensionale kineaa­
tisohe KoDY'ektionstheorie entwickelt, in der der Mantel als unendlich langer Zylinder­
ring �esehen wird und keine Größe von der ZylinderhÖhe abhängt. 

9.2.2. Die zweidimensionale kinematische XoDY'ektionstheorie 

Wir wollen jetzt die sieben Gxundvoraussetzungen (Postulate) einzeln aufführen, die 
später zwecks Erweiterung zur dreidimensionalen Theorie um  zwei ergänzt werden. 

Postulat 11 
• e i •

K o n v e k t i o n f i n d e t 
g e s a m t e n E r d m a n t e l

o d e r f a n d
s t a t t .

z e i t w e i -

Dieser Satr. ist heute weithin angenommen (vgl. 1. und 4.). Als die kinematische Theorie 
veröffentlicht wurde, herrschte jedoch die Ansicht vor, daß die Konvektion sich auf 
den oberen Mantel beschränkt. Postulat 1 legt die Geometrie (Kreisring bzw. in 9.2.3.
Kugelschale) und die zwei Radien fest. Wegen der "Endlichkeit des Xonvektionsgebieta 
ist klar, daß bei festgelegter Art der Konvektionszellen die Zahl der möglichen Strö­
mungstn,en viel stärker eingeschränkt ist als in einer Plüesiglmitsschicht zwischen 
zwei unendlich gro�en waagrechten Ebenen, weil benachbarte Zellen an den Berührungs­
flächen gle iche Geschwindigkeiten haben mtlaeen und das ganze Xonvektionsgebiet durch 
�ie Btröaungen erfa�t sein ■uß. Die Orientierung der Zellen ble1bt natilrlioh wie auch 
in jeder bydrodynud.acben Theorie dea Probleu otfen. Palls ■an also in 9.2.3. irgmd­
welche theoretische Größen tUr die Oberfilche der Kugelschale in lom von Koeffizien­
ten einer E'ugelfunktiomentwickluog erhllt, au� ■an erat in bekannter Weise (a. •• B. 
LBDEBSDGBR, 1969) de.rau• Gr�en berechnen, die nicht von der OrientieNng de• 9ra4-
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netzes der Erde abhängen, bevor man sie 11it Beobachtungsdaten vergleicht. Die Einfüh­

rwig des Postulats 2 kann bydrodynaaisch (vgl. 9.1.) motiviert werden. Es ist jedoch

keineswegs an eine Newtonsche l"lüssigkeit gel:unden (vgl. 9 .2.1.).

Postulat 21 E s h e r r s c h t R o 1 1 e n k o n V e k t i o n , d e r e n

St r o m l i n i e n  d u r c h [r e i s �  a ppr o xi m i e r t  w e r d e n

kö n n e n .  

Die Feststellung über die Form der Stromlinien kann auch abgeschwächt werden, indem man

sie durch folgende ersetzts Die Stromlinien sind geschlossen� Kurven, deren radiale und

t&JJgentiale Maxiuldurchmesser einer Zelle gleich groß sind. Auch bei diesem Postulat

ist klar, daß es nicht an die -vorausgeschickten Erörte rungen über hydrodynamische A:r­

beiten gebunden ist. Auch mit einer blockartigen Bewegung der Rollen mit dünnen plasti­

schen Gleitzonen an den Zylindermantelflächen im Sinne von VENING IIEINESZ (1962) wäre

Postulat 2 beispielsweise verträglich. 

Zum Verständnis des Postulats 3 werden zwei Definitionen vorausgeschickts Strom­
linien, die nicht von anderen Stromlinien umschlossen werden, heißen Außenstro•�inien. 
Ireisförllige Stromlinien, die nicht von anieren Stromlinien umschlossen sind, heißen 
Au/fenkreise. 

Postulat 3s A u ß e n s t r o • 1 i n i e n 
e i n a n d e r t a n g i e r e n d  i n
ge n ) übe r e i n a n d e r . 

( A_u ß e n k r e i s e ) l i s g e n

8 c h i c h t e n ( K r e i a r i n -

NU11erische Lösungen der Konvektionsditterentialgleichwgen für eine zweidimensionale

ebene Schicht, die dem Postulat ähnlich sind, findet man l.>ei J'ROMM (1965). Diese '.ren­
denz dürfte in der Erde durch die an den seismischen Diskontinuitäten sprungartig an­
steigende Viskosität (SAIDIIS u. a., 1977) und eventuell durch chemische Schicht ung 
(vgl. 1.) gefördert werden. Natürlich berühren sich bei einem h;ydrodynaaischen Modell 
die .lu/fenstromlinien nicht, sondern sie sind nur infinitesimal benachbart. Das ist aber 
für unser kinematisches Modell belanglos, da es ohnehin nur gewisse G rundzüge der mög­
lichen Ströaungen approximiert. 

Postulat 4s 
S c h i c h t

D i e Z a h l d e r

n i■■t n a c h
A u ß e n s t r o • l i n i e n p r o

0 b e n ( a U ß e n ) n i C h t a b • 

Bs ist teatsustellen, daß die se Porderung nicht sehr einschneidend ist. 1'C1r ihre Ein­
führung spielt die htsache eine Rolle, daß das Volumen von Schichten gleicher Dicke 
mit wachsendem Abstand vom Erdmittelpunkt z uni-t und daß der untere Mantel nach der 
Verteilung der P- und 8-Geschwindigkeit zu urteilen viel weniger gegliedert ist als der 
obere. - Die Postulate 5 und 6 wurden lediglich eingeführt, u■ den Rechenaufwand su be­
schränken. Sie 81.nd vermutlich tür die lrgebnis se nicht wesentlich, d. h. die Größen, 
die bei■ Vergleich ■it Beobachtungsergebnissen eine Rolle spielen, würden wohl nur we­
nig verludert werden.

Postulat 51 V o n e i n • r 
s i c h d i e Za h l  d e r
v e r 4 r • i f a c h • n •

s C h i C h t z u r n I C h s t e D t a n n

A u ß • n • t r o • l i n 1 e n h a c h e t e n s 

Postulat 61 „ il r 3 • d • D • ö g 1 i C h e n B t r a • u D g • t 'Y p 
4e r t  •i c h  d i e Za h l  d e r  Au ß e n ■t ro ■lin i e n 
a D e i n e r 8 c h 1 c h t g r e n s e • 

1 D -
n Ur 
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Postulat 7: D i e 

o d e r g l e i C h
A n z a h l 

e i n s 
d e r 

s e i n 
8 c h i C h t e � m u ß g e r a d e 

Diese Voraussetzung kann weggelassen werden, wenn die Verteilung der seismischen Dis­

kontinuitäten als bekannt vorausgesetzt wird. Auch bei Festlegung der Kerngrenze auf 

2894 km Tiefe nach TAGGART und ENGDAHL (1968) und der Moho auf 35 km Tie fe ergibt sich 

aus den sieben Postulaten noch eine unendliche Anzahl von möglichen Strömungstypen. 

Auf eine endliche Anzahl kommt man, wenn man bedenkt, daß aus physikalischen Gründen 

der Durchmesser einer Konvektionsrolle nicht beliebig klein werden kann. Das wurde je­

doch bei den Rechnungen nicht verwendet. Das war auch gar nicht nötig, weil die Rollen 

unterhalb eines gewissen Durchmessers vernachlässigbar wenig zu den Größen beitrugen, 

die mit beobachteten Größen verglichen wurden. Die Zahl der Strömungstypen ist abzähl­

bar unendlich, d. h. sie lassen sich nach abnehmendem Maximal-Rollendurchmesser ord­

nen. Wesentlich für die möglichen Strömungstypen ist, daß einander tangierende Außen­

kreise immer im entgegengesetzten Drehsinn rotieren müssen und daß die Außenkreise der 

obersten Schicht die Moho, die Außenkreise der untersten Schicht die Kerngrenze tangie­
ren müssen. Die Strömungstypen werden folgendermaßen beschrieben: 

1;2 

Die erste Zahl 
zweite Zahl k 

2;3 3;4 4;5 5;6 usw. 

2;2 3;3 4;4 5;5 
3;2 4;3 5;4 

4;2 5;3 
5;2 

j des Typs j;k ist die Zahl der Schichten des Strömungstyps. Die 
gibt an, in welcher Schicht (von unten gerechnet) die Anzahl der 2-di-

mensionalen Rollen gleich dem Dreifachen die ser Zahl der darunterliegenden Schicht ist. 
Aus Gründen der Verträglichkeit des Drehsinnes muß nämlich die Zahl der Außenkreise 
pro Schicht von Schicht zu Schicht entweder konstant bleiben oder sich verdreifachen. 
Gilt j + 1 = k, so sind in jeder Schicht gleich viele Rollen. Zur Veranschaulichung 
der Bezeichnungsweise kann Abb. 9.8 dienen. 

Es wurde nun angenommen, daß die zweidimensionalen Rollen (Außenkreise) im Abstrom 
die Kruste etwas hinabsaugen, im Aufstrom etwas aufbeulen. Dadurch würden einer vorher 
schon unregelmäßigen Kruste weitere Täler und Erhebungen überlagert. Es wurde eine 
"ideale Topographie" gebildet, indem man die Beiträge der einzelnen nach den Postula­
ten möglichen Strömungstypen superponierte. Der Beitrag der einzelnen Typen wurde durch 
ein-Funktionen approximiert. Man faßt nun die zweidimensionale "ideale Topographie" auf 
als Schnitt durch.den Äquator einer dreidimensionalen "idealen Topographie" auf einer 
Kugel, die nur durch Superposition von Funktionen �(cos �) cos nJ\ entsteht. Man 
kann die se dreidimensionale ideale Topographie, die zur zweidimensionalen Theorie ge-
hört, nach Kugelfunktionen entwickeln und aus den Koefflzienten A , 'B einen,m n,m 
Gt'öße � bilden, die von der Orientierung des Gradnetzes (�,A) unabhängig ist, Der 
Vergleich mit orientierungsunabhängig en Größen hn und h� (Definition: siehe. ll'ormeln
in 9,2.4.) der beobachteten Topogr-aphie brachte in den Maxima der h - bzw. 11•-Kurven n n 
über der Kugelfunktionsordnung n tlbereinstimmung bis n =· 24 (siehe Tab. 9.1). Die 
Formeln für die Normierung der Kugelfunktionen sind dieselben wie die in 9, 2.4. DJ.e 
Rollen der Schicht, die die Kerngrenze tangieren, heißen Grundrollen. Typen mit 2n 
Grundrollen tragen am ireistcn zur n-ten Kugelfunktionsordnung der "idealen 1 Topo:;rs.phie" 
bei.. Dabei muß natürlich ngenommcn werden, daß im Falle eines An-:rncheens dor Rollen-D. 
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Abb. 9.8 Rollen des Ström.ungstyps 2;2. Verteilung im Mantel nach der 
zweidimensionalen Theorie von WALZER (1971) 
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zahl pro Schicht auch die Wirkung der unteren Rollen sich bis an die Kruste fort­

pflanzt. Die Rollen unterhalb der Schichtfläche, an der die Rollenzahl pro Schicht an­

wächst, heißen untere Rollen. Die Rollen darüber heißen obere Rollen. Fiir Typen j;k 

mit j + 1 = k gibt es also nur untere Rollen. Nun soll einiges zur Berechnung der 

Typen folgen. Wir definieren zunächst einen Winkel • 

1so• 
"

=

-rn· 

Den vorläufigen Radius e1 der Rollen der ersten Schicht, d. h. der Grundrollen, be­

ko1111Dt man aus 

= 
1 

Sinljl 
- 1

wobei R = 
0 

34?7 km .

Mit R1 = R0 + 2e1 ergibt sich filr die nächste Schicht1

1 
Binljl 

- 1

-

wenn 2 :t= II: <!2 = 
R• 

1 -
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� 
e2• = _L_1 

sin -J 
wenn 2 = k 

usw. In dieser Weis� werden die vorläufigen Radien e; der Rollen und vorläufigen Ent­

fernungen R• der oberen Schichtgrenzen vom Erdmittelpunkt bestimmt. Diese Größen hän-
11 

gen über • von n und Uber k vom Typ ab. Die Typen werden also schrittweise für 

jedes n einzeln aufgebaut. Nach jedem Schritt wird geprüft, ob der Radius der Mantel­

obergrenze (6336 km) überschritten wurde. Es sei 

G =
R; - 34?7 

2859 

Wenn G > 1 wird, werden für den vorherigen Typ (für den also, der gerade noch hin­

einpaßte) die Radien der Rollen e
11 

und damit die Schichtgrenzen R
11 

in der Weise

neu berechnet, daß die Rollen in radialer Richtung dicht aneinander liegen und die 

idealisierten oberen (6336 km) und unteren (3477 km) Mantelgrenzen tangieren. Es waren

also für jeden Typ j;k (j + 1) Gleichungen mit (j + 1) Unbekannten zu lösens 

2 i e
11 

= 2859
11=1 

34-77 + "1

k-2
3477 + 2 E e

11 
+ ek_1. v=1 

3477 +
j-1

2 E 
v=1 

Die Grenzen der Schichten folgen aus den e
11 

nachs 

= ein"

= ein rp 

= sin j 

= ein j 

11 = 1, ••• , ;f 

wobei R
0 

= 3477. Ua ein•� tur die Abweichungen von den vorläufigen •-werten zu ha­

ben wurde noch 

V = .E 
,, 

-, 

ek-1 ____ _.. ... ___ _ 
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gebildet. Tab. 9.1 zeigt nun mit Hilfe eines Computers berechnete Ergebnisse. Links 
sieht man für welche Ordnung n welcher Strömungstyp j ;k verwirklicht wird. In den 
rechten zwei Spalten wird die lückenlose Obereinstimmung der zweidimensionalen kinema-
tisch en Theorie mit der Beobachtung.bis zur 21. Ordnung gezeigt. D. h. genau für die 
Ordnungen, für welche Btrömungstypen erlaubt sind, erscheint in der h�-Kurve der gesam­
t en Topographi e (siehe Abb. 9.17, obere Kurve) ein Maximum und genau für die Ordnungen, 
für die Postulat 7 die Realisierung der Strömungstypen verbietet, erscheint ein Mini-
aum. Auch für n = 24 ergibt sich Obereinstimmung. Die mittlere Spalte von Tab. 9.1 
zeigt, da.P V für die llarlma nie mehr als 6 % von 1 abweicht, so daß man feststellen 
kann, da.P das zweidimensionale kinematische Modell der Geometrie des Mantels sehr gut 
angepa.Pt ist. Abb. 9.11 zeigt am Beispiel der Verteilung der zweidimensionalen Rollen 
des Typs 2;2, wie das Maximum der Ordnung n = 7 der beobachteten � der Topographie 
(obere Kurve von Abb. 9 .17) nach der zweidimensionalen Theorie hervorgebracht wird. 

Tab. 9.1 Vergleich zwischen der zweidimensionalen kinematischen 
Theorie und der Grö�e h� der Kugelfunktionsentwick-
lung der beobachteten Topographie der Erde 

n j k V Theorie Beobachtung, .vgl. 
Abb.9.17; obere Kurve 

5 1 2 1,06 Max. Max. 

7 2 2 1,00 Max. Max. 

8 3 2 1,09 Min. Min. 

10 2 3 1,05 Max. Max. 10 4 2 1,05 

12 3 3 1,02 Min. Min. 12 5 2 1,02 

14 4 3 1,00 Max. Max. 14 6 2 1,00 

15 3 4 1,05 
15 5 3 1,05 llin. Min. 
15 7 2 1,05 

17 4 4 1,03 
1? 6 3 1,03 llax. Max. 
17 8 2 1,03 

19 5 4 1,01 
19 7 3 1,01 llin. llin. 
19 9 2 1,01 

20 8 3 1,05 llax., kleiner llax., kleiner 
20 10 2 1,05 als für n=21 als für n=21 

21 4 5 1,00 
21 6 4 1,00 llax .. llax. 

22 5 5 1,03 
22 7 4 1,03 llin. llax., kleiner 
22 9 3 1,03 als für n=21 
22 11 2 1,03 

24 6 5 1,02 
24 8 4 1,02 llax. 
24 10 3 1,02 llax. 
24 12 2 1,02 

-

•
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9.2.3. Die dreidimensionale kinematische Theorie der Mantelkonvektion 

P'iir höhere Ordnungen (n � 22 und 25 � n � 31) hört die erstaunliche Übereinstim­
mung der zweidimensionalen kinematischen Theorie mit den Beobachtungsergebnissen auf, 
d. h. es tritt eine Verschiebung der Maxima auf. Gle ichzeitig ist die Frage l.2.tßelöst,
wie sich die Strömungstypen in die dritte Dimension des Mantels fortsetzen. Zylinder
im strengen Wortsinne sind wegen der Kugelsymmetrie der Erde nicht möglich. Beide 'F'ra­
gen wurden gleichzeitig gelBet (WALZER, 19?3a): Wegen beschriebener tlbereinstimmung
bis n = 21 war es klar, daß das neue Modell Züge des alten übernehmen mußte. Ferner
bestand die Vermutung, daß die Abweichungen für-höhere Ordnungen gerade durch die Be­
schränkung auf zwei Dimensionen käme. Wesentlich für die Einführung des neuen räumli­
chen Modelle war die Annahme, daß der Mantel sich nach unten hin der Homogenität immer
mehr nähert und daß das räumliche Strömungssystem deshalb durch die Kugelsymmetrie des
Problems bestimmt ist. Abweichungen davon dürften sich also nur nach oben hin vor allem
bedingt durch die Verteilung der Kontinente und Ozeane ergeben. Weil es sich bei der
Suche nach dem Ansatz um ein Symmetrieproblem handelt, wurde die Theorie der Punktgrup­
pen argewamt. Entsprechend der beherrschenden Stellung von Extremalprinzipien in der
Physik lie gt es nahe, einen höchstmöglichen Grad an Regularität nach der Definition von
P'EJES TÖDT (1965) fi.ir das dreidimensionale kinematische Modell zu fordern. Da im Ge­
gensatz zur Anwendung der Gruppentheorie bei Kristallgittern (siehe z. B. BUERGER,
1956) die Forderung nach Translationswiederholung entfällt, war es nötig, auch die For­
men der nichtkristallographischen Punktgruppen zu bestimmen (siebe Abb. 9.9). Für die
kristallograpbischen Punktgruppen konnten die Formen aus BUERGER (1956) und LINCK (1923)
genommen werden. FEJES TÖDT (1965, s. 6?) leitet die vollständige Liste aller endlichen
Transformationsgruppen her. Abb. 9 .9 enthält davon alle regulären Gruppen und bringt da­
zu alle möglichen Formen (im Sinne der Kristallographie). Man setzt nun (im Gedankenver­
such) diese Formen zentral in den Erdkern und projiziert die Kanten mit Hilfe einer im
Mittelpunkt befindlichen Lichtquelle auf die zwei Kugelflächen der Kugelschale, die den
Mantel darstellt (Zentralprojektion). 'Dadurch erhält man für jede kristallograplische
und nichtkristallographische Form eine Feldereinteilung des Erdmantels. Der Ansatz wir d
durch die zwei Forderungen gefun:len, daß (1.) das Rollensystem des zweidimensionalen
kinematischen Modells möglichst den ganzen Raum der Kugelschale ausfüllt und daß (2.)

das eingepaßte Rollensystem selbst den Symmetrieforderungen der entsprechenden Gruppe
genügt. Forderung (1.) bedeutet, daß die pro Zeiteinheit nach außen abgeführte Wärme
ein Maximum sein soll. Es sind nun zwei Tatsachen zu beachten: a) In das zweidimensio­
nale kinemtische Mcxlell geben - was die Geometrie betrifft - nur die zwei Radien der
Maotelbegrenzung, nicht aber die Geometrie der Formen ein. b) Die Zahl der Strömungs­
typen j;k ist unendlich. Die Forderung (1.) soll aber möglichst für jeden Typ j;k
einzeln erfüllt sein. Aus a) und b) -ergibt sich also, daß bereits Forderung (1.) recht
einschneidend ist. Zur Auswahl der richtig en Form nach Forderung (1.) dient Tab. 9.2.
In der ersten Spalte von links stehen die Strömungstypen, die nach der zweidimensiona­
len Theorie die Maxima hervorrufen (vgl. Tab. 9.1). Für jedes Maximum wurden nur die
ersten Typen, d. h. diejenigen mit der geringsten Schichtenzahl, genommen, we il die an­
deren Typen, die zu demselben Maximum auch beitragen können, gleich große Rollen in der
ersten Schicht haben und bez üglich des folgenden dasselbe ergeben. In der zweiten Spal­
te steht das in 9.2.2. eingeführte rp. Die Größe 21/J bedeutet den Winkel, unter dem
man vom Erdmittelpunkt aus eine Grundrolle sehen würde. 1/J · ist also vom Ty p  j ;k ab­
hängig. IP wird in den nächsten Spalten von Tab. 9.2 mit den geraden ganzen Zahlen 2,
4, ••• multipliziert.Damit ergibt sich zu den in der ersten Zeile stehenden Anzahlen
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type 

Tab. 9.2 Die Bestimmung der passenden Form für das drei dimensionale 
kinematische Modell nach WALZER (19?1). Näheres siehe Text. 

1 1 2 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 ! 9 ! ,o 

,, : . 2 1 4 1 6 1 8 1 10 1 12 1 14 1 16 1 18 1 20 
1; 2 1 16.9387 i 33.877 1 67.755 1 101.632 1 135.510 1 169.387 1 203.264 1 237.142 1 271.0�9 -1 �-�7 1 338.774 
2;21· 12.8092 i 25.618 1 51.237 j 16:855 1 102.414 1 128.092 f _ 153.110 1 179.329 1 204.947 1 230.566 1 256.184 
2; 3 1 8.56341 1 17.127 1 34.253 1 51.380 j 68.507 i 85.634 1 102.761 1 119.888 j 137.0lS j 154.141 1 171.268 

1---'----·-· - --- .. -···--··------· - -· -·--· - -----,----.,..---�---.,..---

4; 3 j 6.43(i()5 12.872 · 1 25.744 1 38.616 1 51.488 1 64.361 1 77.233 1 90.105 j 102.977 1 115.849 1 128.721 
4; 4 1 5.15095 10.302 j 20.(i()4 1 · 30.906 j 41.208 j 51.510 j 61.811 j 72.113 1 ' 82.415 j 92.717 f 103.019 

1-----'-----�------'-----,-----.......,...-----·----· ---···----. ----�---------
8; 3 4.29550 1 8.591 i 17.182 1 25.773 1 34.364 1 42.955 1 51.546 1 (i().137 1 68.728 1 77.319 1 85.910 
4; 5 1 4.29372 1 8.587 1 11.115 1 25.762 1 34.350 1 42.937 fs•�- 1 (i().112 1 68.700 1 11.281 i 85.874 
6; � i 3.68156 7.363 1 14.726 1 22.089 1 29.452 : 36.816 1 44.179 j 51.542 j 58.905 1 66.268 j 73.631 

1 6; 6 1 3.2217 1 6.443 i 12.887 i 19.330 1 25.774 1 32.217 1 38.6(i() 1 45.104 1 51.547 1 57.991 64.434 

...... 
\,J 

7 
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der Rollen in der untersten Schicht der entsprechende Winkel in Grad, unter de■ das' 
"Rollenbündel" vo■ BrdllittelpWlkt aus gesehen erscheint. Be gibt nur!.!!!! Polge sehr 
eng benachbarter Winkel, die bei� T,pen - auch den in Tab. 9.2 nicht autgetlihr­
ten - (■it Auanahlle von Typ 112) auttretena 51, 237• ••• 51,547•. Typ 112 paßt ti1r eine 
Rolle auch in dieses Intervall. Es ko-en also nur die w enigen Poraen in Betracht, bei 
denen eine Kantenlänge 51

1
547• oder nur wenige Grad darüber auttri tt. ll'orderung (2.) 

wird nun durch folgendes verdeutlichts In Abb. 9.9 tritt oft dieselbe geometrische 
l'igur in verschiedenen Gruppen auf. In derselben Weise wie ■an in der Kristallographie 
die Bi..Dordnung nach den Eigenschaften der ll'lächen vornimmt - das wurde am Beispiel des 
Würtels in der letzten Spalte von Abb. 9.9 demonstriert-, bestiamt die Orientierung 
der eingepaßten Rollen z usätzlich die Gruppe. 

Seide Jorderungen zugleich werden nur vom Disdodekaeder (diploid) der Gruppe Th 
nach der Sohönfließ-totation erfüllt. Die Rollen miJssen dabei in der in Abb. 9.11 und
Abb. 9.12 gezeigten Weise senkrecht auf dem 2 • 26 ,56518• = 531130 36• geöffneten Sek­
tor des Großkreis-Rii:ges stehen. Es kann gezeigt werden, d&P es genügt, in der drei­
dimensionalen kinematischen Theorie die Postulate der zweidimensionalen um zwei zu er­
gänzen. 

Postulat 8• D a s S t r ö • u n g s s y s t e II h a t d e n h ö c· h s t -
m ö g l i c h e n  G r a d  a n  R e g u l a r i t ä t  i m  S i n n e d e r 
G r u p p e n t h e o r i e 

Postulat 9 • 1f a c h E r f ü 1 1 u n g 
r u n g e n  s o l l  d a s  S y s t e m  
m a xia ale n W ä r m e t r a n s p o 

a l l e r  a n d e r e n P.o r d e-
s o s e i n , d a ß e s e i n e n 

r t g e • ä h r 1 e i a t e t • 

Ba gilt nun, den Verlauf der Rechnungen tür das räUlll.iche Modell im einzelnen darzu­
stellen. Die durchgezogenen Linien von Abb� 9.10 zeigen die Peldereinteilung, die durch 
Zentralprojektion des Disdodekaeders auf die Kugel erzeugt wird. Andere Linien sind 
Hilfsgrö�en, die die Berechnungen veranschaulichen. Kleine schwarze Linsen geben die 
Punkte an, wo 2-zählige Drehachsen die Kugelfläche durchstoßen. Kleine schwarze Drei­
ecke geben die Durchstoßpunkte von 6-zähligen Drehspiegelungsachsen an. starke Linien 
geben an, wo die drei zueinander orthogonalen Spiegelungsebenen die Kugelfläche schnei­
den. Die Bezeichnungen der Seiten und Winkel kann man aus Abb. 9. 10 entnehmen. Es er­
geben sich 6 Gleichungen mit 6 Unbekanntens 

b + C = 90• ß + )' = 120• 

CO& d = coa b COS C 
ein« sin a 
� 

= 

sliio

cos d = cos2a + sin2a . cos 120• sin « ein a
sln )' = 

iiiiic

Dieses System kann ■an aut drei Gleichungen mit drei Unbekannten vereintachens 

coa b ain b = cos2a - i ai..D2a

Bin « BiD a 

iiir"J = äiii'"'"6 

■ln��'t -JJ = :�: 1 •
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Jus s,-etriegr(inden gilt dabei « = 45•. Das Gleichungas,atea wurde gelöst und die

anderen Grö(Jen von Abb. 9.10 ait Hilfe von Poraeln der spblrischen Trigonometrie be­

rechnet. 1s ergibt sich 
ia Bogen■�: 

a = 0,684 719 18 
b = 1,107 148 71 

C : 0,463 647 61 

C = 1,991 330 66 
11 = 1,150 262 00 

in Grads 
a = 39,232• 
b � 63,435• 
C = 26,565• 
e = 114,095• 
11 = 65,905• 

:rerner gilts g = 45• 1 y = 30• 1 fJ = 90•. W'enn das Btr&lungaaystem die Syuetrie der 
Gruppe Th haben soll, mu(J die Längsacbse der Walzen parallel zu b oder c sein. Von
W!LZER (1971, Tab. 3) wurde gezeigt, da(J 22 Btröaungstypen zur zweidimensionalen "idea­
len Topographie", die bis zur 31. Kugelfunktionsordnung entwickelt wurde, beitragen. Da 
die Rollen in der dreidimensionalen Theorie irgendwie verltilrzt werden müssen, können auf 
jeden lall wegen des Verlaufs der tesseralen Xugelf�ionen nicht mehr Strömungstypen 
dazu beitragen. Wie Tab. 9.2 zeigt, pa(Jt der Querschnitt von 21 dieser StrcSmungstypen 
gerade knapp in den 2c geöffneten Sektor des Großkreis-Ringes. Das wird in Abb. 9.11 am 
Beispiel des Typs 2;2 verdeutlicht. Es gibt sonst in der vollständigen Tabelle der grup­
pentheoretischen Formen (Abb. 9.9) keinen aal.eren Abschnitt, der dieses knappe Einpassen 
in derart idealer Weise tür alle Str6mungst:,pen erlauben würde. P'ordert man ein lluimum

der transportierten Wärme, so w�rd aber das gerade dann am ehesten realisiert. Diese 
Forderung ist also das zweite und letzte zusätzliche Postulat der dreidimensionalen ki­
nematischen Ionvektionstheorie. Der 22. Typ ist der T:,p 112, der aber au ch in den Groß­
kreisringaektor 2c patlt, nur liegen dabei die Rollen nicht so eng an den (gedachten) 
radialen Wandungen der Peldereinteilung des llantels. Aus den genannten Gründen werden 
wir die Rollen also parallel zu b einführen. 

Abb. 9.9 Die Pormen der regulären Gruppen. Erläuterungen: n-fold axia = n-zählige Dreh­
achse, n-fold rotation-reflection axis = n-zähl.ige Drehspiegelungsachse, polar 
n-fold axia = polare n-zählige Drehachse, II= Hauptsymmetrieebene, m = Neben­
s;yuetrieebene, i = 8y■11etriezentrum. 

Die l'ormen der vollen Ikosaeder-GrunTe lauten der Reihe nachs Hekatonikoaaeder,
Hexekontaeder, Dodekaklspentaeder, kosakistrieder, Rhombentriakontaeder, 
-Ikosaeder, Dodekaeder. 

Die Poraen der reinen Ikosaeder-Grupxe lauten der Reihe nachs Pentagonales
Hexekontaeder, 1'riakontaeder, Ikosae er, Dodekaeder. In den bisher erwähnten 
Punktgruppen i st Translationawiederholung unm6g1ich. Es folgen d ie kristallo­
graphischen Punktgruppen. Diese Unterscheid� ist für unsere Zwecke unwichtig. 
Die Poraen der vollen omeder-Grwe lauten der Reihe nachs Hexakisoktaeder,
Deltoidikositetraeder, uideno aeder, Pyramidemrürfel, Dodekaeder, Okta-
eder, Wilrfel (Holoedrie). . . 

· 

Die Pormen der vollen Tetraeder-Grup�e lauten der Reihe nachs Disdodekaeder
(engl.s diploid), Deltoidikosltetrae er, Pyramidenoktaeder, Pentagondodekaeder, 
Dodekaeder, Oktaeder, Würfel (Pentagonale Hemiedrie). 
Die Pormen der reinen Oktaeder-Gru� lauten der Reihe nachs Pentagon1kosite­
tl'98der, Deltoid1kosltetraeder, �denoktaeder, Pyramidenwürfel, Dodekaeder,
Oktaeder, Würfel (Gyroedrische Hemiedrie). 
Die lor■en der Oktaeder-Tetraeder-Gruxpe lauten der Reihe nach1 Hexakistet­
raeder, Pyramidentetraeder, Deltoiddo ekaeder, Pyramidemrürfel, Dodekaeder,
Tetraeder, Würfel (Tetraedrische Hemiedrie). 
Die Poraen der ieinen Tetr�eder-Gruxne lauten der Reihe nachs Tetraedrisches 
Pentagondodekae er, Pyrui entetrae er, Deltoiddodekaeder, Pentagondodekaeder,
Dodekaeder, Tetraeder, Würfel (Tetartoedrie). 
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POINT GROUP 1 SUBGROU P 

Nam e Fejes T6dt lsc hoenflies Number 
of points  

Number of elements not 11 i o n 
Full 
lcosahedral
Group 

120 

Pure 
lcosahedral
Group 

60 

Full 
0ctahed ral
Group 

48 

Full 
Tetrahedral
Group 

24 

Pure 
0ctahedral
Group 

24 

0 ctahedral 
tet rahedral 
Group 

24 

Pure 
Tetrahedral
G roup 

12 

0 

f 

.0 

.Ol: 

'.t 

C, 

1 
12 
20 
30 
60 
120 

1 

12 
20 
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60 

1 

6 
8 
12 
24 
48 

1 

6 
8 
12 
24 

1 
6 
8 
12 
24 

1 

4 
6 
12 
24 

1 

4 

6 

12 

Axes 

6. 

1st 
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FORM S 

5 - 3 5 - 2 3 - 2 

He1ecootahedron Dodecacispenlihedron kDsacistrihedron 

{ hll} 

T r apezohedron 

T rapezohedron 

T rapezohedron 

Tris1elrahedron 

Tristetrahedron 

Explenar,on. • 
• 

t· 

{ h hl} { hkO} 

Trisoctahedron Tetrahe1ahedron 

Trisoctahedron Pyritohedron 

T risoctahedron Telrahexahedron 

Deltohedron Tetrahexahedron 

Dellohedron Pyritohedron 

5 - fold ax i s  ■ 4 - fold His 
10-fold roldlion · refle c tion axis 
4 - fold rotation - reflection axis 

H main reflection plane 

Triacont'1edron 

Tril(()lltahedron 

(110} 

Dodetahedron 

llodecahedron 

Dodeca hedron 

[k)decahedron 

Dodecahedron 

3 

{ �5} lcoshdron

{ 111} 

{ 3,4} Octaliedron

{:\I,} 
Octahedron 

{3,4} 
Octahedron

{ 3,3} Tetraliedron 

{ 3,JJ Tetrahe ron 

{ 5,3 ) 
Dodeahedron

{ si3 1 
�Oll 

{m} 

{ 4,3} 
Cube 

• 
{ 4,3} 
Cube 

• 
{ 4,3) 
Cube 

( 4,3 } Cube 

• 
{ 4,3}
Cube 

A 3 - fold His t 2 - fold axis 
a 6 - fold r otalion - reflection His 
• p olar 3 - fold ax,s i inversion
m s econdarr r erlec tion p la ne 
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Abb. 9.10 Die Feldereinteilung des Mantels durch Zentralpro­
jektion eines Disdodekaeders nach WALZER (1973a) 
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Abb. 9.11 Profil durch 2c für den Strömungstyp 2;2 

119 

Ein UDgelöstes Problem ist nun die Prage, wie die Rollen am Ende der lPelder auth8ren. 
(Pür eine endgültige Lösung könnten experimentell gefundene Rollenenden bzw. -umbiegu.n­
gen von SOIIERSC.ALES und DROPllN (1966) eventuell Hinweise geben, w obei diese Ergebnisse 
für Konvektion in einer horizontalen Schicht gelten.) Es hat sich gezeigt, daß verschie­
dene Lösui:gen des Problems z u  einer gleichartigen Verteilung der llaxima in den Kurven 
� über n filhren, so daß diese Prage gar nicht besonders wichtig ist. Nach 
V a r i a n  t e A enden die Rollen jedes 'l'yps an der Linie 2f (vgl. Abb. 9.10 und 
Abb. 9.12). Vor dem Ende sollen di e Geschwindigkeiten nach einer ein-Punktion auf Null 
abgeklungen sein: D. h. die Rolle dreht sich bei Fortschreiten vo n der Linie 2c zur 
Linie 2f nicht en bloc sondern i111111er langsamer. Damit ist gewährleistet, daß an den En­
den kein Sprung in der Geschwlndigkeitsverteil� auftritt. Die .Annahlle einer ein-Punk­
tion ist für die Lage der Maxima der �-n-Kurve unwesentlich. Nach V a r i a n t e B 
(siehe Abb. 9.13) enden die Rollen dort, wo der Querschnitt es erlaubt, eine weitere 
Grundrolle einzufügen. Unter Grumrollen sollen di e Rollen verstanden werden, di e die 
lerngrenze tai:gie ren • .ln diesem Qllerschnitt setzt sich dann das Sträiaungssystea weiter­
hin parallel zu b und ver•hrt ua eine Grundrolle und die Rollen über ihr fort •. Jlalls 
weitere Hinzutilgu.Dgen dieser Art aöglich sind, erfolgen auch diese. Am. Ende der Jlelder 
endet jede Grundrolle einuln. Ua bei Brwei terungen und u Ende Geschwlndigkeitsdiakon­
tinuitlten zu veraeiden, erfolgt jeweils wi,der ein Absinken der Geschwindigkeiten a uf 
lull in Jora einer ■1n-Pimkt1on. 
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Abb. 9.12 Verteilung der Grundrollen auf die Felder­
einteilung nach Variante A (dargestellt am 
Beispiel von Typ 4;3. Nach WALZER, 19?3a) 

Der Autor ist sich dessen bewußt, daß man das Problem der Rollenenden oder Umbiegun­
gen an den Enden noch in verschiedener anderer Weise lösen kann. Aus der Erfahrung 
verschiedener Versuche heraus ist jedoch klar, daß die Verteilung der Extrema der 

¾-n-Kurven sich dabei nicht oder nur sehr gering ändern kann. Aus der zweidimensiona­
len Theorie her ist sogar gewiß, daß bis zu Ordn�en n = 24 hinauf selbst das Regu­
laritätspostulat (Postulat 8) unwesentlich ist. Wir wollen uns jetzt, um numerisch et­
was ausrechnen zu können, auf die Varianten A und B beschränken. 

9.2.4. Variante A der dreidimensionalen kinematischen Theorie der Uantelkonvektion 

Gemäß Abb, 9,12 wird ein Koordinatensystem (�,A) zur Festlegung von Punkten auf der 
Kugel defini ert. Zuerst so ll eine theoretische Topographie U(�,A) hergeleitet werden. 
Alle Höhen sind dabei nur relative Größen, d. h. nur untereinander vergleichbar. Diese 
Topographie ist eine Superposition der Beiträge der einzelnen Strömungstypen. Es genügt 
daher, zunächst nur die TopograJiiie eines Typs zu behandeln, i sei der Laufindex, der 
den Typ kennzeichne t, Für die Topographie Ti' die die unteren Rollen des Typs i an der

-----------"V'---------✓ 

1 
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A 

Abb. 9,13 Verteilung_der Grundrollen auf die Peldereinteilung 
nach Variante B (dargestellt am Beispiel von Typ 4;). 
Nach WALZER, 1973a) 

Abb. 9.14 Skizze zur Berechnung der �erschnitte 2 P quer 
durch die �eldereinteilung. An 2 P erhöht s ich 
die Grundrollenzahl, die in den Querschnitt paßt, 
um eins. 

......... 

121 
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Abb. 9.15 Skizze zur Berechn� der theoretischen Topographie 
des Stuten-Areale (für J1,k gerade)

Abb. 9.16 Vergleich beobachteter und theoretischer orientie­
rungsunabbängiger Größen. Obere Kurvea � der be-
obachteten Topographie der Erde, zweite Kurve von 
oben,� der beobachteten Meeresboden-Topographie 
(nach VENING IIBIRESZ, 1961). Untere Kurve,� der 
idealen Topographie der einzelnen Strö■ungstypen, 
die nach der dreidimensionalen kine■atischen Theo­
rie (WALZER, 1973a) berechnet wurden. 
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Abb. 9.17 Vergleich beobachteter und theoretischer orientie­
rungsunabhängiger Größen. Obere Kurve:� der be-
obachteten Topographie der Erde. Zweite Kurve von 
obens � der beobachteten Meeresboden-Topographie 

(nach VENING MEINESZ, 1961). Untere Kurven: � der 
idealen Topographie der einzelnen Strömungst;ypen, 
die nach der dreidimensionalen kinematischen Theo­
rie (WALZER, 1q73a) berechnet wurden. 
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� 
!ab. 9.3 Die orientierungsunabhi.ngigen Gr8�en � UDd � der

theoretischen !opographie in Abhlngigkeit voa !yp ;t slt 

Type 1;2 Type 2;2 Type2;3 Type4;3 
" h. "fr. h. "· h. "fr. h. /r,. 

0 3.1314 X 10-4 1.5657 x 10-• 1.9262 X lQ-II 9.6308 X lO-l2 1.6255 X 10-11 8.1274 X 10-12 2.6562 X 10-12 1.3281 X 10-12 

1 5.1061 X 10-3 2.6382 X 10-3 1.2968 X lO-lO 6.7003 X lQ-ll 3.1263 X lO-ll 1.6153 X lQ-ll 2.1424 X 10-11 1.1069 X 10-11 

2 5.3931 X lQ-l 2.8763 X 10-z 5.9751 x 10-• 3.1867 X 10-4 6.1272 X 10-s 3.2678 X 10-s 2.l755 x 10-4 1.2669 X 1 ()-4 
3 2.1281 X lO-l 1.1705 X 10-l 6.3393 X 10-3 3.4866 X 10-3 J.3935 X 10-3 7.6645 X 10-4 3.8614 X 10-4 2.1238 x lo-4 
4 1.8150 X 10-1 1.0285 X 10-1 3.4068 X 10-3 1.9305 X 10-3 6.3786 X 10-4 3.6145 X 10-4 1.2350 X 10-3 6.9986 x lo-4 
s 2.3486 X 10-l 1.3700 X 10-l 7.3431 X 10-2 4.2835 X 10-z 5.3259 x 10-3 3.1068 X 10-3 1.2206 X 10-3 7.1199 x lo-4 
6 2.3528 X 10-1 1.4117 X lQ-l 2.3149 X 10-1 J.3889 X 1 O-l 3.8874 X 10-3 2.3324 X 10-3 3.2751 X 10-3 1.9651 X 10-3 

7 1.6393 X 10-1 1.0109 X 10-l 3.3045 X 10-1 2.0378 X 10-l 1.7429 X 10-z 1.0748 X 10-Z 2.5163 x· 10-1 1.5517 x 10-1 

8 1.6187 X 10-1 1.0252 X lQ-l 2.3888 X lO-l 1.5129 X 10-l 2.7112 X 10-2 1.7171 X 10-2 7.0824 X 10-3 4.4855 X 10-3 

9 7.0346 X 10-2 4.5725 X 10-z 4.4947 X 10-z 2.9215 X 10-z 1.5355 X 10-1 9.9807 X 10-2 4.1365 X 10-3 2.6887 X 10-3 

10 3.7092 X 10-2 2.4728 X 10-2 5.4849 X 10-2 3.6566 X 10-2 2.6172 X lQ-l 1:7448 X 10-l 1.<,()81 X 10-2 1.0721 X 10-2 

11 3.4562 X 10-2 2.3f-J 7 X 10-2 2.6208 X 10-2 1.7909 X 10-2 2.3367 X 10-l 1.5967 X 10-1 5.6554 X 10-3 3.8645 X 10-3 

12 6.4327 X 10-2 4.5029 X 10-2 1.4875 X 10-2 1.0412 X 10-z �.6763 X 10-2 6.7734 X 10-2 7.0123 X 10-2 4.9086 X 10-2 

13 3.2669 X 10-2 2.3413 X 10-2 1.3177 X 10-2 9.4433 X 10-3 1.6634 X 10-2 1.1921 X 10-2 1.5755 X 10-1 1.1291 X 10-1 

14 4.954() X 10-2 3.6329 X 10-2 3.1379 X 10-3 2.3011 X 10-3 3.8075 X 10-2 2. 7921 X 10-2 1.7132 X 10-1 J.2563 X 10-1 

15 2.(ß)7 X 10-2 1.9955 x 10-2 2.1958 X 10-3 1.6468 X 10-3 6.0765 X 10-3 4.5514 X 10-3 1.0307 X 10-1 7.7304 X 10-2 

16 2.3154 X 10-2 1.7751 X 10-2 1.2125 X 10-2 9.2956 X 10-3 1.9318 X 10-2 1:4810 X 10-2 J.8986 X 10-2 J.4556 X 10-2 

17 1.6676 X 10-2 1.3063 X 10-2 1.0546 X {0-2 8.2614 X 10-3 1.3653 X 10-Z J.0695 X 10-2 2.3579 X 10-2 J.8470 X 10-2 

18 4.3270 X 10-2 3.4616 X 10-z 1.4463 X 10-2 1.1571 X 10-2 9.3945 X 10-3 7.5156 X 10-3 1.7454 X 10-2 1.3964 X 10-2 

19 2.4079 X 10-2 1.9665 X 10-2 5.4028 x 10-2 4.4123 X 10-2 1.5964 X 10-2 1.3037 X 10-2 7.5306 X 10-3 6.1500 X 10-3 

20 2.8408 X 10-2 2.3673 X 10-2 1.0313 X lO-l 8.5941 X 10-2 3.3198 X 10-3 2.7665 X 10-3 1.4924 X 10-2 1.2436 X 10-2 

21 J.3309 X 10-2 1.1313 X 10-z J.3605 X 10-l 1.1565 X 10-l 1.5412 X 10-2 1.3101 X 10-2 1.1103 X 10-3 9.4374 x lo-4
22 2.4348 X 10-2 2.1101 X 10-2 1.0415 X 10-1 9.0263 X 10-z 4.8895 X 10-4 4.2376 X 10-4 1.1776 X 10-2 J.02()5 X 10-2 

23 2.8568 X 10-2 2.5235 X 10-2 1.9382 X 10-2 1.7121 X 10-2 1.2850 X 10-2 1.1351 X 10-2 J.6470 X 10-3 1.4549 X 10-3 

24 4.3635 X 10-2 3.9272 X 10-2 3.2560 X 10-2 2.9304 X 10-2 2.4527 X 10-3 2.2074 X 10-3 8.1778 X 1()-3 7.3600 X 10-3 

25 1.8967 X 10-2 1.7387 X 10-2 1.5482 X 10-2 1.4191 X 10-2 9.0915 X 10-3 8.3339 X lO-J 2,3209 X 10-3 2.1275 X 10-3 

26 1:4746 X 10-2 J.3763 X 10-2 1.3575 X 10-2 1.2670 X 10-2 6.0621 X 10-3 5.6579 x 10-3 5.3919 X lO-J 5.0324 X 10-3 

27 7.1158 X 10-2 6.7600 X 10-2 2.8798 X 10-2 2. 7358 X 10-2 8.6882 X 10-3 8.2537 X 10-3 3.6259 X 10-3 3.4446 X 10-3 

28 1.0216 X 10-1 9.8754 X 10-2 2.7150 X 10-s 2.6245 X 10-5 3.3446 X 10-3 3.2331 X 10-3 3.7591 x lo-4 3.6338 x lo-4 
29 1.1724 X 10-1 1.1528 X lO-l 7.7451 X lO-J 7.6161 X 10-3 1.1279 X 10-3 1.1091 X 10-3 2.7570 X 10-3 2.7110 X 10-3 

30 J.5765 X 10-1 1.5765 X W-1 8.0056 X 10-3 8.0056 X 10-3 8.9738 X 10-3 8.9738 X 10-3 5.3080 x 10-3 5.308() X 10-1 

31 1.3121 X 10-1 1.3339 X 10-1 2.3021 X 10-3 2.3404 X 10-3 3.5194 X lO-I 3.5781 X 10-2 3.4634 X 10-2 3.5212 X 10-2 

N 
0\ 
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Type4;4 Type4;5 Type6;5 Type6;6 
• ,,,. i. "· ii. "· ii. "· '· 

0 5.0193 X 10-u 2.5097 X 10-u 9.0487 X 10-IJ 4.5244 X 10-IJ 2.5429 X 10-u 1.27J4 X 10-12 3.8944 X 10-1:1 1.9472 X 10-u 
1 1.1842 )( 10-11 6.1184 X 10-u 8.7813 x 10-u 4;5370 X 10-u 6.3934 X 10-u 3.3033 X 10-12 4.9380 )( 10-12 2.551:3 X 10-u 
2 1.0058 x lo-' 5.3643 X 10-9 8.9171 X 10-s 4. 7558 X 10-s 7.0055 X 10-s 3. 7362 X 10-s 3.9641 X 10-s 2.1142 X 10-s 
3 3.4424 x lo-' J.8933 X 10-4 2.9126 X 10-4 J.6019 X 10-4 J.3056 X 10-4 7.1806 X 10-s 2.0953 X 10-4 1.1524 X 10-4 

4 5.1768 x lo-' 2.9335 X 10-4 4.3940 X 10-4 2.490() X 10-4 3.5364 X 10-4 2.0039 X 10-4 J.9136 X 10-4 J.0844 X 10-4' 

5 · 1.1001 X 10-3 6.4171 X 10-4 9.3488 X 10-4 5.4535 X 10-4 3.9846 X 10-4 2.3243 X 10-4 6.5971 X 10-4 3.8483 X 10-4 

6 1.3300 x 10-3 7.9801 )( 10-4 1.0479 x 10-3 6.2872 X 10-4 8.7764 X 10-4 5.2648 X 10-4 4.4012 X 10-4 2.6407 X 10-4 

7 2.3264 x 10-3 1.4346 X J0-3 J.980I X 10-J J.2211 X 10-J
0

7.7801 X l0-4 4.7977 X 10-4 J.3545 X 10-3 8.3525 x· 10-4 

8 2.6210 x 10-3 J.6638 X 10-> 1.8410 X 10-3 1.J 666 X 10-3 J.6345 X 10-3 J.0352 X 10-3 7.2948 X 10-4 4.6200 X 10-4 

9 4.0631 X 10-J 2.6410 X 10-3 3.4180 X 10-3 2.2217 X 10-3 J.1847 X 10-3 7.7002 X 10-4 2;2286 X 10-3 J.4486 X 10-3 

10 4.5951 x 10-3 3.0634 X 10-3 2.6856 X 10-:1 J.'7904 X 10-3 2.5836 X 10-3 J.7224 X 10-3 9.6576 X 10-4 6.4384 )'. 10-4 

11 6.5695 x 10-3 4.4892 X 10-3 5.2428 X 10-:1 3.5826 X 10-3 1.4929 X 10-3 J.0202 X 10-3 3.1727 X 10-3 2.1680 X 10-3 

12 7.9054 x 10-3 5.5338 X 10-3 3.4101 X 10"'.'3 2.3871 X 10-3 3.6655 X 10-3 2.5659 X 10-3 J.0339 X 10-3 7.2372 X 10-4 

13 1.1327 )( 10-2 8.1174 X 10-:1 7.5658 X 10-:1 5.4221 X 10-3 J.5486 X 10-3 1.1098 X 10-3 4.0521 X 10-3 2.9040 X 10-3 

14 J.6186 X 10-2 1.1870 X 10-2 3.8598 X 10-:1 2.8305 X 10-l 4.8310 X 10-3 3.5427 X 10-3 8.1458 X 10-4 5.9736 X 10-4 

15 3.0973 X 10-2 2.3230 X 10-2 J.()994 X 10-2 8.2453 X 10-3 1.J696 X 10-3 8.7722 X 10-4 4.7295 X 10-3 3.5471 X 10-3 

16 1.0899 X 10-1 8.3556 X 10-2 3.9752 X 10-3 3.0477 X 10-3 6.0996 X 10-3 4.6764 X 10-3 J. 9609 X 10-4 J.5033 X 10-4 

17 1.5394 X 10-1 J.2059 X 10-l 1.8641 X 10-2 J.4602 X 10-2 J.0001 X 10-4 7 .8342 X 10-s 5.0897 X )0-l 3.9869 X 10-3 

18 1.2n6 X IO-l J.0221 X JO-l 4.2071 X 10-3 3.3657 X 10-3 7.73)8 X 10-3 6.1854 X 10-3 9.3319 X 10-4 7.4656 X 10-4 

19 5.2849 X 10-2 4.3160 X 10-2 6.6005 X 10-2 5.3904 X 10-2 2.2515 X 10-3 J.8388 X 10-3 5.0579 X 10-3 4.1306 X 10-3 

20 1.2016 x 10-2 1,0013 X 10-2 J.2524 X 10-1 J.0436 X 10-l 1.1012 X 10-z 9.1767 X 10-3 2, 7487 X 10-> 2.2906 X 10-l
21 2.5303 )( 10-2 2.1508 X 10-2 1.3392 X 10-1 1.1383 X 10-I 8.6083 X 10-3 7.3170 X I0-l 4.6880 X 10-3 3.9848 X 10-3 

22 4.2965 X 10-4 3.7236 X 10-4 8.1573 X 10-.2 7.0696 X 10-2 2.6230 X 10-2 2.2733 X 10-2 5.7694 X 10-3 5.0001 X 10-3 

23 J.5943 X 10-2 1.4083 X 10-2 1.0698 X 10-.2 9.4502 X 10-3 7.9859 X 10-2 7.0542 X 10-2 3;9896 X 10-l 3.5241 X 10-l

24 4.5859 X 10-3 4.1273 X 10-3 2.2926 X 10-2 2.0634 X 10-2 1.1101 X 10-l 9.9908 X 10-2 J.2470 X 10-2 1.1223 X 10-2 

25 9.9784 X 10-3 9.1468 X 10-3 }.0388 X 10-.2 9.5226 X 10-3 8.9096 X 10-2 8.1672 X i0-2 3.8794 X 10-3 3.5562 X I0-l 
26 6.4755 X 10-3 6.0438 X 10-3 J.0048 X I0-.2 9.3784 X 10-3 3.2639 X 10-2 3.0463 X 10-2 5.0645 X 10-2 4,7268 X 10-2 

27 6.0025 X 10-3 5.7023 X 10-3 · 9.2076 X 10-3 8.7472 X 10-3 J.0590 X 10-.2 J.0061 X 10-2 9.5380 X 10-2 9.0611 )( 10-2 

28 6.5201 X 10-3 6.3027 X ) 0-l 3.4490 X 10-3 3.3340 X 10-3 J.474,4 X 10-2 J.4252 X 10-2 9.7727 X 10-2 9.4469 X 10-2 

29 5.6745 X 10-4 5.5800 X 10-4 5.8337 X 10-3 5.7364 X 10-3 3.1476 X 10-4 3.0951 X Jo-4 5.3547 X J0-2 S.2655 X 10-2 

30 7.5840 X 10-3 7.5840 X 10-3 l.J ) 58 X JO-l J.1158 X 10-3 6.J 180 X 10-3 6.1180 X 10-3 6.6229 X 10-3 6.6229 X 10-3 

31 2.0904 X 10-2 2.1252 X 10-2 9.J 755 X 10-3 9.3285 X 10-3 2.1431 X 10-3 2.1789 X 10-3 7.0021 X 10-3 7.J 188 X J0-3 

... 
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Oberfläche von vier Peldern hervorbringen, gilt 

2n {cos} (2n �)Ti = 61. cos(
'lj:g 

A) • sin 4�1 w 

für und -g < A < + g 1

Ti = o für den Rest der Pl.äche der betrachteten vier Felder des Disdodekaeders. 2,1 
bedeutet dabei den Winkel, unter dem man die Grundrolle vom Erdmittelpunkt aus sieht.
Für Typ 2,2 kann man • in Abb. 9.11 sehen. Untere Rollen heißen solche unterhalb 
der Schichtgrenze, an d!r sich die Zahl der Rollen pro Schicht emöht hat. Falls die 
Rollenzahl pro Schicht koDStant ist, wie z. B, beim Typ 2;3, heißen alle Rollen untere 
Rollen. J1 ist die Zahl der Grundrollen in dem Sektor des Großkreis-Ringes :unter 2c. 
Einen derartigen Sektor zeigt Abb. 9.11. Für den Typ 2;2 gilt also J1 = 2. Si ist, die 
vo■ 'P;yp abhängige Amplitude, die noch erläutert wird.

{��:} bedeutet cos, wenn m + n gerade ist; es 
bedeutet ein, wenn m + n ungerade ist. 

m und n sind die Indizes der später venrendeten Kugelfunktionen Pn,m· Diese Fest­
legung hat auf die Berechnung von � keinen Einfluß, wenn man die hn für jeden Typ 
einzeln berechnet. Für den Pall, daß man die ideale Topographie U(t,A) aus der Summe 
der T1 und t1 bilden will, bedeutet 

{cos} sin den cos, wenn gerade ist, den ein, wenn J1 ungerade ist. 

Obere Rollen heißen alle Rollen, die nicht untere Rollen sind. Pür die Topographie t1, 
die die oberen Rollen eines Typs an der Oberfläche von vier Feldern erzeugen, gilt: 

für und -g<A<+g ;

t1 = 0 für den Rest der Fläche der betrachteten vier Felder des Disdodekaeders. Da 
anzunehmen 1st, da8 'P;ypen mit großen Rollen an der Oberfläche größere Veränderungen 
hervorrufen als solche mit kleiDSren, wurden s1 und s1 folgenderma,Ben definiert1 

R ist der Radius der Grundrollen des entsprechenden Tyt>s. r ist der Radius der tief­
sten der oberen Rollen für den entsprechenden T:,p. Piir den Pall, da,8 keine oberen Rol­
ren existieren, d. h. für Typen j ;k mit k = j 4- 1, gilt r = o. Die R und r be­
rechnet man wie in 9 .2.2. beschrieben. Einige Ergebnisse findet man bei WALZER (1971, 
Tab. 3). Wenn man die s1 und s1 nicht einführt, d. h. für jeden Typ Si = si = 1 
setzt, bekolllllt man die Maxima in den �-n-Kurven bei denselben n. Nur werden die Spit­
zen für höhere n etwas höher. llan entwickelt nun die Ti' t1 und U nach Kugelfunk­
tionen. Dabei erscheinen diese oben nur für vier Pelder aufgeschriebenen Punktionen ins­
gesamt secbe mal auf der Kugeloberfläche, weil der Disdodekaeder durch Zentralprojektion 
24 Pelder im Kantel bzw. auf der Kugeloberfläche erzeugt. Kit dem Ansatz 

31 n 
E {� 0P

0 0(cos8) + E (� 11cos mA+ Bn msin mA) P
0 11(cos8)}

n=O ' ' 11=1 ' ' , 
... 
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ergibt sich 

-'n,o 

wobei 

= 2n
4: 1 2j (j Ti(8,A) , P (cos8) , sin8, d8) dA ,

o o 
n, o 

2D + 1 . �n - m�I 2j [cos mA] •2n n + m 1 
0 

sin mA 

• (S Ti(8,A) • P (cos8) • sin8. d8) dA
0 

n,m

für n = O, ••• , 31 und m = 1, ••• , 31. [, •• ] bedeutet: Für A nimm cos, fiir B 
nimm sin. Dabei bedeutet ferner: 

8 = 90• - j ; 

1 

und 

dn(cos2e - 1)n 

d(cos8)n 

Die Entwicklungen für ti(j,A) um U(j,A) lauten analog. Ferner gilt: 

Daraus wurden f�lg ende orientierungsunabhängige Größen berechnet, 

h� = � ✓n(n + 1) 

h
n 

= <m + ;) ' h
n 

129 

Die Größen �,m
' Bn,m

' �' (, �' � und h
n 

wurden von der Rechenmaschine jeweils
ausgedruckt. Die zonalen Kugelfunktionen wurden nach folgenden Pomeln berechnet: 

Pn 10
(cos8) = <-1) · nt • 1(- i; i + J. J. cos2e) für n gerade; 

2? (�)12 c c c' c' 

(1-n n 3 2 · cos 8 , F 2 ; '2 + 1 ; '2; cos 8)

Dabei bedeutet 1 die hypergeometrlsche Reihe

'(A•B•C•,X) __ 1 +�X+ A(A + 1)B(B + 1)...:;, • • ,1v 210cc + 1> x- + ···

für n ungerade. 

Pn,o = 2n. nl 

Pn,m = (-sin8)m . 
dmPn 10 (cos8) 

d(cos8)m 

m 
[~] = ✓2n2+ 1 . ~n + m~ 1 

~ n - m 1 

n-1 
2 

P ( ") __ (-1~ • nl n'o COSQ 1 
2n- (7) ,2 

. [~•m) 
Bn,m 
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9.2.5. Variante B der dreidimens ionalen kinematischen Theorie der Mantelkonvektion 

Pür Variante B müssen zunächst die Querschnitte 2Pi,x berechnet werden, an denen
eine Erhöhung der Zahl der Grundrollen in zwei an b benachbarten Disdodekaeder-Jeldern 
möglich ist. Bei der Aufstellung der nötigen Formeln hilft Abb. 9.14. 2-zählige Rota­
tionsachs en sind durch kleine schwarze Linsen, 6-zählige Drehspiegelungsachsen sind 
durch kleine schwarze Dreiecke gekennzeichnet. Gestrichelt sind die Kreise, in denen 
Spiegelungsebenen die Kugel schneiden. Im ilbrigen sind mit Abb. 9.10 übereinstimmende 
Bezeichnungen mit diesen identisch . Rechte 'Winkel sind durch Punkte gekennzeichnet. 
Es gilt, 

= Ji O + Rest
' 

wobei Ji,o eine ganze Zahl und der Rest< 1 ist. Ji,o entspricht also dem Ji von
Variante A. Jerner wird definiert, 

Ji,1 = Ji,o + 1

K : 1,2,3 ••• 

wobei sich K nach der Zahl der möglichen Neueinführw:gen von jeweils einer Grundrolle 
richtet. Für die ersten 22 Strömungstypen j1k ist immer, K � 2. 

(9.1) 

Zur Erhöhung der Ubersichtlichkeit wurden in Abb. 9.14 um w erden ab jetzt die Indizes 
i und K weggelassen. Es gilt, 

'(9.2) cos p = cos C COS A+ ein c sin A cos e, 

(9.3) cos p = cos „ cos G ' 

(9.4) cos Y1 = tan G . cot p 

(9.5) ein A 
= 

cos y1
ein p eine . 

In de■ Gleich�ssystem (9.2) bis (9.5) sind c und e aus Abschnitt 4, J ist aus 
(9.:) und die �i in (9.1) sind aus Tab. 9.2 bekannt. (9.2) bis (9.5) sind also vier
Gleichw,gen für folgende vier Unbekannten, p, A, G, y1• Die Auflösung führt am einfach­
sten über folgende Gleichung, 

_ k1k2 + � (k
1

k
2 + .;i 2

G - 2 2 - ✓(.2 2) 
k

2 + k3 k
2 

+ k3

Dabei gelten folgende Substitutionen, 

Bin A = + /u � = 

k
2 

= 

cos2 'f -

ain2 C + 

cos2 
C 

cos2 
E 

k3 = ein 2c COS C • 

. sin2 c - cos2 c 

p 
i 1 K 

= 

---
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Dabei sind also 1c2 und 1c3 v011 Typ j1k unabhängig. Wenn man A berechnet hat, fol­
gen dann p, G und y1 der Reihe nach a us (9.2) bis (9.4).

Wir betrachten jetzt die Vert�lung der Rollen und ihre theoretische Topographie für 
vier Disdodekaederfelder (siehe.Abb. 9.13). Palls für einen Typ nur ein Pi,x existiert,
d. h. also nur tilr x = 1, ·wie das z. B. für Typ 4;3 in Abb. 9.13 der Pall ist, werden 
die Rollen von vier Disdodekaederteldern durch P11 

in drei Areale geteilts In den 
zwei Arealen an den Enden haben die nebeneinanderliegenden Rollen verschiedene Längen. 
Aus naheliegenden Gründen sollen diese Areale Stufen-Areale genannt werden. Das �eal 
in der Kitte t das gleiche Rollenlängen zeigt und in dässen Kitte der Abschnitt 2c liegt, 
heißt Kittel-Areal. ll'ür x = 2 würde bei einem höheren Typ, z.B. bei 6;6, zwischen
dem Kittel-Areal und den zwei Stufen-Arealen, noch zusätzlich je ein Areal mit ßleichen 
Rollenlängen sein. Diese Areale wollen wir Zwischen-Areale nennen. ll'ü.r die theoretische 
Topographie, die die unteren Rollen eines Typs, der durch den Index i gekennzeichnet 
ist, im Kittel-Areal hervorbringen, gilt also: 

(9,6) = Si. cos(� A) • {cos} (2n t)
't\7, � sin 4q,1 1,1 

für -Ji,o'Pi < 
t 

< 
+ J1,o'P1 Und -Gi,1 < 

A < G1,1•

Dabei bedeutet {��:} den cos, wenn Ji,o gerade,

den ein, wenn Ji,o ungerade ist,

T1 = 0 sonst .

Entsprechend gilt für ein eventuelles erstes Zwischen-Areal auf der positiven A-Seite: 

(9.?) 
G + G 

T _ S [ 2n (A _ i,1 
2 

112)]. {cos} (2n t)1 - i • cos 2(G - G ) • ein � ' 
1,2 1,1 1 

(9,S) für -J1,1'P1 < 
t 

< + J1,1fP1 und Gi,1 < A < Gi,2 •

Dabei bedeutet {��!} den cos, weon J1,1 gerade,

den ein, wenn J1,1 ungerade ist.

J.l'ür ein entsprechendes erstes Zwischen-Areal auf der negativen A-Seite müßte das - in 
(9.?) durch+ und Ungleichung (9.8)2 durch -G1,2 < A 

< -G1,1 ersetzt werden.

Für die Beiträge der oberen Rollen zur theoretischen Topographie des llittel-Areals 
und der Zwischen-Areale m uß in den Gle ichungen (9.6) und (9.?) q,1 durch !.j, T1 durch
t1 und s1 durch s1 ersetzt werden. Es bleibt also nur noch die Topographie der
Stufen-4reale zu berechnen. Zum Verständnis der Herleitung der entsprechenden Formeln 
dient Abb. 9,15. 

Das größte A
i,x' für das A

i,x < a gilt, ,heiße Ai,k' Dieser Index k darf nicht
mit dem vom Typ j;k verwechselt werden, der ja hier nicht mehr auftritt, weil die fy­
pen mit dem Index 1 durchnumeriert worden sind.· P1 k bezeichnet also den Querschnitt,
an dem für den Typ 1 das Stufen-Areal beginnt. Es geht zunächst darum, die verschiede­
nen Längen der Rollen im  Stufen-Areal durch die Größen h1,1, ••• (siehe Abb. 9,15) aus­
zudrücken. 

-
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Pür Ji,k gerade gilt: 

ein ki,1 
s!n 2rp1 

= sin 90•
sln 11 und = 

Damit giltt 

= arc cos 

sin 2rpi cos(arc sin[ sinn]
)
] [ cos 29'1 

und verallgemeinert, 

für 11 = 

arc cos 

sin(11°2rpi) 
cos(arc sin[ sln n ]

)
[ cos(1,1.2rp1) J 

1 1, •••t � .  Ji,k " 

Für J1 k ungerade giltt 

= 
cos k

111 
cos "'1 

wobei
sin rpi =
sln r, 

und verallgemeinert1 

für 1,1 = 

arc cos 

sin( (211-1 )rp ) 
cos(arc sin( sinn 

1 
]) 

[-------=-'-'----]cos((2v-1)rp1) 

1, : .. ' 
1 
�(J

i,k + 1) "

Für die entsprechenden Anteile der unteren Rollen an der theoretischen Topographie des 
Stufen-Areals für die negative A-Seite folgt: 

(9.9) = 

Dabei bedeutet 

2 b + Gi 
I 

k - hi 2 s1 . cos[2(b _ n (A + 2
_ ,v)] . {cos} (� �) 

Gi,k - hi,11) sin '+'1'1 

{cos} Bin den cos, wenn Ji,k gerade,

den sin, wenn Ji,k ungerade ist. 

Die Formel (9.9) gilt für den Bereich 

(9.10) 

und 

{2(v - 1) 
} {2v } 2(v - 1) - 1 "'1 < � < 2v - 1 "1

sowie für (9.10) und 

-{���: �� - 1} "'1 > � > - {�� - 1} "'1 

In den Klammern{ ••• } gilt wieder der obere Allsdruck, wenn Ji,k gerade, der untere 
Ausdruck, wenn Ji,k ungerade ist. Entsprechend gilt1 

hi = ,11 

cos h1 , 1 

hi = ,11 

• 
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V : 1 1 ' ••• , �. Ji,k ' wenn Ji,k gerade,

v = 1 , • • •, l (Ji,k + 1) , wenn Ji,k ungerade ist.

ru.r das Stufen-Areal aD der positiven A-Seite braucht nur (9.9) durch 

b + G - h 
[ 

2n (A �•k 1121)] • {coe}(2n t)Ti = Si • cos 2(b - Gi,k - hi,v> 
- ein 4ip1 

und (9.10) durch 

+b - hi,v > A > + Gi,k

133 

ersetzt werden. Außerhalb der angegebenen Bereich gilt im  Stufen-Areal T1 = O. All das
bisher über das Stufen-Areal Geschriebene gilt genau so für die oberen Rollen, nur muß 

1 in allen Ausdrücken ab Gleichung (9.9) das <Pi durch j 'Pi' ·T1 durch ti und Si 
durch a1 ersetzt wer�en. Bevor man bei Variante B die theoretischen Topographien 
nach Kugelfunktionen entwickelt, müssen selbstverständlich die Ti, ti und 
u = E(Ti + ti) für alle qeale zu je einer Punktion Ti, ti bzw. U zusammengefaßt

werd!n. Die Entwicklung nach Kugelfunktionen erfolgt wieder nach den in 9.2.4. für die 
Koeffizienten A , B usw. angegebenen Formeln. Auch hier ist wieder zu beachten, ·-n,m n,m 
daß es nicht nur vier Disdodekaederfelder gibt, die wir bei unseren Formeln für T1 
und t1 stets nur beachtet haben, soDiern daß es· diese Anordnung sechsmal auf der Ku­
gel gibt. 

9.2.6. Vergleich der theoretischen mit Beobachtungsergebnissen 

Es gilt nun, die Größen, die aus der kinematischen Theorie der llantelkonvektion fol-
m ..m

-

gen (also die �,m' B
n,m' �' 1'n• �' h�, �• Rollenradien, Radien der oberen Grenzen 

der Rollenschichten (vgl. WALZER, 1971, Tab. 3)), mit beobachteten Größen zu verglei­
chen. Da die Orientierung des Strömungssystems z.B. gegenüber einem bestimmten Konti­
nent nicht als Funktion der Zeit und auch nicht für einen einzelnen Zeitpunkt bekannt 
ist, ist bezüglich der Größen �,m' Bn,m' �' B! für keine Feldfunktion an der Erd­
oberfläche Ubereinstimmung zu erwarten. Amers ausgedrückt: Da nicht vorausgesetzt wer­
den kann, da,8 die Orientierung des Strömungssystems im Laufe der geologischen Zeiten 
immer dieselbe gewesen ist, kann auch nicht erwartet werden, da� sich die Regularität 
des Systems direkt im Aussehen des Anomalienbildes irgeDiwelcher Funktionen spiegelt, 
die an jedem Punkt der Erdoberfläche definiert sind. Dagegen ist eine tlbereinstimmung 
in dem Verlauf der orientierungsunabhängigen Größen zu erwarten, wenn die Feldfunktion 
an der Erdoberfläche hauptsächlich durch das Strömungssystem bestimmt ist. 

Die Feldfunktion an der Erdoberfläche, die uns bei weitem am genauesten bekannt ist, 
ist die Topo�raphie. Sie wurde von BRUINS uIJd Mitarbeitern bis zur 31. Ordpung nach Ku­
gelfunktionen entwickelt. Die Koeffizienten fiDiet man bei LEDERSTEGER (1969), die Zah­
lenwerte von hn und h� bei VENING IIEINESZ (1961) •. In Abb. 9.16 wurden über der 
Abszisse n oben di e beobachteten Größen.�• unten die Größen � für die theoreti­
sche Topographie aufgetragen. Die ganze TopograIX1ie T1 + t1 jedes Strömungstyps j Jk 
wurde den Kugelfunktionsentwicklungen zugrundegelegt. Es sind die �-n-Kurven nach 
Variante A dargestellt, nur wo sich bei Variante B Unterschiede gegenüber· A heraus­
stellten, wurden die Kurven dieser Typen auch (und zwar mit dem Zeichen mod versehen) 
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dargestellt. Der Vergleich der Maxima der K11rven spricht für sich. Dies.e Darstellung 
hat den Vorteil, daß man gleich sieht, welcher Ström\lllgstyp welches Maximum ver11rsacht. 
Abb. 9.17 zeigt einen Vergleich derselben Beobachtungsgrößen � mit der ebenfalls 
orientierungsunabhängigen theoretischen Größe � der einzelnen Typen. Entsp:'.ecbend 
den Definitionen der in Abb. 9.16 und Abb. 9.17 verglichenen Größen �• �• � ist 
es klar, daß die Größen nur relativ miteinander verglichen werden dürfen. Tab. 9.3 
gibt eine tlbersicht über die numerischen Werte der orientierungsunabhängigen Größen 
� und � der theoretischen Topographie. Es ist nun wichtig, sich zu vergegenwärti� 
gen, daß mit den Beobachtungsgrößen, mit denen ttbereinstimmung festgestellt werden

konnte, ganz fundamentale Beobachtungen beschrieben werdens Größe, Form UM Verteilung 
der Kontinente, Ozeane und der jungen, im Relief noch hohen Gebirgsgürtel, in denen 
sich der Gesamtplan des jüngsten orogenen Zyklus widerspiegelt. 

Die Kugelfunktionsentwicklungen anderer Feldfunktionen an der Erdoberfläche liegen 
entweder nur für niea..x=ige Ordnungen vor o der hängen nicht bzw. nicht nur mit dem Mantel 
zusammen. RAPP (1968) entwickelte das Schwerefeld der Erde bis n = 14 nach Kugelfunk­
tionen. Orientierungsunabhängige Größen z eigen aber in ihrem Yerlauf (über n aufge­
tragen) keine Ubereinstimmung mit denen der Topographie. Die Nichtübereinstimmung der 
der Maxima der theoretischen hn -n-Kurve mit denen der entsprechenden Kurve des Schwe­
refeldes wurde dem Verfasser von geodätischer Seite in der Entstehungszeit der kinema­

tischen Theorie oft als Argument entgegengehalten. Heute ist restlos klar, daß dieses 
Argument unrichtig war. llcKENZIE (1977) bewies durch numerische llodellrechnungen, daß 
über koIIVektiven Aufströmen mit temperaturabhängiger Viskosität die Schwereanomalie so­
wohl positiv als auch negativ sein kann. Auch PHILLIPS um IVINS (1979) betonen aus­
driicklich, wie verwickelt der Zusammenhang zwischen Schwerefeld UM Konvektionsströmen 
ist und weisen alle Versuche zurück, aus den globalen Schwereanomalien direkt auf die 
Stromlinien zu schließen. - Ein aMeres Gegenargument war, daß die kinematische Theorie 
keinen Raum für manteltiefe Plumes lasse. Das ist allerdings richtig. Die kinema�ische 
Theorie ist eine Vorstufe einer echten hydrodynamischen Konvektionstheorie mit tempera­
turabhängiger Viskosität, wobei zumindest zeitweise der ganze Kantel in Bewegung ist. 
Ob der Auftrieb rein thermisch oder durch eine Art von Entmischung entsteht, bleibt da­
bei zunächst offen. Wesentlich ist, daß die Konvektionszellen den ganzen Mantel erfas­
sen, daß nicht nur dünne röhrenartige Aufstiegskanäle den unteren Mantel durchstoßen 
wie in der Plume-Theorie und daß die Wellenzahl der Zelle nahe kc liegt, d. h. daß
die Horizontalausmaße der Zelle in der Größenordnung ihrer Tiefe liegen. RUNCORN (1980) 
weist darauf hin, daß die Idee der Plumes aus Beobachtungen in der Lufthülle der Erde 
stammt. Z.B. steigt der Rauch aus einem Schornstein bei Windstille senkrecht nach oben 
und breitet sich dann in einer gewissen Höhe waagrecht aus. RUNCORN weist darauf hin, 
daß für Luft der Trägheitsterm in der B ewegungsgleichung viele Größenordnungen höher 
liegt als der der viskosen Reibung, währeM das im llantel genau umgeke hrt ist. RUNCCRN 
weist deshalb die Plume-Theorie als "fumamentales llißverständnis der Mechanik des Man­
tels" z urück. Beim geomagnetischen Potential, welches auch bis n = 15 entwickelt vor­
liegt (PANSELlU u. a., 1964), spielt bekanntlich der Erdmantel als Ursache keine große 
Rolle. Es wird heute meist 8.r€enommen, daß die Knicke UM Sprünge der Geschwimigkei ts­
Tiefen-Kurven der selsmischen Kompressions- und Scherwellen innerhalb des Kantels auf 
Phasenübergänge zurückzuführen sind. VERHOOGEN bat thermodynamisch gezeigt, daß die 
Ström1mg aurch die Phasengrenzen gehen kann, wenn das Material chemisch genügend homo­
gen 1st. !'RÖLICH (1973) kommt aus strukturphysikalischen Grunden zu demselben Schluß, 

• 
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daß nämlich Phasengrenzen z war ein Hirxlernis für die Konvektion ist, da/3 a�er der Strom 
durch die unstetigkeitsfläche durchaus möglich ist. Demnach sollte man also erwarten, 
da/3 die Strömungst;ypen so beschaffen sind, daß d1 e Schichtgrenzen der Rollen seismische . 
Diskontinuitäten bevorzugen. Wie Abb. 9.18 zeigt, ist dies durchaus der Fall. Abb. 9.18 
gibt einen zusammenfassenden Vergleich der seismischen Diskontinuitäten des oberen Erd­
mantels mit den theoretischen. Die theoretischen Diskontinuitäten sind rechts aufgetra­
gen. Dabei ist die Strichlänge ein lla/3 für die Wichtigkeit der Diskontinuitäten, deren 
Berechnung bei WALZER (1971) beschrieben ist. tlbereinstimmung von theoretischen und 
seismologischen Diskontinuitäten dürfen natürlich nicht so verstanden werden, daß die 
kinematische Konvektionstheorie die Existenz und Tiefe der Diskontinuitäten erklärt. 
Vielme� haben sich die Strömungst;ypen j;k der Lage der Diskontinuitäten angepaßt. 

Abschließend k ann man also feststellen, daß di e kinematische Theorie der llantelkon­
vektion in ausgezeichneter tlbereinstimmung mit grundlegerxlen Beobachtungstatsachen ist, 
wie besolliers eine Betrachtung der Abbn. 9.16 bis 9.18 zeigt. 

Hier soll noch eine Bemerltung über mögli·che Verbindungen zwischen plattentektoni­
scher Theorie urxl der k inematischen Konvektionstheorie folgen. Beiden Theorien +at eigen, 
da/3 sie sieb hauptsächlich mit'der Kinematik von Erdmassen beschäftigen-und die Frage 

/ 

nach den Energiequellen nur am Rande behandeln. Die Plattentektonik beschäftigt sich 
mehr mit der Bewegung von Lithospbärenplatten, die kinematische Konvektionstheorie mehr 
mit den Bewegungen im llantel. Beide Theorien fin:ien ihre Bestätigung durch Deutung von 
Meßergebnissen, die die Kruste un:i den Mantel betreffen. Ein Unterschied entsteht durch 
die größere innere Systematik und llathematisierung der kinematischen Kcinvektionstheorie. 
Die Plattentektonik ist etwas mehr beschreibend und kann deshalb eine größere Zahl von 
Phänomenen behandeln und erklären. Der Autor ist der Ansicht, daß die zwei Theorien 
sich ergänzen und sich möglicherweise vereinigen lassen. 

9.3. Die Verteilung der Kontinente urxl Ozeane und ihre Beziehung zur kinematischen Kon­
vektionstheorie 

In 9.2. wurde eine Theorie der llantelkonvektion hergeleitet. Die möglichen Strömungs­
typ8Jl j ;k zeigen eine enge Korrelation zur Kugelfunktionsentwicklung der Topographie 
der Erde (vgl. Abb. 9.16). Weil die räumliche Lage der Strömungsrollen in bezug auf das 
Gradnetz der Erde weder für die Gegenwart noch für die geologische Vergangenheit bekannt 
ist, konnte nur tür orientierungsunabhängige Größen eine Ubereinstimmung gefunden wer­
den. Orientierungsunabhängig bedeutet unabhängig von der Lage der Pole des Gradnetzes. 
Während die einzelnen Koeffizienten einer Kugelfunktionsentwicklung � m' Bn,m' �' B!
bekanntlich von der Orientierung des Gradnetzes abhängig sind, sind es die � und 
�' nicht. Dabei verwemen wir 1 

�,o = 

2n 271 n 
4� 1 J (J f(9,A)· • P (cos 9) , ein 9•d9) dA

o o n,o 

["xi,.] z 2n + 1 
Bn,a 21r 

-

• 

_ __ . (n - •) ! 211 [cos -"]CS t(8 A) . p (cos 8) • ein 8,d8) dA • Cn + mJf ~ Bin aA O ' n,m 
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Die Klammern [ ••• ] bedeutens J'ür -'n,m nimm cos, für Bn,m niDIIII sin. 8 geographi­
sche Breite, A geographische Länge. 

h = 
n 

= �. -y'n(n + 1} . 

Hier soll nun zunächst die Frage untersucht werden, ob das Tableau der e i n z e 1 -
n e n Koeff izienten der Kugelfunktionsentwicklungen der Topographie des Landes und 
der des Meeresbodens auch irgendwelche Gesetzmäßigkeiten zeigt. Es wurde wieder das 
Zahlenmaterial von BRUINS verwandt, welches auch den beiden oberen Kurven von Abb.9.16 
z1Jgrunde liegt und welches man bei LEDERSTEGER (1969) auf den Seiten 849 - 856 findet. 
Die in LEDERSTEGERs Tabelle II angegebenen A(n,m) und B(n,m) entsprechen in unse­
rer Schreibweise den � und (. 

B etrachtet man die � von Tabelle II von LEDERSTEGER (1969) bei n = const. als 
Funktion von m, so findet man, daß die, A: i'!lr den Meeresboden und die für die Land­
topographie etwa denselben Kurvenverlauf zeigen. Dasselbe gilt für :S:· Die �-m-Kurven 
(bzw. :S:-m-Kurven) für benachbarte oder gar stark unterschiedliche n zu vergleichen, 
wird durch die verschiedenen Abszissenlängen erschwert, denn �ax = n. Da die Topo­
graphie der Erde qis zur Ordnung n = 31 nach Kugelfunktionen entwickelt vorliegt, 
wurde eine Vergleichbarkeit mit den Koeffizienten für �

ax 
= 32 · gefordert. Die Reali­

sierung erfolgte durch gleichmäßige Teilung der � (bzw. :() für n = const in 
32 Teile, wobei jeder Koeffizient das gle iche Gewicht hattes z.B • .für n = 18 gilt: 

1 18 
1�81

2 
� 1�81 +� 1�81C1a = 

� C18 = 

C�B 
18 

l�al
4 

j l�al +� 1�81 
= � C18 =

5 18 
l�al

32 
11�:1C18 = 

� '.' 1 01a· = 

Entsprechend: 1 1811 
1 

Zu Vergleichszwecken kann man die C: und n: auch D1a = � B1a ' 
aufsummieren, z. B. 1 

�(�) 
n 

C:
n 

= E und �(�) = E n: n=O n=1 

Fiir n = 16 und n = 31 sind die Ergebnisse in Abb. 9.19 und Abb. 9.20 graphisch dar­
gestellt und in Tab. 9,4 numerisch angegeben. Wenn man die Kurven von Abb, 9.19 und 
Abb. 9,20 betrachtet, so ergeben sich in zweierlei Hinsicht enge Korrelationen: 

a) Die Kurven f'R(�) bzw. �<:S:> für n = 0 bzw. 1 bis 16 einersei ts und die ent­
sprechenden Kurven tilr n = 0 bzw. 1 bis 31 andererseits zeigen in ihrem Verlauf
eine große Verwandtschaft, d. h. tfbereinstimmung hervortretender Extrema usw. Das
ist jedoch teilweise dadurch bedingt, daß die Werte der Koeffizienten, die zu den
erstgenannten Kurven bei tragen, auch in den zwei tgenannt en enthalten sind.

b) Die Kurven f'R(�) mit n = 16 für Land und für lleeresboden zeigen eine noch engere
Verwandtschaft des Kurvenverlaufs als die unter a) genannte. Dasselbe gilt t'ürn = 31.

/ 

✓ 2 . ~n + m~f • r-'n,m] 
2n + 1 n - m ! Bn,m 

• 
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Bei b) haben die Vergleig_hskurven die gleiche Anzahl von Summanden ii. Dieselben Fest­
stellungen gelten für t11'(�). Die enge Verwamtschaft der Kurven des Vergleich& b) ist 
sehr interessant, denn bei der Berechnung der Koeffizienten � und � für Land wa­
ren die lleerestiefen gleich O gesetzt worden und bei Berechnung der � und � 
für Meeresboden waren die Höhen� dem Meeresspiegel gleich O gesetzt worden. Die 
Menge der Beobachtungsdaten für Land und Seeboden haben also außer der Küstenlinie 
nichts gemeinsam. Da die Epikontinentalmeere i n der geologischen Gegenwart nur einen 
kleinen Teil der Kontinente bedecken, konnte vermutet werden, daß die Verwandtschaft 
der Kurven des Vergle ichs b) dadurch bedingt ist, daß die Kugelfunktionsentwicklung 
der Topographie der Erde bis zur 31. Ordnung n hauptsächlich durch die Verteilung 
der Kontinente und Ozeane bedingt ist. Im folgenden wird dieser Frage im einzelnen nach­
gegangen. 

Die Höhe der Kontinente E soll gleich 1, die der Ozeane gleich O gesetzt werden. 
Eine Kugelfunktionsentwicklung dieser Verte�lung zeigt den Einfluß von Größe, Form und 
Verteilung von Kontinenten und Ozeanen auf die Koeffizienten der Kugelfunktionsentwick­
lung der totalen Topographie der Erde. Als Grenzlinie zwischen Kontinent und Ozean wur-
de die -200-m-Tiefenlinie benutzt. Zur Entwicklung nach Kugelfunktionen wurde die Neu­
mannsche Methode (siehe IU.UERSBERGER (1959)) etwas modifiziert. Die Funktion 
E = E(8

11
,,\.L

) wurde an 2664 diskreten Punkten vorgegeben um zwar für die Schnittpunkte
der Meridiane A

µ 
= o•, 5•, 10•, 15•, ••• und der Breitenkreise e

v
, die durch die 37 

Nullstellen der Legendre-Funktion P37;0(cos 9) gegeben sind. Da die Koeffizienten 
nach einer anderen Näherungsmethode gewonnen w�rden als die der totalen Topographie 
und die analysierte Funktion eine andere ist, sollen die Bezeichnungen im Vergleich zu 
den obigen etwas abgewandelt werden. Den A , B , Am und rfA entsnrechen hier die

m m 
--xi , m n, m ·-n n . 

an,m• bn,m' � und bn. Den hn und � entsprechen die Hn und H; (Groß- und 
Kleinschreibung sind des_balb nicht konsequent gleichartig eingerührt worden, um mit 
WALZER (1973a) in tlbereinstimmung zu bleiben). Es gilt1 

2n + 1 �n - ms! 
2(M + 1) 'n + m 1 

N M 
E E cv, E(8v,Aµ)

v:1 µ--0 

cos mA
µ • Pn,m

(cos 8v) • {ein mA}
µ 

für v = 1, ••• , N uIXi µ = o, ... , K, wobei i n unserem Falle N = 37 und I! = 71 ge­
wählt wurde. 

= 

= 

Pn,m 

• 

{�} =

b• n 

-

1 dn(cos2e - 1)n 

d(cos e)n 

(-1)
m 

• sin
m

e .
dn,,

n,0
(cos

d(cos e)m 

✓s/+ �D + 

■
r 

a 
{ n,■} 

1 D - ■ f bn,■ 

8) 

, 

= 
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1)8

� = 8n . .,/n(n + 1 j • 

Die �gebniaae der nuaerJ.schen Berechnungen sind tur � in Tab. 9.5, tur S: und
b: · in 'lab. 9.6 dargestellt. In Abb. 9.21 werden die Größen � der totalen Topogra­
phie und H; der Verteilungsfunktion B miteinander verglichen. Es zeigt sich sowohl 
für niedrige als auch für höhere Ordnungen n eine enge Verwandtschaft der beiden 
Kurven, was unsere Vermutung bestätigts Die Kugeltu.nktionsentwicklung der totalen To­
pographie der Erde spiegelt hauptsächlich die Verteilung, Größe und Porm der Kontin�n­
te und Ozeane wider. Die Verwandtschaft von � um "i existiert für folgende Inter­
valles o � n � 11, 22 � n � 31. Sie ist auch für 15 = n � 19 andeutungsweise zu er­
kennen. 

Die Ergebnisse des le tzten Absatzes zeigen die Richtigkeit der schon früher geäut,ei-­
ten Vermutung, daß das vom Verfasser hergeleitete System von Unterströmungen in erster 
Linie für die Verteilung von Konttnenten upd Ozeanen verantwortlich ist oder - anders 
ausgedrückt - der Motor der Kontinentaldrift ist. Die kleinräumigere Orogenese ist 

war wahrscheinlich aich damit mehr o der weniger lose gekoppelt. Der Zusammenhang ei-­
wies sich aber bi sher 'immer noch als so verwickelt, daß er cpantitati ven Methoden noch 
nicht zugänglich war. 

1500 fm(Am) 
1 " n 

n..0 ... 31 

1250 

n•0 ... 31 

1000 ' 

750 

n-0-.16 

500 

::150 
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0 5 10 

I 
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,-' 
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\ I 
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15 

\ 
1, 

" 

20 25 

\ 
\ 
V 

' 
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Abb. 9.19 Ergebnisse der ii-Spreizung der Kugeltunktions­
koettizienten ( (�liheres s. Text). Durchge­
zogene Linien kennzeichnen die Topographie des 
Peetlanda, gestrichelte die des Meeresbodens. 
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!bb. 9.21 lin Vergleich der orientierungaunabhlngigen 
Grö�en � der totalen 1'opographie der Brde 
und � der Punktion 1, die die Verteilung 
der [ontinente um Oseane beachreibt. 
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Abb. 9.20 �bniaae der i-Spreisung der [ugeltunktiona­
�o•ttiaienten a: (Blherea •• !ext). Dm-cbge­
•ogene Linien tennaeicb.llen 41• 1'opographie dea 
hatlanda, gestrichelt• die dea ■eereabodena . 
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'l'ab 9 4 Ergebnisse der m-Spreizung der Kugeltunktionskoettizien� • • 
ten der Land- und der Seeboden-Topographie der Erde · 

Jiii(A:�) Jm(B:\') 

11 = 0, . . .  , lß n =0 . . . . . 31 71=1. . . .• lfi 11 = l. ... . :JJ 

-

III Land Sea-floor Lnnd Sca-floor Land Sca-floor Land S!'a-ttoor 

) IOJ4.l 845.2 1457.8 1202.7 fiO).li 42fi,fi 1 J :Jli.O 9fi:J,8 

2 1014,l 845.2 )401.7 1194,1.> liOJ.fi 42fi.5 1052.9 832.ä 
:J 943,3 788,0 1345.5 ll59.0 026,1 :fül.2 90:J.2 71:1.2 
4 958,5 817,0 J:J99.ß 1238,8 ifü5.:J 429,li 89!f.fi 814.7 
;i 832,6 720.8 )302.1 J 178.0 li4fi.9 ;109.:J 98H.O 869.9 
II 666.2 li:Ul.4 1127.4 l011. 7 li41.I ;108,2 IOfii.;1 849.8 
i 619,9 füi9.8 101.5.9 973,,i lil3,8 472.3 931.:J 703.0 

701.5 596.9 1161,5 981i.2 552,2 405.2 858.9 1;57,7 
!t 821i,O 705,7 1414.9 1173,0 430.i :J42,l 757.2 034,2 

III 74fi,O li50.9 1285.3 1090,li 395.3 :J62,2 829.8 7Hi,l 
11 li70,2 fi02.li 1194,2 1070.3 431.4 403.l 8(,;1,8 741.8 
12 li73,2 lil3,2 1214,5 1039.5 548.0 489.fi 908.fi 8:i4.M 
13 645,3 li30.l 1143.2 979.3 ;1fi4. I 520.3 999.1 915.fi 
14 678,6 fi50.8 949.5 8Gfi,5 ,526.3 ;109,0 894.2 894.4 
rn 713,8 ß66,fi l lfi7.9 1062.8 49fi.2 498.2 813.1 . 804.1 
lfi 702,9 663,4 1159,5 10fi5, 1 519.0 ;1:n,2 932.0 915.4 
17 855,l 757,8 1313,0 1161,li 584,l i'>57.2 10:n,1 954.li 
18 838,8 754,3 1230,3 1170.3 570,0 540.H 932.5 8H8.4 
19 910,9 811.i> 1395.9 1281.0 552.6 ;139,0 913.:J 880.2 
20 953,4 847.3 1482,3 1331.9 552.l 529,2 9fi8.5 918.;"i 
2 l 843,9 769.1 1317,4 ll86.l li43,5 584.3 1143.9 l Ofi2. I
22 976.I 904.1 1381,8 1300.7 fi23,8 ;171.0 1221.4 1099.9
23 1039,3 962.9 1489,6 1427,3 022,5 570.H 1151,5 992.4 
24 l030,9 963,li 1508.9 1386,2 742,2 630,fi 1203,5 995.0 
9- 944,7 869,0 1373,7 1193,2 862.l 728.0 12fi5,3 1108.:J -.>

2(i 1000,4 890,(i 1475,5 1287_,5 825.l 7ll9.3 1248,H ll4Ui 
27 959,4 833,4 1523,0 1236,H 793,0 707,4 1397,5 1228.fj 
28 842,4 743,l 1349,4 1129.2 732.2 642.7 1498.2 1243.li 
29 818,5 759,8 1395,9 1249.li 739,5 fi;H, 7 1299.5 1l09.8 
:10 771,9 731.8 1334,5 1206,3 714.8 li36,8 1141.9 JOl l.O 
:n 783,6 740,7 1242,4 1125,5 fi37.5 577,0 998.8 859 . .'i 
32 783.li 740.7 · 1277,8 1182.li 637,5 1>77,0 874.5 7ß3.7 

Tab. 9.5 Die ori�ntierungsunabhä.ngige Größe H; der Kugelfunktions­
entwicklung der Punktion E (siehe Text), die die Vertei­
lung von Kontinenten und Ozeanen beschreibt. 

n n• n 
n n• 11 

n n• 
11 

n Il! 

0 0,00000 8 0.3008ß 16 0,47474 24 0.54859 

l 0.16983 9 0.332 20 17 0.52629 25 0.5296i 
2 0,21560 10 0.372 86 18 0,49097 26 O.li52 4(i 

3 0.277 48 II 0,337 69 19 0,30567 27 0.498fil 

4 0.36988 12 0,42683 20 0,53338 28 0.58;1 }8 

5 0.50705 13 0,35144 21 0.42051 29 .OA8l 6i 

fi 0,32390 14 0.336 83 22 0.474 8ß 30 0,87891 

7 0.43167 15 0,31507 23 0,40853 31 O.ßlil !Hi 

-

~ 
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!ab. 9.6 Die Koeffizienten a: und b: der Kugelfunktionsentwicklung der Punktion B
(siehe Text), die di�. Verteilung von Kontinenten und Ozeanen b_.eschreibt

0. 0. +.i988 : 11 O +1078 
1. -100, 

'· t 
-871 

0: +1'87 
1 H8 
1 556 

:j i 

,, 3 ! 0 -'30 
-801 1 1 +348 -112 

-H9 i t -879 +938 
,, 1 S -186 -918 , ____ ----,l!-·1-.· -•----•----

i 31, 0 + Mi / 
l 39 ; -'- '7 : 30 : 0 ..L. 28 1 
2 -i- u 1 - 9 11 1 80 -1 10 tt O 

1 
- ,o ; ! 

3 - '7 : -i- 8' 1· 2 , + 87 + 68 1 •"t° 85 + 15 :, t8 : 0 
• · + 8' ·

1 
- .w ·· a + 35 + 1 1 + ,o - .w 1 

5 + 55 . 107 ! , , - 90 + 131 3 1 - U 7 t 
8 , 81 : 13 ·, 5 . + 109 70 -' · '-r- '7 1 - 38 S 
7 . - 23 . -:- U 6 • - 50 + 13 5 1 

+ . 11 j 18 ' 

f 1: 
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i� 1' r 1 �� ! ;: 1 ; i + tt 
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1: i : ·

1 

, 10 72 129 , 9 · 
33 + 13
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·
! 6

38
1 + 3

1
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8 : 11 + 85 19 " , 10 . ,& ., 
: 12 - 112 - '3 ! 11 ' 7-l + 13 ·

1 
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1 

+ 13 - 7t
1 • 1 . 13 31 1 

- 25 , 1 11 - 95 - 38 11 .;.. 17 80 10 
; 1-& - 86 i - 8 13 - "6 - 38 lt 1 3 + t5 1 11 1 

l 1ä -:- !2
8 

[ - 28 · 11 - 5 - 8' l:i 
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- 8 - '9 l 11 

' 16 „ 23 'i : 15 12 ..L. 28 1 u + 5, + 9 . 1S 1 
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1 15 :1.i + 71 1 u 
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10. B6nard-Kopvektion ■it innerer fllchenb•fter Wirlleguelle

10.1. Bipfilbrupg 

143 

In 9. wurde eine quantitative kinemtische Theorie der Komrektion im Erdmantel ent­
wickelt. Das vorgeschlagene S19tea von Konvektionsströmungen erklärt die Verteilung 
der orientierungsunabhängigen Größen der Kugelfunktionsentwicklung der Topographie der 
Erde. Ein enger Zusammenhang exiStiert z wischen Mantelkonvektion und Verteilung von 
Kontinenten und Ozeanen (vgl. 9.3.). Die seismischen Diskontinuitäten im Mantel er­
scheinen bei den aöglichen Strömungstypen oft als Plächen, an denen sich StrlSmungs­
rollen berühren, die sich oberhalb und unterhalb entwickelt haben. Amers ausgedrü.ckts 
Die Stroalinien meiden oft die Oberquerung der Diskontinuitäten. Die Uberquerung ist 
aber möglich. Letztg�nanntes Ergebnis ist gut mit den strukturphysikalischen Betrach­
tungen von !'RÖLICH (1973) verträglich. Im folgenden soll ein erster Schritt bei der 
Entwicklung einer hydrodynamischen Konvektionstheorie getan werden, bei der zunächst 
besonders der Einfluß von entstehender Wärme an einer Diskontinuität untersucht wer-

den soll. Die hier benutzte Methode unterscheidet sich wesentlich von der von SCHUBERT 
und TURCCYrTE (1971), in der der Einfluß von Phasenübergängen auf das Absinken von Ab­
tauchplatten untersucht wird. Es ist klar, da/i Dichtesprünge, ViSkositiitssprünge und 
bei■ eventuellen Durchfluß entstehende Phasenumwandlungswä.rme die Strömung im realen 
Erd1111Dtel beeinflussen werden. Es ist jedoch mathematisch zu schwierig, alle diese Ein­
flüsse g 1 e i c h z e i t i g zu behandeln. Wir beschränken uns in Abschnitt 10. 
darauf, den Einflu� von an einer Grenzfläche zeitlich und räumlich gleichmäßig ent­
stemnder W-arme zu behandeln. Die Frage, ob diese flächenhafte Wärmequelle infolge gra­
vitativer Differentiat�on, infolge von kosmologiSch bedingter Migration der Phasengren­
ze oder infolge anderer Gründe existiert, ist in diesem Zusammenhange zweitrangig. Die 
behanielte Konvektion ist thermisch, d. h. die Strömung setzt infolge von durch Auf­
heizung entstandenen Dichtedifferenzen ein. Das Problem wird zunächst in einer ebenen 
Schicht behandelt. Im ErgebniS zeigt· sich eine Bevorzugung von geschlossenen Strom­
linien, die die wärmeerzeugende Pläche nicht durchdringen. Weil die wärmeproduzieren­
de Pläche an einen bestimmten hydrostatischen Druck gebunden sein wird und weil der Be­
trag der Konvek:tionsströaungsgeschwindigkeiten so klein ist, daß keine bedeutenden Ab­
weich�en der isobaren ll'läcbe vom hydrostatischen Palle auftreten, wurde folgendes im 
Modell vorausgesetzt, Die wärmearzeugende ll'läche ist in konstanter Tiefe, d. h. sie 
wird dlll'ch die Strömungen nicht deformiert, die Strömungen werden aber mechanisch oder 
anders als eventuell durch die entstehende Wärme nicht behindert. Die Autgabe wurde zu­
nächst formuliert und dann in der Reihenfolge gelöst, wie es in der Hydrodynamik üblich 
ist. Die G�indgleichUDgen wurden aufgestellt, anschließend fiir den statischen Fall ver­
einfacht und für die Randbedingungen des statischen ll'alles gelöst. Dann fiihrt man für 
Geschwindigkeit, Druck und 'l'speratur kleine Störungen des statischen Zustandes ein und 
gewinnt unter Berlutzu.ng der Grundgleichungen um Lösungen des statischen Pal.les die 
linearisie rten Grundgleichungen. Durch Bildung des Rotors eliJlliniert man den Druck. Da­

durch ist der quellenfreie Geschwindigkeitsvektor in den linearisierten Grundgleichun­
-gen durch die Vertikalkomponente des Geschwindigkeits- und des Wirbelfeldes ausgedrückt 
worden. Pilr die geaichten Grö�en macht man Exponentiala.nsätze. Dadurch werden die Dif� 
ferentialausdrücke in den linearisierten Grundgleichungen vereinfacht. Anscblie�end for­
muliert ■an die Randbedingungen für den dynamischen �all und schrei bt die Gleichungen 
(marginal state equations) aut diaensio.nslose Variable um. Das Problem wird auf die Lö-

- _ , 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



144 

sung einer gewöhnlichen Differentialgleichung sechster Ordnung reduziert. Pür den Pall 
freier Grenzflächen wurde die exakte analytische Lösung dieser Gleichung gefunden. 

10.2. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen 

Gegeben ist eine ebene Schicht einer Newtonschen Flüssigkeit der Dicke h. Unter­
sucht werden soll die Konvektion. Wir wählen ein rechtwinkliges kartesisches Koordina­
tensystem xyz so, daß der Nullpunkt des Systems in der Untergrenze der Schicht liegt 
und die z-Achse senkrecht zur Schicht nach oben zeigt. Pür die Schwerebeschleunigung 
gilt überall g = (O,O-g). Die Grenzen der Schicht werden auf konstanten Temperaturen 
gehalten: Pilr z = h gilt T = T1, für z = 0 gilt T = T

0 
> T1• Die Temperaturdiffe­

renz heißt �T = T
0 

- T1• In der Fläche z = z
0 

(mit 0 < z
0 

< h) wird unabhängi� von 
auftretenden Strömungen W-ärme erzeugt. Die Wärmequelldichte ist auf der ganzen Fläche 
z = z

0 
konstant und auch zeitlich nicht variabel. 

ecvq0ö(z - z
0) ist die Dichte der Wärmeproduktion pro Zeiteinheit, e ist die Kas­

sendichte, cv die spezifische W-ärme bei konstantem Volumen. Dabei ist ö durch 

(10.1) y(z) = J y(z') • ö(z' - z) • dz' 

definiert. Gleichung (10.1) muß dabei für jede beliebige Funktion y_ erfiillt sein, 
wenn y absolut quadratisch integrierbar und stückweise stetig ist. Gleichung (10.1) 
ist äquivalent zu Gleichung (10.2). 

(10.2) y(z) = lim J y(z') . 6E(z' - z) • dz' • 
E--.0 

In Gleichung (10.2) kann ö
E 

in verschiedener Weise eingeführt werden. Wir setzen: 

(10.3) öE(z) = i'i e-1 zl/
E

.

Um der Realität n äher z u  sein, soll im folgernen öE 
statt ö benutzt werden.

Außer den bereits ermhnten werden folgende Bezeichnungen verwendet: t Zeit, p 
Druck, o = (u,v,w) Geschwindigkeit, � dynamische Viskosität, v kinematische Visko­
sität, k Wärmeleit�ähigkeit, « isobarer Wärmeausdehnungskoeffizient, a/n Verhältnis 
Höhe zu Breite einer in sich geschlossenen Stromlinie (aspect ratio). Perner werden

folgende Symbole verwendet: 

D . a 1ffi = o{+ o 0 V; v2 
= 

a2 + a2 

1 ax2 ef · 

Die Jronvektionaströmung wird durch o, T um p als Pw:urtion von (x,y,z,t) be­
schrieben. Die Dichte hingegen wird durch 

(10.4) e = e0
(1 - « (T - T

0)) 

eingetiihrt. 
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Die Differentialgleichungen, deren LöSUDgEtn D, '1' und p sind. lauten 

(10.5) e l = es - Vp + 11V
2D Bewegungsgleichung 

(10.6) B'f = g0ö(z .: z
0) + 102'1' 

(10.7) i + e div D = o

Wärmetransportgleichung 

Kontinuitätsgleichung 

PUr den statischen Fall (Gleichgewichtszustand) gehen die Gleichungen (10;4) -

(10.7) über in (10.8) - (10.11 )s 

(10.8) e = e0(1 - a (T - T
0

)) 

(10.9) ö = 0 '

(10.10) 9p = es t 

(10.11) -V2f = 
q0

ö(z - z
0

)

k 

Wir nehmen an, daß der mittlere Zustand nach Einsetzen der Konvektion gleich dem 
Gleichgewichtszustand ist. Im statischen Falle soll geltens 

T = T(-1,,t,z,'t) • 

(10.11) geht dann über ins 

(10.12) a2T q0 -( 1z-z
0 1)/e 

::, = ffi" e 
az 

Dabei wurde ö durch öe 
ersetzt. fflr 

(10.13) 2kt: --T 
4o 

PUr < z = zo gilt:

1 

(10.14) 

gilt: 

145 

Die Konstanten c
1

, c2, :.3' c4 müssen so festgelegt werden, daß für (1 0.1 3) an der 
Ebene z = h gelten soll, T = T1•

Weiterhin muß für (1 0.14) an der Ebene z = 0 gelten: T = T
0

• Als dritte Bed� 
muß an der Ebene z = z

0 
für beide Gleichungen (13) und (14) dieselbe Temperatur T(z

0
)

herauskommen. Durch die Erfül_lung dieser drei Bedingungen geht (10.13) in (10.15), (10.14)

in (10.16) über. Piir z � z
0 

gilt& 

(10.15) if =. � /of\e-z/& - e-h/e
) - f z + '1'0 •

(10.16) 

gilts 

q e -z Je / (2z
0
-h)/e z A 

T = � e o' { ( ez e - 1) + (1 - e ) -} "'1' '1' � z0 - 1i" z + o • 

Pür 
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Jetzt werden wir kleine St6rungen des statischen Zustandes fttr Geschwindigkeit, Druck, 

Temperatur und Dichte einftthren und unter Benutzung der Lösungen des statischen Palles 

die 11nearisierten Grundgleichungen des Problems erhaltens 

(10.17) D : D 1 P = P + P' 1 ' = !l' + !l'' 1 e = e + e• • 

Der statische Zustand ist mit einem Querstrich, die Störung mit einem Längsstrich be­
zeichnet. Die Gleichungen (10.4) - (10.?) gehen in (1·0.18) - (10.21) übers 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 

(10.21) 

e• = 

a„ 
� 

= 

.eoat.'f ' 

e:.. 1
g - - Vp•

eo eo 

wg_ T + � - kV2T• 

V • D = 0 • 

+ vV2.,

= 0 ' 

Mit Hilf'e von (10.15) und (10.16) eliminiert man in (10.20) dT/dz. (10.18) wird in 
(10.19) eingesetzt. 

(10.22) 

(10.23) 

(10.24) a 2 a -z /e /,. (2z
0

-h)/e) A• 
(� - kV )T' = -{� e o' (ez, .. + 

z
e

o 
(1 - e ] - ,f} w • 

Aus (10.22) wird jetzt der Druck eliminiert: 

(10.25) Ch- - vV2)v2o = rot rot (g«T•) • 

Aus (10.25) tolgts 

(10.26) [h- - vV2] v2• = gc:tV.f'l'• • 
1 

Scblie�licb bekommen wir aus (10.23), (10.24), (10.26) zwei Gleichungen tür w. 

> 
Jnr s = z

0
s 

(10.2?) 

(10.28) 

a 2 a 2 2 cät 
- JcV Hn - 11v )v • 

Ch- - kV2)(� - vV2)v2w = - ga{� e
-zof

e
(ez/e + ¾ (1 - e

(2zo-h)/e
)]- f}v}r.

Die beiden Gleichungen unterscheiden sieb nur durch das Vorzeichen und den Inhalt der 
geschweiften Kla1111er aut der rechten Seite. Pür z = z

0 
würden die Gleichungen nicht 

ineinander übergehen, auch nicht tür e -+ o. 

P(lr > 
II: 1101 

<h - ic:v2)T' = {~ e <•o-z)/E + f} w • 

1llr 

4a (z -z)/e 
= + gtr{ ~ e o + f} V~ • 
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JUr und � .. 0 gilts 

l(lr z :: z
0 

und e-+ 0 gilts 

a 2 a 2 � {�T 4o} ? (10.30) (H - kV )(:R' - 1i'v )7-w :: g« li"' - � V.,w

147 

Man sieht also, daß oberhalb der wärmeerzeugenden Fläche die einfache B6nard-Konvektion 
verstärkt, unterhalb abgeschwächt wiirde. Doch zurfick ZWD realistischeren Pall e :1: O. 
Wir machen einen Separetionsansatz: 

(10.)1) 

wobei 

Daher, 

(10.32) 

at w(x,y,z,t) :: w(z).f(x,y).e 

Wir definieren folgende Symbole neus 

' :: t ; 

Damit gilt danns 

- a D - �. 

(1 o. 33) ? ? a2w 1 2 2 v-. = V,jW + � :: � (D - a )w •
az h 

> Pilr z = z
0 

entsteht aus Gleichung (10.2?)1

(10.34) 

Pllr entsteht aus Gleichung (10.28): 

(10.35) 

2 
� w(s) 
h 

Wenn der kritische Teapereturgradient o = 0 entspricht, wie •n es üblicherweise an-
niat, bekomaen wir für z � 1101

< 

2 8 2 
V1f(x,y) + ~ t(x,y) = O. 

h 

82 
= - ~ •• 

h 
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und :fflr 

(10.)7) 

Die Gleichungen {10.)6) und {10.)7) ta,t man so zusammens 

s • (b/e).t; 2 (10.)8) (D2 - a2)3w = [-·,a + �(e" + Sµ)]a w

wobei 

Jl = screidT 

die Rayleigh-Zahl, 

s., = +1

(h(2t0-1)]/�
)]} 2

- e a w • 

und s

2 
= 0 bedeuten. JUr >gilt µ = 1, tflr z = z

0 
gilt " = 2 . 

10.). Die Lösung des Problems 

Wir suchen jetzt die Lösung von (10.)8) :fflr fixi,erte, spannungstreie Grenzen bei 
l; = 0 und t = 1, an denen die Temperaturen T

0 
und T1 konstant gehalten werden.

Aus dieser Forderung folgt bekanntlichs 

(10.39) • = n2w = n4w = . . . = A = o 

A�erdem mu, tilr t = t
0 

folgendes gelten: 

(10.40) 

und 

(10.41) ,,(1)1 = ,,(2)1
l; : ,0 t : ,0 • 

:fflr · t; = O und t; = 1. 

De� obere Index (1) bezieht sich dabei wieder auf t � t
0

, (2) bezieht sie� auf 
t = t

0
• Wegen 

und 

,.(1)
(z,y,•

0
> � ,.(2)

(x,y,zo) 

folgt mit Hil.te TOD Gleichung (10.26) aus Gleichung (10.41) s 

{10.42) (n2w)
(1) = (D2w)

(2) :fflr t = 1;0 •
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zur Anpaaaung der Konstanten der allgeaeinen Lösung an die GrenzbedinguDgen ist es not­
wendig und hinreichend, (10.40), (10.42) und (10.43) zu benutzen, wobei 

(10.43) w = n2. = 0 

fi1r , = o und l,; = 1 aus (10.39) folgt. Ba soll nun (10.38) unter Binhaltung von 
(10.40), (10.42) und (10.43) gel6st werden. Wir definieren, 

(10.44) ,Cl&) = a2(R - �f\i)• . 

Dabei gilt wieder " = 1 tUr l,; � 1;
0 

und " = 2 fflr l; � l,;
0

• Perner definieren wir1 
� = a

"'
•(b/e). Aus (10.38) entatebt1 

(10.45) (»2 - a2)3- : -(1 + C
l'

e kµ
t

)y, 

wobei 

c"' = -r-\s; 

UDd , = a2(B - �f\i)w gilt. 

1'un nehllen wir folgende Lösung ans 
00 00 

w . : E r•••
a=1 

und y, : E r f1 • 

_, . .. 

Dabei ertüllen •• und '• die Gleichungen (10.45) ■it (10.40), (10.42), (10.43). Die 
rm sind Konstanten. Wenn C" = 0 ist, dann 1st tUr (10.45), (10.40), (10.42), (10.4.3) 
folgende LlSsung mögl1ob1 

,t> = sin(J\.il; - P
I'

) 

UDd 

wa = (..: + a2]-3 • sin(�l,; - P
I'

) •

Es wurden folgende Substitutionen verwendet, 

1'- : �s P1 : 01 IL lll1f 
-, ._o """2 = 1 - to ' 

Soai.t kann un (10.45) durch (10.46) ersetze:ru 

(10.46) (»2 - a2)3wa = -(1 + C
l'

e kµ
l.:

)sin(J\.il; - P
I'

) •

llan kann sich nun die llöglicbkeit der Superposition von LlSaungen zunutze mohen und 16st 
zuerst 

(10.4?) (»2 - a2)3w• = - C
l'

e kµZ: sin(J\i/; - P"') • 

Das kann man tolgender■a�en wntormens 

-
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Daraus folgt die partikuläre L6sung in einfacher 'leise. Die allgemeine Lasimg von 
(10.46) ergibt sich wie .tolgts 

(10.49) w
ll = Oµe]rµ' •

. [ <� - � - a2)2 + 4��r3 • {6llµJ\i • r <� - � - a2)2 - �!�J 

• cos(J\it - Pµ) - (� - � - a2)[(� - � - a2)2 - 12��] •

• ein(�' - Pµ)} + [� + a2]-3 • {sin(J\it;; - Pµ) +

+ (� + 'B• + ,2o
ll
)sinh al; +(Dm+ 'B• + ,2P.)cosh «'}

Die Integrationskonstanten A
ll

, ••• , P
m 

bestimmt man aus den Gleichungen (10.50), 
(10.51) und (10.52). 

(10.50) 

(10.51) 

(10.52) 

� [sinh a] [sinh a - 8 cosh a] 

B
m. 

= 

[sinh a _, 0] [,Osinh a,O - a,�cosh at;;O]

c. [a2s1nh a] [-3a2s1nh 8 - a3cosh 8]

Eil [a2s1nh a,
0
] [-3a2,Os1nh a,O - 83,�cosh at;;O]

[sinh 8] [cosh 8] 

[t;;�sinh 81;0
] [t;;

0
cosh at;;O]

[(2 + a2)sinh 8 + 48 cosh a] [28 sinh a + 82cosh 8] 

[(2 + 82t�)sinh 81;;
0 
+ 4al;Ocosh 8,O][2a sinh 81;;

0 
+ a2t;;Ocosh at;;O]

82G1 - L, 
7• = 231 

- 8B• •

Dabei wurden folgende Substitutionen benutzts 

-1

(10.53) Gµ = 60µkµJ\i[C� - � - 8
2)2 + 4��]-

3 [(� _ � _ 82)2 
_ ! ��]

c10.54> � = -20
"'

�1\ir c� _ � _ 82>2 + 4��r3 • 

• [� - � - 82][(� - � - 82)2 - 1��] ' 

(10.55) Jµ = [� + 82]-3 , 

(10.56) 1ti = (� - �)Gµ + � 
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(10.57) 

(10.58) 

(10.59) 

(10.60) 

-

lr--l;; k l; 2.- 2 2 G e-i O +Ge 2 0 
/;0� 

+ (2 - a l;0)G1N2 = 1 2 + 0 cosh a„ 
�-� � �o 

k., l; k
2l; 

L,e o + L
2
e o

N4 = J1 - J2 
+ 

(2 + a2l;�)r� - a4
l;�G1 2al; (L, - a2

G.i )+
231

cosh al;;
0 

+ 0 
31

sinh a 1;
0 

• 
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11. Konvektion in einer inkompressiblen mikropolaren Flüssigkeit

11 .1 . Vorbemerkwlgen 

Dieser und der nächste Abschnitt dürften nicht nur vom geophysikalischen sondern 
auch vom mechanischen Standpunkt her interessant sein, weil hier das verallgemeinerte 
B6nard-Problem für mikropolare Medien behandelt ist. Die Mechanik dieser Medien wurde 
bisher im Detail_ nur wenig entwickelt, obwohl die Anwendungsmöglichkeiten groß sind. 

In der herkömmlichen Kontinuumstheorie ordnet man jedem Punkt des Körpers drei Frei­

heitsgrade der Bewegung zu. Dabei nimmt man an, daß der Körper ohne StruktuD sei. Es 
gibt nun durchaus Bewegungen großer Massen, bei denen sich die gra_nulare oder moleku­
lare Struktur des Körpers bemerkbar macht, d. h. wobei sich Abweichungen gegenüber der 
herkömmlichen Kontinuumstheorie ergeben. Aus diesem Grunde wurden Kontinuumstheorien 
mit mehr als drei Freiheitsgraden der Bewegung entwickelt. Diese Theorien werden 141kro­
kontinuumstheorien oder verallgemeinerte Cosserat-Kontinuumstheorien genannt. Den ver­
mutlich ers!en Versuch, eine derartige Theorie in der Geophysik anzuwenden, �t 
TEISSEYRE (19?3) gemacht. Er benutzt ein mikroelastisches Kontinuum, um Herdmechanis­
men von Erdbeben zu beschreiben. WALZER (19?4c) erörtert, ob im Erdmantel seismische 
Cosserat-Wellen möglich sind. Das Ergebnis war, daß für unregelmäßig angeordnete Blöcke 
die Cosserat-Kontinuumsmechanik mit sechs Freiheitsgraden wahrscheinlich nicht anwend­
bar ist. Falls man dagegen eine Blockstruktur annimmt, die aus einer Anordnung von 
Parallelepipeden besteht, wie es MORLAND (1974) in seinem Modell tut, dann kann man zu­
sätzlich zu dem Verriickungsvektor noch einen zweimal differenzierbaren Mikrorotations­
vektor einführen. Dabei darf nur die Drehung jedes zweiten Parallelepipeds verwandt 
werden, weil Nachbarn sich gegen.läufig drehen müssen. Denn würde man beim ttbergang zum 
Mikrokontinuum jedes Parallelepiped berücksichtigen, so wäre der Mikrorotationsvektor 
als Funktion des Ortsvektors unstetig. 

In diesem Abschnitt soll versucht werden, Cosserat-Flüssigkeiten als Modell in die 
Geophysik einzuführen. Wir wollen uns dabei auf eine mikromorphe Flüssigkeit mit sechs 
Freiheitsgraden beschränken. Außer den üblichen Translationen wollen wir nµr ll41kro­
rotations-Effekte, jedoch keine �ikrodeformation (microstretch) zulassen. Ein derarti­
ges Medium nennt man eine mikropolare Flüssigkeit. Unter Benutzung von ERINGENs (1966) 
Arbeit definieren wir die mikropolare Flüssigkeit durch folgende zwei Stoffgesetzes 

(11 •1 ) t
kl - (-p + Avr,r)ö

ki + µ(vk,l + v
l ,k) + K(v

l ,k - eklr D..r,) '

(11.2) m
kl = �,rö

kl + ßDic,1 + ynl,k •

Die darin vorkommenden Größen werden durch das folgende 

r 1 (k 1 r) 
zykl. 

(1 3) tilr = 2 

(11.3) {-: für (k l r) 
zykl.

3 2) eklr = = (1 

sonst 

1 für k = l 
(11 .4) ö

kl 
= 

für k i 1

erklärt: 
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t
kl 

= Spannungstensor1 � = llomentenspannungstensor1 vk oder o = Geschwindigkeit; p =

Druckt µ. = dynamische Scherviskosität1 A, x, «, ß, Y = andere Vislcositätskonstanten; 
av

v
lc ,l = ax: , x1 oder t' = Ortsvektor, t = Zeit; 

(11, 5) a
➔ 

Cäf + 1) • V)� =- n x � = elrrlrtkel •

e1 ist ein Einheitsvektor. Abb. 11.1 zeigt Translation und Rotation eines Elements der 
mikropolaren Plüssigkeit. In der Zeit t bewegt sich der Punkt t der Plüssigkeit 

➔ 
nach r, der Pw:lkt t' nach r'. �(t) beschreibt, wie man auf Abb, 11,1 erkennt, die 
11.ikrobewegung, d. h. wenn man zum Infinitesimalen übergeht, die Drehung eines Punktes. 
Wie aus der Definition (11, 5) hervorgeht, ist n oder � der Mikrorotationsvektor.· 
Dieser Vektor beschreibt die Winkelgeschwindigkeit eines mit dem Massenpunkt starr ver­
bunden gedachten Dreibeins. Der Mikrorotationsvektor ist im allgemeinen nicht identisch 
mit dem klassischen Rotationsvektor i oder wr.

x, t•O 

Abb. 11.1 Translation und Rotation eines Blements einer 
inkoapressiblen aikropolaren Plüssiglceit 

(11 .6) l = 1 V X D oder 
·' 

lfun definieren wir den klassischen Rotationstensor wkl
(11.7) wkl = - •tirwr •

Aus (11,6) und (11,7) folgt

-
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(11.8) 

Kun detinieren wir den klassischen Verzerrungstensor 4k1

(11 .9) 
1 

� 
= �vk,l + vl,k) 

llit Hilte von (11.8) und (11.9) können wir Gl. (11.1) umtormen: 

(11.10) t
kl 

= (-p + Adrr)�kl + (ai + x)� + xe
klr<wr - nr)

x ist also'eine der Zusatzdrehung(� - �r) zugeordnete Viskosititskonstante. 

11. 2. Welche Anwendungen der mikropolaren Hydromechanik sind in der Geophysik ertolg­
versprechend? 

Als erstes Beispiel kann man das Fließen von Gesteinsschmelzen nennen, in denen be­
reits auskristallisierte teste Brocken sind. Etwas derartiges könnte bei der Platznabme 
von Plutonen eine Rolle spielen. Binen be sser begründbaren Hinweis findet man bei 
JOHNOON und FOLLARD (1973). Sie beobachteten flache, d. h. fast unvermittelt abbrechen­
de Enden von lakkolithischen Dioritintrusionen und versuchten, diese und ähnliche Phäno­
mene mit Hilfe von klassischen Stoffgesetzen zu erklären. Nun berechnete EHINGEN (1966)

das Fließen einer mikropolaren Flüssigkeit durch ein Rohr mit kreisförmigem Querschnitt. 
W-ahrend sich für das klassische Poiseuille-Fließen bekanntlich für die Geschwindigkeit
als Funktion der Radialkomponente eine Parabel ergibt, _erhält man für eine mikropolare
Flüssigkeit für das Innere des Rohres eine fast konstante Geschwindigkeit, die erst in
der Nähe der Rohrwand sehr schnell absinkt und an der Wand verschwindet. Da die Ergeb­
nisse für die Strömung zwischen zwei parallelen festen Platten ähnlich sein dürften,
liegt es nahe zu untersuchen, ob die er.vähnten flachen Enden mit dem flachen Geschwin­
digkeitsprofil der mikropolaren Flüssigkeit zu erklären sind.

Eine andere mögliche Anwendung könnte das Aufsteigen einer vulkanischen Schmelze mit 
Blasen sein (s. Abb. 11. 2). Sohon längere Zeit nimmt man an, daß die umgsamschicht 

(low-velocity layer) aus zwei Phasen besteht. Abb. 11.3 zeigt eine schematische Darstel­
lung. Da es nun durchaus nicht abwegig zu sein scheint, den festen Körnern Rotations­
freiheitsgrade zuzuordnen, soll in dieser Arbeit die thermische Konvektion einer mikro­
polaren Flüssigkeit in einer horizontalen Schicht untersucht werden. De die Konvektion 
im Erdmantel ein äußerst verwickelter Vorgang ist, konnten bisher immer nur einzelne 
Aspekte untersucht werden. In dieser Arbeit soll das Problem der hydrodynamischen Sta­
bilität einer mikropolaren Flüssigkeit analytisch gelöst werden. Die numerische Auswer­
tung der Ergebnisse muß einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. 

11.3. Grundgleichungen 

(11.11) -Vp + (A + µ) w .  o + (µ + x) v2o + xV x n + ef = e(� + o • V) o. 

Diese Gleichung drückt die lrhaltung des Impulses aus. e = Massendichte; f = Beschleu­
nigung oder Volumenkraft pro Masse.
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Abb. 11.2 Blasen in einer vulkanischen Schmelze mit kleine• 
Blasenanteil. 'Rach llcBIRNEY und JIURASE (19?0) 

Abb. 11.3 Schematische Skizze der Anordnung der awei 
Phasen 1ll Material der Langsaaachicht (low­
veloci t7 layer). 'Rach S!OCDR und ASHBY (1973) 
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(11.12) (« + p) w .  n + yV2n + xV x o - 2Hn + eb = Qj. <:t + o • V) n .

Diese Relation beschreibt die Erhaltung des Drehimpulses. b = axialer Vektor der volu­
menproportionalen Drehmomente pro Kasse (body couple); j6kl Kikroträgheitsmomententen­
sor unserer Plüssigkeit, die wir als mikroisotrop voraussetzen. 

Palls die spezifische Wärme bei konstantem Volumen cv eine Konstante ist, k6nnen 

wir den Energiesatz folgendermaßen ausdrG.cken, 

(11.13) ecv<h + o • V)T = -pd
kk 

+ Ad11d.ick + (21' + x)�1d1k +

+ 2K(Wk - 1,c)(wk - °lc) + �,knl,1 + ß°lc,l�,k + ynl,k�,k + 4k,k + Q •

T = absolute Temperatur; qk = aus dem Körper heraus gerichteter Wärmeflußvektor; Q =
Wärmeleistungsdichte. In (11.13) ist (11.14) einzusetzen. 

(11.14) qk k = x•T kk.
' t 

x• =Wärmeleitfähigkeit.Die llassenerhalt\Ulg drG.cken wir durch 

(11.15) ff+v.(eo) = o 

aus. Die Stoffgesetze sind durch 

(11.16) e = e
0
[1 - 6(T - T

0
)] 

zu ergänzen, wobei 6 der Wärmeausdehnungskoeffizient und e
0 

die Dichte bei dem 
festen Temperaturwert T

0 
ist. Die Gleichungen (11.11) bis (11.16) sind zw61f skalare 

Gleichungen zur Bestimmung von zwölf skalaren Unbekannten, t>, n, e, p, T, qk.

Nun vereinfachen wir die Grundgleichungen, indem wir alle in t> oder n quadrati­
schen Glieder sowie alle Glieder, in denen D und n multiplikativ verknüpft sind, 
vernachlässigen. Aus (11.11) entsteht 

(11.17) -Vp + (Ä + 21' + K) W • t> - (µ. + K) V X (V X D) + MV X n + ef = e !.r. 

Aus (11.12)1 

(11.18) (a + ß + y) W • n - yV X (V X n) + KV X t> - 2Kn + eb = ej �. 

Aus (11.13) und (11.14), 

(11.19) ecv[h + t> • V] T = x•v2T - pV. o + Q.

(11.15) bis (11.19) sind also die vereinfachten Grundgleichungen einer mikropolaren 
Flüssigkeit. Wie es COWIN (1968) in einem anderen Zusammenhang tut, beschränken wir uns 
ab jetzt auf eine Klasse von Strömungen der inkompressiblen polaren Flüssigkeiten, die 
durch folgende drei Gleichungen definiert sind. 

(11 .20) V , D = 0

(11 • 21) V , n = 0 

(11.22) V x [e(j(� + t> • V)n - b)] : 0 • 

Mit diesen Inkompressibilitätsbedingungen entsteht aus (11.17): 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



(11.23) e Ir = -Vp + ef - (� + x) V X (V X D) + xV X n. 

Aus (11.18)1 

(11.24) e(j � - b) = -yV X (V X n) + xV X D - 2Xn.

Aus (11.19)1 

(11.25) kV2T + q = [if + D • V] ! , 

wobei folgende zwei Definitionen eingetührt wurden 

(11, 26) k = und q - ...9.... 
- ec • 

V 

_ 157 

Nun wollen wir noch einige Umformungen vornehmen, die später von Nutzen sein werden. 
Unter Verwendung von (11.22) ergibt sich aus (11.24), indem wir den Rotor bilden, 

(11,2?) -Y rot rot rot n + x rot rot D - 2x rot n = 0,

Daraus entsteht 

(11.28) (µ + x) rot rot rote = y(1 + µ/x) rot rot rot rot n + 2� + x) rot rot n. 

Falls das Feld der volumenproportionalen Kräfte ein Potential besitzt, d. h. falls 

(11 ,29) V X f : 0 

gilt, folgt aus (11.23) 

(11.30) e rot* = - (µ + x) rot rot rot o + x rot rot n. 

Im stationären :Fall folgt aus (11.2?) und (11.30) 

(11.31) [rot rot+ y� ! ;Jx)] n = 0,

wobei 

(11.32) " :, rot rot n , 

11,4. Linearisierte Grundgleichungen. Reduktion des Problems auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung 

Im folgenden beschränken wir uns nicht auf den stationären Fall. Auch (11.29) muß 
nicht notwendig erfüllt sein. Die Grundgleic�ungen bestehen aus (11.23), (11.24), 
(11.25), (11,15) und (11.16). Wir setzen eine waagrechte Schicht einer mikropolaren 
Flüssigkeit mit der Dicke h voraus. Die Schicht erstrecke sich in allen horizontalen 
Richtungen bis ins Unendliche. Die untere Grenzebene der Schicht wird aaf einer kon­
stanten Temperatur T

0
, die obere auf einer konstanten Temperatur T1 gehalten, wobei 

T
0 

> T1• Wir wählen ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Nullpunkt und dessen 
x

1
- und ½-Koordinatenachsen in der unteren Grenzebene liegen. Die x3-Achse sei der

Schwerkraft eg, die die einzige auftretende Volumenkraft ef sei, entgegengesetzt ge­
richtet, 

(11,33) 9 = (O,O, - g) . 

Bis zu Formel (11.66) wollen wir zusätzlich noch in der Flüssigkeit Wärmequellen anneh­
men, die jedoch zwecks Vereinfachung ab (11.69) gleich null gesetzt wird. Bei den 
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Berechnungen wollen wir ferner die in der Hydrodynamik übliche A!lil8bme machen, daß nach 
ttberwindung des Gleichgewichtszustand.es zunächst eine stationäre Str6mung herrscht. Zu 
Beginn der Konvektion (marginal state) soll der mittlere Zustand gleich dem Gleichge­
wichtszustand sein. Die Variablen können dabei aufgefaßt werden als Summen von Variablen

des mittleren Zustands, die durch einen Querstrich ·gekennzeichnet sind und die nur von 
x3 abhängen, und von kleinen Störungen, die im allgemeinen von x,, x

2
, :r:3 und t ab­

hängen: 

(11.34) p = p + p'

Im G 1 e i C h g e W 

(11.35) ö = 0 

Aus (11.23) entsteht 

(11.36) Vp = ea 1 

T = T + T' ; Q = e + e' ; 

i c h t s z u s t a n d  gilt 

und n = 0 •

� X3 = - Qg 

o : D ; n = n • 

P1 ist der konstante Druck, der an der Fläche :r:3 = h herrscht. Aus (11.25):

(11.37) v2, = - i 1 a2 - - i . 
a� 

T =

Daraus 

c11.3a) T = � <� - hx3) 

Aus (11.16)1

(11.39) e = e
0

(1 - 6(T - T
0)) 

Fern.er folgt - ebenfalls im statischen Falle - aus (11.24) und (11:35)

(11.40) 'eb = 0 • 

Wir benutzen nun die Lösungen des statischen Falles, um aus den Bewegungsgleichungen 
die linearisierten Bewegungsgleichungen herzuleiten. In Analogie zur Oberbeck-Boussinesq­
Approximation erhalten wir aus (11.23)

(11.41) e
0 
* = -v'p' - v'p + Q 1 S + eg - (µ + H)v' X (v' X D) + Hv' X n • 

Unter Benutzung von (1'
f
.J6J 1 entsteht daraus 

(11 .42) * = - L v'p • + � v2., + !L v x n + fi 
eo Qo eo eo 

Aue (11.24) und (11.40)

(11.43) Qoj � = Q'b - yv' x (v' x n) + Hv' x D - 2Hn. 

Aus (11. 25) und (11.37) ergibt sich unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung 

(11.44) � T' - ,_.,2T, a -T01' a.v : - V3 a
:lj

• 

Aus (11 .16) und (11 .39) s 

(11.45) e• = -Q
0
6 T'.

r 
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Dit GleichUDgen (11.42) bis (11.45) sowie V • D = 0 dienen zur Bestimnmg von o, n,

f', p', e•. llit Hil!e von (11.45) eliJllinieren wir e• in (11.42). 

(11.46) lt = - 6gT' - ; Vp• + II.,/ " v2o + ; V X n •
0 0 0 

Zwecks 11.iaination von p' nehmen wir von (11 . .46) (- rot rot)s 

(11.47) [a f'+" 2] 2 1c 
a2 a2 

)"'' + g1e v2,,., " v2v xff' - e
o 

V V D = - gu e1 ä�ä:z:3 + e2 ä�äx3 • u 3 3· + fl
o 

n ' 

wobej, 

(11.48) 
2 a2 a2 

v3 = J + �.
a� ax

2 

Die 3-Komponente von (11.47) lautet 

(11.49) [h- - '\>: " v2]v2v3 = göVjT'

In (11.44) wird mit Hilfe von (11.38) T eliminiert: 

� 2 n h To - T1] (11.50) [� -kV ]T' = - [k(X3 - 2) - h V3 •

, 

Aus (11.49) wird jetzt dur ch (11.50) die Variable T' eliminiert1 

� 2 � + 2 .,., h To-T1 2 (11.51) [at - kV] [� -TV ]v� V3 = -g o[�Cx3 -�) - b JV3 V3 +
0 

In den folgenden Rechnungen soll daraufhingezielt werden, die Mikrorotation n ohne 
Vernachlässigungen zu eliminieren. Durch Rotorbildung entsteht aus (11.47) 

(11.52) [a -� v2Jv2 rot 0 =� e o 

g o(e1 äx
a - e 4-)V2 T' - .?L rot rot rot rot n • 

2 2 ax1 e
o 

Aus (11.28)1 

(11.53) X 2 2 . x2 2 - - rot rot rot rot n = "
e Y V rot 0 - 2 - V n

eo o eoY 

Aus (11.52) und (11.53)1 

(11.54) [� - � v2 -"
2 

Jv2 rot 0 = aw eo eoY 

Aus (11.47) und (11.50)1 

(11.55) � [h - k'-72 ]
y 

[a - � v2]v2 c 
� e - =

2xgo 
y 

0 

[i<x3 - �) - To - T1 2x2 

[h - kV2]b ]v3. - Ye
0 

Aus (11.54) 

-
2 

[e1 äx
0
äx +

1 3 

rot rot rot 

a
2 

e2 äx
2
ax3 - e3V�]

n • --
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(11.56) 

Aua (11.56) und (11.50): 

(11.57) 

Durch Kombination von (11.55) und (11.57) kann man n eliminieren: 

(11.58) 
2 

[� - kV2]{[� - JL±...! v2](v2 - �) - 1L- v2}v2t> =ov ov �o Y �
0

Y 

a2 a2 � :,g h To - T 1  2 2x] = gö{e1 äx.,
äx + e2 ax äx - n3VJ}(E(x3 - �) - h )(V - Y V3 •

3 2 3 

Die )-Komponente von (11.58) la utet 

(11.59) 

2x a 
} :;, [� h) 

To - T1][ 2 2x)v:;, 
- y � v-v 3 = - gö 1cCx3 - � - h V - y )"3

Diese Differenti algleichung enthält nur noch ei ne gesuchte Punktion, näalich v3 als
Punktion von x1, x2, x3 und t. Wir setzen eine sep arable Lösung voraus, nämlich 

(11.60) v3 = w(x
3
)f

3
(x,,�)e

at 

mit 

(11.61) 2 
.2 

v3f3(x1,�) + � f3(x.,,�) =

.Aus (11.60) und (11.61) folgt 

(11.62) 

Wir definieren 

:S:3 
(11.63) C = n und 

Aua (11.62) und (11.63) ergib t sich 

0 • 

(11.64) 

� 

� 

a2 1 _:;, 2 
V-V3 = (") + 

�
)v3 = � (.o- - a )v3 •

Unter Benutzung von (11.60), (11.62) und (11.64) entsteht aua (11.59) 

a 
D=-at• 
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(11.65) 

2 2 2 (D2 - a2) 
(D - a) - � a} - 2 - w =

y h 

To - T1 (D2 - a2) 2 
2 

h ][ - h2 - 7] � w

161 

Damit wurde das Problem auf e,ine Differentialglei chung zur Bestimmung von, w = w(x
3
) 

reduziert. Die Gleichung für das Einsetzen der Konvektion (marginal state) erhält man, 
indem man a = 0 setzt, wobei die Gültigkeit des Prinzips des Stabilitätsaustausches 
(siehe CHANDRASEKHAR, 1961) vorausgesetzt wird. Damit erhält man aus (11.65) 

(11.66) 

Gleichung (11.66) ist in dimensionslosen Variablen geschrieben. Die gesuchte Funktion 
ist w = w(l;). In (11.66) wurden folgende neue Parameter benutzt:. 

(11.67) R1 = 

(11.68) k1 = 

gcSh3(To - T1)1?0 
k(µ + X) 

h2x 
y 

21.L +X;µ + x, 

5 
R

2 

gcSqh .()0= 
2k2(µ + x) 

k
2 

= 2xh2 

y 

R1, R
2

, k1 und k
2 

sind dimensionslos. Wäre x = O, so wäre R1 die herkömmliche 
Rayle igh-Zahl. Falls die Schicht keine inneren Wärmequellen enthält, d. h. falls Q = 0 
ist, vereinfacht sich (11,66) auf 

(11.69) 

Aus Gründen der mathematischen Einfachheit wollen wir bei der weiteren Behandlung des 
Stabilitätsproblems von dieser Gleichung ausgehen. Wenn man entsprechende Gleichungen 
für die Komponenten von n sucht, so geht man von 

(11.70) v
2
cv

2 - �) n = 0 
h 

aus. (11,70) folgt aus (11.31) um (11.32). 

Die Lösung des Problems für eine Schicht mit festen Grenzen 

11.5.1. Grenzbedingungen 

Für das Problem der Konvektion in einer partiell geschmolzenen Langsamschicht (low­
velocity layer) ist selbstverständlich der Fall mit festen, starren Grenzen am inter­
essantesten. Für diesen Fall wollen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems in die 
Kitte der Schicht verschieben. Alle in di esem Unterabschnitt aufgeschriebenen Formeln
sollen notwendig nur an den Grenzen Z: = .± ; gültig sein. 

(11,71) 0 = 0 ; n = 0 

Für die Temperatur gilt an einer Randebene T = const. Das impliziert

(11,72) T' = 0 .

-

= gö[ic2, - 1> - - - -- --

-- . 
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(11.?1)1 bedeutet 

(11.'1)) V1 : y2 : V3 : 0'

aleo auch 

(11.'14) • = 0.

jua (11.20) und (11.73) folgt 
:•J av1 av2 (11.?5) -

3
= ä

x., 
+ -ä� = 0.

Daraus folgt 

(11.76) Dir = 0. 

Aus (11.49) ergibt si ch mit (11.?1) 2 und (11.? 2 )

(11.??) (� - "e: • v2Jv2v3 = o. 

Also gelten für UJ1Seren stationären l'all 

(11.78 ) v
2v2v3 = o 

.Aus (11.2 7) und (11.20); 

und 

(11.?9) rot rot a, = - v2a, =

Wegen (11.?1 )2 gilt 

(11.80) rot n 
an

2 
an1 = - äx3 

e1 + 3x: 3 

2 rot n 

e 2
' 

- � v2 rot" n • 

wobei llit n1, n
2
, n3 die entsprechenden �omponenten des Vektors n bezeichnet sind.Aue (11. ?9) und (11.80) folgt 

(11.81 ) ....::, 2 
an

2 
an1 v-a, = <2 - � V )(e1 ax

3 
- e2 ax

3
) •

Die 3-Komponente von (11.81 ) lautet 

(11.82 ) v2„3 = 0.

Daraus erhalten wir 

(11.83) (ri2 - a
2

)w = O. 

Alla (11.74) und (11.83) folgt 

(11.84) D2w = 0. 

Aue (11.78)
2
, (11.?4 ) und (11.84)1 

(11.85) D4w = 0. 
llan lrann also die Grenzbedingungen, die im l"all fester Grenzen für die Lösung von(11.69) (oder von (11.66) ) au erfüllen sind, so ausu■entassens 
(11.8 6)' • = Dw = D2w = D4

w = ·O tür 

' i 
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11.5.2. Die Lösupg 

Die allge■eine Lösung der Gle�chung (11.69), die die Bandbedingungen (11.86) er­
tüllt, kann als Superposition von Lösungen ait dieser Gestalt geschrieben w erden1 

{11.87) w = e±•.f.

,2 ist wegen ( 11. 69) eine Wurzel der folgenden Gleichungs 

(11.88) C,2 - a2)3{(•2 - a2) -'k1} = - �[(•2 - a2) - k
2

]a2 •

16.'.3 

Die acht Lösungen " dieser Gleichung sind nun zu suchen und in (11.87) einzusetzen. 
Die so entstehenden acht partikulären Lösungen von Gl. (11.69) werden ■it acht Konstan­
ten multipliziert und dann addiert. So entsteht die allgemeine Lösung von (11.69). Dann 
bildet man die in (11.86) vorkommenden Ableitu�en der allgemeinen Lö811�, aus deren 
Verschwinden an den Grenzflächen man die acht Konstanten bestimmt. Um nichttriviale 
Lösungen d1 eses Gleichungssystems zu bekommen, mu� die Determinante der Matrix des 
Systeu verschwinden. Aus dieser �leichung erhält man durch numerische Methoden die 
H:,pertläche a = a(�,k

1
,t

2
), aus der man das vorherrschende a (aspect ratio) für 

den Einsatz der Konvektion bestimmen kann. Kit Hilfe der Substitutionen 

(11.89) X : ,2 - a2 

entsteht aus (11.88)

(11.9()) :z:4 - t
1
:x3 + t

3
x - t

4 = 0 , 

wobei t1, t3 und t
4 

positive Konstanten sind. Kit Hilfe der Substitutionen

(11.91) t5 : t1/4 t y = x - t
5 

und 

(11,92) A = - 6k�;

erhalt en wir aus (11.90) 

(11.93) y4 + 1.l + Dy + C = 0 • 

Diese Gleichung lösen wir durch Eulers Methode (sie he z.B. BtfBKIEN (1898), s. 55).

Wir bilden die Resolvente, 

(11,94) z3 + � z2 + A2

16 4C z - ' = 0 •.

Sind die Wurzeln dieser Gle icbung z
1

, z
2 

und z3, dann erhalten wir als Lösungen von
(11.93) 

(11.95) 
13 

= .± (- -v'i;" + -1-i + �)

wobei die Vorzeichen so zu wählen sind, da� 

-

72 = .± ( + .rz:j - -vz; + vs;>

7 4 = .± ( - .rz:j - -vz; - -vs;>

(11.96) 

lt R a2 • 1t4 -- 1La21t2 3= 1 , . --, 

B = - ! 
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gilt. um (11.94) lösen zu können, wird i n  (11.94) dur ch die Substitution

(11.97) X = 

das zweite Glied .ZWD Verschwinden gebracht. So entsteht 

(11.98) 

wobei 

(11.99) 

x3 + 3bX + 2c .= o ,

und 2c 

Die Gleichungen (11.94) und (11.98) sind einamer äquivalent. Die Lösungen v.on (11.98) 
finden wir, indem wir (11.100) einführen: 

(11,100) X = u + v und u3 
+ v3 

+ 2c = 0 .

Dann ist 

(11.101) u = und 

Wie man durch eine Abschätzung zeigen kann, gilt 

(11.102) 

V = J_ 

Weil (11.102) erfüllt ist, führen di e Cardanschen Formeln (11.103) zur Lösung. 

(11,103) 

x1 = u+v 

X2 = - ;(u + v) + ½ 0 (u - v) 

x
3 

= - ;(u + v) - ½ 0 ·(u - v)

Indem man nun die verschiedenen Substitutionen rüc kgängig macht, erhält man aus (11.103) 
in einfacher Weise  die Lösungen � vo n  (11.88). Damit hat man auch - wie nach 1ormel 
(11.88) beschrieben - die allgemeine Lösung des Problems. Da das Hinschreiben sehr ein­
fach, di e Formel aber sehr l ang ist, soll hier darauf verzichtet werden. Das Problem 
ist also analytisch gelöst, Es bleibt jedoch noch di e H;yperfl äche a = a(R1,k1,k2) aus
einer langen skalaren Gle ichung mit numerischen Mitteln zu lösen, w as e iner späteren 
Arbeit vorbehalten werden muß. Die Gleichung erhält man, wie ss in dem Absatz unter 
(11.88) beschrie ben wurde, aus dem Verschwinden einer Determinante. 
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1 

12. Konvektion in einer kompressiblen mikropolaren Flüssigkeit mit Mikrodeformation

12.1. Grundgleichungen

Im vorigen Abschnitt wurden die Gründe dargelegt, weshalb für die Konvektion in 
einer partiell, d. h. zu 1 bis 2 %, geschmolzenen Asthenosphäre eine mikropolare Flüs­
sigkeit eingeführt wurde. Die Kristalle und die dazwischenliegenden dünnen Flüssig­
keitsschichten wurden in 11. als inkompressibel angesehen. Diese Einschränkung wird 
jetzt fallengelassen, d. h. wir führen jetzt Deformation (stretch) und Mikrodeforma­

tion (lllicrostretch) ein und suchen, das so verallgemeinerte B6nard-Problem zu lösen. 
Wir stellen zunächst die Feldgleichungen fü r den Geschwindigkeitsvektor, den Mikro­

rotationsgeschwindigkeitsvektor, die Mikrodeformationsgeschwindigkeit, das Kikroträg-· 
heitsmoment, die Dichte, die Temperatur und den Druck auf. Dieses System von elf par­
tiellen Differentialgleichungen dient zur Bestimmung von'elf unbekannten skalaren Funk­
tionen. Es soll auf eine möglichst weitgehende Entkopplung des Systems hingearbeitet 
werden. 

Die Dicke der horizontalen Schicht sei mit h bezeichnet. Die untere Grenzfläche 
der Schicht wird auf einer konstanten Temperatur T

0
, die obere auf der konstanten Tem­

peratur T1 gehalten, wobei T
0 

> T1• Wir b enutzen ein rechtwinkliges Koordinateü­
system x

1
, x

2
, x

3
• Der Ursprung liege in der unteren Grenzebene, x3 sei nach oben ge­

richtet. ieil die allgemeine Theorie der t41krofluide zu viele Freiheitsgrade hat, um 
die Bewegungsgleichungen mit vertretbarem Aufwand lösen zu können, wollen wir eine 
Flüssigkeit (ERINGEN, 1969) benutzen, bei der der Zustand eines .Punktes durch elf ska­

lare Größen beschrieben wird. Neu ist die Benutzung dieser Flüssigkeit in einem Kon­
vektionsproblem. Der Kikroträgheitstensor ikl habe folgende Form

1 (12.1) ikl = � jökl

wobei 

(12.2) = 
1 

{o 
für 
für 

k = l 
k f l 

j ist eine skalare Größe, d. h. die Flüssigkeit ist mikroisotrop. Der Gyrationstensor 
nkl habe 4 anstatt 9 skalare Funktionen:

(12.3) nkl = nökl + eklrnr'

wobei 

•• ,r- = H
für (klr)zykl • = (1 2 3)

(12.4) für (klr)zykl.
= (1 3 2) 

sonst 

n oder nr beze ichne den Uikrorotationsgeschwindigkei�svektor, n die Mikrodeforma�
tionsgeschwindigkeit. Abb. 12.1 veranschaulicht die Bedeutung dieser Größen. In der 
Zeit t bewegt sich der Punkt � nach r, der Punkt R' nach r'. Der Vektor !(t) 
oder �k(t) ist die Mikrobewegung (micromotion):

(12,5) 

Vektoren sind durch deutsche Buchstaben oder durch Pfeile über den Buchstaben bezeich­
net, ll oder vr ist die Geschwindigkeit, e1 ist der Einhe itsvektor in 1-Richtung.

-
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t-0 

Abb. 12.1 'l'ranalation, Rotation und Kikrodetormation eines Ele­
ments einer k ompressiblen mikropolaren Flüssigkeit 

➔ 

Gl. (12.5) zeigt, dall die totale Zeitableitu.ig von � in einen isotropen Kitrodetor-
mationa- und einen Kikrorotationsanteil zerlegt werden kann. Die Kitrorotationsge­
schwindigkeit ist im allgemeinen Dicht gleich dem klassischen Wirbelteld wr•

(12.6) 

Als .Abkürzung ve:rwemen wir die Vereinbaru.ig, dall, falls einem Index ein X:ollU und 
z.B. der Buchstabe k folgt, die Größe partiell n ach der Ortskoordinate � abge­

leitet wird, also: 
\ 

(12.7) 

Re folgen die Grundgleichungen einer koapreeeiblen mikropolaren Flüssigkeit. Erhalt\lllg 
der Kaeses

(12.8) ,ff+ V• (eD) = 0 • 

= 

x, 

avl 
ä~. 
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lrhaltuns de• tikrotrlghcl taoaent• 1 

(12.9) Ch + D • V)j - 2nj = 0 , 

(12.10) (er+ �)VV. n + yv2n + xV X D - 2xn + Qb = e3Ch + �)n, 

(12.11) cr
0
v2n· - (�0 

- A
0
)n + Qd* = ; ej� + �)n • 

lnergieerhaltung1 

a a > 
(12.12) ecv<1t +

, 

vk ä
� 

'.r

Iapulserbaltuugs 

167 

(12.13) - Vp + A
0
Vn + (A + µ)VV • D + (µ + x)v2D + xV X ft + Qf = e(,b + �)D •

Zuataudsgleichungs 

(12.14) e = e
0

[1 - 6(T - T
0

)] • 

··c.:' :::'.�·.r.�. ;.:i/o:..·� ::�:·.o:,T'.:i.:,::o:. wird mit dkl bezeichnet.

(12•15) dkl : � (vk,l + vl,k) • 

Dabei bedeutet e Dichte, 'l' absolute Temperatur, p Druck, f spezifische volumen­
proportionale Iraft, b spezifisches voluaenproportionales Drehmoment, welches der 
Mikrorotation n zugeordnet ist,·d• spezifisches voluaenproportionales Koment, wel­

ches der Kikrodetormation n zugeordnet ist, cv spezifische Wär11e bei konstantem Vo­
luaen, x• Wiil'lleleittähigkait, Q W-ärmeleistungsdichte, er, «

0
, «1, �, �

0
, Y, x, �0

, A, 
A

0
, µ Viskositätskonstanten, 6 thermischer Ausdehnungskoeffizient, e

0 
Dichte bei T

0
• 

(12.8) bis (12.14) sind elt skalare Gleichungen zur Bestimmung von elf skalaren Unbe­
kanntens vk, Die• n, j, e, 'l', p. Ia Gegensatz zur inkompressiblen a ikromorphen Plüssig­
keit treten hier n und j als neue gesuchte Funktionen auf. f, b und d* si:rxl ge­
geben. Wegen dea zweiten Hauptsatzes der Wärmelehre gelten nach :BRINGEN (1969) und 
BRDOGJB (1972) folgende Ungleichungen tü.r die Stoffkonstanten: 

(12.16) 3A+2µ+ k � 0 2µ + ·x � 0 k � 0 
} 

wobei 
� < � � 3« + �y 0 -y = � y y 0 T ,t: 0 

und 

� � � 
A2 

(12.17) «o 0 ' �o - A
o 

0 ; (�0 
- A

0
)(3A + 2µ + x) 0 

T• 

Wir führen nun einige gut gerechtfertigte Vereinfachungen ein: Die Grö�en e, n und 
n sind in der Aathenosphäre so klein, da� wir ihre quadrati schen und gemischt quadra­
tischen Glieder vernachlässigen dürfen. Deshalb lassen wir die in den Pormeln (12.10) 
bis (12.13) unteratrichenen Glieder weg. Perner sollen realistischerweise b und d* 

-

= - ~ + Aon4tk + Adkkdll + (2µ + x)~dlk + 

+ 3(~o - Ao)D2 + 3«on,kn,k + (3«1 + ~o) 9klr01,knr + 2x("ic - ~)("'Je - nk) + 

+ ~,k0 1,l + ~~,lnl,k + YD1,knl,k + x•T,ldc + Q • 
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verschwinden. f sei gleich g, es wirke also nur die Schwerebeschleunigung. Deshalb 
kann man die Grundgleichungen (12.8) bis (12.14) durch (12.18) bis (12.24) ersetzen 

(12.18) ff + 1) • 'v(! + (!'il • 1) 

(12.19) M + 1) • 'ilj - 2 nj = 

(12.20) (a + (J)W n + y'iJ2n + 

(12.21) ao'iJ2n - (110 
- A )n = 

0 

(12.22) i + t> 'iJT = - cp'iJ

= 0 ' 

0 

x'iJ X 1) -

1 (!j an 
� dt ' 

2xn = 
(!

j � ' 

(12.23) 'ilp + A
0
'iln + (Ä + µ)W o + (µ + x)'v2t> + x'iJ X n + (!g 

(12.24) (! = (!
0 

(1 - ö(T - T
0

)] 

wobei 

(12.25) C = 
_1_ k = L q = (}CV 

{!CV 
(!CV 

12.2. Linearisierte Grundgleichungen 

= (! 
ao 
dt ' 

Wie es auch be i herkömmlichen Flüssigkeiten üblich ist, nehmen wir an, daß die Strö­
mung nach Einsatz der Koll\Tektion stationär ist. Beim Einsatz (marginal state) sei der 
mittlere Zustand gleich dem Gleichgewichtszustand, d. h. alle Größen seien als Summe 
einer nur von x

3 
abhängigen statischen Größen und einer kleinen Stö!'Wlg darstellbar, 

wobei die Stönmg von �' x
2

, x
3 

und t abhängt. Die statischen Größen werden durch 
einen Querstrich markiert: 

(12.26) p = p + p' ; 

1) = 1) ; 

T = T + T' 1 

n = n ; 

(! = e + (!'

n = n 

Im Gleichgewicht gibt es per definitionem keine Bewe_gung: 

(12.27) 1) = 0 ; n = 0 ; 

Damit folgt aus (12.22) t 

(12.28) -v2T = -i ;
d2 -

d� 
T = 

-
'2i (hx3 

- x�) -
T - T1(12 . 29) T = 

0 

h 

Aus (12.23) und (12.27) 

(12. 30) 'vp = (/g ;

ergibt sich 

ai - = - eg
3 

n = 0

-i,

X)+ T 
0 • 

wobei g = -ge
3
. Der konstante Druck an der Oberfl äche der Schicht heiße p1• Aus 

(12.24) und (12,2?) erhalten wir 

o + kv2T + q , 

-9... . 
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c12.31> e = e
0

[1 - öCT - '1'
0
> J •

Die anderen Gleichungen werden trivialerweise durch (12.27) -erfüllt. Die Relationen 
(12. 27), (12.29), (12.30)3 und (12,31) sind di e Lösungen des statischen Pallas. Um die
linearisierten Grundgleichungen zu bekommen, setzen wir (12.26) in (12,18) bis (12.24) 
ein, wobei die Gleichgewichtslösungen bekannt sind: 

(12.32) if + D Ve + e'v · D = 0 t 

(12.33) ,H + D • Vj - 2nj = 0 

(12,34) 

(12,35) 

(12.)6) 

(12.37) 

(a + �)W. n + yv2n + xV x D - 2xn 

2 2 1 - an V n = V n + � Qj � , 
. 

0 

äT' 
�+ D, VT = -

(12.38) e' = - e
0

ö T' 

11
2 ist durch 

(12.)9) 11
2 =

11
0 -

Äo
«o

- an = {)jät t 

- ÖD = e � , 

definiert. Es ist wegen (12.17) positiv, falls «
0 

> O. In (12.)2) und (12,34) bis 
(12.37) vernachlässigt man alle Produkte der kleinen Störungen p', T', e', 11, n und 
n, In (12.)6) wurden durch (12.28)1, in (12.37) durch (12.)0)1 Glieder eliminiert. Ab
jetzt wollen wir uns auf den stationären Fall beschränken. Aus (12.32) bis (12,38) er­

halten wir das System der linearisierten Grundgleichungen: 

c12.40> ., . ve + ev • ., = o , 

(12.41) o · Vj = 2nj ,

(12.42) (« + � + y)W • n - yV x (V X n) + xV X D - 2Kn = 0 ,  

(12.43) 

(12.44) d - -= v3 ax; T + c-pV • D 

(12.45) e
0
6gT•e3 - Vp' + i

0
Vn + (Ä + 2µ + x)W • ., -

- (µ + x) rot rot D + xV x n = O • 

(12.45) folgt aus (12.)7), indem man e' mit Hilfe von (12.)8) eliminiert. Die Glei­
chungen (12,32) bis (12.)8) bilden ein System von elf partiellen Differentialgleichun­
gen zur Bestimmung von elf unbekannten Funktionen: 11, n, n, j, e', T', p'. 

-

cpV , o + kV2T 1 

- Vp' + AOVn + e'g + (A + µ)W, o + (µ + x)V2o + xV x n 

0 • 

t 
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12.). Reduktion des Probleas aut eine gewöhnliche Ditt erentialgleichung und Diskussion 
der Lösung 

Wie bereits ait (12.45) begonnen, wollen wir das System jetzt schrittweise entkoppeln, 
Zur Elimination von p' lassen wir jetzt (- rot rot) auf (1 2.45) wirken. 

(12.46) 

wobei 

(12.47) 

a2 2 
2 -eog6(e1 a

x.,
ax) 

+ e2 ax!ax
3
) T' + eog6e3V3T' +

+ (µ + x) rot rot rot rot o - K rot rot rot n = 0 ,

_;, a2 a2 

v5 = � + � •
a� a� 

Wir nehmen an, dall die Div ergen,z der llikrorotation verschwl.ndets 

(12.48) V• n = O. 

Dllrch Rotorbildung erhalten wir aus (12.42) und (12.48) 

(12.49) -y rot rot rot n + K rot rot o - 2K rot n = o ,

(12.50) -K rot rot rot rot n = 2K2 _;, x2 
- y v-n - y rot rot rot D

Aus (12.40) folgt 

{12.51) -V • D : D _: '1g : V d ln Q 
3 d.i •e 3 

Aus (12.44) und (12.51) 

(12.52) -kv2T• = v3[cp d
J; g - g

3
J

Durch Rotorbildung tolgt aus (12.46) 

{1 2.53) -(µ + x) rot rot rot rot rot D =

= e
0

g6(e1 a/a� - e2 
a/ax.,)V2T1 - x rot rot rot rot n • 

.Aua (12.50) und (12.53) 

(12.54) K2 
[-(µ + x) rot rot + 1] rot rot rot o =

= eog6(e1 a!2 - e2 ä�)V2T' - 2�
2 

v2n •

Wir lassen den Operator (-kV2) auf (12.46) wirken und koabinieren diese Gleichung ait 
(12.52) und (12.48), 

(12.55) k(µ + K) rot rot rot rot v2o =

6[ a2 a2 

v? [fi _ 0-P d ln iJv 2 2 = eog e1 ä
x.,

äx
3 

+ e2 äx2ax
3 

- e3 31 3 ax3 
- 3 - kxV V rot n.

Der Rotor von (12.54) ergibt
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2 
(12.56) [-(µ + x) rot rot + ; ] rot rot rot rot D =

a2 a2 � v2 2x2 2 
= C?ogcS(e1 ä

x.i
äx3 

+ e2 ä�äx3 
- e3 3> '!' - T V rot n •

Aus (12.56) und (12.52)1 

(12.57) 
,t2 2 [- (µ, + ,c) rot rot + Y] rot rot rot rot V o =

171 

- - (/ogcS a2 

e 
a2 

- e v2)v2 raI - c;..p d
a;; R]v-:i - 2K2 v2'v2 rot n •

T"9 Ce1 äx.iäx3 
+ 2 cfx

2äx
3 

3 3 3 .;J Y 

Wir multiplizieren (12·.55) mit 2Jf/y k und subtrahieren h iervon (12.57). 

(12.58) ((µ, + x) rot rot+ x 2ff; "] rot rot rot rot V2c =

2 2 - -

= eogcS 
( a e a _ e v2) (v2 _ l!][cp d ln q _ dT ]v •

T"9 e1 ä
x.i

äx3 
+ 2 ä:x2äx3 3 3 Y di3 dx3 3 

Damit wurde die llikrorotation n eliminiert. Unter Verwendung von (12.51) wird jetzt 
(12.58) U11geformt. 

(12.59) [-(µ, + x)v2 
+ M 2ffy

+ "]V2V2[V2c + V(d
J; f v3)J :

eogcS a2 a2 
� [v2 - l!][c-p d ln g - �]v3 •= � (e1 äx.i

äx3 
+ e2 ä�äx

3 
- e) 3> Y di3 wi:3 

Die )-Komponente davon laut et 

(12.60) [-(µ + x)v2 + K 2u + "Jv2v2[v2 + (d ln Q) a +y dx3 äx3 

+ (d2 ln ö)]v _ eogcS [.-:> 2x][c-p d ln 'O _ d� ]..:;, 
dx2 -

3 - - -r- v- - y di3 ax3 "3'3 •
3 

Aus (12.60) besti11111t man v3, aus (12.43) ergi bt si ch n. hlls j nur von x3 abhängt,
folgt aus (12.41) 

(12.61) _ 2n-
V)

und 

Hieraus folgt j,  wenn v3 und n schon berechnet wurde. Im all_ge■ei nen hängt jedoch
j ni cht nur von x3, sondern auch von 

x.i 
und � ab. v1 wird aus der 1-Komponente

von (12,59) und aus v3, v
2 

wird aus der 2-Komponente von (12.59) und aus v
3 

bestillJlt.
Die nunmehr bekann ten Punktionen n, v1, v

2 
und v3 •erden i n  (12.41) eingesetzt, wo­

raus j bestimmt werden kann. 

Wi r wollen nun die entscheidende Dif f erentialgleichung 
Aus (12 ,60), (12, 29), (12 ,30)3 und (12.)1) ergibt sich

(12.60) der Lösung näherführen. 

(12.62) [(µ, + x)v2 - x 2H; "Jv2v2[v2 + f1 a!3 
+ f

2
Jv3 

=

wobei 

-
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(12.63) f1 = 

(12.64) t2 = 

f1 (x
3
) = 

_t2Cx3) = 

eo dT 
- cS 

i aij '

cS �o <i - cS �o<ll;>2)
e . e 

(12.65) t 3 = f
3

(X3
) = P1 dT {1 + ccSe0 (g(h - �) + 

�
]�

und 

(12.66) 

(12.6?) 

T - i' 
e = eo{1 - cS[1i (hx3 - x�)

-

oh 
1 x

3
]}

-
To - T1

� = i<� - X3
) - h 3 

Wir nehmen für (12.62) eine separable Lösung ans 
(12.68) v3 = w(x

3
)t(�,x2

) 

mit 

(12.69) = 0 • .

Die Größe a/n erweist s ic h  als das Verhältnis von Höhe zu Bre ite einer geschlossenenStromlinie. Aus (12.68) und (12.69) folgt 

(12 . 70) 2 a2 
V

3
v3 = - � V

J 

Wir definieren 

�3 (12 .71) C = n und a D = � •
Aus (12 .70) und (12.71): 

(12. 72) _::, 2 a2 1 2 2 v-v3 = (V
3 

+ �)v
3 

= �
h 

(D - a )v3ox
3 

Aus ( 12 • 62) 1 

(12.73) 

av 
+ �((µ + x)V2 - x 2H + x]v2v2r + v ((µ + x)v2 - x 2H + x]v2v2r =X3 )' 1 J )' 2 

e go e gö Q = - + f3[v2 - ;x
Jv�v3 - + V�v3(v2 - txJf3 • 

Setzt man den Ansatz (1 2.68) in (12 . 73) ein und multipliziert man mit h8/(µ, + x), soerhält man 

(12.74) [(D2 - a2) + f4D + t
5J((D2 - a2) - k1

](D2 - a2
)
2w +

+ f6Dw + r
7

w = R1{t8[(D2 - a 2) - k2
] + t9}a2w,

- --. 
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wobei 

(12.?5) f4 = 

(12. 76) f5 = 

(12. ??) f6 = 

( 12. 78) f7 = 

(12.?9) t8 
= 

(12.80) t9 = 

und 

(12.81) R1 = 

(12.82) k1
= 

f4(X3) = 

f5(½) = 

f6(½) = 

t7cx3) = 

ta<x
3

) = 

r9cx3) = 

hf1Cx3) , 

h2t2(x3) ,

h[D2 - k1]D4t1(x3) , 

h2[D2 - t.,]D4t
2

Cx
3
) , 

ht/x
�

)
T - ' 

0 1 

h
1

o - 11 
[D2 - k

2
]f3(x3)

göh3(To - T1 )€.>o 
k(µ + x) 

� 2µ, + x h2 I k
2 

= � h2 
y µ + J( y 

173 

R1, k1 und k
2 

sind dimensionslose Konstanten. Pilr verschwindendes x wäre R1 die 
herkömmliche Rayleigh-Zahl. Alle Größen in (12.74) sind dimensionslos. Der Herleitung 
von (12.74) bedeutet eine Reduktion des Problems auf.eine gewöhnliche Differential­
gleichung achter Ordnung für w als Funktion von �- (12.74) bietet einen günstigen 
Ausgangspunkt für eine numerische Lösung des Problems. Diese Gleichung ist analytisch 
nicht lösbar, weil die !unktionen r4, ••• , f

9 
noch von � abhängen. In 11. wurde ge­

zeigt, wie in dem Sonderfall einer inkompressiblen mikropolaren Flüssigkeit ohne llikro­
deformation und ohne innere Wärmequellen die analytische Lösung und ihre den Randbedin­
gungen entsprechenden Konstanten gefunden werden können. Falls die inneren Wärmequellen 
in unserem allgemeineren Fall (Abschnitt 12.) verschwinden, ergeben sich einfachere Aus­
drucke für r4, ••• , f9s 

(12.83) 

(12.84) 

(12.85) 

(12.86) 

f
4 

f5 

f6 

t7 

= 

= 

= 

= 

[� + o-1(To - T1)-1]-1
t 

- [s + o-1(To - T1)-1]-2 

[D2 - k ]D4[s + o-1(T - T ,-11-1 
1 o 1 

- [D2 - k ]D4[s + o-1(T - T )-11-2
1 o 1 -

{ P1 (12.87) t8 = - 1 + coe
0
[gh(1 - s) + e (1 + 6(T _ T )t)]}o o 1 

(12.88) t
9 

= - [D2 - k
2

J{1 + coeo[gh(1 - s) + eo(1 + 6�io _ T1)t)l} •

Diese Gleichungen zeigen, daß (12.?4) für eine kompressible mikropolare Flüssigkeit mit 
llikrodeformation selbst ohne innere Wärmequellen nicht analytisch lösbar ist, weil die 
f4, •··• r9 noch von s abhängen. Das Hauptproblem, nämlich die Reduktion des Systems 

-

--, 
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((12.8) bis (12.14)]_von elt partiellen Ditterentialgleichungen •it elt unbekannten 
!'unktionen und vier unabhängigen Variablen auf eine gewöhnliche Differentialgleichung 
mit einer gesuchten Fu.nktion wurde jedoch gelöst. 

Abschließend wollen wir die Randbedingungen filr w herleiten. Es ist klar, daß tür 
eine Anwendung auf die Konvektion in der Asthenosphäre der IPall fester Grenzen am wich­
tigsten ist, deshalb wollen w ir ihn hier ausschließlich voraussetzen. Die Formeln 
(12.89) bis (12.95) und (12.97) bis (12.98) gelten nur für d ie Grenzen z; = 0 Wld 
z; = 1. 

(12.89) ., = 0 ' n = 0 ; n = O • 

Weil die Temperatur an den Grenzflächen konstant bleiben soll, gilt 

(12.90) T' = 0. 

Aus (12.89)1 s 

(12.91) w = 0. 

Aus (12.90) folgt T = const� Daraus und aus (12.31) ergibt sich g = comt. Daraus, 
aus (12.40) und (12.89)1 erhält man 

(12.92) Dw = 0. 

Aus (12.89)2: 

an
2 (12.93) rot n = - ax3 

e1
. 

!ua (12.46), (12.48), (12.90) und (12.93): 

(12.94) 0 = e
3 

• (rot rot rot rot D) 

av av 
Wegen ax; = ax; = 0 und §� = ;� = O gl.lt 

(12.95) a
4 

a3 -

-:--7f V + �(dJn (?V) : 0 •
ax 3 ax� dx3 3 

3 3 

Aus (12.48) und (12.49): 

(12.96) rot rot D = (2 - .l v2) rot n •K 

Aus (12.51), (12.93) und (12.96)s 

(12.97) e
3 

• rot rot D = e3. (W . ., - v2n) =

(12.98) 

- e3. (V(v d ln i) + v2nJ =3 dx3 

Wir wollen nun an der unteren bzw. oberen Grenze einig e Ableitungen bildenr 

0 ' 

2 -a V + a (d ln Q v3) = 0 • 
a~ 3 ax3 c1x3 
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(12.99) 
d ln i
di:3 

d2ln i(12.100) 
dx2 

3 

(12.101) 
d4ln i
dx4 

3 

-1 
l;::O = h .lo 1

= h-2B 1 
C=0 0 

= h-4o 1 
l;::O 0 

175 

�, 
-1 

�1 = 
h J., ' 

d2

� i
-2 = h B1 •C=1 

3 

d4
ln

g l44 �1 
= h-401 •

Die durch diese drei Gleichungen definierten Grö�en A
0

, A.,, B
0

, B1, 00 
und o1 sind

diaensionslose Konstanten, z. B. 

(12.102) 

und 

(12.103) 

A = 
0 

(T
0 - T1) + qh

2
/(2k)

A., =
( T - T1 ) + c5-1

• 
. 0 

Durch diese sechs Konstanten können die Gleichungen (12.98) und (12.95), wie folgt uage-
fol"llt werden: 

(12.104) n2w + A
,;
Dw + B

,;
• = 0

(12.105) n
4w + ,,n3w + o,w = o tiir 

' = 0 

' = 0 

und ' = 1 

und ' = 1 • 

Daait können die Randbedingungen, die die Lösung w von (12 .74) an den Grenzen C = 0 
und l; = 1 erfüllen mu�, so zusam■engef�t werden, 

(12.106) w = Dw : (D2 + A
c
D + B

,;
) w : (D4 + Ar,,D3 + O

,;
) w : 0 •

Im Sonderfall einer inkompressiblen aikropolaren Pl.Ussigkeit ohne innere ftraequellen 
verschwinden die sechs Konstanten At• BC und o,.

-

- - 1 

d 
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13. Nicht-Newtonsche Mantelkonvektion

13.1. Motivation 

PABMENTIER u. a. (1976) und WALZER (1977) untersuchten die �öglichkeit, daß der Man­
telkonvektion nicht das Stoffgesetz einer Newtonschen l!'l.üssigkeit zugrunde liegt (vgl. 

auch TURCOTTE, 1979). Es boten sich nichtlineare Stoffgesetze an, die aus Laborversuchen 

her gut gesichert sind. Ein etwas erstaunliches Ergebnis ist, daß sich viele Folgerungen 

nicht wesentlich von denen mit einer Newtonschen .Flüssigkeit gewonnenen unterscheiden. 

Hier soll im wesentlichen die neue Theorie entwickelt werden. 

Doch vorab einiges zur Motivation: Die Vorstellung von Massenströmungen im Erdmantel 

geht auf die Verschluckungshypothese Otto AMPFERERs (1906) zurück. In den Alpen konnte 

man feststellen, daß die gefalteten Sedimente geglättet eine bedeutend größere Fläche 

bedecken würden als das kristalline Grundgebirge. AMPFERER schloß daraus, daß dieses in 

den Narbenzonen nach unten abgeströmt sein müsse. Der erste, der die Orogenese durch 

thermische Konvektion im Erdmantel zu erklären suchte, war Robert SCHWINNER (1919). Ob­
wohl es sich dabei hauptsächlich um qualitative Uberlegungen handelt; ist es doch er­

staunlich, wie viele Ideen zur Mantelkonvektion er bereits vorwegnahm, die erst Jahr­

zehnte später wieder aufgegriffen wurden. Auch war wegen der damals in der Geologie 

herrschenden Kontraktionslehre der Boden für das Wachstum solcher Ideen nicht günstig. 

Diese Lage änderte sich entscheidend durch die Entdeckung des erdumspannenden ozeani­

schen Grabensystems (rift system) und durch die Entwicklung der Paläomagnetik, was eine 

Wiederbelebung von Alfred WEGENERs (1920) Idee von der Kontinentaldrift zur Folge hatte. 

Um die Verschiebung der kontinentalen und ozeanischen Lithosphärenplatten sowie die 

Größe des Wärmestromes der Erde zu erklären, wurden verschiedene Konvektionsmodelle 

entwickelt. Dabei bezogen sich die meisten Untersuchungen auf Mnard-Konvektion oder 

Abwandlungen davon. Während man in jüngster Zeit zur Erklärung der Verschiebung und des 

Subduktionsmecbanismus der Platten auch andere Konvektionsmecbanismen in .Erwägung zieht, 

kommt man zur Erklärung des Erdwärmestroms nicht umhin, den größten Teil der Wärmeabfuhr 

durch Mnard-Konvektion zu erklären, weil die kleinen Gitter- und strahlungswärmeleit­

fähigkeiten der Mantelgesteine nur einen kleinen Teil des ozeanischen Wärmestromes zu 

erklären gestatten (RICHTER und PARSONS, -1975; McKENZIE und WEISS, 1975, vgl. 9.1.). 

Mit Mitteln der Kontinuumsmechanik und darin wurzelnden numerischen Methoden wurden 

verschiedene Aspekte der IAantelkonvektion untersucht. Dabei setzte man bis in die jüng­

ste Zeit meist ein lineares Stoffgesetz, d. h. eine Newtonsche Flüssigkeit, voraus. 

Die Gründe für die Vorherrscba� dieses Stoffgesetzes sind mehr mathematischer als 

sachlicher Naturs Die Linearität bedeutet eine wesentliche Vereinfachung; z. B. ist 

der Superpositionssatz für Lösungen der linearisierten Differentialgleichungen anwend­

bar. Erste Schritte des Verfassers, neue Stoffgesetze für die Mantelkonvektion auszu­

probieren, sind in 11. und 12. dargestellt. Ausgebend von einer möglichen ID.ikrostruk­

tur der partiell, d. h. zu 1 bis 2 �, geschmolzenen Langsamschicht des oberen Mantels 

(siehe STOCKER und ASHBY, 1973) wurde als Modell eine mikropolare Flüssigkeit einge­

führt. 

Doch auch ffir die völlig w:igeschmolzenen Teile des Mantels dürfte die Newtonsche 

fiüssigkeit nur eine erste Nähertmg für das Gesteinskriechen seins Von festkörperphysi­

kalischen Betrachtungen ausgehend diskutieren OROWAN (1965) und STACEY (1969) einige 
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nichtlineare Stoffgesetze für den Mantel. WEER'l'IIAN (1970) findet, daß für niedrige 
SpannUDgen (< 10-2 bar) Nabarro-Herring-Kriechen entscheidend ist, welches auf eine
Newtonsche Flüssigkeit als Stoffgesetz führt, während für die Mäntel der terrestri­
schen Planeten Versetzungs-Gleitkriechen (creep controlled by dislocatior glide) vor­
herrscht. Das ergibt ein Potenzgesetz, nach dem die Deformationsgeschwindigkeit propor­
tioDal zur dritten Potenz der Scherspannung ist. Ausftihrlicherwird die Rheologie des 
Mantels in 4.1. besprochen. Ähnlich wie WEERTMAN {19?0)halten STOCKER und ASHBY {1973) 
VersetzUDgskriechen für den entscheidenden Deformationsmechanismus im oberen Mant�l. 
Sie meinen, ein Exponent im Potenzgesetz von n = 4,2 sei am wahrscheinlichsten. 
GOETZE und KOHLSTEDT (1973) prüften die Brauchbarkeit der Kriechtheorien im Labor. Das 
Material waren Olivinkristalle eines Lherzolitxenoliths, dessen Herkunft vermutlich 
der Mantel ist. GOETZE und KOHLSTEDT schließen aus elektronenmikroskopischen Aufnahmen, 
daß die Art und die Verteilung der Versetzungen im untersuchten Olivin Nabarro-Herring­
Kriechen aussohließen, während Versetzungsklettern (a dislocation climb model) mit den 
BeobachtUDgen verträglich ist. Kriechen infolge Versetzungskletterns aber führt nach 
WEERTMAN (1970, s. 150) auch auf ein Potenzgesetz, wobei der Exponent n zwischen 4,5 
und 6 liegt. KIRBY und RALEIGH (1973) untersuchten empirisch das Fließen polykristalli­
ner Medien. Dabei fanden sie für mittel- bis grobkörnige Silikate und Oxide Exponenten 
im Potenzgesetz zwischen 2,6 und 4,0. Da nach OROWAN (1967) aufgrund des sich extrem 
langsam ändernden thermodynamischen Zustands mit großen Kristallen im Mantel gerechnet 
werden muß, haben diese Werte für den Mantel eine gewisse Wahrscheinlichkeit. Weitere 
experimentelle Arbeiten, die das nicht-Newtonsche Fließverhalten von Gesteinen zeigen, 
findet man in der von HE.ARD u. a. (1972) herausgegebenen Monographie. Die Unsicherheit 
bezüglich der tlbertragbarkeit der genannten Laboruntersuchungen auf die geringen Kriech­
geschwindigkeiten im Mantel scheint durch die Untersuchung von POST und GRIGGS (1973) 
verringert worden zu sein. POST und GRIGGS {1973) untersuchten den postglazialen Auf­
stieg Fennoscandias. Sie fanden, daß sich der obere Mantel nicht-Newtonsch verhält. Sie 
erhalten einen Exponenten im Potenzgesetz von n,,., 3, was mit WEERTMANs (1970) theoreti­
scher Vorhersage für Versetzungsgleiten übereinstimmt, und schließen aus diesem Ergeb­
nis, "This suggests that all studies of mantle motion, notably the search for the driv­
ing force for plate tectonics, and all inferences about the viscosity of the earth 
should endeavour to incorporate non-Newtonian flow of this kind. 11 Es muß hier betont 
werden, daß WEERTMANs Modell auch von BRENNEN (1974) bestätigt wird, der dazu isostati­
sche Aufstiegsdaten für Laurentia und Fennoscandia sowie des Bonneville-Sees benutzte. 
Wegen der hohen Wahrscheinlichkeit des Potenzgesetz-Fließens setzen auch FROIDEVAUX und 
SCHUBERT (1975) in ihrem komplexen Modell einen reinen Olivinmantel mit einem Potenzge­
setz mit dem Exponenten n = 3 voraus. Wegen der sich anbahnenden Klärung der Frage 
Dach dem Mantel-Stoffgesetz und wegen der erwähnten Notwendigkeit, zur Erklärung des 
ozeanischen Erdwärmestromes im Mantel Mnard-Konvektion anzunehmen, soll hier die Theo­
rie der BbDB.rd-Konvektion einer Potenzgesetz-Flüssigkeit {power-law fluid) in einer 
horizontalen Schicht entwickelt werden, soweit das analytisch möglich ist. Der Exponent 
wird dabei erst möglichst spät auf n = J festgelegt. 
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13.2. Das Stof'fgesetz 

Wir verwenden aus den in 13.1. behandelten geophysikalischen Gründen f'olgendes nicht­
lineare Stoffgesetz 

{13.1) 

wobei eij 
der.Deformationsgeschwindigkeitstensor, a1

j 
der Spannungsdeviator, T die 

Wurzel der zweiten Invariante de.s Spannungsdeviators ist und B als KonstantG ange­
sehen wird. 

{13.2) T2 
= ½<cr-ti + cr2� + cr3�) + cr2� + cr1� + cr1� •

Wir lösen Gleichung (13.1) nach cr1j 
auf'. 

1-n
_1 1 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 ]� • (13-3) cri

j
= B n [2'(e11 + e:22 + E:33> + e:23 + e1J + e12 eij • 

Palls eine Flüssigkeit inkompressibel ist und die Richtungen der Hauptachsen des Ten­
sorellipsoids der beiden Tensoren übereinstimmen, dann ist das f'olgende Stoffgesetz 
(13.4) die allgemeinste isotrope Relation zwischen Spannungst.ensor und Def'ormationsge­

�chw�ndigkeitstensor. Denn wenn die Relation höhere Produkte von i
ij 

enthält als
eim emj• dann ist es in jedem Pall möglich, diese Gleichung mit Hilfe des Csyley-Hamil­
tonschen Satzes in (13.4) umzuformen. 

{13.4) crij 
= - pöij 

+ a1(IIe,IIIe) i1j 
+ a2(IIi,IIIe)eimemj 

•

Dabei 1st crij 
der Spannungstensor, p der Druck, ö1j der Einheitstensor, a1

«2 sind Punktionen, die von den Invarianten IIi und. IIIe abhängen. 

(13. 5) und 

und 

ttber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Um eine nichtnegative Dissipationsf'unk­
tion zu haben, muß folgende Zusatzbedingung erfüllt sein. 

{13.6) -2 a1 IIi + a2IIIe � 0 •

Gleichung (1)..4) definiert eine verallgemeinerte Stokes-Flüssigkeit. Kit 

1 1-n 
(1 J. 7) a1 = B-ii(-IIi) 2D und

erweist sich das Potenzgesetz {1J.1) als eine spezielle Stokes-Flüssigkeit. Gleichung 
(13.4) und damit auch (13.1) erfüllen die drei Prinzipien der Mechanik nach TRUESDELL 
(1965), insbesondere auch das Prinzip der Unabhängigkeit vom Koordinatensystem. Diese 
Bemerlcung ist deshalb nicht trivial, weil in der angewandten Rheologie häufig Stoff­
gesetze benutzt wurden, die abhängig vom speziellen Bezugssystem, also unzulässig sind. 
Auch (13,6) ist in unserem 

0

Spezialfall gewährleistet. Wenn fl durch 

1 1-n 
c13.0) " = ½ i iic½>Tn

definiert wird, _dann gilt 
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(1 3.9) 

13.3. Die <lynamischen Grundgleichungen 

Wir gewinnen die neuen Grundgleichungen, indem wir 1n den ersten sechs Pormeln der
• • (1-n)/2nArbeit von WALZER (1973c) die dynamische Scherviskosität � durch ,csijeij ) 

ersetzen und zunächst keine Glieder weglassen. 

Impulssatzs 

(13.10) eh v1 + e vk a� v1 = e g
?-

+ a� akl •

Energiesatzs 

(13.1 1) 

Erhaltung der Masses 

� a(evk) 
(13.1 2) at + ä

Xit 
= 0 • 

Zustandsgleichungs 

(13.13) e = e
0
(1 - a(T - T

0
)) ,

1-n 
• • (1-n)/2n • [" 2 ( • • )Tn] · 6 (13•14) akl 

= _-P6
kl + 21p(silij) skl + .,. ' - 3" silij shh kl 

Deformationsgeechwindigkeitstensors 

(13.15) 
• 1 av1 avk 
� = �Ca

Xit 
+ axl

) 

Energiedissipation pro Volumen- und Zeiteinheits 

1-n 
· · 2n [ • · 1 • 2](13.16) t = 2"(sijsij) sghsgh - !(sff) 

e = Dichte; t = Zeit; v1 = D = Geschwindigkeit; x1 = r = Ortsvektor; cv = spezifische 
Yrärme bei konstantem Volumen; T = Temperatur [K] 1 x = Wfirinelei tf'ähigkei t I Q = Wärme­
leistungsdichte I a = isobarer Wärmeausdehnungskoeffizient I T O = konstante Temperatur an 
der Unterfläche der horizontalen Schicht; e

0 
= konstante Dichte bei T

0
1 l;' = Kompres­

sionsviskosität1 g1 = g = -ge
3 

= Schwerebeschleunigung1 e1 = e3 = nach oben gerichteter 
Einheitsvektor, e

1
, e

2
, e3 = orthogonale Einheitsvektoren; T1 = konstante Temperatur an 

der oberen Pläche der horizontalen Schicht, wobei T > T11 h = Dicke der Schicht. Der 
0 

Nullpunkt des Koordinatensystems liegt 1n der Unterfläche der Schicht. 

Wir setzen im folgenden immer eine inkompressible Potenzgesetz-Ylüssigkeit (power-

law fluid) gemälJ Gleichung (13.14) voraus und benutzen die Oberbeck-Boussinesq-.Approxi­
mation (vgl. 2.), d. h. nur in dem Term mit den volumenproportionalen Kräften beriicksich-

-
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tigen wir die temperaturbedingten Dichteschwanku.Dgen. Dadurch verschwinden die einfach 
unterstrichenen Ausdrilcke und (13.12) geht in 

(13.1?) 
avk 
ax; = 0

über. 1erner vernachlässigen wir die zwei doppelt unterstrichenen Terme, wir nehmen al­
so an, daß die Geschwindigkeiten in der Schicht klein sind und die innere Wärmeproduk­
tion verschwindet. Aus (13.16) entsteht 

(13.18) 

wobei 

1 _ ""'•(e i )1+(1-n)/2n
- ,� ij ij ' 

• • 2 2 ,2 
<13.19) eijeij = (v

1 ,1
) + (v2,2) + (v3,3 + v2,3v3,2 + V1 ,3v3,1 + V1 ,2

v
2,1 +

1 [ 2 2 2 2 )2 2) + � <v
2,3> + (v3,2> + (v1 ,3) + (v3,1) + <v1 ,2 + <v

2,1
) •

av 

Die Kommaschreibweise bedeutet wie üblich v2 3 = ax
2 usw.

. ' 3 
Nebenbetrachtungs Nimmt man vorübergehend einmal n = 3 und ein einfaches Scherfließen 
an, wobei z. B. nur der Term v2,3 ungleich null ist, dann gilt • = �(v

2,3)1+1/3, wäh­
rend für eine Newtonsche Flüssigkeit 1 = �(v

2,3)2 gölte. Im Falle eines Potenzgesetzes 
mit n = 3 darf man also die Energiedissipation �icht so leicht vernachlässigen wie bei 
einer Newtonschen Flüssigkeit oder die Vernachlässigung brächte bei gleichem Geschwindi­
keitsgradienten einen größeren Fehler mit sich. Aus (13.10) und (13.14) entsteht 

(13. 20) 

wobei 

(13.21) 

� · · (1-n)/2n a2 

- egel 
- ax1 + �(eijeij) [axka� vl +

1 - n · · -1 avk avl a · · 
+ � (eijeij) <ax

1 + a�) äxk 
(egbegh)] '

a . . 

äxk 
(eijeij) = 2v1,1

v
1,1k + 2v2,2

v
2,2k + 2v3,3v3,3k +

+ (v1 2k + V2 1k)(v
1 2 + V2 1

) +
t t ' t 

+ (v1 ,3k + v3,1k)(v1 ,3 + v3,1
) +

+ (v
2,3k + v3,2k)(v2,3 + v3,2)

Fiir c
v 

= const und " =  const folgt aus (13.11) und (13.18)

wobei wir folgende Substitutionen verwendens 

(13.23) und 'I = 

Die Gleichung (13. 13), (13, 1?), (13.20) und (13.22) bilden ein System von sechs skalaren 
partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung der sechs skalaren unbekannten Funktio­
nen v1, p, T und �.

k = K 
Cv° 
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13,4, Reduktion der Gleichungen 

Im folgenden linearisieren wir die Grundgleichungen soweit wie möglich, d. h, die 
physikalisch wesentliche Nichtlinearität des neuen �toffgesetzes muß erhalten bleiben, 
Weil für den Kantel langsame Konvektion wahrscheinlich ist, nehmen wir an, daß de� 
mittlere Zustand nach Beginn der Konvektion derselbe ist wie der Gleichgewichtszustand. 
Die gesuchten Größen seien deshalb Superpositionen der statischen Größen mit kleinen 
Störungen, Die statischen Größen werden mit einem Querstrich bezeichnet und hängen nur 
von x3 ab, während die Störungsgrößen von x.,, x

2
, x3 und t abhängen. 

Ansatzs 

(13,24) p = p + p' 1 T :  T+T' 1 e = e + e' 1 1) = 1) • 

Wir suchen jetzt die Lösungen für den statischen Fall. Dieser Fall ist definiert durch 

(13,25) 1) = 0 • 

Aus (13,20):

(13, 26) Qge
1 + 

§il
= 0 • 

Aus (13,22)1 

(13,2?) a2T 
axkaxk = 0 • 

Aus (13.13): 

(13,28) e = eo(1 - a(T - To)) • 

Aus (13,26) entsteht 

(13.29) p = Qg(h - X3) + P1 , 

ein konstanter Druck auf die obere Fläche der Schicht ist. Aus (13. 27): 

(13, 30) 
T

1 
- T 

T 
O . = h x3 + To • 

(13.25), (13.28), (13.29) und (13,30) sind die Gleichgewichtslösungen, Jetzt setzen wir 
die statischen Lösungen unter Verwendung von (1).24) in die dynamischen Gleichungen ein. 
Aue (13,20), (1).26) und 

(13,31) e' = - e
0
aT' 

erhalten wir 

(13,32) gaT'e _ .1... � + L (t t )(1-n)/2n[ a2 

v +1 e
0 � e

0 
ij ij axka� 1 

1 - n avk avl a ]+ � <axl 
+ a�) axk 

ln (tijtij) 

Gleichung (13,31.) folgt aus (13.13) und (13. 28). Aue (13.22), (13.27) und T = T(x3) 
folgt unter Vernachlässigung von vi z�•, d. h, von einem Produkt zweier kleiner Größen,

i 

(13,33) 

-

_ v dT + f(t t )1+(1-n)/2n 
3 uj° ij ij 

--

--
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In dieser Gleichung eUminieren wir T mit Hilfe von (13.30). 

(1 3. '34) [h - k:V2]T' = 
To � 

T1 V3 + V(t
ij

t
ij)1+(1 -n)/2n •

p' wird eliminiert, indem wir (- rot rot) von (1 3.32) bilden. 

(1 3.35) 
a2 a2 

= crg(-e1 äx., 
ax

3 

- e 2 a�ax3
�

+ e V2)T' + 8 ,3 3 

wobei 

(13.36) 

und 

(13.37) 

v2 a2 a2 

3 = 
a� 

+ 
a�

; : - Le {(�XV) X V (t t )<1 -n)/2n +
O 

ij ij 

1 n [ (1 n)/2n avk avl a ln (t t )]} + �rot rot (t
ijtij) - Cax1 

+ 
aXic) äxk ij ij • 

Die 3-Komponente von (13.35) lautet 

(1 3. 38) [a .!J!... (t t )(1-n)/2Dv2]v2v ät - e
0 

ij ij 3 
➔ 

: agV�T' + 8. e3•

Aus (1 3.34) und (13.38) folgt 

(1 3.39) [a kV2][a L (t t )(1-n)/2?\>2Jv2v =
ä-r - cft' - e 

O 
ij ij 3 

ag(T - T ) ( )/ 
➔ 

= h 1 V�v3 + 
llagV�(tilij)1+ 1-n 2n 

+ [h - kV2] 8 • e3 •

Bis hierher wurde ohne wesentliche Vernachlässigungen gerechnet. Der zweite Term der 
rechten Seite von Gleichung (13.39) beschreibt die Energiedissipation in der Potenzge­
setz-Flüssigkeit. Durch numerische Abschätzungen zeigt man nun, daB erstens das Glied 
mit 8 in (1 3.39) vernachlässigt werden kann und daß zweitens die ersten beiden Opera-
toren der linken Seite von (13.39) vertauschbar sind, d. h. daß das bei der Vertau­
schung entstehende Zusatzglied vernachlässigbar ist. Drittens wollen wir uns auf eine 
zweidimensionale Strömung beschränken, d. h. 

(13.40) und 

Aus (13.40) und v.o = 0 folgt 

(13.41) v1,1 = - v3,3•

a 
ax2 

Aus (13.19), (13.40) und (1J.41)s 

= 0 • 

(13.42) t
ilij = 2(v3,3)2 + ½ [(v3,1 )

2 
+ Cv1 ,3)2] •

Wie es in der Hydromechanik üblich ist, nehmen wir eine separable Lösung ans 

(13.43) v3Cx.i ,x3,t) = w(x
3
)f(Jt.i )eat , 

wobei 

I 

Caa _ L (t t ) (1-n)/2IJv2Jn21) 
t e0 ij ij v 

• 
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(13.44) cv; + �>rcx.i > = 

IDdea wir die Substitutionen 

(13.45) z; = ? und 

benutzen, erbal ten wir 

2 2 
(� + �)f(x;,) 
ax, h 

D = 
a 
� 

= 0 • 

v2v3 � (D2 - a2)V3 
a 1 (13.46) = und ax: v3 = li Dv3 h 3 

Wegen (13.42) gilt 

(13.47) V�(tilij)1+(1-n)/2n = (1 + �) •

1-n 1 
• [

1
2; 

n {2 Cv3,3)2 
+ ½ [ (v3,1 )

2 
+ (v1 ,3)2

]} 2n 
-

. ]2 
• [4v3,3v3,31 + v3,1

v3,11 + v1 ,3v1 ,31 +

1-n 
2 1 [ 2 )2]}2n

+ {2Cv3,3) + 2 (v3,1) + (v1 ,3 • 

183 

2 2 2 · 
• [4(v3,31) + 4v3,3V3,311 + (v3,11> + v3,1

v3,111 + (v1,31) + v1,3v1 ,311JJ • 

Da man annehmen kann, daß die Konvektionsströmung unmittelbar nach Einsatz des Pließens 
stationär ist, gilt 

(1).48) (1, = 0 • 

Aus (13.39), (13.42), (13.47) und (13.48) !olgt 

(13.49) crl- - a2)3v3 = - a,a2{2(v3,3)2 
+ ½ ._

wobei 

(13.50) 

• [ {v )2 
+ (v )2]}-(1-n)/2� + 

2«gh • � (1 + 
1

2n
- n) •

) t 1 1 t 3 3 CV 

.II.: • {1..::...1! [4v 3,3v3,31 + v3,1v 3,11 + 
v1,3V1 .3'1]

2 

+ n ( )2 ( )2 - ( )2 4 v3,3 + v3,1 + 
v1,3 

+ 4(v3,31)2 
+ 4v3,3v3,311 

+ 
(v3,11>2 

+ v3,1v3,111 + Cv1 ,31)
2 

+ v1,3v1,311}'

a, ist ein Analogon der Rayleigh-Zahl. Es ist jedoch nicht dimensionslos. Dimensions­
los ist dagegen a,(tijtij)-<1-n)/2n .und auch der erste Faktor im zweiten Term der
rechten Seite von (13.49). Wir müssen für (13.49) eine weitere Vernachlässigung einfüh­
ren. 

.. 

a, = 

• 

(13.51 ) = 0 • 
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Dadurch entfallen in (13.49) einige Glieder. 

2 2 3 2 2 1 2]-{1-n)/2n 
{13.52) (D - a ) v

3 
= - R.,a [2(v3,3) + 2<v3,1) V3 + 

2 
5 1 .(4v3 3V3 31 + v3,1v3,,_11 ) 

+� (1 . 1 - n) { - n 
---u.• .:..�u• ... ....--.... -..__ ---..irr-2 --� + � -n-. 

4(v )2 + (v3,1) 3,3 

+ 4(v3,31 )
2 

+ 4v3,3v3,311 + Cv3,11 )
2 

+ v3,1v3,111} •

Wir wollen den Ansatz (13.43) dahingehend ergänzen, daß wir 

(13. 53) f = sin(� x., + c1) 

schreiben, wobei c1 eine Konstante ist. (13.44 ) wird durch (13.53) erfüllt. Aus (13.52) 

und (13.53 ) : 

(13.54) 
2 2 2 

- R., a2[ 2 � f2 
+ ½ 4 

h h

cos2(fi X., + c1 )]-(1-n)/2�:r + 2�!
h • h�

2 
(1 + \� n

) 

• {2-::__!! . [4(Dw)2 - a2w2

]
2 

+ [4(Dw)2 - a2w2Jcos2(� X., + c1 )} •n 4(Dw)2 a2w2 n 

cos2 <fix., +c1 ) 
+ 

7

(13. 54) ist eine nichtlineare Differentialgleichung 6. Ordnung; x., kann man als Para­
meter betrachten. W1r haben nur noch eine gesuchte Funktion (nämlich w) und eine unab­
hängige Variable (nämlich,), so daß das eingangs gestellte Problem wesentlic� verein­
facht wurde. An dieser Stelle könnte man mit numerischen Methoden die Lösung berechnen. 
Das soll in dieser Arbeit jedoch nicht getan werden, vielmehr sollen einzelne analyti­
sche Lösungen gesucht werden. Gleichung (13.54 ) ist analytisch offenbar nicht lösbar. 
Gleichwohl ist die Konvektion in dieser Formrealitätsnäher beschrieben worden als in 
früheren Veröffentlichungen, wie aus den geophysikalischen Betrachtungen in 4.1. und 
13.1. hervorging. Ersetzt man den ersten Term der rechten Seite von (13.54), der den 
Auftrieb beschreibt, durch den herkömmlichen Ausdruck (-Ra2wf), so ist 

(13.55) w = c2 exp (±; ,) 

eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung. R ist die herkömmliche Rayleigh­
Zahl, c2 ist eine Konstante. 

Dieser Abschnitt kann so zusammengefaßt werden, Eine Potenzgesetz-Flüssigkeit ist 
für Mantelkonvektion ein realistischerer Modellkörper als eine Newtonsche Flüssigkeit. 
Deshalb werden die entsprechenden dynamischen Grundgleichungen entwickelt, die auf ein 
System partieller Differentialgleichungen mit wesentlichen Nichtlinearitäten führt. Der 
Hauptteil des Abschnittes besteht darin zu zeigen, wie das Problem auf e i n e  g e -
w ö h n 1 i c h  e nichtlineare Differentialgleichung reduziert werden kann, die als 
Ausgangspunkt .für numerische Rechnungen geeignet ist. 
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14. Entmischgskonvelttion

14.1. Die Differentiation des Erdkerns und ihre Beziehung zur Konvektion

Falls die Erde vor etwa 4,6 Milliarden Jahren nicht schon chemisch geschichtet ent­
stand, muß sie einer Sonderung nach der Schwere unterworfen worden sein. Eine bereits 
anfangs geschichtete Erde ist aus kosmogonischen Grlinden wenig wahrscheinlich (SAPRONOV, 
1969i RINGWOOD, 1975). Es m�ssen also Kern, Mantel und kontinentale Lithosphäre entstan­
den sein. Wann das geschah,' ist umstritten. Sicher· ist nur, daß es nach radioaktiven 
Altersbestimmungen schon vor 4,0 Milliarden Jahren auf Grönland Krustengesteine Wld daß 
es vor J,8 Milliarden Jahren schon ein magnetisches Dipolfeld der Erde in vergleichba­
rer Stärke gab. Daraus folgt bei Annahme einer hydromagnetischen Dynamotheorie die Exi­
stenz eines flüssigen Erdkerns mit metallischer elektrischer Leitfähigkeit .für jene Zeit. 
Vermutlich war die Entmischung nach Entstehung der Erde der beherrschende Vorgang. Dabei 
dürfte auch Wärme nach außen getragen worden sein, der eigentliche_Motor der Bewegung 
aber bestand nicht in thermisch, sondern in chemisch bedingten Dichtedifferenzen Wld 
den dadurch entstehenden Auftriebskräften. Wir wollen deshalb von Entmischungskonvek­
tion sprechen. Dieser Abschnitt beschäftigt sich hauptsächlich mit folg�ndem:hydromecha­
nischem Stabilitätsproblem, welches bei der Schweresonderung der Erde, aber auch außer­
halb der Geophysik seine Bedeutung hatr 

Eine Schicht (oder ein Halbraum) mit einer viskosen Flüssigkeit größerer Dichte über­
lagert eine Schicht (oder einen Halbraum) ·mit einer viskosen Flüssigkeit geringerer 
Dichte. Senkrecht zur Grenzebene wirkt ein homogenes Schwerefeld. Wann beginnt die Strö­
mung und wie lautet das Geschwindigkeitsfeld? Das umrissene Problem ist ein Spezialfall 
der Rayleigh-Taylor-Instabilität, bei der bisher der Einfluß der viskosen Dissipation 
nicht berücksichtigt wurde. Daß aber dieser Einfluß bei der Entmischungskonvektion in 
der frilhen thermischen Geschichte der Erde eine Rolle gespielt haben kann, zeigt folgen­
de tlberlegungs Druckversuche an den Silikaten und Oxiden, au� denen sich der Erdmantel 
vermutlich zusammensetzt, ergaben zwar für die elektrische Leitfähigkeit einen Sprung 
von der richtigen Größenordnung, .für die Dichte aber recht kleine Zuwächse. Deshalb 
neigt man heute dazu anzunehmen, daß die Kern-Mantel-Grenze kein Phasensprung ist, son­
dern daß der äußere Erdkern sich vom unteren Mantel in seiner chemischen Zusammensetzung 
wesent1ich unterscheidet. Diese Erkenntnis wirft sofort die Frage nach der Entstehung 
dieses chemischen Unterschiedes auf. Zwei Antworten und ihre M�schformen sind denkbar: 
a) Der Erdkern war schon bei seiner Entstehung vom etwas später entstandenen Mantel
chemisch verschieden (Eukens Annahme). b) Der Kern entstand nach Bildung einer Urerde
durch Schweredifferentiation (O.J. Schmidts Annahme). Es scheint so, als würde das
Eisen bei Drücken, die man in einem Solarnebel erwarten muß, nach oder etwa gleichzeitig
mit den Silikaten kondensieren, wenn der Nebel sich abkühlt (ANDERS, 19681 BLANDER und
ABDEL-GAWAD, 19691 BLANDER und KATZ, 19671 LARIMER und ANDERS, 1970). Auch die heutigen
hohen Temperaturen im Erdinneren sind ohne die bei der Differentiation freiwerdende
Grsvitationsenergie schwer denkoar, zumal man aus verschiedenen Grilnden eine im Ver­
gleich zur Erdkruste geringe Konzentration radioaktiver Elemente im Erdinneren annehlnen
muß, Beide Argumente sprechen für eine Entstehung des Erdkerns durch Differentiation.
Die Di:fferenz zwischen der potentiellen Energie einer Erde, in der die chemischen Ele­
mente homogen verteilt sind, und der der heutigen Erde heiße Gravitationsenergie. Sie
beträgt nach LYUSTIKH (1948) ~ 1,5 , 1038 e:rg. Das liegt in der gleichen Größenordnung

-
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wie die radioaktive Energie(~ 2,0 , 1038 erg, vgl. LUBIJ40VA, 196?). Die Kruste gibt es 
seit mindestens 4 .1 o9 a. BLACK u. a. (19?1 ) fanden Alter von 0980 ±. 1 ?0) Ms in West­
Grönland. Untersuchungen an 3 bis 4.109 a alten Gesteinen zeigen, daß das Magnetfeld in
dieser Zeit größenordnungsmäßig dem heutigen gleich war. Daraus foigt aber, daß damals 
der Erdkern auch schon flüssig, elektrisch leitfähig wie ein Metall und relativ groß 
gewesen sein muß, wenn man voraussetzt, daß das magnetische Hauptfeld der Erde durch 
einen Dynamomechanismus erzeugt wird. �s liegt also nahe anzunehmen, daß die Differen­
tiation des Kernes vor 4,109 a im wesentlichen abgeschlossen war, Da das Alter der Erde
bei~ 4,6 • 109 a liegen dürfte, ist es klar, daß in den ersten 0,6 • 109 a der Exi­
stenz der Erde die Gravitationsenergie von ~ 1,5 , 1038 erg verbraucht worden, d. h. 
durch Dissipation in Wärme umgewandelt worden sein muß. Entsprechend dem bekannten ra­
dioaktiven Zerfallsgesetz verteilen sich die ~ 2,0 • 1038 erg der radioaktiven Ener­
gie gleichmäßiger über die ~ 4,6 • 109 a der Existenz der Erde; sie dürften also wäh­
rend der Differentiation des Kernes von geringerer Bedeutung gewesen sein. Als dritte 
wesentliche Energiequelle muß man nach SAFR0N0V (1969) mit der Einschlagenergie großer 
Körper rechnen, Dabei ergibt sich in den ersten Hunderten von Ma eine Temperaturvertei­
lung mit einem Maximum in Tiefen des heutigen oberen Mantels. Für die ersten Massenum­
lagerungen nach dem Auftreffen der vorplanetaren Körper gibt es nun zwei Möglichkeiten. 
Möglichkeit (1) ist realisiert, falls die anfängliche Usssenverteilung (über viele km3 

gemittelt) homogen ist. Dann wird in einer dünnen Schicht um das Maximum der Tempera·­
turkurve zunächst thermische Konvektion einsetzen, ohne daß die SchmelzteJnperatur Tm
erreight ist. Da aber dann kleine Eisenbrocken in der Matrix schon geschmolzen sind, 
werden sie sich bei Berührung mit der "festen" unteren Fläche der Konvektionsschicht 
absetzen, Die an Eisen verarmte Matrix über der so entstehenden dünnen Schicht flüssi­
gen Eisens ist aber spezifisch leichter als die darüber befindliche Schicht mit ur­
sprünglicher Zusammensetzung, so daß hier zusätzlich zur thermischen eine Rayleigh­
Taylor-Instabilität entsteht. Die Gravitationsenergie, die bei der dann einsetzenden 
Entmischungskonvektion frei wird, wird großenteils durch Dissipation in Wärme umgesetzt. 
Da die Viskosität stark von der Temperatur abhängt, wird der Konvektionsmechanismus da­
durch beeinflußt. In diesem Abschnitt soll analytisch geprüft werden, ob und in welcher 
Weise sich auch die Lösung für das Anfangsstadium (marginal state) der Entmischu.ngskon­
vektion dadurch ändert. Das Problem wird möglichst allgemein behandelt, so daß es von 
den erörterten Hypothesen zur Evolution der Erde weitgehend unabhängig ist. 

Möglichkeit (2) ist verwirklicht, falls die Massenverteilung der Urerde von der Homo­
genität abweicht, auch wenn man über recht große Volumina mittelt. Dann sind die stoff­
lich bedingten Dichteunterschiede so groß, daß die geringen Dichteunterschiede infolge 
der Wärmeausdehnung keine Rolle spielen können und damit initiale thermische Konvektion 
unmöglich ist. In diesem zweiten Falle. fände bei der Einsatztemperatur des quasihomoge­
nen Falles also noch keine Bewegung s�att, sondern die Temperatur stiege infolge radio­
aktiver Aufheizung weiter langsam an. Sobald die Temperaturkurve die Kurve der Schmelz­
temperatur berühren würde, schmölze eine dünne Schicht um das Maximum der Temperatur­
kurve und die Stoffe sonderten sich entsprechend der Schwere in Fraktionen. Weitere Aus­
führungen zum Problem der Verquickung zwischen Schweresonderung und Konvektion in der 
frühen Geschichte der Erde findet man in Abschnitt 1. 
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14.2, Die Rayleigh-Taylor-Instabilität mit viskoser Dissipation 

14.2.1, Grundgleichungen 

Wir benutzen folgende hydrodynamische Grundgleichungen. 
Impulserhaltung: 

(14,1) 

Energieerhaltungs 

{14.2) 

14assenerhaltungs 

{14,3) 
avk� = 0 .

Zustandsgleichungen: 

{14.4) e = e
0

(1 - a(T - T
0
)). , 

{14,5) TJ = TJoe 
k*Tm(p)/'J:

187 

wobei e = Dichte; vi = b = Geschwindigkeit; p = Druck; t = Zeit; gi = g = Schwerebe­
schleunigung; xi= r = Ortsvektor; cv = spezifische Wärme bei konstantem Volumen;'T =
absolute Temperaturi K = Wärmeleitfähigkeit; Q = Wärmeproduktionsdichte; TJ·= dynamische 
Scherviskosität; er= isobarer thermischer Ausdehnungskoeffizient; Tm= Schmelztempera­
tur. cv, K, o:, e

0
, TJ

0 
und k* werden als konstant angesehen. Wegen der bereits er­

wähnten geringen Bedeutung der radioaktiven Wärmeproduktion wird Q = 0 gesetzt. 
{14,3) zeigt, daß die Flüssigkeit als inkompressibel vorausgesetzt wurde. Die Grund­
gleichungen (14.1) bis (14,5) stellen sieben skalare Gleichungen für folgende sieben 
Funktionen dars v

1
, v

2
, v3, e, p, T, TJ, Die sieben Funktionen hängen ab von dem Kompo­

nenten des Ortsvektors x.,, x
2
, x

3 
und der Zeit t. x3 ist nach oben gerichtet. Es

liegt nahe, den Nullpunkt in die Grenzflä9he zwischen den beiden Schichten (oder Halb­
räumen) zu legen. Wenn wir darauf verzichten, die initiale thermische Konvektion zu be­
handeln, können wir a = 0 setzen. Die Rayleigh-Taylor-Instabilität mit viskoser Dis­
sipation kann auch mit a = 0 behandelt werden, weil 

{14,6) le(n)a(T - T )1 < e<1) - �(2)
0 0 0 0 • 

Der obere Index (1) bezeichnet die obere Schicht, (2) die untere; (n) bedeutet {1) oder 
(2), Es wird also angenommen, daß der entscheidende Einfluß der viskosen Dissipation 
über die Temperaturabhängigkeit der Viskosität (14.5) wirksam wird. Nun leiten wir die 
Störungsgleichungen her, indem wir wie üblich das System als leicht gestört einführen 
und bestimmen, wie si�h diese Störung entwickelt. Die Dichte sei e + öe, wobei öe 
eine kleine Störung bedeutet. 6p ist eine kleine Druckstörung. Auch die Geschwindi�­
keiten werden jetzt als klein betrachtet, so daß der zweite Term der linken Seite von 
(14.1) vernachlässigt werden kann. Zur Ergänzung von (14. 3) mu,13 dann noch 

-
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(14.?) h- öe + vi �� = o 
i 

eingefUhrt werden, um die Konstanz der Dichte individueller Teilchen zu sichern. Per­
ner wollen wir annehmen, daß die Viskosität 11 zwar von x3, nicht a"ber von x., und
� abb.ängts 

(14.8) 11 = 11(x3) •

Der nach oben gerichtete Einheitsvektor heiße Ai= (0,0,1). Aus (14.1) ergibt sich 
danns 

a a 2 :v3 avi (14.9) e � vi = - � öp + 17V vi + ( x + äx)
1 i . 3 

Für unsere Problemstellung folgt aus (14.?): 

(14.10) h Ö{l = - V3 -� • 
3 

Wir nehmen nun wie üblich an, daß die Lösungen sich aus der Multiplikation von Funk­
tionen, die nur von :x3 abhängen, mit

(14.11) exp(U..,� + �x2 + nt) 

ergeben, wobei ir., , k2 und n Kons tanten sind. l!'erner definieren wir 

und d D = a:i:•
3 

Nun formen wir die drei skalaren Gleichungen (14.9), die Gleichungen (14.3) und (14.10) 
unserem Ansatz entsprechend der Reihe nach ums 

(14.1 3) ilc.iöp = - nev1 + 11(D2 - k2)v1 + (Dl7)(1k,v3 + nv-1)

( ) ö 2 2 
14.14 1¾ p = - nev2 + 17(D - k )v

2 
+ (Dt7)(ik

2
V3 + Dv

2
)

(14.15) D6p = - nev3 + 11(D2 - k2)v3 + 2(Dt7)(Dv3) - göe, 

(14-.16) 1k,v1 + 1¾V
2 

: - DvJ •

(14-.1?) A 8Q : - v3De •

Wir multiplizieren (14.13) mit -n,, (14.14-) mit -ik
2 

und benutzen (14.16) und 
(14.12)11 

(14.18) Jc2öp : [-De+ 1J(r:J - Jc2))Dv
.3 

+ (Dt7)(D2 + Jc2)v
.3 

• 

Aus (14.15) und (14.17) 

(14.19) Mp = - nev3 + 11(D2 - k2)v3 + 2(Dt7)(Dv3) + f (Dc;,)v3•

Kit Q = 0 folgt aus (14.2)1 
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(14.20) '1 = 

a a a
2 

2{c�(3t + vk rx;J - ,c a�äx,)T
äv1 ävk 2 

Ca�+ äx1
) 

189 

ne RICB (1971, s. 1451) kann man die Energiebilanz in dimensionslosen Variablen schrei-
bens 

(14.21) !! • v e - � v2e + agd �•
- NI CV ' t 

wobei d eine charakteristische Länge und Ra die Ra;yleigh-Zahl ist •. Wenn man annimmt, 
daß die Größenordnung der Zahlenwerte für die Differentiationsschicht der frühen .Erde 
mit der des heutigen oberen Mantels übereinstimmt, dann kann man folgende Annahmen ma­
chens g - 1000 cm/a2; d- 2.10? cm (geschätzte Schichtdicke). Mit ZHARKOV u. a. 
(19?1) schätzen wir «/cp - cr/cv ,:- 5,10-12 g/erg und Ba - 106• Daraus ergibt sich:

(14.22) �!4 - 10-1 1 k - 1 o-6 1 agd/cv > 1/Ra •

Kit (14 .• 22)3 ergibt sfüh, daß man in (14.20) den Wärmeleitungsterm vernachlässigen darf.
Setzt man weiterhin voraus, daß sich die Viskosität nur langsam ändert, so bekommt man 
aus (14.20)1 

(14.23) 

Wir beschränken uns jetzt auf Strömungen in der x,x3-Ebene, d. h.

(14.24) und äx2 ••• 
= 0 • 

(14.25) 

(14.25) vereinfacht sich mit (14.8) und (14.12)
2 

aufs 

(14.26) 
c�vllr 

11 = 
2 .(Dv1) 

Aus (14.16) entsteht mit (14.24)1 s 

(14.2?) i1cv1 = - DYJ •

Daraus erhält man durch Ditterentiation: 

(14. 28) DY1 : 1k-1D2v3

(14.29) (l)or1 )2 : -1c-2
(D

2T
3

)2 •

.lus (1 4.26) und (14.29)1 

-
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(1 4. 30)
k2ovev

3
DT 

1J = - (D2v3)2 •

Da unsere Rechnungen ohnehin für den Anfangszustand (marginal stete), d. h. für die Ver­
hältnisse vor, während und kurz nach Beginn der Strömungen gelten, kann man näherungs-
weise 

(1 4.31 ) DT = c•v3 
in Formel (1 4.30) einführen, wobei c• eine negative reelle Konstante ist.·Ferner de­
finieren wir zwei Konstanten: 

(1 4.32) C = C c• 
V 

und K = k2c/n . 

Daher: 

k2ecv2 

- .!L '1 (1 4.33) 1) = - 3 und = K 

(D2v )2 en (D2v )2 • 
3 3 

Innerhalb jeder der beiden Flüssigkeiten, als die wir kontinuumsmechanisch die nichtge­
schmolzenen zwei Schichten (Matrix mit Eisen und Matrix ohne Eisen) behandeln können, 
ändert sich die Dichte nicht. Folglich verschwindet wegen De= 0 der letzte Term von 
(14.1 9). Nun differenzieren wir (1 4.1 8) nach x3 und multiplizieren (1 4.1 9) mit k2 • 
Beide Gleichungen dividieren wir durch -DQ und kombinieren sie: 

(1 4.34) D{[1 - e'k (D2 - k2)]Dv
3 

- ;n (DT))(D2 
+ k2)v

3
} = 

= k2{[1 - fxi(D2 - k2)]v3 - e
2
n(Dl'J)Dv3} • 

Jetzt wird (14.33)
2 

in (14.34) eingesetzt: 

v2 v2 

{1 4.35) D{[1 + K 23 
2 (D2 - k2)]Dv3 + K[D 23 2](D2 

+ k2)v3} = 
(D v3) (D v3) 

Daraus: 

k2{[1 1 2 2 Vj 
= + K 

(D2v )2 (D - k )]v3 + 2K[D 2 2JDv3} •
3 (D V3) 

(1 4.36) (1 + K[±]2(D2 - k2)}(D2 - k2)v3 = K[D(�)2] • 
D� D� 

· {-(D2 - k2)Dv3 - (D2 + k2)Dv3 + 2k2Dv3} - K[D2(±) 2](D2 + k2)vJ.
D v

3 
Falls man die Abkürzung D = ' teilweise einführt, ergibt sich aus (14.36): 

V 

(14.37) [1 + K(�)2(D2 - k2)](D2 - k2)v3 + 

+ 2K[D(�)2](D2 - k2)DvJ + K[D2(�)2](D2 + k2)v
3 

= 0
3 V3 
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14,2,2. Lösungen und Schlu§tolgerungen 

Der wesentliche Teil.der Aufgabe wäre gelöst, wenn die allgemeine Lösung v
3

(x3)
dieser nichtlinearen Ditterentialgleichung (14, 3?) bekannt wäre. Durch die .kompakte 
Schreibweise von (14. 37) wird die Schwierigkeit des Problems noch verschleiert. Man 
vergegenwärtige sich z. B. , daß 

(14. 38) 

und 

(14.39) 

D(�)2 = 2(v v•� - 6"1 )/v113 
V

3 
3 3 � 3 3 3 

D2(
v3)2 - 2(v•2vn2 + v v"3 v2v"v"" 4v v'v"v"' + 3�v"' 2)/v!!4 

vj' 
- 3 3_ 3 3 

- 3 3 3 - . 3 3 3 3 3 3 3 • 

191 

Um später (14.37) lösen zu können, lösen wir zunächst fil Differentialgleichung, die 
aus (14.37) durch Weglassen des zweiten und des dritten Terms entsteht, Diese Gleichung 
multiplizieren wir mit v112

1 

{14.40) v112(v" - k2v) + Kv2(v"" - 2v"k2 + vk4) = 0 • 

Eine exakte partikuläre Lösung dieser ebenfalls nichtlinearen Differentialgleichung 
{14.40) ist 

wobei '1 und A
2 

Konstanten sind. Unter der Voraussetzung, daß 

(14.42) K2 
> 4k4 

gilt, finden wir als allgemeine Lösung von (1r4�•�4 �0.._ ____ _

(14.43) 
K li22 - 2 + -V � + Kk"' • X3 +

wobei '1 • A
2
, B1 und B

2 
Konstanten sind. Bedingung (14.42) ist äquivalent' zus 

(14.44) 

Wir versuchen nun abzuschätzen, ob (14 .44) erfüllt ist und benutzen dabei zur Abschät­
zung der Größenordnung Werte, die sich auf die heutige Erde beziehen. 

C "" 
V 

DT .,. 4000K,a 
v 3 3000 km • 3 cm ' 

107 erg/g , K 

(s, ZHARKOV u. a., 1971, S, 33), Aus diesen Werten und (14.44) folgt 

{14.45) n < 6 . 108 s-1 •

{14.41) 

) 
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Sieht man t - 1 O Ka als eine vernünftige Größenordnung für die Dauer des Vorgangs an,
· nt 

dann läuft Bedingung (14.42) darauf hinaus, daß für den Faktor e in unserem Ansatz 

(14.46) ent < e 1, a .1023 

gilt. Man sieht also, daß (14.42) praktisch immer erfüllt ist. Der zweite und der drit­
te Te.rm von (14.37) sind dann vernachlässigbar, wenn immer 

.1 +l- ! + �-%3 _J_ ! + P-"3 31
(14.47) (:S., e ± B

2
e ) < 1 

gilt, wobei± bedeutet, daß (14.47) sowohl für+ als auch für - gelten muß. Da das für 
kleine Anfangsgeschwindigkeiten immer zu erfüllen ist, ist (14.43) auch als approxima­
tiv für (14.37) gültige allgemeine Lösung zu betrachten. Indem wir (14.32)

2 
benutzen, 

entwickeln wir das Quadrat q• 2 der Exponenten des 3. und 4. Terms von (14.43) in 
eine Reihes 

(14.48) = 
2 n n2 

k (1 - - + 2 - • , ·) .
C 

C 

CHANDRASEKHAR (1961, s. 441, Formel (98), fand für dasselbe Problem� viskose Dissi­
pation eine Lösung mit 

(14.49) = 

wobei v(= i) die kinematische Viskosität ist. Um (14.48) mit (14.49) formal verglei­
chen zu können, setzen wir formal (14.33)1 in den zweiten Term von (14.49) ein:

(14. 50) n 
k2v =

2 ? 
n (D ��)� 

- - • 4 •
C k V3 

Setzt man hier die Lösung (14.43) und ihre zweite Ableitung ein, so erkennt man, daß 
sich die Größenordnung des zweiten Terms nicht ändert. Da der dritte und die weiteren 
Terme in (14.48) im Vergleich zum ersten und zweiten Term klein sind, werden sich die 
Lösungen des Rayleigh-Taylor-Problems mit Berücksichtigung der Umwandlung potentieller 
Energie in Wärme und deren Einfluß auf die Viskosität für den Beginn der konvektiven 
Strömungen nicht von den Lösungen des Problems ohne Berücksichtigung dieser Umwandlung 
unterscheiden. Zu Beginn der Strömung wird die ursprünglich waagrechte und ebene Trenn­
fläche zwischen den beiden Medien leicht gewellts An den Stellen, wo das weniger dichte 
Medium nach oben steigt, entsteht zunächst eine leichte Ausbeulung nach oben; an den 
Stellen, wo das dichtere Medium nach unten sinkt, entsteht zunächst eine leichte Aus­
beulung nach unten. Insbesondere wird die vorherrschende mittlere "Wellenlänge" dieser 
leichten Beulungen am Anfang größenordnungsmäßig gleich sein der des Problems ohne Be­
rücksichtigung der Umwandlung von potentieller Energie in Wärme und ohne temperaturab­
hängige Viskosität. Will man aber nicht nur die Größenordnung bestimmen, so muß man 
unsere Lösung (14.43) benutzen, deren Konstanten entsprechend den Randbedingungen be­
stimmen und mit unserer Lösung die Rechnungen von CHANDRASEKHAR (1961) ab s. 443 ab­
wandeln, was verhältnismäßig einfach ist, so daß es hier nicht ausgeführt wird. TUR­
COTTE u. a. (1974) haben gezeigt, daß der Einfluß der viskosen Dissipation auf thermi­
sche Konvektion mit größerer Amplitude groß ist, so daß man vermuten kann, daß dieser 

.2 q 
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Einfluß auf Entmischungskonvektion mit größerer Amplitude ebenfalls beträchtlich ist. 
wie wir gezeigt haben, ist dieser Einfluß im Anfang der Strömung jedoch gering. 

Es ist zu vermuten, daß die behandelte Entmischungskonvektion für ein frühes Sta­
dium der Erdentwicklung maßgeblich war, während die heute im Erdmantel herrschenden 
Massenverlagerungen hauptsächlich durch thermische Konvektion bewirkt werden. 

14,3. Einige verwandte Probleme 

Eine interessante Frage ist, ob bei der Entmischungskonvektion ±n der frühen Erde 
oszillierende Lösungen mit wachsenden Amplituden (overstability) möglich sind. Wir be­
handeln das Problem diesmal nach CHANDRASEKHAR (1961, s. 436-440), ohne viskose Dissi­
pation. Falls n komplex ist, muß gelten: 

(14. 51) 

Falls für die frühe Erde wie für die jetzige (siehe z. B. WEERTMAN 19?0) überall in 
der Tiefe des jetzigen oberen Mantels 

(14. 52) D277 > 0 

gilt, dann müßte wegen (14.51) in dieser für Differentiation und Entmischungs-Konvek­
tion in Frage kommenden Tiefe 

(14. 53) re(n) < 0 

gelten. Damit aber wäre laut Ansat� (14.11) in der Amplitude anschwellende periodische 
Lösungen unmöglich. 

Eine andere Frage, die n�cht mit der frühen Geschichte der Erde zusammenhängt, ist 
die, ob die Kelvin-Helmholtz-Instabilität bei der gegenwärtigen Plattentektonik eine 
Rolle spielt. Es existiere in einem unteren Halbraum eine stationäre Strömung in :x:.,­
Richtung mit einer Geschwindigkeit U, die eine Funktion der Tiefe (-x3) ist. Eine
notwendige Bedingung für die Stabilität (CHANDRASEKHAR, 1961, s. 491) dieser Strömung 
ist, daß für die Richardson-Zahl J 

(14.54) J > ¼ 

gilt, wobei 

(14.55) J = - g d(>/dx3
e (dU/dx3)2 

Wir wollen eine Platte von 100 km Dicke annehmen, die sich mit 3115 cm/a(= 10-? cm/s)

bewegt. Ein Anhänger der Hypothese, daß sich die Platten nicht durch Konvektion bewe­
gen, mag annehmen, daß die Geschwindigkeit U bis in 400 km Tiefe linear bis auf O ab­
nehme. Ein Konvektionist mag annehmen, daß die Geschwindigkeit unterhalb der Platte 

-

Jd 2 1 12 4 21 12 . 1 12 -21 2 12 
= - (D ~) v3 dxJ - J ~(k v3 + 2 DvJ + k D v3 )dxJ. 

0 0 
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linear mit (-d.U/d%
3
:)3 ,3 •10-15 sec-1 zunehme. Das läuft wegen des Quadrates im Nenner

au.t dasselbe· hinaus. IPllr die Dichteverteilung benutzen wir Tab. 2 .von HADDON und BULLEN 
(1969). So erhält man eine Richardson-Zahl von 3 ,6.1023. Gleichung (14.54) ist also un­
bedingt erfüllt. Das Auftreten einer Kelvin-Helmholtz-Instabilität lä�t sich also f'iir 
die Plattentektonik nicht zeigen. 

' 

' 
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15. SChluBfolgerungen

a) In der Arbeit werden die llantelkonvektion, die llöglichkeit eines thermokonvektiven
Antriebs des Geodynamos und die Druckabhängigkeit von Dichte und Schmelztemperatur be­
handelt. Es erweist sich, daß diese Themen eng miteinande.r verflochten sind.

b) wenn man in ttbereinstimmung mit geochemische� Modellen annimmt, daß der untere lfan­
tel an radioaktiven Quellen ärmer ist als der obere, daß die effektive Viskosität des
Kantels mit steigender Temperatur sinkt und daß Gitter- und Strehlungs-Wirmeleitf'ähig­
keit Messungen entsprechend gering sind, so ergibt sich ein Mechanismus episodischer
Konvektion im unteren Mantel.

c) Die numerische Auswertung der Theorie ergibt Konvektionsepisoden bei etwa 2820,
3633, 4128 und 4496 Millionen Jahren nach Entstehung der Erde, wobei ein Alter der Er­
de von 4600 Millionen Jahren angenomen wurde.

d) Der Vergleich.mit Gastils Kurve der globalen magmatischen Aktivität zeigt, daß die
vier höchsten llaxima dieser Kurve mit den genannten theoretischen Zeiten der Unterman­
tel-Konvektionsepisoden übereinstimmen.

e) Im Pbanerozoilrum, d. h. insoweit Daten vorliegen, gibt es in Osteuropa und Nordame­
rika zu diesen Zeiten große Transgressionen. Es wird gezeigt, daß letztere zu� Zei­
ten auftreten, in �enen sich das geomagnetische Dipolfeld nur selten ump9lte.,

f) Gestützt auf diese Ergebnisse vermutet der Verfasser, daß die Untermantel-Konvektion
episodisch die dauernd vorhandene Obermantel-Konvektion verstärkt und daß dadurch episo­
disch die magmatische und orogenetische Aktivität in der Lithosphäre erhöht wird.

g) Andererseits bestimmt der untere .Mantel weitg�hend die Randbedingungen der hydroma­
gnetischen Konve}ction im äußeren Erdkern. Es ist deshalb zu vermuten, daß die Konvek­
tionsepisoden im unteren Mantel die geomagnetische Umpolungshäuf'igkeit beeinflussen.

h) Motiviert durch eine neue Untersuchung des Kernparadoxons wird für hohe Koordina­
tionszahlen die Abhängigkeit der Schmelztemperatur vom Atomvolumen bestimmt. Die erste
Herleitung geht von einem zwischenatomaren Potential und einem Versetzungsmodell aus,

die zweite Herleitung ist hauptsächlich thermodynamischer Natur. Beide führen aut das
gleiche Ergebnis. Dieses kann als eine Bestätigung des Lindemann-Gesetzes gedeutet wer­
den. 

1) Aus der Schmelztemperatur, dem Po�elgewicht und pb;ysikalischen Meßgrößen, die tür 
den äußeren Erdkern al� :Punktion der Tiefe bekannt sind, wurden dimensionslose Größen
gebildet. Diese Größen wurden als :Punktion des Druckes filr die chemischen Elemente und
einfache Verbindungen untersucht, um nach einer künftigen genaueren Bestimmung der che­
mischen Zusauensetzung des Außenkerns das PbaseDdiagramm realistisch abschätzen zu
ldSzmen.

j) Aua einem Ausdruck f'Ur die f'reie ID.thalpie wurde eine neue Zustandsgleichung tUr Me­
talle hergeleitet. Dabei wurden nicht nur die Gitteranteile, ao�ern auch die l'ermi­
lnergie, die Austausch- und die l'.orrelationa-Bnergie der Bl.ektronen berUckaichtigt.

-
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k) Die neue Zustandsgleichung wurde·zusammen mit zwei anderen bewährten Gleichungen an
40 Stoffen erprobt. Es ergab sich nicht nur für Metalle, sondern auch für Halogenide
und Oxide gute Ubereinstimmung mit den Hochdruck-Meßwerten, wobei die neue Gleichung
für die meisten Stoffe Verbesserungen brachte. Die benutzten Eingangsparameter sind in
allen drei verglichenen Zustandsgleichungen dieselben, obwohl die Herleitungen sich
grundsätzlich unterscheiden.

1) In einer auf heuristisch gefundenen Postu:laten beruhenden, aber quantitativen Theo­
rie werden Aussagen über die theoretische Topographie der Erde hergeleitet, die enge
Ubereinstimmung mit Beobachtungsergebnissen zeigen. In Verbindung mit hydrodynamischen
Ergebnissen weist diese Theorie darauf hin, daß Tiefe und Breite einer Konvektionszelle
des Mantels etwa gleich groß sein dürften, obwohl es gleichzeitig Zellen von repht ver­
schiedener Größe geben kann.

m) Es wurden verschiedene hydrodynamische Stabilitätsprobleme gelöst, deren spezielle
Bedingungen verschiedene Aspekte der Mantelkonvektion modellieren. Bemerkenswert er­
scheint die erstmalige Behandlung des Bbnard-Problems von mikropolaren ·Flüssigkeiten.

n) Die Frage der Entmischungskonvektion der Erde in einem frühen Entwicklungsstadium
wurde erörtert. Das Problem der Rayleigh-Taylor-Instabilität mit viskoser Dissipation
wurde gelöst. Hinweise auf ungeklärte Fragen findet man 1n den einzelnen Abschnitten
der Arbeit.
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ANHANG 

Benutzte physikalische Stoffkonstanten der chemischen Elemente für p = o. 

Schmelztemperatur Tm nach GSCHNEIDNER (1964), Formelgewicht p nach EBERT
(1976), Dichte e und Inkompressibilität K für die seltenen Erden und Ak-
tinide nach KITTEL_(1973), Dichte, Inkompressibilität ·und ihre Ableitung nach 
dem Druck für die anderen Elemente nach ULLMANN und PAN'KOV (1976). Ein be-
trächtlicher Teil der Datensammlung in letztgenannter Arbeit stammt von O.L. 
ANDERSON (1966) und GUINAN und STEINBERG (1974). lti ist die durch Gl. (6.32) 
definierte dimensionslose Größe für P = O, wobei R

0 
= 8,31441 J/(K,mol). Der 

mit a) bezeichnete Wert gilt eigentlich für bcc-Eisen, zieht man die hypothe-
tische Schmelzpunktkurve von hcp-Eisen von LIU (1975) nach niedrigen Drücken, 
so kommt man auf denselben Wert. 

Element T
m

[K]• e[g/cm'J K
0
[kbar] F[kg/mol] N

1 
K

1 

Li 454 0,534 115 6,94 39,59 3,56 
Be 1557 1,84 1100 9,01 41,61 4,6 
B 2498 2,31 1785 10, 81 40,22 3,26 

Na 370,8 0,970 61,8 22,99 47,51 3,59 
Mg 923 1,74 344,2 24, 31 62,66 4,16 
Al 933,2 2,697 729,1 26,98 94,00 4,7 
Si 1685 2,33 970,8 28,09 83,54 4, 16 
P(r) 868 2,35 192 30,97 35,06 6,68 

K 336,6 0,86 31 ,2 39,10 50,69 3,85 
Ca 1112 1, 53 163 40,08 46, 18 2,7 
Sc 1812 2,98 546 44,96 54,68 2, 1 
Ti 1941 4,50 1060 47,90 69,91 4,37 
V 2178 6,09 1537 50,94 70,99 3,5 
Cr 2148 7,194 1600 52,00 64,76 4,89 
Mn 1517 7,47 597 54,94 34,81 5,0 
Pe(e) 18088

) 8,36 2060 55,85 91, 55 4,0 
Co 1765 8,79 1860 58,93 84,98 4,26 
Ni 1726 8,90 1790 58, 71 82,28 6,20 
Cu 1356 8,932 1330 63,55 83,93 5,65 
Zn 692,655 7,14 647 65,37 102,86 6,40 
Ga 302,8 5,91 568 69,72 266, 15 3,6 
Ge 1209 5,33 724,3 72,59 98,13 4,35 
As 1090 5,77 631 74,92 90,40 5,2 
Se 490 4,81 89,7 78,96 36, 14 5,8 

-

/' 
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Tab. 6.1 (Fortsetzung)

Element Tm[K] e[g/cm�] x
0

[kbar] IP[kg/mol] N1 JC1 

Rb 311,8 1,53 26,2 85,4? 56,46 3,39 

Sr 1045 2,58 116,1 8?,62 45,38 2,1 

y 1??5 4,4? 410 88,91 55,26 2,1 

Zr 2123 6,53 949 91,22 ?5,11 4,11 

Nb 2?41 8,63 1690 92,91 ?9,84 6,9 

Mo 2888 10,218 2610 95,94 102,06 4,4 

Tc 2443 98,91 

Ru 2553 12,44 3030 101,0? 115,9? 6,61 

Rh 2233 12,42 2820 102,91 126,8? 4,50 

Pd· 1825 12,04 1880 106,4- 109,49 5,35 

Ag 1234 10,50 1015 10?,8? .101,63 5,-53 

Cd 594,18 8,65 457,9 112,40 120,44 6,?? 

In 429,76 7,29 · 392 114,82 1?2, ?8 6,0 

Sn 505,06 ?,28 532 118,69 _206,55 6,01 

Sb 903,6 6,69 411 121,?5 99,56 4,9 

Te 722,8 6,2? 233 12?,60 78,90 8,3 

Cs 301,8 1,83 1?,9 132,91 51,81 3,1? 

Ba 998 3,61 94,3 137,34 43,24 2,43 

La 1193 6,16 267 138, 91 60,?0 3,2 

Ce 10?0 6,?? 239 140,12 55,60 

Pr 1208 6,78 306 140,10 62,95 

Nd 129? 7,00 327 144,24 62,48 

Pm 1308 141,91 

Sm 1345 7,54 294 150,4 52,44 

Eu 1099 5,25 14? 151 ,96 46,5? 

Gd 1585 ?,89 383 15?,25 5?,92 

/ 
Tb 1629 8,2? 399 158,93 56,61 

Dy 1680 8,53 384 162,50 52,3? 

Ho 1?34 B,80 39? 164,93 51,61 

Er 1?70 9,04 411 167,26 51,6? 

Tm 1818 9,32 397 168,93 4?,61 

109? 6,9? 133 1?3,04 36,20 

Lu 1925 9,84 411 179,9? 46,9? 
Yb 

... 
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Tab. 6.1 (Fortsetzung)

Element Tm[K] e[g/cm'J x
0

[kbar] P[kg/mol] . 1'11 "1 

Hf 2495 13,25 1080 178,49 70,13 3,95 
Ta 32?1 1 6,62 1910 180,95 76,46 3,15 
i' 3653 19,26 3060 183,85 96,17 3,95 
Re 3433 21,03 3587 186,2 111,27 5,41 
Os 3300 22,58 4200 190,2 128,94 3,4 
Ir 2716 22,65 3580 192,22 1 34,53 4,83 
Pt 2042 21,47 2770 195,09 148,25 �,1 8 
Au 1336,2 19,30 1664 1 96,97 152,86 6, 51 
Hg 234,28 14,24 282 200,59 203,92 4,6 
Tl 576 11,85 337 204,3? 121,37 5,1 
Pb 600,576 11,34 419 207,2 153,31 5,72 
Bi 544,525 9,807 332 · 208,98 1 56,26 6,06 

Th 2024 11,72 543 232,04 63,88 
u 1404 19,05 987 238,03 105,65 

, 

-
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Tab. 6.2 Physikalische Stoffkonstanten chemischer Verbindungen fiir P = O. Schmelz-
temperatur T und Formelgewicht F nach JANZ (1967); Dichte, Inkompres-

m 
sibilität und ihre Ableitung nach dem Druck nach ULLMAN N und PAN'KOV (1976),
außer den mit a) bezeichneten Werten, die nach einer persönlichen Mitteilung
von PAN'KOV (1978) Hochdruckphasen der·zwei Stoffe kennzeichnen. N1 wurde 
nach Gl. .(6. 32) berechnet 

Ver- Tm[K] e[g/cm3] x
0

[kbar] F(kg/mol] N1 x1 bindung 

Fe0 1642 5,91 1470 71,85 130,90 4,0 

Fe3o4 1867 6,4 a) 3600 a) 231, 55 839,06 3,28) 

FeS 1466 6,25 1690 87,91 195,02 4,96 
FeS2 1444 5,028) ·1480 a) 119,98 294,62 5,58) 

Beo 2523 3,008 2186 25,01 86,64 5,50 

MgO 3073 3,583 1599 40,31 70,41 4,25 
Ca0 2873 . 3,345 1b49 56,08 73,62 5,26 
SrO 2688 4,990 820 103,62 76,19 6,1 
------------------------=====--=== -===================- �========

-======

LiF 1121 2,638 665,7 25,94 70,23 5,24 
LiCl 88.3 2,0?4 318, 5 42,39 88,6? 3,36 
LiBr 823 3,464 242,7 86,85 88,93 3,50 
LiI ?42 4,115 168,3 133, 84 88,73 4,32 

NaF 1268 2,802 461,6 41,99 65,61 5,03 

NaCl 10?.3 2,164 237,5 58,44 71,89 5,35 
NaBr 1020 3,200 192,0 102,90 72,80 5,3 

NaI 933 3,670 162,2 149,89 85,40 5,48 

KCl 1043 1,986 173, 3 74,56 75,03 5,39 

CsCl 918 3,988 167,4 168, 36 92,59 5,98 
CsBr 909 4,456 143,4 212,81 90,61 5,95 
CsI 899 4,525 118,9 259,81 91, 33 5,93 
-------------------------=--=-==-=============================------=

= = 
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Abb. 6.1 Das kubisch-flächenzentrierte Gitter 
(fcc-Gitter) 

t 
1"(r2) 

Abb. 6.2 Die Potentialfunlction ,(r2 ) nach
BOBB und HUABG (1954) 
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Die durch Gl. (6.44) definierte dimensionslose Größe 
N., für die El,emente der zweiten, dritten, vierten, 
fünften und sechsten Periode des Periodensysteme 
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Die durch Gl. (6.�5) definierte dimensionslose Größe N2 für die chemischen Elemente der zweiten, dritten,vierten, fünften und sechsten Periode 1\) 
0 
\0 

.. r -· 

"::, \ 

0 

1A 

·· .. 

I 

\ 
\ 

; 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



3.0 

2.5 

2D 

,.. 
1.5 

1.0 

0.5 

0 
IA 

Abb. 6.18 

• 

mA 

�Ru 

/ \ .JL.� 
I \ ....

.. ··,
"!Hg 

I \ _li>t \ Pb 
/rc \ / , l 
f..Re \ : '· .' : 
/i \ / ' ! \ 

l \ .i°'�-..tfl:l-. ...,_AQ ':.,+{'"
! 

\ 

I \ _:Rh ' ,,,,, ; 

/ \ ,/ 

"-'td i{� 1 ', {n 

N,-cu \; 
J : 
J f\.' eo...-. . \n \l 

r�-... � Fe(bccl \ \ 

r---✓Mo • 
1 \ 

/1•v-c, . 
1
1\ lPo 

.r " 
\\ ... 

YA DA illlA IB 
Group 

\\ 
\t>fa1w1 
ke, \ 
l .,...

+Te 

,Ge � 

\ /Se o
s,

v ÄS 

me YB 

Griineisenparameter Y, berechnet aus den Bei­
trägen des Gitters zur Wärmekapazität bei kon­
stantem Volumen nach GSCHNEIDNERs (1964) 
Tab. XXIV, aufgetragen im Periodensystem 

1q:
d1] 1 , 1 L0

t-b Mg Al Si P S Cl Ar 

. rf r: 
1 1 t 1 1 

1 
1 1 lll-n n 1 LQ 

K Ca Sc Ti V Cr M"l Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Se Br Kr 

m n 1 1 1 1 n 
1t r; 

1 
Rb Sr Y Zr tt:> Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd In Sn Sb Te 

1 
1 Xe 

lQ 

Chrliil1IIJ.[i1 
tf [:

Cs Ba La Hf Ta W Re Os Ir Pt Au Hg Tl Pb Bi Po At Rn 

Fr Ra Ac 

Abb. 6.19 

3 
irt [ 2

c:::e:0 dl , , QiJ 
Ce Pr Nd Pm Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb Lu 

Griineisenparameter y nach Werten von 
GUINAN und STEINBERG (19?4), aufgetragen 
im Periodensystem. In FPllen, wo die Säule 
eine verschwindende Höhe hat, bedeutet 
das, daß kein Zahlenwert bekannt ist_ 

1 

0 

0 

1\) ... 
0 

1 ~ 1 

f 
Al 

f ~1 

C ~ 1 

-----

_[, 

--- =ol 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



(1025 

0020 

Q.015 

0, 
(forP-Ol 

0010 

QOOS 

QOOO 

Abb. 6.20 

♦es

I 1ro 

/ 
r

b 

/ �r; , :1 \\ 1R• / 
Sc ,,,, !\ ) aSr : ' : • 1111 _.,, " ·, '11\' •• 

' i :  i\ ,, _,..MJ'iI \ : 1: . : .•· I . \' ! ' 1'' ' ' 
\; : •.: ' \v \/ \ .-' /M, \ Ti

if 
IW i / 

\ f 
I Cr ·0s 1 ; /

\ fHf 
\ ! I 1 ! /\,

I 
l, 

r
Z

• r 

\ f 

1A .A JA 

Mn 

DA � 18 

Group 

,\ 
\ 

_ 
.. ,1Pb 

\ "'rt \ 
1 \ 
1 \ 
1 \ 
1 \ 
1 ; 
\'" \ 
' ; 
\ : 
\ \ ,.,. 
\ : ' 

me 

\ : / 
¼,,\ ''1 I 

\ 
� : 

�Bi 
As 

1lB 

Daretellung der dillensionsloaen Grö,te � ill Periodensystem 
tur die m.emente der 4. Periode (durchgezogene Linie), der 
5. Periode (gestrichelte Linie) und der 6. Periode (punktier­
te Li.nie) beill Druck P = O 

0.02S 

0.020 

Q015 

a.
ltorCMBI

0.010 

[; To 
' 

,R• 
, u 

/f. /\ � 1 \·. ! ... 
\ ' 

� r- _.. -. -
, 

., . . . , . : ,·. : 
\ 

t

<11ii ,.., ... .,.p, \ 

�', 'II \ ··.! -. / ·-...... Au\ . \ •w '. / \ 
; 

e 
' 

I 
, ·" "" 

t\ ... -'!Pb 

T•f' HI f \ .-ti 

\ 

�\ 

f 

! I
j Jz,
! '

\ ; ;re \ : 

0.005 

0.000 

il 

\ \ · sc/ 
1 : . l 

IA 

\ ';.,o Ir
' ' li 
1 }�La 
\ I 
1 ' \ I 

1/ 

•A

Abb. 6.21

iA 

Mn 

DA '-ilA"' 1B

Group 

11B 

\. • . I�", I " 
t,/sb 

1B 

Darstellung der Grö�e Q., im Periodensystem
bei dem Druck, der an der Kern-llantel-Grenze 
(0KB) herrscht. Signaturen wie in Abb. 6.20 N 

-A 

-A 

i 
\ 

! 

f 
! 
! 

/1 

Mo 
Cr 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



ao2sJ 

0.020 

Q015 

a, 
(forlCBl 

0.010 

ODOS 

0000 

Rb\ 

i\ 
1 \ 
1: 
1 \ 
1 \ 
\: J..lSc 
\ i�i La 

\ I
\ I 
Vs, 

IA :mA 

tb
,1 
ff.o\ 

/!\ \ / 
/; '\ : i . /

V iv-..
\ 

lrA 1ZIIA JZll!A IB 

Group 

i\ 4Pb 1 .· : 
\ ><'ll 

1 
\�n 

\ \ /Tel 
\ : / 

�\ I ,: /
\Sb 

icai 
'AS 

ms :ire 

Abb. 6.22 Darstellung der Größe Q., im Periodensystem 
bei dem Druck, der an der Innenkern-Grenze 
(ICB) herrscht. Signaturen wie in Abb. 6.20 

N, 1 \ 

\ 
·\. Sc 

0.020 
V 

"· 
'·---....... Fe 

\ Ti l\ 
Crl��, . ', 

� 
'}--. ........._ ___ ·�� L ·-------.-��-

.-!._ � � �---.:.:._ � --;-1-. L� � ....... ,....._ 0.0151', ·,'-;::"-·--. 

\ �� 
·"�-�

a, 

·. � -......::.::. -·::-::---�\, -�� \'-. ' 
·--·--·---·---·-·

. ,--.... . ______ � -·-·-· \ ·"-. .
0.010 . '· \\, ·-----------------·-t·Ge ." 

·, \.... ....... 
·-t.·

. 
.......... ·-·-·- -· . 

................ _____ .. . �. --·-· ·-·-· w ·-· � � 
·---=----� .. ·-�--�---=, . _ _. .. ·•-.----.;;;;:, __ _ 

7 
1 

�- '1 

N, 
Lu 

Zn 

Co 

C,a 
Ge 
As 
Mn 

SC 

0.0001 , 1 , 1 , , , , , , , , , l , J 
0 1 CMB 2 3 ICB CE 

Pressure [Mbar] 

Abb. 6.23 Die Abhängigkeit der dimensionslosen Größe 
Q., vom Druck für die chemischen Elemente

der 4. Periode des Periodensystems 

• 
1\) .... 
1\) 

+· 

·' 

0 

Mn 
--==:...-

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



0025 

4g Pd 

,-,-,-,-,,-,,-,,-,������--,---,--,-,-,-,-,-�,-,-,-,,-,,-,- --,-,-,-,-T T," 

Nbl�\ 

0.02�{\\\. 

::l.\,\ "'· 

.. :--..: � '--. ------ ·
-----

.
\\ ',, ' ,. 

-•-•-•-•-
•

-•-• 

�
Pd 

·, '· '- ......_ 
"' 

. '. '-. .
., \ '- '-. -----

" ·, . . __, = =--.__, .. "' 

•

----♦---• •--

�
R" \·, '· 

. , .. , Te + 
-........... • ....._ 

a, J \ • •-•-•-•-•-•-• . "'

.• "·,�·--. 

� 

�,�. • 1,. 

0010 
,-__ 

=:j„ 
� .. � 

Sb 

� 
•--•-• 

:j

zr 
� :::::::::::,,.. ::"'· ·�. 

� 

·--===-. 

+ 

♦ 

·--♦ 

♦ 

-·-·-.'----·�·
-♦ 

·-· 
\ +'----0.0051- �

\ 
• 

+" 

• 
'-... + 

·--♦--
·--·-♦- • 

•, V 

♦-

1 1 , 1, 1 1 ,•0•1--;--tt:::r:r,•r:r::rt-:r:::dr-e�·ir 0.0000 1 CMB 2 3 ICB CE 

Pressure [Mbar] 

Abb. 6.24 Die Abhängigkeit der Größe Q, vom 
Druck für die Elemente der 5, Periode 

Cs rl -,-..-......,.-,--.---.-......,.-,--,--.-.-.---.---r---
0.025 

1 -,-, ,..,. .-,--r-' ,-•1 

Ta 

Ir 

HI 
Q015 

\. 
\;'.
X 

•�X 

�- -�-----,. 
"· '- �� ----·----. ·,'\.�...... �:.::::;-. -. -· -·-;;t· 
. . ..... -... . 

-·-·-· .. "-..'. ,. ---. =-=.._,,,= '=< ,; 
�

X 

x......_ :----..... •-•-•-•--.... 
......... ".......__ 

' 

. 
...........:::. " ·-. \\\' 

·-. -·-·-·-. aar \\">, 

-·-·-·-· 

01 • ·
�
""� '"· . 

-·-·\ ·� ----·-. ·-·-·-· X �*.::........ •-•-•�·-·-• 0.010 

'--· -. 
·-·-,-·-·-·--·--. ·-·-

ra{ \ 
.\ 
'-��·-· 
·, ·--·-.'--•-·-·-·

·--•--•-·--•--•--• 
)(;---x� rz X A X� 

Re 

w 
Os 
Pb 
Tl 
Cs Hf 

81 

La 
Ba 

O.OOOO 1 CMB 2 ' 3 ICB �E 

Pressure [Mbar] 

Abb. 6.25 Die Abhängigkeit der Größe Q,, vom 
Druck für die Elemente der 6. Periode 

t 

·---•-·-·-·--· 

•--•--•--• II . ..t.::::;-~--•-- • -+ 

0.005 

1\) .... 
\,) 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



0.10 

Q09 

Q08 

0.07 

0.06 

.L 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

0.00 

C 

�-

IA 

u 

Abb. 6.26 

mA YA lmA DA IB ms 

IC 

,n 

:: 

l �

YB 

Die Leibfried-Zahl L, dargestellt im Perioden­
ayetem ftir Nulldruck. Signaturen wie in Abb. 6.8 

0.10 

0.09 

Q08 

Q07 

=e\' 
0.05 f- ,,c. 

L'. 

0.03 

0.02 

0.01 

0.00 

IA 

+Nb � 
-�

,, � I \ 
/: I \ 

p,.i 

� ..,., I \ 
�-/ 1 

-AA 
/: Ti/\\ ). /! I ' 

f 
La�••�«)!! \ 

e fj ,e , Re 
/, 

IIA YA 

•• +&, /: - Tc �:Rh w 
•• : ••«tr 

l!IA DA IB 

Group 

fc !As 

IT
I

=� 

t\ 

l \
I \ 
:+In: 
:� : 
,,, \ 
:I \ \ 

•S1 

il ' : G• :1 1 lPll il 1 , il ' \ ,�b :1 1 \ / ',. J 1 -� 
:J f. 
� I ";.e; 1 , I \ . 1 \ I \ i ts,, l 
I : . 
, I ; 

1 
1 \ r 

t,, 

ms 'llB 

Abb. 6.27 Die modifizierte Leibfried-Zahl L', 
dargestellt im Periodischen System fflr 
Nulldruck. Signaturen wie in Abb. 6.8 

.. . ' 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075



tc !As 

,-.-�--.-�--,---.---�-.-�--.---,.---,--....--- ·,-··,··-

0.10 

J 
0.08 

007 

006 

0.05' TL,

e 

0.02 

0.01 

aoo 

IA 

}Po.-:: Pt . 

.(o#,
/: 

• f 

.• 
0 E, ... 
··--··� ,·tc- ··.:---

"-t1r 

'-----v--' 

,Au 
.:: 

mA YA lZIIA lZlllA IB 

Group 

r
1 

n 

.. 

0S1 

: Ge 
: 

Te 

: tln: Sb_ ... 
: n. r ! ,, : /. '1 .. , : / �Pb : 1 · .. ':/ 1 ·- .. ' il ' °}.

:/ 1 l \e,il 
I '. il I \ 

// 1 , \ � 1 , : j 1 , 
I 1 /,, 

�Sn Poi 

s, 

ms YB 

Abb. 6.28 Die Bragg-Zahl, dargestellt im Periodi­
schen System fü·r Nulldruck. Signaturen 
wie in Abb. 6.8 

'L:' 100

� 
........ 80 

L. 

� 60 
L. 

a.. 
40 

20 

0.4 

Abb. 7.1

1 0.5 0.6 0.7 

X 
Abb. ?.:1A 

K 

0.8 0.9 1.0 

Der Druck (pressure) [1 :.fuar = 1011 Pa] aufgetra en über 
dem Verhältnis x von Dichte bei Nulldruck·zu D�chte. 
Diese Bilder gelten tür die Elemente, die nach den Perio­
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Isothermen. Die durchgezogene Kurve (MX) wurde nach der 
neuen Zustandsgleichung (7.11) berechnet, die strich-punk­
tierte Kurve (BM) nach der Born-Mayer-Gleichung (7.19) und 
die gestrichelte Kurve (M1) nach (7.22), die auf thermody­
namischem Wege von ULLMANN und PAN'KOV (1976) hergeleitet 
wurde. Die experimentellen Werte sind oft so reduziert, 
daß sie mit den theoretischen Kurven vergleichbar sind. 
Weiteres zur Beschreibung der Abbildungen, i�sbesondere 
zur Herkunft der experimentellen Hochdruck-Daten findet 
man in Tab. 7.2.
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Tab. 7 .1 ·Benutzte Materialparameter. Diese Daten wurden von UI..L!4ANN und 
PAN'K0V (1976) gesammelt. Die ursprilngliche Quelle ist in der 
vierten Spalte vermerkt 

Material "o 
[kbar] 

Elemente 
- - - - - - - - - -

4. Periode
Ir. 31,2 
Ca 183 

V 1537 

Fe(e) 2060 
Ni 1790 
Cu 1330 
Zn 638 

Ge 724,3 

x1 
Abb. Literatur 

3,85 7.1A Smith und Smith (1965) 
2 1 78 7 .1B Anpassung nach Vaidyas und 

Kennedys (1970) Daten 
3,5 7.1c Guinan und Steinberg (19?4), 

Bolef (1961) 
4,0 7.1D Takahashi u. a. (1968) 
6;2 7.1E Guinan und Steinberg (1974) 
5,65 7,1F Barsch und Chang (196?) 
6,40 7.1G u.Ullmann und Pan'kov (1976), 

7.1H Fig. 18 
4,35 ?.1I 0.L. Anderson (1966)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

5. Periode
' Rb 26,2 3,39 7.1J Grover (1971 ) 

Nb 1690 6,9 ?.1K Guinan und Steinberg (1974) 
Ag 1()15 5,53 7.1L Daniels und Smith (1958)

� Vaidya und Kennedy (1970 
Cd 457,9 6,77 7.111 0.L. Anderson (1966)
In 392 6,0 7.1N Voronov und Goncharova (1972) 
Sn(w) 532 6,01 ?.10 Guinan und Steinberg (1974) 
Sn(w) 532 4,9 7.1P Guinan und Steinberg (1974), 

Ullmann und Pan 'kov (1976), 
Fig. 25 

I 83,7 6,0 7.1Q Vaidya und Kennedy (1972) 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

6, Periode 
Au 
Pb 

1664 
419 

6, 51 
5,72 

7.1R Barsch und Chang (1967) 
7.1s u.lliller und Schuele (1969) 
7.1T 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2, Periode 
Li 115 3,56 7.1u Day und Ruoff (1974) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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Tab. 7.1 (Portsetzung) 

Material "o "1 /.bb. Literatur 
[kbar] 

3. Periode
Na 61,8 3,59 7.1v O.L. Anderson (1966),

Ho und Ruoff (1968)

J6g 344,2 4,16 7.1w O.L. Anderson (1966)
Al 729,1 4,7 7.1x Ahrens und Thomsen (1972), 

Thomas (1968) 
Si 970,8 4,16 7.1Y O.L. Anderson (1966)
s 88,4 6,55 7.1z Vaidya und Kennedy (1972)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Halogenide 
NH4Cl 176,7 8,21 7.2A Garland (1966b) 
NH4Br 158,6 7,66 7.2B Garland (1966a) 
AgCl 41?,4 ?,00 7.20 Loje und Schuele (19?0) 
AgBr 37?,7 7,49 ?.2D Loje und Schuele (1970) 
LiF 665,? 5,24 ?.2E O.L. Anderson (1966)
NaCl 23?,5 5,35 ?.2P Roberts und Smith (19?0), 

Spetzler u. a. (1972) 
NaBr 192,0 5,3 ?.2G Barsch und Chang (196?) 

Roberts und Smith (1970� 
NaI 162,2 5,48 ?.2H Barsch und Schull (19?1) 
CsCl 16?,4 5,98 ?.21 Barsch und Chang (19?1) 
CsBr 14.3,4 5,95 ?.2J Barsch und Chang (19?1) 
CsI 118,9 5,93 7.2K Barsch und Chang (19?1) 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Oxide 

AlgO 1599 4,25 ?.JA O.L. Anderson u. a. (1968)
Al2o3 2505 3,99 7.3B O.L. Anderson u. a. (1968)
FeO 1740 4,0 ?.30 11ao u. a. (1969), 

Ullmann und Pan'kov (1976), 
Pig. 49 

Pe2o3 2027 4,5 7.3D O.L. Anderson u. a. (1968)
CaO 1049 5,26 ?.3B O.L. Anderson u. a. (1968)
Stischo- 3460 3,5 ?.3P Cbung ( 19?4) 
vit UllJDBnn und Pan'kov (19?6), 

Pig. 51 
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Tb 7 2 Quellen der Beobachtungsergebnisse. Diese Quellen wur­a • • 
den von ULLIIANN und PAN 1KOV (1976) gesammelt

Material 

Alkali­

metalle 

Cu,Ag,Au, 
Mg,Ca 

Zn,Cd,Al, 
Si,Ge

1
_Sn, 

Pb,V,Ni 

' In,Nb,S 

Pb 

Abb. Symbol 

7.1A,7.1J, Volle 
7.1u,7.1v Kreise 

7.1F,7.1L, 
7.1R,7.1W, 
7.1 B 

7.1G,7.1 H, 
7 .1 M, 7.1 X, 
7.1Y,7.1 I, 
7.1 0,7.1 p, 
7.1 s,7.1 c, 
7.1E 

7.1N,7.1K, 
7 .1Z 

7.1S,7.1T 

Offene 
Kreise 

Kreuze 

Dreiecke 

Dreiecke 

Volle 
Kreise 

Kreise mit 
Kreuzen 

Offene 
Kreise 

Kreuze 

Dreiecke, 
Spitze 
nach unten 

Dreiecke, 
Spitze 
nach oben 

liegende 
Kreuze 

Volle 
Kreise 

Offene 
Kreise 

Offene 
Kreise 

Kreuze 

Volle 
Kreise 

Dreiecke 

Stehende 
Kreuze 

Literatur 

Isotherme bei Zimmertemperatur, 
berechnet aus Hugoniot-Daten 
(Grover u. a. 1969) 

Daten aus statischen Messungen 
(VaidyR u. a. 1971) 

Rice (1965), Bakanova u. a. (1965), 
Carter u. a. (1 971), 
Grover u. a. (1969) 

Bridgmans Daten (nach Birch, 1966) 

Bridgmans Daten (nach Birch, 
1966) 

Isotherme bei Zimmertemperatur, be­
rechnet aus Hugoniot-.teten 
(Carter u. a.1971) 

Isotherme bei OK (Al'tshuler 
u. a. 1962)

Daten aus statischen Messungen 
(Vaidya und Kennedy, 1970) 

Hugoniot-Daten (Carter u. a. 1 971) 

Bridgmans Daten (nach Vaidya und 
Kennedy, 1970, und Kennedy 1972) 

Bridgmans Daten (nach Birch, 1966) 

Hugoniot-Daten (McQueen und Marsh, 
1960; Al'tshuler u. a. 1960) 

Isotherme bei Zimmertemperatur 
(KcQueen und Marsh, 1960) 

Daten aus statischen Messungen 
(Vaidya und Kennedy, 1970, 1972) 

Daten aus statischen Messungen 
(Vaidya und Kennedy, 1970, 1972) 

Hugoniot-Daten (Rice u. a., 1958) 

Isotherme bei Zimmertemperatur, be­
rechnet aus obigen Hugoniot-Daten 

Bridgmans Dat,en (nach Birch, 1966) 

Hugoniot-Daten (Al'tshuler u. a. 
1962) 

Kreise mit Isotherme bei Zimmertemperatur, be-
Kreuzen rechnet aus obigen Hugoniot-Werten 
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Tab. ?.2 (FortsetzUDg) 

Material Abb. 

I ?.1Q 

Fe ?.1D 

NaCl,NaBr ?.2P,?.2G 

NaI,LiF, 
AgCl,AgBr, 
NH4Cl,
NH4Br,
CsCl,CsBr, 
Cs! 

?.2H,?.2E, 
?.2C,?.2D, 
?.2A,?.2B, 
?.2I,7.2J, 
?.2K 

Symbol 

Offene 
tt'reise 

Kreuze 

Volle 
Kreise 

Volle 
Kreise 

Volle 
Dreiecke 

Halbvolle 
Kreise 

Quadrate 

Liegende 
Kreuze 

Stehende 
Kreuze 

Offene 
Kreise 

Offene 
Dreiecke 

Kreuze 

Volle 
Kreise 

Offene 
Quadrate 

Offene 
Kreise 

Offene 
Dreiecke, 
Ecke nach 
oben 

Volle 
Kreise 

Liegende 
Kreuze 

Stehende 
..Kreuze 

Offene 
Dreiecke, 
Ecke nach 
unten 

Literatur 

Daten aus statischen Messungen 
(Vaidya und Kennedy, 19?2) 

Hugoniot-Daten 
(Duvall und Powles, 1963) 

Hugoniot-Daten 
(Keeler, 19?2) 

Isothermen berechnet aus Hugo­
niot-Daten (Takeuchi und Kana­

. mori, 1966) 

Isothermen (McQueen und llarsh, 
19601 Pan'kov und Kalinin, 19?4) 

Isothermen 
(Zbarkov u. a. 19?5) 

Daten nach Röntgenstrahl-Unter­
suchungen (Takabashi u. a. 1968) 

Stoßwellen-Daten (Bancroft u. a. 
1956) 

Hugoniot-Daten (Takeuchi und 
Kanamori, 1966) 

Daten aus statischen Messungen 
(Vaidya und Kennedy, 1971 ) 

Bridgmans Daten (Birch, 1966) 

Hugoniot-Daten (Fritz u. a. 19711 
Weaver, 19711 Van Thiel, 1966) 

Isotherme bei Zimm&rtemperatur, 
berechnet aus obigen Hugoniot­
Daten 

Daten nach Röntgenstrahl-Unter­
suchungen (Perez-Albuerne und 
Drickamer, 1965) 

Daten aus statischen Messungen. 
(Vaidya und Kennedy, 1971 ) 

Bridgmans Daten (Birch, 1966) 

Isotherme berechnet aus Hugoniot­
Werten (Keeler, 19?2) 

Hugoniot-Daten (Van Thiel, 
1966) 

Hugoniot-Daten (Al'tshuler u. a. 
19631. Kornier u. a. 1965) 

Bridgmans Daten 
(Vaicl;ya und Kennedy, 19?1) 
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Tab. 7.2 (Portsetzung) 

llaterial Abb. Symbol Literatur 

NaI,LU' 7.2H,?.21, Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unterau-

M��iAgBr, 7.2C,7.2D, Quadrate chunge� (Perez-Albuerne und 
7.2A,7.2B, Drickamer, 196

5
, Hammonds Werte

NH4Br, 7.2r,7.2J, nach Mao, 1970 
7.2X 

Isotherme aus der Zustandsglei-CsCl,CsBr, Halbvolle 
CsI Kreise chung von Decker (1971) 

�(\ 

7,3A,7.)B Liegende Hugoniot-Da t en 
Kreuze (Carter u. a. 1971)

Volle Isotherme bei Zi111J11ertemperatur 
Kreise aus Hugoniot-Daten (Carter u. a.

1971) 

Volle Isotherme bei Zimmertemperatur 
Dreiecke aus Hugoniot-Daten (Pan'kov und

Kalinin, 1974) 

Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unter-
Quadrate suchungen. (Drickamer u. a. 1966)

Stehende Hugoniot-Daten (Al'tshuler, 1965,
Kreuze und Hugoniot-Daten von kerami-

sehen Proben von KcQueen und 
ill!rsh nach Birch, 1966') 

Halbvolle Daten nach Zharkov u. a. (1975) 
Kreise 

Kreise mit Rugoniot-Daten von McQueen und
Kreuzen 11:;arsh (Birch, 1966) 

Peo,cao 7.)C,7.JB Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unter-
Quadrate suchungen (Drickamer u. a. 1966)

Kreise mit Isotherme bei Zimmertemperatur, 
Kreuzen berechnet von Al'tshuler und

Sharipdzhanov (1971) 

Volle Isotherme bei Zimmertemperatur
Dreiecke aus Hugoniot-Daten (Pan'kov und

Kalinin, 1974) 

Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unter-
Kreise suchungen (�ao u. a. 1969) 

Halbvolle Daten nach Zharkov u. a. (19?5) 
Kreise 

Pe203. 7.)D Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unter-
Quadrate suchungen (Drickamer u. a. 1966) 

Kreuze Rugoniot-Daten von llcQueen und 
llarsh (Birch, 1966 � D. L. Ander-
son und Kanamori, 968) 

Kreise mit Hugoniot-Daten (Syono u. a. 19?4) 
Kreuzen 

Halbvolle Daten nach Zharkov u. a. (19?5) 
Kreise 

Stischovit 7.31 Offene Daten nach Röntgenstrahl-Unter-
Quadrate suchungen (Liu u. a. 19?4) 
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�----------------------�------7·� 

Tab. 7.3 Ein Vergleich der experimentellen und theoreti­
schen Werte. 0 bedeutet, daß die entsprechende 
Zustandsgleichung die Meßdaten gut beschreibt, 
1 besser, 2 am besten 

Material Abb. 

K 1A 

ca 1B 

V 10 

Fe 1D 

Ni 1E 

CU 1F 

Zn 1G 

Zn 1H 

Ge 1I 

Rb 1J 

Nb 1K 

Ag 1L 

Cd 11' 

In .1N 

Sn; K1 = 6,01 10 

Sn; x1 = 4,9 1P 

I 1Q 

Au 1R 

Pb 1S 

Pb 1T 

Li 1U 

Na 1V 

Alg 1W 

Al 1X 

Si 1Y 

S 1Z 

NH401 2A 

NH4Br 2B 

AgOl 20 

AgBr 2D 

LiP 2E 

NaOl 2P 

NaBr 2G 

NaI 2H 

OsOl 2I 

CsBr 2J 
CsI 2K 

ilgO 3A 
Al2o

3 3B 
FeO 30 

Fe2o3
3D 

cao 3E 
Stischovit 3P 

M o d e 1 1
MX BAI lfl 

Gl.(?.11) Gl.(?.19) Gl.(7.22) 

2 
1 

1 

1 

2 

2 
2 
1 

1 

2 
1 

0 

2 
1 

2 

2 
1 

2 

2 

2 

2 
0 

0 
1 

0 

1 

2 

2 

2 

2 

2 
2 
1 

2 

2 

2 
2 

2 
2 
1 

2 
1 

2 

1 

1 

2 
1 

1 

1 

1 

0 

1 

2 
0 

2 
1 

2 
1 

2 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

2 
1 

0 

2 
1 

1 

1 

1 

2 
1 

2 
1 

2 

1 
1 

2 
1 

1 

1 

2 

2 

0 
1 

2 
1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

2 
1 

2 

1 

2 
1 

1 

1 
1 

1 

2 
1 

1 

-0

2
1

1

1

1

2
1

2
1

2
1
1

2
1

2
1

2

2
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Bemerkullg 

Wegen der Länge der Arbeit weicht die Numerierung der Abbildungen und Tabellen ausnahms­
weise von der in den Veröffentlichungen des ZIPE geübten Praxis etwas abs Beides wurde 
innerhalb jedes Kapitels numeriert. z. B. Abb. 4.1 bedeutet die erste Abbildung im vier­
ten Kapitel. Aus demselben Grunde wurde im Literaturverzeichnis bei in Zeitschriften er­
schienenen Arbeiten der Titel der Artikel weggelassen. 
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