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Zusammenfassung

Der Gegenstand vorliegender Arbeit ist vor allem die Konvektion im Erdmantel. Aber
auch Erwdgungen iiber die M&glichkeit thermischer Konvektion im &upferen Erdkern und die
Druckabhéingigkeit wichtiger Materialparameter werden behandelt, wobei sich eine enge
Beziehung zwischen den erdrterten Themen zeigt.

In Abschnitt 1. wird begriindet, warum Konvektion der wichtigste Motor der geotekto-
nischen Vorgédnge ist. Auch andere geotektonische Theorien werden besprochen. In 2. folgt
eine Herleitung des Gleichungssystems der Mantelkonvektion. Der Inhalt von Abschnitt 3.
wird nach dem von 4. zusammengefaBt. Ausgehend von geochemischen Ergebnissen nimmt der
Autor in 4. an, daB der untere Mantel an radioaktiven Wdarmequellen &rmer ist als der
obere. Infolgedessen ist der thermokonvektive Antrieb im unteren Mantel zu schwach, um
dort die Konvektion dauernd aufrechtzuerhalten. Gleichzeitig sind dort aber Gitter-
und Strahlungs-Wérmeleitféhigkeit klein, so daB die erzeugte Wdrme nur in geringem iMafe
abgeleitet wird. Deshalb steigt die Temperatur. Wegen der bekannten Temperaturabhéngig-
keit der effektiven Viskositét wdchst dadurch die Rayleigh-Zahl, bis die kritische
Rayleigh-Zahl iiberschritten wird und auch im unteren Mantel Konvektion beginnt. Durch
die Stromungen wird die Widrme abgefiihrt, wodurch es zu einer Verstérkung der immer vor-
handenen Obermantel-Konvektion, des Magmatismus und der Gebirgsbildung sowie zu erd-
weiten Transgressionen komrt. Infolge der Wdrmeabfuhr sinkt die Rayleigh-Zahl wieder
unter die kritische, d. h. wegen der geringen inneren Warmequelldichte erstirbt die
Untermantel-Konvektion, bis es nach einer langen Zeit der Warmeakkumulation zur néch-
sten Konvektionsepisode kommt. Die Differentialgleichungen des Problems wurden auf ein
Gleichungssystem mit einer Hammerstein-Integralgleichung reduziert und numerisch geldst.
Es ergaben sich vier Konvektionsepisoden, die zeitlich mit den vier Maxima von Gastils
Kurve der magmatischen Aktivitédt iibereinustimmen: Diese vier Umschwiinge liegen bei 2820,
3633, 4128, 4406 Ma nach Entstehung der Erde, wobei das Erdalter zu 4600 Ma angenommen
wurde. Durch Vergleich empirischer Kurven ergadb sich, dap diese Zeiten auch erdweiten
Transgressionen entsprechen und dap letztere im Phanerozoikum genau in den Zeiten lie-
gen, in denen sich das geomagnetische Dipolfeld nur selten umpolte. Letzteres diirfte
damit zusammenhéngen, daf der untere Mantel einen Teil der Randbedingungen der hydro-
magnetischen Konvektion im Aufenkern der Erde bestimmt.

Das leitet iiber zum Abschnitt 5., in welchem erSrtert wird, unter welchen Bedingungen
der Geodynamo durch thermische Konvektion im &uBeren Kern angetrieben werden kann. Es
zeigt sich, dap das Kernparadoxon mit der angenommenen Abhédngigkeit des Schmelzpunktes
Tm vom Druck bzw. vom Atomvolumen v steht und fdllt. Diese Abhdngigkeit wird in 6.
auf zwei getrennten Wegen aus unterschiedlichen Voraussetzungen hergeleitet. Die erste
Herleitung geht von einem zwischenatomaren Potential und einem Versetzungsmodell aus,
die zweite Herleitung beruht auf der Zustandsgleichung von ULLMARN und PAN'EOV, auf der
Vashchenko-Zubarev-Relation und dem Lindemann-Gesetz. Aus der Gittertheorie allein kann
man auch die Zustandsgleichung herleiten. Daraus werden unabhéngig die Exponenten der
Tm(v)-Gleichungen bestimmt. Diese erweisen sich als iibereinstimmend. In Umkehrung der
Schlupkette kann man bei Annahme der anderen genannten Voraussetzungen Lindemanns Gesetz
herleiten, was jJedoch mit Notwendigkeit nur fiir hohe Koordinationszahlen bzw. hohe
Dxiicke gilt. Die Beziehungen der Schmelztemperatur zu makroskopischen physikalischen
MeBgr8pfen, die fiir den AufBenkern als FPunktion der Tiefe bekannt sind, wurden untersucht.
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Bine neue dimensionslose Gréfe Qo, die den Grineisenparameter nicht enthélt, erweist
sich als geeignet, in kiinftigen Arbeiten als Hilfsmittel fiir die Bestimmung der Schmelz-
temperatur im HuBeren Kern der Erde zu dienen. Die Druckabhéingigkeit noch allgemeinerer
dimensionsloser Grdpen Qn wurde analytisch und fiir die chemischen Elemente auch nume-
risch bestimmt. Verschiedene interessante dimensionslose Gréfen wurden im Periodensystem
dargestellt und verglichen.

Um die Frage der Druckabhéngigkeit der Schmelztemperatur und damit das Problem der
Moglichkeit thermischer Konvektion im HuBeren Kern kiinftig noch realistischer untersu-
chen zu kénnen, wurde in 7. eine neue Zustandsgleichung fiir Metalle hergeleitet. Aus-
gangspunkt der Herleitung ist ein realistischer Ausdruck fiir die freie Enthalpie, wobei
nicht nur die Gitteranteile, sondern auch die Fermi-Energie, die Austausch- und Korre-
lations-Energie der Elektronen in Rechnung gesetzt werden. Dieser Ausdruck wird mit
Hilfe von drei freien Parametern erweitert. Es gelingt, die neue Zustandsgleichung so
umzuformen, daf nur noch makrophysikalische Materialparameter in ihr vorkommen. Dadurch
wird die Gleichung sowohl fiir die experimentelle Hochdruckphysik als auch fiir die Geo-
physik anwendbar, sie hat jJedoch den Vorteil, dap die Bindungsstruktur in ihr besser
beriicksichtigt ist als in anderen Zustandsgleichungen. Die neue Gleichung wurde gemein-
sam mit zwel anderen Zustandsgleichungen, die sich bereits gut bewidhrt haben, an iso-
thermen und Hugoniot-Daten von 40 Stoffen erprobt. Es ergab sich nicht nur fiir metalli-
sche Elemente, sondern auch fir Halogenide und einige geophysikalisch wichtige Oxide
eine gute Ubereinstimmung mit den MeBdaten, die fiir die meisten Stoffe besser ist als
die der anderen zwel Zustandsgleichungen.

In 8. wird das hydrodynamische Stabilitétsproblem einer horizontalen ebenen viskosen
Fliissigkeitsschicht mit inneren Wérmequellen sowohl fiir den Fall freier als auch fir den
Fall fester Grenzen geldst. Neu an der vorliegenden Untersuchung ist, dag folgende
Gréfen und ihre Temperaturabhéingigkeiten in einer den Bedingungen des Erdmantels ange-
paften Weise bel dem behandelten Konvektionsproblem beriicksichtigt werden: Strahlungs-
und Gitter-Wdarmeleitfthigkeit, spezifische Wdrme und Wérmeausdehnungskoeffizient. Bei
nur unwesentlichen Vernachlédssigungen konnten die analytischen L&sungen, alle dazugeh&-
rigen Konstanten und die Sékulargleichung bestimmt werden.

Wihrend in den bisherigen Abschnitten vor allem der EinfluB der Temperatur- und
Druckabhéingigkeit der Stoffparameter auf die Konvektion, insbesondere auf den zeitli-
chen Verlauf der Konvektion, untersucht wurde, wird in 9. die Frage der Geometrie der
Stromungen behandelt. Ausgehend von einem System strukturell einfacher Postulate wird
die Kinematik der Mantelkoanvektion hergleitet. Diese Theorie ist hinsichtlich der im
Mantel geltenden Stoffgesetze und der Energiequellen der Konvektion voraussetzungsfrei.
FuBend auf modernen hydrodynamischen Arbeiten wird die Strémung als rollenartig einge-
fihrt. Aus den méglichen Strémungstypen wird eine theoretische Topographie hergeleitet,
die mit der beobachteten in quantitativer Ubereinstimmung ist. Auch die Verteilung der
seismischen Diskontinuitéiten weist auf die Richtigkeit des Ansatzes hin.

In 10. wurde folgendes hydrodynamische Stabilititsproblem gelcst: Eine waagrechte
ebene Schicht, die aus einer Newtonschen Fliissigkeit besteht, wird an der unteren und
oberen Grenzebene auf konstanten Temperaturen von To bzw. '1‘1 gehalten. Dabei gilt
To > T1. Zusidtzlich gibt es in der Fliissigkeit eine wdrmeproduzierende Ebene parallel
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zu den Grenzebenen. Diese Ebene wird beil einsetzender Strémung nach Voraussetzung nicht
verschoben, sie behindert aber auch die Strémung nicht mechanisch. Unter diesen Voraus-
setzungen entwickeln sich unter und iiber der wdrmeerzeugenden Ebene Konvektionsrollen,

die einander an dieser Bbene tangieren. Die hier entwickelte Theorie zeigt eine Analo-

gle zur kinematischen Theorie wvon 9.

In 11, und 12, wurde als Modell fiir die Bénard-Konvektion in der partiell (zu 1 bis
2 %) geschmolzenen Asthenosphiére das hydrodynamische Stabilitétsproblem einer unend-
lichen horizontalen Schicht berechnet. Die Schicht besteht in 11. aus einer inkompres-
siblen, in 12. aus einer kompressiblen mikropolaren Fliissigkeit. Die Feldgleichungen
fiir den Geschwindigkeitsvektor, den Mikrorotationsgeschwindigkeitsvektor, die Mikro-
deformation, das Mikrotrédgheitsmoment, die Dichte, die Temperatur und den Druck bilden
ein System von elf partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung von elf skalaren
Funktionen. Es gelingt, das System zu entkoppeln und das Problem auf eine gewdhnliche
Differentialgleichung zu reduzieren. Fiir den Spezialfall der mikropolaren Oberbeck-
Boussinesq-Fliissigkeit kann die analytische L&ésung angegeben werden.

In 13. wurde das Stabilitdtsproblem einer nicht-Newtonscten Fliissigkeit behandelt, wo-
bei das Stoffgesetz dem Festkérperkriechen in Olivin entspricht. In 1. und 14. wird das
Problem der Differentiation des Erdkerns erdortert, das am Anfang der Entwicklung der
Erde eine Rolle gespielt haben kann. Dabei stellt sich die Frage, in welcher Weise die
in Wirme umgewandelte potentielle Energie die Entmischungskonvektion beeinfluBt. Des-
halb wird in 14. das Problem der Rayleigh-Taylor-Instabilitét mit viskoser Dissipation
gelost.

Summary

The present paper deals primarily with convection in the Earth's mantle. But it
includes also considerations about the possibility of thermal convection in the outer
core of the Barth and about the pressure dependence of significant material parameters,
with a close relationship between the subjects considered becoming apparent.

In Section 1, we give a substantiation why convection is the most important motor of
the geotectonic processes. Other geotectonic theories are considered, too. In Section 2,
we infer the system of equations of mantle convection. The content of Section 3 will be
discussed after that of 4. Starting from geochemical results, the author assumes in 4
that the lower mantle has a lower amount of radiocactive heat produced per unit volume
per unit time than the upper mantle. Consequently, the thermoconvective driving energy
in the lower mantle is too weak to pe rmanently maintain convection there.
At the same time, however, the lattice and radiative heat conductivies are low there,
so that the heat generated is dissipated only to a minor extent. Therefore, temperature
increases. As a result, due to the well-known temperature dependence of the effective
viscosity, the Rayleigh number increases until the critical Rayleigh number is surpas-
sed and convection also starts in the lower mantle. Through the currents, heat is dis-
sipated, causing an increase in the permanently existing upper-mantle convection, in
magmatism and orogenesis as well as earth-wide transgressions. As a result of the heat
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dissipation, the Rayleigh number again drops beyond the critical value, i. e., due to
the low internal heat source density lower-mantle convection dies down until the next
convection interval is started after a long period of heat accumulation. The differen-
tial equations of the problem have been reduced to a system of equations with a Hammer-
stein integral equation and solved numerically. Four convection episodes resulted which
agree, in respect of time, with the fqQur highest maxima of Gastil's curve of magmatic
activitys These four overturns are found 2820, 3633, 4128 and 4496 m. y. after the
accretion of the Barth, an age of the Earth of 4600 m. y. being assumed. A comparison
of empirical curves showed that these times also correspond to earthwide transgressions
and that the latter are found to precisely lie in the periods in the Phanerozoic in
which the geomagnetic dipole field only rarely reversed polarity. The latter most
probably has to do with the fact that the lower mantle determines part of the boundary
conditions of the hydromagnetic convection in the Barth's outer core. In Section 3,

it is shown that there cannot be convection intervals without internal heating.

This leads us to Section 5 where the conditions have been considered under which the
geodynamo can be driven in the outer core by thermal convection. It is found that the
core paradox is completely conditional on the assumed dependence of the melting point
Tm on pressure or on the atomic volume v. This dependence is inferred in 6 in two
different ways from different premises. The first deduction is based on an interatomic
pair potential and on a dislocation model, the second deduction is based on the equation
of state by Ullmann and Pan'kov, on the Vashchenko-Zubarev relation and on Lindemann's
law. The equation of state can also be deduced from the lattice theory alone. From this,
the exponents of the Tm(v) equations are independently determined. They are found to
be in agreement. Reversing the sequence of conclusions, Lindemann's law can be inferred
on the basis of the other conditions mentioned. However, this necessarily applies only
to high coordination numbers or high pressures. The relations of the melting temperature
to macroscopic physical qusntities known as a function of depth for the outer core have
been examined. A new dimensionless quantity Qo not containing the Griineisen parameter
is found to be suited for serving in future studies as an auxiliary quantity for the
determination of the melting temperature in the Earth's outer core. The pressure depend-
ence of even more general dimensionless quantities Qn has been determined amalytically
and, for chemical elements, numerically too. Various interesting dimensionless quanti-
ties have been shown in the periodic table and compared.

To be able to study the question of the pressure dependence of melting temperature
and, thus, the problem of the possibility of thermal convection in the outer core in an
even more realistic manner in the future, a new equation of state for metals has been
inferred in 7. The starting point of the deduction is a realistic expression for Gibbs'
free energy, with not only the lattice terms, but also the Fermi energy, the exchange
and correlation energies of the electrons being taken into account. This expression is
extended by means of three free parameters. The author is successful in so transforming
the new equation of state that exclusively macrophysical material parameters occur in
it. Consequently, the equation becomes applicable both to experimental high-pressure
physics and to geophysics, however, it has the advantage that the bonding structure has
been better allowed for in it than in other equations of state. The new equation, to-
gether with two other equations of state that have already proven well, has been tried
out on isothermal and Hugoniot data of 40 substances. We obtained not only for metallic
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elements but also for halides and some geophysically relevant oxides a good agreement
with the measured data, which is better for most substances than that of the other two

equations of state.

In 8, the hydrodynamic stability problem of a horizontal, plane, viscous fluid layer
with internal heat sources is solved both for the case of free and for the case of
rigid boundaries. The new aspect in the present study is that the following quantities
and their temperature dependencies are taken into account in the convection problem in
a manner adapted to the conditions of the Eartn's mantles Lattice and radiative heat
conductivity, specific heat and heat expansion coefficient. While only insignificant
neglects were made, it was possible to determine the amalytical solutions, all perti-
nent constants and the secular equation.

Whereas the previous sections were primarily devoted to an examination of the influ-
ence of the temperature and pressure dependence of the substance parameters on con-
vection, in particular, on the time behaviour of convection, Section 9 is dealing with
the question of the geometry of the currents. Starting from a system of structurally
simple postulates, the kinemmmtics of mantle convection is inferred. This theory uses no
prerequisites with respect to the constitutive equations valid in the mantle and the
energy sources of convection. On the basis of modern hydrodynamical studies, the cur-
rents are assumed to be rolls. From the possible current types, a theoretical topo-
graphy is inferred which is in quantitative agreement with the topography observed.
The distribution of the seismic discontinuities, too, indicates the correctness of the
postulates.

In 10, the following hydrodynamic stability problem is solved: A horizontal, plane
layer consisting of a Newtonian fluid is maintained at the lower and upper boundary
planes at constant temperatures of To and Tq, respectively, with To > 1. In addi-
tion, a heat-producing plane that is parallel to the boundary planes exists in the
fluid. According to our assumption, this plane is not displaced at the onset of current,
but it also,does not mechanically obstruct the current. In these conditions, convection
rolls develop under and above the heat-producing plane, which are tangent to one another
at this plane. The theory developed here shows an analogy to the kinematic theory of 9.

In 11 and 12, the hydrodynamic stability problem of a horizontal layer has been com-
puted as a model for the Bénard convection in the partially (1 to 2 %) molten astheno-
sphere. In 11, the layer consists of an incompressible micropolar fluid, in 12, of a
compressible micropolar fluid with microstretch. The field equations for the velocity
vector, microrotation vector, microstretch, microinertia, density, temperature and pres-
sure are a system of eleven partial differential equations for the determination of
eleven scalar functions. The author succeeds in decoupling the system and reducing the
problem to a common differential equation. The analytical solution can be given for the
special case of a micropolar Oberbeck-Boussinesq fluid.

In 13, the stability problem of a non-Newtonian fluid has been considered, with a
constitutive equation corresponding to the solid creep in olivine. In 1 and 14, the
differentiation of the Earth's core that may have played a role at the beginning of
the evolution of the Earth is considered. Here, the question is raised in which way the
potential energy transformed into heat influences convection due to gravitational dif-
ferentiation. Therefore, in 14, the problem of the Rayleigh-Taylor instability with
viscous dissipation is solved.
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10

PesmMe

IarRas padoTa NOCHAMEHa, IJIABHEM 00pasoM, HCCJENOBaHED Opollecca KOHBEKINE B MAHTHE
Sewm. BHOOJHEHH TakEe OLEHRA BOSMOXHOCTH TepMHIEeCKO!l HOHBEKLME BO BHeNHeM ANpe 3eMrH
¥ OLEHKE SABHCEMOCTH OT JARNEHAA HaEGoJee BAXHNX BeMeCTBEHHHX NapaMeTpoB, IPEYEM BCe
9TH OpolleCCH B (PaKTOPH OKa3alnCh TECHO CBASAHHEMH.

B raape I. 060CHOBAHA pPOJIb KOHBEKUHA KaKk BaxHeAmero BHYTPEHHEIO MEXAHA3MA TEKTOHH-
YeCKEX NpOLIeCCOB; OpA 3TOM OCCYXRIEeHH Ta&REe IpPyrHe TEKTOHHMYEeCKHe TeOpHA. B Ij. 2. BHBe-
IleHa CHCTeMA ypaBHeHHH#, ONMCHBADMEX NPOLIECC KOHBEKUME B MAHTAM, O colepRaHMH I, 3,
OyIeT yOOMAHYTO MOCJe MONPOGHOI'O PACCMOTPEHHMA pes3yJbTaTOB IJaBH 4,

Tun, 4. conmepxuT paccmoTpeHre (uSEIecKMX (AKTOpOB, NPHBOIAMEX K BO3HUKHOBEHHMD TaK
HaswBaeMofl "anm3oxEYecKofA" KOHBEKUMH, & TaRXe I'eoPESHUYECKMX M TEKTOHMIECKEX NpOSANeHmH
39TOr0 MexaHM3Ma, .Ha ocHOBe IAHHNX I€OXEMHEE aBTOD CUHTAET, YTO COlepXaHNWe pafMOaKTHBHHX
ACTOYHAKOB TeIa B HAXHe! MAHTHM SRIAETCA OCEeIHEHHEM OO CPaBHEHMD C MX COIEpXaHHEM B
BepxHe# MaHTEU, BciuelCTBHE 3TOr'0 CTMMYJMPOBAHAE TEPMOKOHBEKIMH B HMXHell MAHTHA ABJAeTCA
CJIMIKOM CJACHM I TOI'O, YTOOH NOINEPEMBATH €8 TaM HempepwBHO. Ho, ¢ Ipyro#f cTOpoHH,
KoS¢hMUIAEeHTH pemeTOYHO# H Jy9ncToM TemJONpPOBOMHOCTH T&M TAK Majl, YTO OTBOJ BHIEJIWB-
merocsa Telula He3HauATeJeH. [I09TOMy OpPH OTCYTCBHEM KOHBEKLMM TeMIepaTypa B HUEHeN MaHTHA
TOBHmMAETCHA, & BenmduHa koedfmizeHTa addeKTHBHON BA3KOCTHE NajAeT; OpA 3TOM THcCJO Pajea
BoSpacTaeT, [locae TOro, Kak 9ucJO Pajied OpEBHCHT ompeliejleHHOe KDHATHAYEeCKoe 3HAa4eHEe,

B HExHell MAHTHM HAYMHAETCA OpoLleCC KOHBEKUMM., Biaromapa Bo3pocme? 31ech MHTEHCHBHOCTH
TeIIoNepeHoca KOHBEKTHBHHMM TEYEHRAME OPOMCXOINT MHETEHCHPMKAIAT KOHBEKIMM B BepXHeld
MAHTHE, 9TO, B CBOD odYepelb, IPWMBOAMT K AKTHBHSAlME OpOLIECCOB MarmMaTH3ma, Iropoodpaso-
BaHMA B TpaHCI'pDeCCHE Ha BceM 3eMHOM mape, OxHarko, 3TO IPOJNOJEAETCA HEHOJro, TaK Kak,
BCJEJCTBHE MHTEHCHBHOTO OTBOJA TelJa IpA HEeSHAUHTENHHON KOHLEeHTpaIlM¥ BHYTPEHHMX HCTOY-
HEKOB Telna, 3HAUeHWe 4Yucaa Pajes majiaeT HERe KDMTHIECKOIO M KOHBEKUMA B HAXHe# MaHTAM
CHOBA 3aTyxaeT IO Tex NOp, NOKa JUMTEJbHOE HAKOIJIEHAe 3IeCh He NpHBEeleT K HOBOMy KOH-
BEKTHBHOMy BCILIECKY. Tak OPOHMCXORAT mpolecc anmsomudeckof konpekumm. JuddepernnanbHue
ypaBHEHNd, ONACHBADNKE STOT NpoHecC OHJIM CBelleHH K HHTETrpaJbHOMy ypaBHEHED XammepmTei-
Ha H pemajCh YHCJEHHO, B pesyibTare NOJAYIAIOCH YeTHpPe KOHBEKTHBHHX SMH30J4, NpHIEM IO
BPEMEHA OHE XOpPONO COIJIaCymTCA C YeTHPhMA MarcuMymamu KpMBof TacTmwia i MarmaTEIeCKOH
8KTHBHOCTH., ITH KOHBEKTHEBHHE BCIJIECKH COOTBETCTBYDT CJeJyDmuM 3HaUeHAAM BpemeHm: 2820,
3633, 4128 m 4496 wm., JeT nocjge o6pa3’oBaHMA 3eMIn, OpPAYEM BO3pACT 3eMIH NOPHHAT pPaBHHM
4600 wm. Jer. [lpm manpHelimeM CPaBHETEJHHOM QHaANHMSe 3MIEPHAYECKEAX JAHHHX OKAa38J0Ch
TaKkxe, 4TO 9TMM 3HAUYEHAAM BPEMEHE COOTBETCTBYDT MAKCHMYMN HHTEHCHBHOCTHM mpollecca TpaHC-
rpeccEr B §aHepo3oe M NEepHOIH D e K K o #  mnepenosiApEsSamMy I'€OMATHATHOTO NOJA 3eMIH,
llocaemHee 06CTOATENHCTBO MOXET OHTH CBASAHO C TEM, YTO COCTOSTHAE HUEHe MAHTHHA YaCTHIHO
onpellenseT I'PAHMYHAHE YCJOBHMA MIA IAODOMATHATHOX KOHBEKIMM BO BHENHEM ALpe 3eMiH.

B rn. 3. mokasaHo, 9TO pacCMOTPEHHH! BHNE NpollecC 3NASOAMYEecKOf KOHBEKIIMA HEeBOSMOXEH
IpA OTCYTCTBHM BHYTPEHRMX HCTOYHMKOB Temja B Huxae#f MaHTHA,

B ri. 5. OGCYEIEHH yCJOBHA, IPE KOTODHX MEXaHASMOM IeOJMHAMO MOXET OHTh TepMadecKad
KOHBEKIEd BO BHemHeM sjpe 3emnn. [lokasaHO KakmM o0pasoM Haimdme napalokca, CBASAHHOTO
C BOCMOXHOCTBHD BOSHAKHOBEHBA TepMEYECKO# KOHBEKUEE BO BHENHEeM AXpe 3eMIH, ompeleJjdeTcA
XapaKTepoM SaBHCHMOCTH TEeMOepaTypH IiaBneEms T, OT JaRIeHMA, WIH, = COOTBETCTBEHHO,
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OT aTOMHOrO ofbema v. Bupamenme JAA SaBUCEMOCTHE T, OT ZAaBNeHWA BWBOJHTCA B Ii. 6.
JIBYM1 HESaBHCEMHME IpyT OT HIpyra cmnocofaM#, OCHOBAHHHME HA DASAFYEHX OpEeJNOJIOXEHHETX.
HepBu#t cmoco6 OoCHOBAH HA PacCCMOTPEHEE MEXATOMHOIO MOTEHImana M HEKOTOpoH IECIORAnMOBHOH
MOJleJE. B OCHOBY BTOPOTO cnocoda MOJOXEHH ypaBHEHHE COCTQAHMA, YCTAQHOBJIEHHOE YJIbMAHOM

1 [IaHEROBHM,COOTHOMEHRe BameHxo-3ydapepa M 3aKoH JuElemaHa, TaxAM odpasoM OHIM MOXy-
YeHH IBa cooTHomermA nnA T;(v) . [lpE ompeleNeRZH CTeNeERHX NoKasaTeneil, BXOAAmAX B
9TH COOTHONEHUA, OHJIO HCNOJHSOBESHO TAREe yDaBHEHHE COCTOAHHMA, MOJy4eHHOTO HS TeOpHH
pemeTkH, [lokasaHO, KaK IpHE ofpameHHM XOJia JIOTHIECKOTO BHWBOJA HS ONpeJieJIeEHHX IpemIoJo-
xeHE# MOXET OHTH BWBeJileH SaKoH JmHIemana, KOTOpH#, omHaRO, C HEOOXOMEMOCTHED OKAaSHBAETCA
CIpaBeUIABHEM JEND LIA COJBIAX 3HAYeHEm! KOODIMHAOWOHHOT'O WACJA, T. €. OpH BHCOKAX IaBje—
HRAX. B 8Tol xe riaBe IpEBEJICHH peSyJbTATH HCCJAENOBAEMA COOTHOmMEHEA Mexmy TemmepaTypolt
IIABNCHMA B MAKDOCKONMYECKEAME, QESHUIECKEME IapaMeTpaME, SABHCEMOCTH KOTODHX OT TJyGHHH
i1 BHEMHETO AXpa HSBeCTHa. [IpeljoxeHa HOBas GespasMepHad BeJAHYFEA Q, » KoTOpas He
conepxuT napameTpa I'poHallseHa # B nampHeflmem MoxeT OHTP MCIOJEH30BAHA IAR ompeneseRmEs
TemnepaTypH NJARJIEHAA BO BHemHeM fAlpe 3eMiH, DBHaA mOJNyYeHO Takke aHaJNTHIECKOe BHpa-
xeHEe HeroTopol ododmeHHo GespasmepHof BeJHIEHH Q, B SaBHCHMOCTH OT JNARJIEHMA; A
ollpelieJIeHHEX XAMAYECKHX SJEMEHTOB OWIM BWYHCJEHH SHA4YeHHWA 9To# BesmwiHH, Pa’nmaxue
despasMepHHEe Be/UMEHH, IpPEICTABRNAIUpPE HHTEpec IPH HSyYeHHHM JAaHHOA npodieMi, OWIA IOpel-
CTaBRiIeHH B BEJie HEKOTOpol mepHoaAdeckod CHCTEMH M OHIO IPOBENEHO CpPaBHEHHE STHX BeJMIMH
MexXy codoft,

B rn. 7. BHBEIEHO HOBOE ypaBHEHME COCTOAHUA LA MeTaLIOB, KOTOpPOE JOJIEXHO NOCJIyXHTH
OCHOBOH# UM naypHeMmmX HMCCJaeNOBaHEM Bompoca O 3aBHCEMOCTH TEMIEPATYPH DJAABAEHAA OT
IABJEHEA, B, BMECTe C TeM, OpoGjeMH O BO3MOXHOCTH TEpMAYECKON KOHBEKIMM BO BHENHEM
axpe 3ewnH. MCXOMENM ODYHRTOM STOIO BHBOJA SABHJIOCH peatbHOE BHpaXeHHe JUIA TepMOJyHAMHIEC-
KOT0 moTeHuMasna I'mé6ca, B KOTOpOM OHJIH YYTEHH He TOJLKO BKAAJ pPEmEeTKE, HO TaKEe SHEprmd
fepmu, OOMEHHAR 9HEPTHMA M KOPPEJAIIMOHHAA SHEprud 8JeKTPOHOB, ITO BHpaXeHHe OHJIO 0600mEHO
OyTeM BBelleHMA Tpex HOBHX HEe9aBHCHMHX NapamMeTpoB. HoBoe ypaBHeHHe COCTOHHEA yIAJOCH
opeodpas3’oBaTh Tak, 9TO B HEro BXOJMT JMNE MAKPOCKONWYECKHMe BelleCTBEHHHE NapaMeTpH.
Bnsronapa 8TOMy ypaBHEHHe INPEMEHMMO K&K B SKCIEpEMEHTANbHON (MsHKe BHCOKEX JaBJeHuH,

TAR B B TeofM3yKHE;NTLNYEN CTOYKTYPa XEMHYECKMX CBA3ell yiMTHBaeTCA B HEM Jydme, 9eM B
IpyTEX pa3HOBHIHOCTAX. HoBoe ypaBHeHHe, HapALy C IBYMA JDyTEMM YDaBHEHEAME, KOTODHE
XOpomo SapeKOMEeHJOBaNAM ce(d Ha NPaKTHKe, OHJIO ONpOGHPOBAHO HA MACCHBE SKCIEpPHMEHTAIbHHX
H30TepMITIeCRAX JAHHEX & INroHpo-ZaHuuX 1A 40 BemecTB. [IpE aToM oKasanoch, ITO He
TOJHKO JUIA METAaIAIECKHX SJIEMEHTOB, HO TakKEe JUIA TaJIoOTEeHHNOB M HEKOTODHX BAXHHX C TOYRHE
SpeHHA reofA3MKHM OKHCJOB, EMEET MECTO XOpomee COTrJacHe BHYMCJIEHHHX C NOMOMBD ypaBHEHHA
COCTQAHAA JNAHAHX C NAHHEMW HSMEpeHmi; I1q GOJEMAHCTBA BeMECTB 8TO COIJIACHE Jydme IpH
OpEMEHEHNH HOBOTO ypaBHEHUA COCTOAHEA, 9eM JIBYX JNPYTEX €ro pacHOBHAHOCTell.

B ra. 8, paccMOTpeHH pe3yJAbTATH pPeleREA OpoCJeMH O I'EApoJHaM@deckol ycTolumBocTH
TOPMSOHTANBHOTO ILIOCKOI'0 CJIOA BA3KOM XWIKOCTH K8K HIA CJAy9ad CBOCOMHHX, TAK M A4
cay4ad TBepAHX I'paBvil. HoBuM IpE HameMm momxolle SEMETCA TO, YTO PACCMOTPEHHe IpoOaeMH
KOHBEKIME B MAHTHM NIPOBOJATCA C 8IEKBATHHM yYeToM CJelymmmx (MOMIeCKEX IApaMETpPOB H HX
TeMIepaTypHEEX 3aBECEMOCTelt: JyamcTof M pemeTOYHOR TemnOOpOBONHOCTH, yHEJBHOM Temnroem—
KOCTH ¥ KoefMilHeHTa TEepMAIECKOTO DaCIMpEHHs, AHAMMTHIECKOe pelleHHe, BXOIAMEE B HETO
KOHCTAGHTH M CEeKyJApHOe ypaBHeHHe OWIE noayJeEN IpH HECymeCTBeEHHX yNpOWleHHEAX.
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Takum 06pasoM, BHIENepeYdCJeHAHe IJABH JAaDT NpefCTABIEHHE O BHINOJHEHHHX aBTODOM HCC-
JEeNOBAHEAX Ipolecca KOHBEKOMM M, B OCOGEHHOCTHM, €ro pa3BATHA BO BpEeMeHH, IpH ydeTe
BEMEeCTBEHHHX IapaMeTpOB MAHTAM B KX 3aBHCEMOCTH OT TeMOepaTypH K JABJIEHHA.

Ta. 9. npencraBaseT codoft mccaelioBaHMEe I'eOMETpHME IOTOKOB., KMHEMATNMKA KOHBEKOMM B
MaQHTHH BHBOJETCA 3JeCh M3 CHCTEMH 3JeMEHTapPHHX CTPYKTYpPHHX LIOCTyJaTOB. 3Ta TeOpHA
CBOGOJIHA OT KaKAX-JIEGO NpEemoJOXeHM# O 3aKOHaX MOBEeNEeHHMsA BemecTBa B MAHTHM HEJH 00
9HEPreTHIECRAX MCTOYHMRAX KOHBEKIIHM., B COOTBEeTCTREW C HoBelimytm1 padoTamm IO T'RIpOIA-
HaMMRe HaMy BBOJATCA B PACCMOTpPEHHE DOJEROOGDa3HHEe TedeHmA. M3 kmHemaTwdeckoR Mojeinm
BO3MOXHHX TeueHM cijeXyeT Tonorpadua 3eMHO NOBEpXHOCTH. PaccumTaHHasA Tak¥M o0pa3oM
Tonorpaduieckas NOBEPXHOCTH NpelcTaBieHa B BEIe pa3JioxeHEA no chepmieckum PyHRUIEAM;
[pAYeM OKAa3anoCh, 49TO KO3¢fMIEEHTH 3TOI'0 pasSiOXEHAA HAXOIATCA B XOpOmeM KOJHNIeCTBEHHOM
COIJIAaCHE C COOTBETCTBYDImVME KodfpymeHTamu ia Hadmpaemodl Tomorpadmdeckoi#fi moBepXHOCTH.
Pacupenenenne ceficMUYeCKEX pa3le]loB B MAHTHM TaKxXe CBHIETEJLCTBYEeT O NPaBUILHOCTH
BHOpaHHOT'O HAMHA HOAXOJHA.

B ra. I0. paccMOTpeHH pe3yJbTaTH PeleHAA mpoCJeMH O TRAPOAMHAMAYECKOH! ycTohumBocTH
PaQBHOBECHOTO B HAYAJBHWH MOMEHT ILIOCKOTO CJIOA HBDTOHOBCKOM EMEKOCTHM, Ha HuXHed n
BepxHe#l rpaHANaX KOTOPOTO MOINEPRABANTCA NOCTOAHAHEe 3HAYEHMA Temmepatyph T, n Ty,
COOTBETCTBEHHO, mpriem T, > T,. Kpome Toro, mpeimosaraercd, 9TO BHYTDE CJOA IapaJellib-
HO ero IpaHmIaM pacloJIOXeHa HEKOTOpad TeWIOBHIe/rbaad NOBEepPXHOCTh; HpeIuojaraeTcA TaK-
Xe, UYTO BO3HAKAKIME KOHBEKTMBHHE NOTOKH He NPHBOJAT K RAKAM-JIMOO IepeMemeHusaM 3ToH
IIOCKOM IDOBEPXHOCTH, & OHa, B CBOD O4Yepelb, TaKEe He OKa3WBaeT HMKAKOTO MeXAHWIEeCKOTO
OpEeNATCTBEA NOTOKaM. [IpE TaKEX yCJOBMAX HAN M NIOI TeIIOBHIeJAKWed NOBEPXHOCTHHD pa3BABa-
DTCA KOHBEKTMBHHE DOJIEKOBHE TEYEHHMA, KOTODHE KacamTcA Ipyr Ipyra. JTa Teopmsa NPHBOIAT K
pe3yJbTaTaM, aHaJOTHYHBEM TeM, KOTOpHe OWIM HDOJYYeHH HA OCHOBe KMHeMaTHdeCcKo# Mmozesu.

B rr. II. m 12, paccMoTpeHa Mojiesh BeHapoBCKoM KoHBeKuMEm B dacTuuHo (oT I jio 2 %)
pacruiapreHsHoit acreHocdepe. [IpoBelieHH pacuéTH, CBA3aHHHE C NpodJemMo#t IuapoJMHAMIAIecKOo#
ycToAumBoCTE GECKOHEYHOro cJyod. B raaBe II. 3TOT cJo#f paccMATpDEBAETCA KAK CJIOH HECEM-
maemoit xmmxocTR, & B rjaBe 12, - kak cJyoff cxmmaemol! MEKpPONOJADHOR EMIKOCTH. YpaBHEHEA
N0JA BEKTOpa CKOPOCTH, BEKTOpa CKODOCTH MHUKDOBpameHHs, MuKpomedopmaluy M MEKPOMOMEHTA
FHEpORH, & Takxe IJIOTHOCTH, TeMoepaTypH X IABJIEHAA odpasynT cucTeMy 3 II-Tm iuddepeH-
UMaNhHHX ypaBHEHMA B 4aCTHHX NPOM3BOJHHX, HA OCHOBe KOTOpOd molnexaT ompepeJseHmo 11
CRaMDHEX (yHrimit. CuCTeMy yZlaeTcA mpeo6palsoBaTh M CBECTH K CHCTeMe OCHKHOBEHHHX Iup-
fepeHlmanbENX ypaBHeHu#t. [[0OKA3aHO, 9TO UM 9aCTHOTO CJydad MEKDOIOJADHOA EMIROCTH
OdepGexa-byccrHecka MoXeT OHTH HOJYy9YeHO aHAJIMTHYECKOE pelleHme.

B rx, I3. paccmoTpeHa mpodiema TEIpOREHAMMIECKOM ycToMdumBOoCTH CJ0A HEKOTOPOX HEHBK-
TOHOBCKO#d XWIOROCTH JUIA KOTOpO# 3aBHCYMMOCTH CKopocTell mefopmaumm oT HampaxeHm# ompe-
JenseTcs ypaBPHEHEEM Kpuma U TBEPIOT'O OJIABHHA.

B rn. I4. mpopmosixeHO HaYaToe B Ia. I-o#t odcy®mmeHrme npoduems JufdepeHNImallam B AIpe
3emmm., 3TOT NpolleCC MOT MIpaTh ONpelieIeHHYyD poJb Ha HavalbHO! cTaInmu pas8BATHS 3emm.
[Ipn aTom BCTaeT BONpOC, KAKEM o6pas3’oM NOTeHIMaNbHesaA SHEpPrHd, OpeBpauanmadcA B Teo,
MOXeT BMAATHL Ha KOHBEKTMBHOe NepememnBanue. [JoaTomy B ra. I4-off pemaeTrcA mpodiema
HeycTo#umBocTH Pesesa-Teluopa mpm ydeTe BRA3KoM IMccrmallmm,
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Konvektion gilt heute als der entscheidende Motor geotektonischer Vorgénge. Diese
Auffassung ist wohlbegriindet, wenngleich eine Reihe anderer Ursachen modifizierend wir-
ken diirfte. Diese anderen Mechanismen sind aber energétisch gesehen von untergeordneter
Bedeutung. Nur im Falle der Expansionshypothese kann man diese Feststellung nicht tref-
fen, da es dafiir keine verifizierte physikalische Theorie gibt.

Der erste Grund fiir die Einfiihrung der Konvektionstheorie (AMPFERER, 1906) war die
Beobachtung, dapf die Sedimente, die in den Orogenen heute geschuppt, gefaltet und als
Decken iiberschoben vorliegen, geglédttet eine bedeutend grofere Fléche bedecken wiirden
als das dazugehodrige kristalline Grundgebirge, so daB hier eine Krustenverkiirzung und
Absaugung nach unten vorliegen mugf.

Aus moderner Sicht sind es vor allem die beobachteten Bewegungen der kontinentalen
und ozeanischen Lithosphdrenplatten, die am zwanglosesten durch Konvektion zu erkléren
sind. Die der Plattentheorie zugrunde liegenden Beobachtungen werden hier als bekannt
vorausgesetzt. Aus der Menge der zusammenfassenden Darstellungen seien hier nur die
Monographie von LePICHON u. a. (1973) sowie die von BIRD (1980) und auf Deutsch von
OLSZAR (1978) herausgegebenen Sammelbé@nde genannt. Eine Reihe weiterer geophysikali-
scher Beobachtungen, die mdglicherweise auf friihere oder gegenwértige Festkdrperkonvek-
tion auch in anderen terrestrischen Planeten hindeuten, sind von PHILLIPS und IVINS
(1979) zusammengestellt worden. Der zweite Grund fiir die Einfiihrung der Konvektions-
theorie ist also die beobachtete Plattenbewegung, die bekanntlich Geschwindigkeiten von
einigen cm/a zeigt. Der Deckensdwd in den Orogenen diirfte sehr wohl damit zusammenhiéngen:
Fir Ostalpen und Westkarpaten bestimmte TOLLMANN (1972) eine Minimalgeschwindigkeit von
0,15 cm/a. Die reale Transportgeschwindigkeit schitzte er auf 1 bis 2 cm/a. Die Zusam-
menhénge zwischen Orogenese und Konvektion sollen in Abschnitt 4. genauer untersucht

werden.

Ein dritter Grund fiir die Einfiihrung der Konvektion liegt im Wérmehaushalt der Erde.
Nach DAVIES (1980b) betrdgt die durchschnittliche Warmestromdichte der Erde (8018)mW/h2,
die der Kontinente (55 + S)mW/m2 und die der Ozeane (95 + 1O)mW/m2. Dié radioaktive
Wdarmeerzeugung einer 6 km dicken ozeanischen Kruste trégt aber nur etwa 0,5 mW/'m2 zur
ozeanischen Warmestromdichte bei. Unter Verwendung der Ergebnisse von PITT und TOZER
(1970) 1&Bt sich zeigen, daf Gitter- und Strahlungs-Wérmeleitfdéhigkeit des darunterlie-
genden Mantels nicht ausreichen, um den beobachteten ozeanischen Warmestrom zu erkléren.
Deshalb muB Konvektion herrschen. RICHTER und PARSONS (1975), McKENZIE und WEISS (1975)
und RICHTER und DALY (1978) zeigten dariiber hinausgehend, daf eine Konvektionsstrdmung,
die nur aus der bewegten Ozeanplatte und einem Riickstrom besteht, fiir die dlteren Teile
des Ozeanbodens auf zu niedrige theoretische Warmestromdichten fiihrt. Deshalb fiihrten
sie in Analogie zu Modellversuchen zusétzlich kleinrdumige Rollenstrdmung ein. Weitere
Beweise fiir die Existenz von Konvektion im Erdmantel werden in den Abschnitten 4. und
9. dieser Arbeit gefiihrt. Dort wird gezeigt, dap zeitliche und rédumliche Verteilungen
der Konvektionsstréme quantitativ mit wesentlichen geoﬁhysikalischen Beobachtungen tiiber-
einstimren. Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin, einige Ergebnisse des Verfassers
zur Mantelkonvektion im Zusammenhang darzustellen. Zur Ergénzung der Yoersicht sei auf
die ausgezeichneten Beitrdge von SCHUBERT (1979) und TURCOTTE (1979) hingewiesen.
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Als Antrieb der Platten kommen im wesentlichen zwei Arten von Konvektion in Frage:

a) thermische Konvektion, getrieben durch Wérme infolge radioaktiven Zerfalls oder durch
die Anfangswdrme (primordial heat) der Erde (SHARPE und PELTIER, 1979). (Die meisten
Autoren, z. B. McKENZIE und WEISS (1975), der Verfasser und viele andere, nehmen heu-
te thermische Konvektion infolge radioaktiver Aufheizung als Hauptantrieb an.)

b) Entmischungskonvektion, bei der sich die Stoffe entsprechend ihrer Schwere sondern
und dabei erzwungen auch Wdrme nach aufen tragen. Die Vertreter der Entmischungskon-
vektion lassen sich in zwei Gruppen teilen: Die gem#Bigten versuchen den Anbau der
Kontinente durch Schweresonderung an den Abtauchplatten (subduction slabs) zu erklé-
ren (RINGWOOD, 1975; FYFE (1978); O'NIONS u. a. 1979; JACOBSEN und WASSERBURG (1979);
u. a.). Diese Ansichten lassen sich gut mit den Vorstellungen iiber thermische Konvek-
tion verbinden (CZECHOWSKI, 1979). Die radikalen Vertreter der Entmischungskonvektion
dagegen meinen, daB der Erdkern auch im Proterozoikum und Phanerozoikum noch wesent-
lich durch Ausscheidung von Eisen usw. aus dem Mantel gewachsen wdre und daB die wich-
tigsten tektonischen Bewegungen durch den Aufstieg der leichteren entmischten Stoffe
von der Kern-Mantel-Grenze nach oben zustande kémen.

Zur Erlduterung dieser Ansicht sei folgendes bemerkt: Ramsays Hypothese, daf der Erd-
kern eine Hochdruckphase des Untermantel-Materials wZre, wird heute nur noch vereinzelt
(z. B. von LYTTLETON, 1978) verfochten. Abgesehen von kosmochemischen Griinden (RINGWOOD,
1975; JACOBS, 1975; KERRIDGE, 1977) ist es der hohe Dichtesprung an der Kern-Mantel-
Grenze, der zur allgemeinen Annahme eines hohen Eisenanteils am Erdkern gefiihrt hat.
Auch die Eisenkerntheorie birgt noch viele offene Probleme. Es entsteht z. B. die Frage,
wieso das Eisen bei dem reichen Sauerstoffgehalt des unteren llantels nicht oxidiert.
MAGNITSEY (1952, 1969a) schlug vor, dapf die Elektronen der N-Schale in die li-Schale ge-
driickt werden, wodurch Eisen die chemischen Eigenschaften eines Oxidationsmittels er-
hielte. SOROKHTIN (1971) und DUBROVSKII und PAN'KOV (1972) nahmen an, daB der Kern aus
Fe20 bzw. aus einer Mischung von Fe und FeO besteht. Auch RINGWOOD (1977) neigt inzwi-
schen dazu, Sauerstoff als Zusatzbestandteil des Kerns anzunehmen. Viele andere Autoren
(z. B. USSELMAN, 1975; AHRENS, 1979) bevorzugen dagegen Schwefel anstelle des Sauer-
stoffs. Unabhdngig von der Frage der spezifisch leichteren Beimengunsen entsteht das
Problem, wie die Teilung der Erde in einen eisenreichen Kern und einen eisenarmen Man-
tel entstand. In den inhomogenen Entstehungsmodellen der Erde gibt es das Problem der
Differentiation des Erdkerns nicht. Bei diesen Modellen nimmt man an, dap sich das Eisen
zuerst zusammenballt, so daf der Eisenkern zeitlich vor dem Mantel entsteht (TUREKIAN
und CLARK, 19693 GROSSMAN und LARIMER, 1974). Dieses Modell ist kritisiert worden, weil
in ihm nicht klar wird, warum der #uBere Kern fliissig ist. RUFF und ANDERSON (1980) ha-
ben es deshalb abgewandelt und schlagen vor, daf 26Al fiir die (friihe) Aufschmelzung
des AuBenkerns verantwortlich ist. Auch MAKAIRIN (1980) hat die inhomogene Ballungshypo-
these in abgewandelter Form erneut vorgeschlagesn. Viele kosmogonische Untersuchungen
(wie z. B. UREY, 1952; SAFRONOV, 1969; RINGWOOD, 1975) gehen jedoch von einer homogenen
Urerde aus, so daB eine Schweresonderung in Kern und Mantel ndtig wére. Wéhrend die
meisten meinen, daB diese Trennung in einer sehr friihen Phase erfolgte, sehen - #&hnlich
wie friher RUNCORN (1962) - einige Moskauer Geophysiker (ARTYUSHEKOV, 1970, 1979;
KEONDJAN und MONIN, 19773 MYASNIKOV und FADEYEV, 1980) in einer noch heute stattfinden-
den Entstehung des Erdkerns die Quelle einer Entmischungskonvektion, die auch die Litho-~
sphédrenplatten bewegt. Die BEntmischungszone so0ll nach ARTYUSHEOV an der Kern-Mantel-
Grenze liegen. Dieser Vorschlag ist der einzige auBer dem der thermischen Konvektion,
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der energetisch ausreicht. Er hat aber wesentliche Nachtelle: Schon NAGATA (1970) zeig-
te, dap aus der remanenten Magnetisierung der Gesteine folgt, daB das paldogeomagneti-
sche Peld am paléogeomagnetischen Aquator im Betrag seit mindestens 2,7 Ga in derselben
Gréfenordnung liegt. Bei Annahme eines hydromagnetischen Mechanismus zur Brzeugung des
Erdmagnetfelds folgt daraus, daB auch der ZuBere Kern schon damals fliissig und von ver-
gleichbarem Radius war. Inzwischen hat man noch wesentlich @ltere Gesteine (3,9 Ga) ent-
deckt. Dadurch wurde die fiir einen wesentlichen Anteil an der Kerndifferentiation még-
liche Zeitspanne noch weiter eingeengt und an den Anfang der Existenz der Erde gescho-
ben. SAFRONOV (1978) und RAULA (1979) zeigten auBerdem, daf am Anfang die Temperatur im
Inneren der Erde, das dem heutigen Kern entspricht, unter 1500 K gelegen haben diirfte.
Wahrscheinliche Schmelztemperaturkurven (vgl. Abschnitte 5. und 6.) steigen aber mit dem
Druck stark an. Daraus ergibt sich, dap die Viskositdt flir ein homogenes Modell gerade
im Inneren am hSchsten war. Fir eine Entmischung mupf der Stoff aber mindestens teilweise
" geschmolzen gewesen sein (TOZER, 1974). Es ist also ungereimt, die Entmischung von innen
beginnen zu lassen. Einleuchtender erscheint schon die Annahme, dapf die Entmischung in
der Tiefe des heutigen oberen Mantels begann, weil hier Temperatur und Schmelztemperatur
am néchsten zusammen lagen (ELSASSER, 19633 VITJAZEV und MAJEVA, 1980), RINGWOOD (1975)
weist darauf hin, dap die Pyrolit-Hgufigkeiten von Ni, Co, Cu, Au usw. um ein bis zwei
Grofenordnungen hdher sind als bei Quasi-Gleichgewichtsbedingungen einer Trennung in
Metallkern und Silikate zu erwarten wdre. Daraus schliepft er, daB die Bildung des Erd-
kerns schnell (in etwa 20 Ma) erfolgt ist. Andere Argumente fiir eine schnelle Kernbil-'
dung findet man bei SOLOMON (1979), SHAW (1979) und HAYASHI u. a. (1979), um aus der
grofen Zahl der Vertreter dieser Meinung nur einige zu nennen. Die einige Jahre &ltere
Literatur zu diesem Thema ist in umfassender Weise von JACOBS (1975) besprochen worden.
Der Sinn dieses Absatzes besteht nicht darin, eine bestimmte Ansicht {iber die Bildung
des Erdkerns zu favorisieren. Vielmehr sollte gezeigt werden, dap die v5llige oder fast
v6llige Ersetzung des thermokonvektiven Antriebs der (phanerozoischen) Plattenbewegung
durch Entmischungskonvektion wenig aussichtsreich erscheint. Auch KAUTZLEBEN und STILLER
(1975) waren zu dem Schlup gekommen, daf sehr wahrscheinlich die thermischen Energie-
quellen bei der Konvektion iiberwiegen. Diese Auffassung wird auch von TRUBITSYN u. a.
(1979) vertreten.

Es folgen einige Bemerkungen zu den Mantel-Plumes. Plumes sind rohrenartig enge, auf-
steigende Fliissigkeitsmassen, wie man sie z. B. in der Atmosphédre als Rauchsédulen beob-
achten kann. Wesentlich fiir die Entstehung dieser Strémungsform ist, dap in der Navier-
Stokes-Gleichunz die Trégheitsterme viel grofer als die viskosen Terme sind. RUNCORN
(1980) zeigte durch eine numerische Abschétzung, dapf es bei der lMantelkonvektion genau
umgekehrt ist. Deshalb kann man Mantel-Plumes ausschliefen. - Einen Versuch, die gemein-
same Wirkung von Konvektionsstromen und Gezeiten auf die Tektonik abzuschétzen, unter-
nahm BOSTROM (1978). Arbeiten dieser Art sind umstritten. So versuchte JORDAN (1974) zu
zeigen, daB die Gezeitenkréfte zu klein sind, um tektonisch wirksam zu werden.

Eine geotektonische Hypothese, die sich nicht leicht widerlegen 1&B8t, ist die von der
expandierenden Erde. CAREY (1976) hat in eindrucksvoller Weise die geologischen ﬁnd geo-~
physikalischen Beobachtungen geordnet dargestellt, die sich in diesem Sinue deuten las-
sen. Er kommt auf rein empirischem Wege zu dem SchluB, daf sich die Erde mit wachsender
Geschwindigkeit ausgedehnt hat, so daB das Wachstum des Erdradius im Phanerozoikum am
gropten gewesen widre. Auch SCHMIDT und EMBLETON (1981) vermuten eine starke Expansion.
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Aus gemeinsamen Polwanderkurven fiir Afrika, Australien, Gronland und Nordamerika und
geologischen Beobachtungen schliefien sie, daf die Erde zwischen 1,6 Ga und 1,0 Ga vom
halben Radius bis auf den heutigen gewachsen wdre. Vielleicht ist es méglich, den Wi-
derspruch zwischen den empirischen Schliissen zu vermeiden. Physikalisch 1#Bt sich je-
denfalls iiber geologische Hypothesen dieser Art wenig sagen, weil die dazu (von anderen)
vorgeschlagenen Mechanismen auf neuen, noch unbestdtigten physikalischen Gesetzen be-
ruhen. Eine Ubersicht zu Kosmologien mit variabler Gravitationskonstante gibt WESSON
(1978). Eine neue Hypothese dieser Art wurde von GRABINSKA und ZABIEROWSKI (1980) vor-
geschlagen. Der Verfasser meint dazu, daf der wichtigste tektonophysikalische Mecha-
nismus Konvektion ist, wobei mindestens im Proterozoikum und Phanerozoikum thermische
Konvektion vorherrschte. Die Konvektionsmodelle fuBen auf bekannten physikalischen Ge-
setzen, auch die verwendeten Parameter konnen zumindest gréfenordnungsmépfig richtig
abgeschiitzt werden. Es gibt jedoch einige Beobachtungen wie z. B. den fortschreitenden
Riickzug der Epikontinentalmeere im Phanerozoikum u. a. (siehe WALZER, 1973a), die durch
Konvektion allein nicht, wohl aber durch Expansion erkldrbar sind. Es ist aber zu beto-
nen, daf diese Bemerkung im Gegensatz zu der iiber die analytisch und numerisch berech-
neten Konvektionsmechanismen, die z. T. in klarer Weise verifiziert werden konnten
(siehe 4. und 9.), eine reine Vermutung ist. Viele Phénomene wie z. B. die alpinotype
Orogenese mit Deckenbildung sind bestimmt nicht durch Expansion allein zu erklédren.
RICKARD und BELBIN (1980) untersuchten geometrisch und paléomagnetisch m&gliche friihe-
re Zusammenhénge der Kontinente. Dabei schlossen sie, daB, falls die Erdexpansion
existiert, diese ein HintergrundprozeB sein muB. Diese Auffassung stimrmt im wesentli-
chen mit meiner (WALZER, 1973a) iiberein. Schon BUCHHEIM (1961) hatte vermutet, dapf Kon-
vektion moglicherweise in Verbindung mit Erdexpansion der wesentliche geotektonische
Motor ist. Diese Bemerkungen sollen aber nicht dariiber hinwegtéduschen, daf im Gegensatz
zur Konvektion auch heute noch die Expansionshypothese iiberwiegend ablehnend oder kri-
tisch betrachtet wird (ANGENHEISTER, 19753 SAGER, 1976; RUNCORN, 1980). Es sei jedoch
daran erinnert, daB es fiir Wegeners Kontinentalverschiebungshypothese eine #hnliche
Zeit gab. Man kann m. B. heute nichts Endgiiltiges iiber die Erdexpansion sagen, sollte
sich aber hiiten, moglicherweise fruchtbare Ansétze durch allzu sichere Kritik zu ver-
schiitten.

Eine innerhaldb der Konvektionstheorien z. T. noch ungekldrte Frage ist die, ob und
in welchem Grade der untere Mantel an den Strémungen teilnimmt. Bis Mitte der Siebziger
Jahre herrschte die Ansicht vor, daB8 die Konvektion auf den oberen Mantel beschrénkt
wdre. Heute nimmt eine Reihe von Geophysikern (z. B. SHARPE und PELTIER, 1979; ELSASSER
u. a., 1979) Konvektionszellen an, die den gesamten Mantel umfassen. RINGWOOD (1975,

S. 520) wies darauf hin, dapf in diesem Falle recht groBe laterale Temperaturdifferenzen
zwischen Auf- und Abstrom nétig wéren, die so groBe regionale Schwereunterschiede zur
Folge hdtten, wie man sie nicht beobachtet. Einen vermittelnden Standpunkt nehmen die
Theorien ein, die im oberen und unteren Mantel getrennte Konvektionszellen annehmen

(z. B. WALZER, 1973a, 1974aj; McKENZIE und WEISS, 1975; RICHTER, 1979; CHRISTENSEN,
1981), die natiirlich an den Beriihrungsfléchen thermisch und mechanisch aufeinander ein-
wirken. Es ist zu betonen, dag nicht die ganze vorliegende Arbeit, sondern bhauptséch-
lich Abschnitt 4. von diesem Standpunkt abhdngt. Dort wird diese Frage auch genauer be-
handelt. Ob es (z. T.) getrennte Katerialkreislé@ufe in den einzelnen Schichten des Man-
tels gibt, hiéngt stark von der Natur der Ubergangsschicht (transitional layer) ab. Nach
MAGNITSEY (1969b) gibt es fiir den Ubergang vom oberen zum unteren lantel folgende Erklé-
rungsmoglichkeitens
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a) Die chemischen Zusammensetzungen sind verschieden,

b) Die Silikate 18sen sich in Oxide auf.

c) Phaseniibergénge.

d) Ubergang von der ionischen zur kovalenten Bindung.

Die NMtglichkeit einer unterschiedlichen chemischen Zusammensetzung hatte man lange aus
den Augen verloren, weil es bei ausschlieflicher Benutzunz von a) zu einem Widerspruch
kommt, auf den auch MAGNITSKY (1969b) hingewiesen hatte: Wenn das mittlere Atomgewicht
an dieser Grenze steigt, so wdchst auch die Dichte, die seismischen Geschwindigkeiten
aber fallen. Letztere steigen aber in Wirklichkeit an der 670-km-Diskontinuitét. Des-
halb wandte nan sich bekanntlich mit Erfolg zundchst mehr den anderen Deutungsméglich-
keiten zu. RINGWOOD (1975, S. 545) fapBte zusammen, daB zur Erklirung der Dichte- und
Geschwindigkeitskurven der untere Mantel nicht reicher an Eisen zu sein brauche als der
obere, er kénne aber auf keinen Fall weniger Eisen als der obere enthalten, 4. h, die
idglichkeit eines kleinen Sprunges im Chemismus besteht. Nach SAMLIS (1976) geniligt ein
chemisch bedingter Dichtesprung von 0,1 %, um die EKonvektionskreisl&dufe zu trennen. Aus
geochemischen Griinden erscheint ein chemischer Dichtesprung plausibels RINGWOOD (1971,
1975) und DICKINSON und LUTH (1971) schlugen vor, daf der untere Mantel der schwere
Rest der Differentiation der kontinentalen Kruste ist. Die Kontinente enthalten nach
RINGWOOD (1975) 30 bis 60 % des Urans und des Bariums einer chondritischen Urerde, der
obere hantel habe die urspriingliche Zusammensetzung. Auch die Arbeiten von O'NIONS u.a.
(1972) und JACOBSEN und WASSERBURG (1979) weisen auf einen chemisch geschichteten Man-
tel hin. In vorliegender Einleitung konnten nicht alle behandelten Themen angerissen
werden. Die dlteren Arbeiten des Verfassers wurden in ausgezeichneter Weise wvon CAREY
(1976, S. 36 usw.) resiimiert, bezliglich der jlingeren sei auf Zusammenfassung und Inhalts-

verzeichnis vorliegender Arbeit verwiesen.
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2. Die Grundgleichunzen der thermischen Konvektion

Im vorizen Abschnitt wurde darzelegt, weshalb thermische Konvektion als der ent-
scheidende Vorgang in der thermischen und tektonischen Geschichte des Erdmantels anzu-
sehen ist. Deshalb sollen jetzt die Grundgleichungen der thermischen Konvektion herge-
leitet werden. Im Gegensatz zu den spiteren Kapiteln sind die Herleitungen hier etwas
ausfihrlich gehalten, weil dieses als Einfiihrunz in die Hydrodynamik des Problems die-
nen soll. Wir gehen von den Bilanzgleichungen der ErhaltunzsgriBen aus. Im folgenden
bedeutet @ die ikassendichte, ® oder vy die ffeschwindigkeit, bi die Beschleuni-
gung, cij den Spannungstensor, aid den Spannunzgsdeviator, Ty den Deformationsten-
sor, V das Volumen, v das spezifische Volumen, 4S den (nichtnormierten) Normalen-
vektor eines Fldchenelements, 2 die Wirmeleitfshigkeit, T die Temperatur, q* die
spezifische Wirmeleistung der Warmequellen, die vor allem durch radioaktiven Zerfall,
aber an gewissen Grenzfld@chen auch durch chemische Reaktionen und Phaseniibergénge ent-
stehen, Q@ die entsprechende Wdrmeleistungsdichte. Als Abkiirzung verwenden wir

3 W U R _ 9 3
(2.1) 3¥‘§E+°‘v‘§7€+"1§5q'
Die Erhaltung der Masse wird durch

(2.2) %$+0V-o = 0

beschrieben, die des Impulses durch

dv a0
gt ol

Aus der Erhaltung des Drehimpulses folgt
(2.4) Oy = Oy -

Die Herleitung der Warmeleitungssleichung aus dem Energiesatz soll etwas ndher erldu-
tert werden: Der Beitrag der volumenproportionalen Kréfte zur Gesamtleistung ist
Ivibiodv, der entsprechende Beitrag der Oberfldchenkrdfte ist

9(v.,0;:.) ‘Do
L o il & & o
(2.5) $vjo;5a8; = —&—3—1— W = Jvygpd vy Joygrgav,
wobei
ov. ov
(2.6) Tyy = %(ax_;+ Hi)
und (2.4) verwandt wurde. Der Beitrag der inneren Wérmequellen zur Gesamtleistung be-
tridgt qu‘dv. der Beitrag der durch die Oberfldche in den Korper fliefenden Wédrme ist
aT - 9 afs:
(2.7) &4 g,'qu:j = J gxd (4 ng) AV

Durch Addition der Beitriige ergibt sich fiir die zeitliche #inderung der spezifischen
Energie E

dv
& - v ghe 3 o+ 1.3 (23T
(2.8) Te = vy gt g of st Fraleass 5‘3 ¢ axd) .
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wobei (2.3) benutzt wurde. Das erste Glied der rechten Seite ist die spezifische kine-
tische Bnergie. Fir die spezifische innere EBnergie u ergibt sich

(2.9) g% = vuijfij +q* + VW . (AVT) .

Wir setzen nun voraus, daf infinitesimale Massenelemente, die aber noch eine sehr gropfe

Anzahl von Atomen oder MKolekiilen enthalten, niherungsweise im thermodynamischen Gleich-
gewicht sind. Das braucht (und kann) jedoch nicht fiir den ganzen Mantel zutreffen. Dann

gilt die Gibbssche Fundamentalgleichung

(2.190) du = Tds - pdv ,

wobel 8 die spezifische Entropie ist. Es ist klar, dapg diese Gleichung fiir Vorginge
mit sehr groBen Gradienten der Temperatur T oder des Druckes p nicht mehr erfiillt
ist. Palls z. B. die Temperaturénderung pro mittlere freie Wegldnge in der GriBenord-
nung der Temperatur liegt, darf (2.10) nicht mehr angewandt werden. Bei den geringen
Gradienten im Mantel ist es dagegen gar keine Frage, daf (2.10) gilt. Aus (2.10) folgt

(2.11) %% = g (géggl o (8 gf) + 52 %% 5

Daraus und aus (2.9) ergibt sich unter Beachtung der Massenbilanz

(2.12) §-§§§l+v.(oso) = %v.(avr)+-9,;-€+9,1;2.

Die Grope, die in dem die inmere Reibung beschreibenden Glied auftaucht, wurde durch
(2.13) nd = oiJTiJ

definiert. (2.12) ist mit GEBRANDES (1975) Gleichung (9) identisch, die also (2.9)
iquivalent ist. Wie iiblich gilt

(2.14) oij = -péid + oid o

Das Stoffgesetz sel das einer Newtonschen Fliissigkeit:
(2.15) oy = 11(;,:4:l + ;;—:il 2 %—:—;ﬁ 8490 = gy .
Es folgt, dap

(216) 8 = 21,714 - § (r,)? = T34 1y

gilt und somit & zweckmiéfigerweise als eine rein kinematische, wvon der Viskositdt 1
unabhéingige Grofe eingefiihrt wurde. Um aus (2.9) u bzw. aus (2.12) 8 2zu eliminie-
ren, beachten wir folgendes:

(2.17) dg* = -8sdT + vdp .

g* 1ist die spezifische freie Enthalpie (oder spezifische Gibbssche freie Energie).
Daraus folgt

(2.18) s = -(%%:)p und v = (ggl)T

sowie

219 3Dy = - P, -
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Aus (2.10) ergibt sich
(2.20) du = T(g-%)p ar + T(?r;), dp - pdv .

Also gilt wegen (2.19)

(2.219) du = cpdT - Tavdp - pdv ,
wobei a = %(g¥) der thermische Ausdehnungskoeffizient und c_ = T(g%)p die spezifi-
sche Widrme bei konstantem Druck ist. Die Widrmeleitungsgleichung lautet also

(2.22) Ocp%%=v.(1VT)+Q+1)§+¢T%E. .

Die Impulsbilanz wird in

dv -+
e S ! -9 , .3

-
umgeformt, wobei g die Schwerebeschleunigung und A der nach oben gerichtete Einheits-
vektor ist. Ersetzt man riJ nach (2.15)2 und & durch (2.16)1 und (2.6), so bilden
(2.22), (2.23) und (2.2) das System der fiinf skslaren Grundgleichungen zur Bestimmung
der fiinf skalaren Unbekannten b, ¢ und p.

Fir Kugelkoordinaten findet man eine Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen bei
EAALIG (1974). Der Zusammenhang der Grundgleichungen mit dem Hamiltonschen Prinzip und
dem Prinzip der virtuellen Arbeit wurde von MAUERSBERGER (197S) untersucht.

Nebenbemerkungs Anstelle von (2.22) benutzen CHANDRASEKHAR (1961), KOPAL (1963),
WALZER (1973c) u. a. eine etwas andere Form der Wiérmeleitungsgleichung, die gewisse
mathematische Vorteile bei der (approximativen) Auflésung des Systems bietet. MIHALJAN
(1962) und JOSEPH (1976) bewiesen, dap die daraus berechneten Grifen sich von den aus
(2.22) bestimmten um eine relative Xnderung 6, unterscheiden.

2
A
2.24 s = ——
¢ g ozcghzdr

In dieser dimensionslosen GrtBe bedeutet h die Schichtdicke der zu -ge3 senkrechten
Fliissigkeitsschicht und AT den konstant gehaltenen Temperaturunterschied zwischen
Unter- und Oberfliéiche der Schicht (Bénard-Problem). Mir die iiblichen Zahlenwerte fiir
den oberen und den unteren Mantel (vgl. Abschnitt 4.) liegt 6, bei 107° bis 1073,
Angesichts der viel weiter gehenden Niherungen, die man wegen der mathematischen Schwie-
rigkeit einzufilhren gezwungen ist, ist dieser Unterschied belanglos.

Das hergeleitete Gleichungssystem ist abgesehen von trivialen Féllen nicht 1lésbar.
Deshalb hat es sich bei der theoretischen Behandlung von Konvektionsproblemen eingebiir-
gert, folgende Annahmen zu machen, die in den meisten Fillen gute Hbereinstimmung mit
den Beobachtungsergebnissen bringen: (a) inderungen der Dichte werden nur bei den Auf-
triebskriften beriicksichtigt. (b) Andere Stoffparameter werden als konstant angenommen.
(c) Die Umwandlung von mechanischer Energie in Wirme wird vernachléssigt. - Die ent-
sprechend vereinfachten Grundgleichungen wurden in voller Form bereits von OBERBECK
(1879) aufgestellt und auf meteorologische Fragen angewandt. Spiter wurden sie meist
BOUSSINBBQ (1903) zugeschrieben. Niéheres iiber die Geschichte der Gleichungen findet man
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tei JOSEPH (1976). Eingehende Untersuchungen und Begriindungern der Oberbeck-Boussinesq-
Approximation stammen von SPIEGEL und VERONIS (1960), MIBALJAN (1962), VRLARDE und
PEREZ-CORDON (1976) und von GRAY und GIORGINT (1976). In leétztgenannter Arbeit ist be-
wiesen, dap man Annahme (b) nicht eingufilhren braucht: Auch wenn alle Eigenschaften
der FPliissigkeit Funktionen von Temperatur und Druck sind, fiihren die Annahmen (a} und
(c) auf eine sinnvolle Approximation. Das Fallenlassen der Binschrénkung (b) ist fiir
vorliegende Arbeit wichtig, weil sich die (effektive) Viskositdt des Mantels fiir jedes
sinnvolle Kriechgesetz mit der Temperatur stark éndert (vgl. Abschnitt 4.). Wie BUSSE
(1978a) verwenden wir als Bedingung fiir die Anwendbarkeit der Approximation

(2.25) & < 1,
p

die filir den oberen bzw. unteren Mantel im unginstigsten Falle Werte um 0,3 auf der lin-
ken Seite liefert, in anderen Pdllen Werte, die Grtfenordnungen darunter liegen. Des-
halb und wegen der mathemztischen Schwierigkeit iet es iliblich, die Konvektion im Erd-
inneren fast ausnahmslos unter Verwendung der Oberbteck-Boussinesq-Approximation zu be-
handeln. Auch auf anderen Arnwendungsgebieten sind Arbeiten zu Abweichungen von dieser
Approximation selten. Als Beispiel sei eine Arbeit von AHLERS (1980) erwidhnt, der die

Konvektionsstrémungen von gasférmigem 4He experimentell untersuchte.
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3. Instationiire Mantelkonvektion: Das Bénard-Problem mit temperatur- und druckabh&n-
Eiger Viskositiit

3.1. Geophysibalische Motivation

In diesem Kapitel wird ein erstes Modell beschrieben, daf den instationéren Anteil
der Mantelkonvektion, der vor allem im unteren Mantel eine Rolle spielen diirfte, behan-
delt. Weil das Problem in 4. umfassender gelsst wird, ist hier die Motivation nur ange-
deutet, dort aber umfassender ausgefiihrt. Die wichtigsten Unterschiede der beiden Ab-
schnitte bestehen darin, dag erstens in 3. Heizung von unten, in 4. Heizung von innen
angenommeén wird und zweitens unterschiedliche I5sungsmethoden angewandt werden.

Welchen festkdrperphysikalischen Mechanismus man auch immer fiir das Kriechen des
Mantelmaterials als wesentlich ansieht, bekommt man doch bei allen Mechanismen eine ex-
ponentielle Abhiéingigkeit der Viskositidt von der Temperatur. Steigt die Temperatur, so
sinkt die Viskositét. Well sinkende Viskositéit aber die Abfuhr der Wdrme durch Konvek-
tion férdert, liegt es nahe, Riickkopplungseffekte fiir méglich zu halten. Im Zusammen-
hang mit der kinematischen Konvektionstheorie (WALZER 1970, 1971, 1972, 1973a), die im
Gegonsatz zur damals vorherrschenden Ansicht die Konvektion nicht auf den oberen Man-
tel beschrinkt sehen wollte, schlug WALZER (1974a) vor, dag die Konvektionsstréme im
oberen Mantel nie ganz verléschen, wdhrend im unteren Mantel die Rayleigh-Zahl um die
kritische (Rc) schwankt, so dag dort episodische Konvektion stattfdnde. So entstiinde
von Zeit zu Zeit durch thermische und mechanische Kopplung eine Verstidrkung und nach-
folgendes Abflauen der Konvektion auch im oberen Mantel. Das kdnnte erklédren, warum
die magmatische und die orogenetische Aktivitiit auf allen Kontinenten gleichzeitig
jhre EShepunkte finden. Damit sind ganze Epochen, nicht etwa einzelne orogenetische
Fhasen im Sinne von STILLE (1924) gemeint. Andererseits entstehen die magnetischen
Streifenanomalien lings der mittelozeanischen Spaltenzonen einigermafen gleichfdérmig,
80 daf man sich die Schwankungen in den Stromungsgeschwindigkeiten als recht langsam
vorstellen mufB.

Die Arbeiten anderer Autoren zu dem umrissenen Thema sollen in 3.10. besprochen wer-
den. Die Ansicht, dap auch der untere Mantel ganz oder zum grofen Teil zumindest zeit-
weise konvelkiiv fliefti, wird inzwischen auch von Autoren vertreten, die vorher gegen-
teiliger Ansicht waren (z. B. von McKERZIE und WEISS, 1975). Der Hauptgrund dafiir
scheint die Erkenntnis zu sein, dap Gitter- und Strahlungs-Wérmeleitfihigkeit der ver-
muteten Stoffe des unteren Mantels zu klein sind, um die Wirmeabfuhr des durch thermi-
sche Konvektion getriebenen Geodynamos zu erkléiren. Weil die erforderlichen Material-
grofen fiir den unteren Mantel nur grifenordnungsmiifig bekannt sind, wird zundchst ver-
sucht, das Problem durch analytische Approximation zu l18sen. Das gelingt in der Tat,
wobel die Vetrnachléssigungen gecphysikalisch begriindet sind. Der untere Mantel wird
durch eine fliissige Schicht approximiert, deren Viskositdit in der Weise von Temperatur
und Druck abhéingt, wie das aus dem Kriechen von m6glichen Mantelgesteinen bekannt ist.
(Die Modellierung des unteren Mantels als fliissige Schicht bedeutet natiirlich nicht,
daB er im physikaliaihen Sinne fliissig ist, sondern, daB filir Langzeitvorginge das Fest-
kérperkriechen kontinuumsmechanisch so beschrieben werden kann.) Aus Griinden der mathe-
matischen Schwierigkeit wurden in 3. keine inneren Wiéirmequellen angenommen, sondern das
Bénard-Problem mit auf konstanten Temperaturen gehaltenen Grenzebenen gelsst. Dabei ist
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die Temperatur der unteren Ebene h8her als die der oberen. - Wer sich nur fiir die hyd-
rodynamischen Aspekte des Kapitels interessiert, braucht nur 3.2., 3.4., 3.6. und 3.8.

su lesen.

3.2. Grundgleichungen des Bénard-Problems mit exponentieller Temperatur-Abhikngigkeit
der Viskositit

Die Oberbeck-Boussinesg-Approximation fiir diesen Fall lautet
(3.1) YV Jn DRi=gR0ol ,

(3.2) V2 + ir0e® - wr = Pe%s.msan/0t)

(3.3) V30 + k43 Y = b . V6 + 36/0t .

Die Gleichungen ergeben sich aus den unter 2. beschriebenen Brhaltungsgleichungen fiir
ilasse, Impuls und Energie. Eine #hnliche Formulierung benutzt z. B. BUSSE (1978a), die
Jedoch fiir konstante Viskositét gilt. Wir benutzen auch eine andere Skalierung: Zwecks
dimensionsloser Beschreibung von l&nge, Zeit und Temperatur verwenden wir die Schicht-
dicke h, h /k bzw. AT/kA, wobei k = 3/0. ey die Temperaturleitfiéhigkeit, AT die
konstante Temperaturdifferenz zwischen unterer und oberer Grenzfléche der Schicht und
k4 eine in 3.3. definierte dimensionslose Eonstante ist. o ist hier der dimensions-
lose Geschwindigkeitsvektor, 6 eine dimensionslose Temperatur, die die Abweichung von
der Temperaturverteilung im statischen Falle kennzeichnet. 1 ist ein Einheitsvektor
entgegen der Richtung der Schwerkraft, v = 7/ bezeichnet die kinematische Viskositit.
R ist die Rayleigh-Zahl, P die Prandtl-Zahl, wobei

(3.4) R = Roeeg

und

2 3
(3.5 R, = egATh"/¥ k 3 P, = v /k

gilt. Die konstante Gr¥fe Yo wird im nichsten Kapitel prézisiert. ' 1ist ein verall-
gemeinerter Druck, in dem alle Kraftterme, die sich als Gradienten ausdriicken lassen,
zussmmengefaft sind. Ry = R /k,, t 1ist die Zeit.

3.3. Die Abhiingigkeit der Viskositiit von Temperatur und Druck

Unabhiingig davon, durch welchen Kriechvorgang (z. B. Versetzungskriechen, Nabarro-
Herring-Kriechen) der Hauptanteil des Fliefens im unteren Mantel verwirklicht ist,
steckt der gr&fte Teil der Abhéngigkeit der Viskosit#it von Temperatur und Druck in je-
dem Falle in einem Diffusionskoeffizienten folgender Gestalt

(3.6) D = D, exp(-Q,/k T)exp(-pV /k T) .

Dabei ist Qo eine Aktivierungsenergie, vo ein Aktivierungsvolumen, T die Temperatur,
p der Druck, k die Boltzmann-Konstante, D° eine Diffusionskonstante. In Gleichung
(3.6) fiihrt man nnoh WEERTMAN (1970) die Schmelztemperatur T, ein, was den Vorteil
bat, dag man gu Abschiétzungsswecken eine bekannte Schmelsteuperaturvarteilung fir den
unteren Mantel, . B. die von UPFER (1952), verwenden kann.
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(3.7)  (Q, + PV )k, = kT

k2 ist eine dimensionslose Konstante; wir setzen sie geméif einem von Weertman bevor-
zugten Wert gleich 18, es kommt uns jedoch nur auf die Gréfenordnung an. Die benutzten
Relationen (3.6) und (3.7) findet man bei vielen Autoren. Gute knappe Zusammenfassun-
gen bringen z. B. WEERTMAN und WEERTMAN (1975) sowie MEISSNER und VETTER (1976). Mir
die dynamische Viskositdét 7 gilt also folgende Gleichung

(3.8) n = kexp(k,T /T)

k1 ist eine Konstante. Wie es in der Hydrodynamik iiblich ist, spalten wir die Tempe-
ratur in einen statischen und einen dynamischen Teil

(3.9) T = T(z) + T'(x,7,2,t) ,

wobei 2z die vertikale, x und y die horizontalen Komponenten des Ortsvektors sind.
Mir T'< T ergibt sich mit (3.9) durch Abbrechen einer Taylor-Entwicklung

T T :
10) £~ B2a-DH.,
(3.10) & T( =

Damit erhalten wir aus (3.8)

-k, T' /AT
(3 L o TEe R = ;
wobei
k'.l‘m/i‘. T
T Mt
(3.12) k3 - khe und k4 = k2 %~ . E 5

Nun verwenden wir als Tm die Schmelzpunkt-Kurve von UFFEN (1952), als T die Tempe-
raturverteilung im unteren kantel nach TOZER (1959) (siehe auch Fig. 3 von WANG, 1972).
Das Verhdltnis der beiden Grtfen ist fiir Tiefen zwischen 1000 und 2900 km in erster
Niherung konstant, so dag wir in (3.12) Tm/ﬁ = 1,23 Bsetzen ktnnen. Betrachten wir
die genannten Tiefen als die der Ober- und Unterfléche unserer Schicht, so kdnnen wir
mit AT = 1200 K rechnen. Ersetzen wi; weiterhin in (3.12)2 das eine T durch ein
iiber den unteren Mantel gemitteltes Tav = 3880 K, s0 sind k3 und k4 niiherungswei-
se als Konstanten anzusehen, wobeil k4 = 6,85 1ist. Bezeichnen wir eine liber den unte-
ren Mantel gemittelte Dichte mit /% und definieren wir v, = k3/'aav und 6 =

= kAT'/ZT, so folgt die Temperstureabhingigkeit (3.4) aus (3.11). Bei all diesen Uber-
legungen kommt es uns nur auf die Grifenordnung, nicht auf Genauigkeit der angegebenen
Zahlenwerte an.

3.4. Reduktion der Grundgleichungen auf dreil skalare Relationen

-

-
Im folgenden benutzen wir oft die Operatoren & und €, die durch (3.13) definiert
sind.

-» - - -»
(3B 216 . L =XV X A) g und &St eV AR oirs

Um die Kontinuitétsgleichung (3.1) zu eliminieren, fihren wir folgende Darstellung fiir
die Geschwindigkeit eins
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-

-
(3.14) P = 68 + X .
wirkt der Operator I-[VX auf die Impulsbilanzgleichung (3.2), so erhalten wir

> -19"‘. -» -» - 34
(3.15) VPagx = P le {e:[68 + £X).V(68 + X)) + Ff 43X +

+[(68 + €x).9(68 + €X)] - €0 + g%g? g§'+ g_g'g?g%} Y

wobel
ox ay
-
lassen wir dagegen den Operator A.[VX(VX auf die Impulsbilanz-Gleichung (3.2) wirken,
so folgt

(3.17) Va6 - R143839 = P;1ee{6-[é§ + 098 + ex)] + & V243¢} +

b W SR D) 2 S il o
+ P {[(68 + ex).V(68 + ex))-8e” + [6 5F]-[6e7]) .
Aus der Fnergiebilanz-Gleichung (3.3) folgt

- -+
(3.18) V% - K, ,8 = (65 + €X).V6 + 36/3t .

Die Relationen (3.15), (3.17) und (3.18) bilden ein neues Gleichungssystem zur Bestim;
mung von ¥, X und 6 als Punktion von x, y, 2z und t. Spdter benutzen wir fiir 6
oft folgende bequeme Form:

-

(3.19) 6... = (3/3z% = V21 ...

3.5. Randbedingungen und einige geophysikalische Bemerkungen

Die Randbedingungen lauten

(3.2o)§=g%=x=e=o

an festen Grenzflédchen und

(3.21)&:3—2%:%%':9:0

0z
an freien Grenzfldchen. Unter Schilden liegt die kinematische Viskositdt des oberen Man-
tels um 1027 cma/s, unter Ozeanen um 107 cmz/s. Die Verteilung der Viskositét im oberen
Mantel wurde detailliert vom Verfasser (1978b) beschrieben. Hier sei nur erginzend be-
merkt, dag NUR und MAVEO (1973) fiir die dynamische Viskositét der Asthenosphiére unter
dem Gebiet vor der japanischen Kiiste 5 . 1019 poise und dap McCONRELL (1965) und
CATHLES (1975) aus dem postglazialen Aufstieg des Fennoskandischen und des Kanadischen
Schildes dynamische Viskositdten der Asthenosphidre unter Schilden von '102'1 bis ’1022 poise
schlossen., Fiir die kinematische Viskositdt des &upBereren Kerns der Erde kommt man je
nach Methode auf Werte zwischen 1010 cm2/s und 6 - 10™3 cma/s (siehe GUBBINS, 1976),
wobel die wahrscheinlichsten Werte vielleicht bei ’103 bis 10* cm2/s liegen. Da die ki-
nematische Viskositit des unteren Mantels in GrdBenordnungen um ’1026 cm2/s liegen diirfte,
ist es wohl angemessen, fir unser Problem mit freien Grenzfldchen zu rechmen. Auf den
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genannten Zahlenwert von 1026 cmz/b kam BacDONALD (1963) unter der Annahme, dag der
Nicht-Gleichgewichts-Anteil des Xquatorwulstes der Erde auf inderungen der Rotations-
geschwindigkeit zuriickzufihren ist. SCHUBERT und YOUNG (1976) schlossen, daf die kine-
matische Viskositdt des unteren Mantels deutlich gripfer als 1024 cm2/s ist, weil ande-
renfalls die Temperatur der Kern-Mantel-Grenze unter der der Schmelztemperatur des
Bisens bei dem entsprechenden Druck wire. SCHLUTER u. a. (1965) bewiesen, daB sowohl
fir feste als auch fir freie Grenzfléchen alle dreidimensionalen Strdmungen gegeniiber
infinitesimalen Storungen instabil sind, so dapf fiir kleine positive Werte von R '<Rc
Rollen verwirklicht sind. (Unter festen Grenzflichen sind solche zu verstehen, an denen
die Stromungsgeschwindigkeit © verschwindet. Rollen sind Strémungen mit geschlossenen
Stromlinien, deren Verhéiltnis Hohe zu Breite eins betrdgt, die aber meist keine Ereise
8ind, und bei denen ©® nicht von der dritten Raumkoordinate abhiéngt.) Dieser Schluf
ist nicht unmittelbar auf unser Problem mit temperaturabhéingiger Viskositét iibertrag-
bar, weil SCHLUTER u. a. (1965) konstante Materialeigenschaften (im Sinne der Bedingun-
gen (a), (b) und (c) von 2.) vorausgesetzt hatten. Da wir aber (WALZER, 1973a) unter
der Annahme von Rollen zu Ubereinstimmung mit wichtigen Beobachtungsdaten gekommen wa-
ren, setzen wir auch zweidimensionale Stromungen voraus.

(BB 1ox- = 0 und g? o

(3.22)1 bedeutet, dap die Vertikalkomponente des Wirbelvektors verschwindet. Unsere An-
nahme (3.22) wird auch durch eine experimentelle Untersuchung von BOOKER (1976) bestii-
tigt, die sich mit thermischer Konvektion mit stark temperaturabhingiger Viskosit#t und
unendlicher Prandtl-Zahl beschaftigt. Er schlieft: "There is no evidence that viscosity
variation by more than two orders of magnitude has any major effect on the cell structure
other than to increase the Rayleigh number at which the transition to three-dimensional
motion occurs.”

3.6. Das zweidimensionale Problem flir beliebige Prandtl-Zahlen

Aus Gleichung (3.17) erhalten wir, indem wir (3.22) und die Substitution
3.23) v = -8

benutzen, diesen Ausdruck

6
i\ “eai 96e -1_6,3
(3428) - 9B, = ax(V4V + Ry 5530 + By (Elv,vy,, - VY222 *

VoV ox vxvxxz] o gi[gf Vzv] 4
1 [vzvxz = Vx¥22 - (gg)z](exez e exz) 4
+ [vy o - V¥, - (g%)x](exex +6.)) .

Die Indizes x und 2z bedeuten Je eine partielle Differentiation nach x bzw. =z.
Unter den gleichen Bedingungen folgt aus der Energiegleichung (3.18) die Relation (3.25),
wihrend man (3.24) in (3.26) umformen kann.
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(v 6 +x, E )4 [%%B- -8 1
a[vzg]] .

(3.25) | ©
6
(3.26) | 0 = g;(va[vav] + R, §g§—)+P;1ee{g;[§%lv—-j’!;’ﬂ-

4

+6,8, + 0,) V35, - &P, 1+
V.

+(6,8. + 6.)) [ws(,l,,—:)x - 3P, 1)

Diese zwei Gleichungen dienen zur Bestimmung von 6 und y als Punktion von x, 2
und t. Man beachte die Symmetrien in der Form dieses Systems.

3.7. Herrscht gegenwdrtig im unteren Mantel Konvektion?

Als Zahlenwerte fiir die physikalischen Parameter des unteren Mantels benutzen wir

folgendes
B T e ky = 1,54 . 1026 poise
g = 981 cn/s? 0,, = 503 g/cn’
AT = 1200 K = 8.1073 cn/s
h o= 1,9 .10% cn
Wiren diese Werte exakt, so erhielten wir nach (3.5),1 Ro = 657,5 und die in 3.3. nur

zur gréfenordnungsméfigen Abschétzung verwendete Gleichsetzung von zur Zeit verwirk-
lichter Temperatur T mit T gdlte exakt. Das wire so, weil fiir den Fall freier Gren-
zen nach CHANDRASEKHAR (1961), S. 36, Rc = 657,5 gilt. Das heipt, der untere Mantel
befédnde sich im Grenzzustand zwischen dem statischen und dem konvektiven Regime. Nun
sind die angegebenen Zashlenwerte aber nur gréfenordnungsméfig richtig, insbesondere

ist k., mit starken Unsicherheiten belastet. Wegen dieser Unsicherheiten 1dft sich
nur feststellen, daf die Rayleigh-Zahl fiir den unteren Mantel in der Ni#he der kriti-
schen liegt. Ob R 2zur Zeit iliber oder unter Rc liegt, d. h. ob jetzt Konvektion im
unteren Mantel herrscht oder nicht, ist nicht entscheidbar.

Klar dagegen ist, dap sich die Grdfenordnungen von R1 und P:? stark voneinander
unterscheidents

(3.27) R, = R/k, = 9 und L Ve /ey Teaie. 1020 L

3.8. Die Herleitung einer Approximation der Lésung

Wegen (3.27) kann fiir den unteren Mantel der letzte Term in Gleichung (3.26) ver-
nachlédssigt werden. Weil nicht in allen geophysikalischen Anwendungen mit exponentiel-
ler Temperaturabhiéngigkeit der Viskositdét, fiir die (3.25) und (3.26) niitzlich sein
kann, die Prandtl-Zahl gegen unendlich geht, wurde zunéchst die wvolle Form des Glei-
chungssystems aufgeschrieben. Aus (3.25) wird
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dy 36 3y 3o
(3.28) g% = 726+kag§+5%§§_s¥a_.

Aus (3.26) entsteht durch P, + © und eine Integration

3.29) 0 = Pwere® B s,

Zur L8sung des Gleichungssystems (3.28) und (3.29) benutgzen wir eine Methode aus der
Magnetohydrodynamik von LORENTZ (1963) und MALKUS (1972), die auch schon KENNEIT (1976)
anwandte. Wir machen folgenden Ansatzs

'1[8(1 + az)]“'/2 C(t)sin(max)sin(nz) ,

(3.30) v(x,z,t) = a

(3.31) 6(x,z,t) = ;& {(1—-—8-2).1/2 B(t)cos(max)sin(nz) + [A(T) - 1])sin(2mz)}
+a

wobei

(3.32) T = m2(1 +ad)t .

Die Grfe a erweist sich als Verhiiltnis von HShe gzu Breite einer geschlossenen Strom-
linie. Dieselbe Grife ist bei CHANDRASEKHAR (1961) mit a/m bezeichnet, was bei Ver-
gleichen von Ergebnissen zu beachten ist. Mit Hilfe des Ansatzes erhalten wir

(3.33) $ = Q-4+1-50
und

3.3 § = -B+c,
wobei

(3.35) Q = 4/(1 + &) .

Bei der Herleitung von Gl. (3.34) wurde ein trigonometrisches Glied, das eine andere
Form als die im Ansatz stehenden hat, vernachldssigt. Falls im letzten Faktor von Gl.
(3.29) 6 klein gegen 1 1“1)’ folgt aus (3.29) und dem Ansateg

(3.36) C = r, B exp(c1B + caA - c2)
wobei
3.37) r, = ;E -55-)- = §§
k
(3.38) ¢4 = “—“' )"/2 cos(max) sin(mz) ,
1+a
k,
(3.39) ¢, = gz sin(emz) .

Die letzten der drei Verkiirzungen bestehen darin, c, und c, in Gl. (3.36) kiinftig als
Konstanten zu behandeln. Aus den Gleichungen (3.33), (3.34) und (3.36) folgt ohne Ver-
nachléssigungen Gleichung (3.42): Aus (3.34) und (3.36) eliminieren wir C und erhalten

1) Spliter werden wir uns ohnehin auf kleine Abweichungen vom Ausgangszustand beschrin-
ben, was auch geophysikalisch (siehe 3.7.) gerechtfertigt ist.
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(3.40) cA = ¢, - 4B+ 1n(r;1) + 1n(g%#§ +1) .

Daraus entsteht mit d/dv

.

2
. & B BiSTB
1 ciA = ~CiB + —— (g - %) =«
-8y S0 1" TE+n B8
Daraus und aus Gleichung (3.33) bekommen wir eine komplizierte, nichtlineare gewBhnliche

Differentialgleichung fiir B als Punktion von =T

2 .

B - B2/B - c,B% - ¢qBB - QoqBB - Qe B° +

(3.42) : o :
+ (B +B)Q 1n [r] (B/B +1)] + c,QB(B + B)? = O .

Diese Gleichung ist analytisch kaum zu 1l6sen. Es sind dem Verfasser auch keine notwen-
digen und hinreichenden Kriterien bekannt, um zu entscheiden, ob (3.42) periodische IS-
sungen hat. Hier kann man sich fiir den unteren Mantel durch eine einfache Uberlegung
helfen: Palls - wie in 3.7. ausgefijhrt - der untere Mantel nahe dem Grenzzustand (margi-
nal state) ist, kann man sich auf kleine B und B beschrénken, Aus (3.37) folgt dann

T, = 1 und aus (3.42) unter Vernachléssigung der Glieder hdherer Ordnungs

(3.43) |B-82/B + Q(B + B)ln (1 + B/B) = O .

Der Verfasser hat diese nichtlineare Differentialgleichung geldst. Die allgemeine Ldsung
lautet:

(3.44) B = exp{/exp[exp(-Q(T - ro))]dr - T+ 1.}

T, und T, sind die Integrationskonstanten. Diese Ldésung ist nichtperiodisch. Ent-
wickelt man den Logarithmus-Ausdruck in (3.42) in eine Reihe, die man nach wenigen Glie-
dern abbricht, so erhdlt man fiir diese andere Niéherung von (3.42) zwar keine L&sung,
kann aber Nichtperiodizitét nachweisen. Damit ist gezeigt, dap periodische Lésungen von
(3.42) mit Null-Durchgang unmdglich, periodische Lésungen von (3.42), die immer positiv
bzw. negativ bleiben, unwahrscheinlich sind.

3.9. 8Schlugfolgerungen

Vor einigen Jahren schlug der Verfasser (1974a) folgenden Mechanismus fiir den unteren
Msntel vors Wegen (schwacher) radioaktiver Heizung von innen, die mit ungeniigender Wiér-
meabfuhr durch Strahlungs- und Gitter-Wérmeleitfiéhigkeit verbunden ist, sinkt langsam
die Viskositdt bis die kritische Rayleigh-Zahl erreicht ist, ohne daB die Materie
schmilzt. Dadurch tritt eine verhdltnisméBig kurze Zeitspanne der Wérmeabgabe infolge
Konvektion ein. Diese aber bewirkt ein Sinken der Temperatur, wodurch die Rayleigh-Zahl
wieder unter den kritischen Wert fé@llt. Die episodischen Konvektionsstrdme des unteren
Mantels verstiérken die (infolge grdferer radioaktiver Wiarmequelldichte) nie erldschenden
Konvektionsstromungen des oberen Mantels und aktivieren dadurch zeitweise die tektoni-
schen und magmatischen Prozesse in der Lithosphédre. Es ist klar, daB hierzu auch das
festkdrperphysikalisch zu erwartende Anwachsen der (effektiven) Viskositét mit der Tiefe
(vgl. Abschnitt 4.) paBt, unabhiéngig davon, ob gegenwidrtig dort Konvektion herrscht.
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Der Verfasser entwickelte damals die entsprechende hydrodynamische Theorie mit expo-
nentieller Temperaturabhéngigkeit und Heizung von innen, konnte die Periodizitét der ILo-
sung aus Griinden der mathematischen Schwierigkeit aber nur plausibel machen. In 3. wurde
fiir den Fall der Heizung von unten und Kiihlung von oben, d. h. der reinen Bénard-Konvek-
tion, mit exponentieller Temperaturabhéngigkeit der Viskositdt, flir nicht allzu grope
Abweichungen vom Grenzzustand (marginal state) die allgemeine Ldsung hergeleitet und be-
wiesen, daB es in diesem Falle keine periodischen L&sungen gibt. Die Heizung von innen
scheint also wesentlich fiir das Auftreten periodischer Lésungen zu sein. Abschnitt 3.
verwendet hauptsdchlich SchluBweisen der theoretischen Hydromechanik und ist dadurch im
Gegensatz zu den Arbeiten, die sich vornehmlich auf numerische Computer-Modelle stiitzen,
nur von der Grifenordnung einiger Katerialparameter abhéngig. (k2 in (3.7) hatten wir
(WALZER, 1978a) gleich 18 gesetzt. Dieser Wert scheint jedoch eher fiir das Kriechen von
Metallen zu gelten. Nach WEERTMAN (1978) empfiehlt sich fiir magnesiumreichen Olivia
k2 = 31,5. Diese Knderung von k brédchte jedoch keine anderen Schlupfolgerungen her-
vor.) In Abschnitt 4. werden die Konvektionszyklen des unteren Mantels fiir innere Hei-
zung auf eine von WALZER (1974a) unabhéngige Weise berechnet und mit Beobachtungsergeb-
nissen verglichen.

3.10. Diskussion

In mehr qualitativer Weise erklirten verschiedene Autoren einige geologische Phéno-
mene ebenfalls durch instationdire Konvektions RICE und FAIRBRIDGE (1975) schlugen vor,
daB Episoden erhéhter Verschiebungsgeschwindigkeit der ozeanischen Lithosphdre, Trans-
gressionen u. a. durch periodisch verstédrkte Wdrmeabgabe des Mantels erzeugt werden.
0.L. ANDERSON und PERKINS (1975) erklérten die irreguldre Verteilung des Magmatismus in
den amerikanischen Siidweststaaten durch instationdire Wirbel der konvektiven Strémungen.
Diese Gedanken sind in einem gewissen Grade mit den hier (in 3. und 4.) und von WALZER
(1974a) entwickelten verwandt. Auch aufer unserem Abschnitt 4. gibt es zu dem behandel-
ten Thema einige mumerische Experimente. PARMENTIER u. a. (1975) berechneten von innen
beheizte Konvektionsstréme mit variabler Viskositdt, wobei sie sich nach Voraussetzung
auf den stationtiren Fall beschriénkten. ANDREWS (1975), HOUSTOK und de BREMAECKZR (1975)
sowie KONO u. a. (1979) erweitern ihre Rechnungen auf den instationidiren Fall, wobei die
Viskositdét nur von der Tiefe, nicht aber von der Temperatur bzw. der Zeit abhiingt. Ub-
rigens kommen PARMENTIER u. a. (1975) und ANDREWS (1975) zu dem Ergebnis, dap Mantel-
Plumes unwahrscheinlich sind.

Eine fiir unser Problem interessante nicht-geophysikalische Arbeit stsmmt von VANDER-
BORCK und PLATTEN (1974), die numerische LSsungen von Bénard-Problemen mit schwach tem-
peraturabhéngigen Materialgréfen fanden, indem sie ein Runge-Kutta-Verfahren verwandten.
Die benutzten Temperaturabhéngigkeiten sind linear bzw. quadratisch.

Unabhéngig von der Frage der Zeitabhdngigkeit der Konvektion, ist die Temperaturab-
héngigkeit der Viskositét fiir die Entstehung der ozeanischen Lithosphdre von Bedeutung.
Kan kann diese lithosph¥rischen Platten im wesentlichen als Abkiihlungshaut mit erheb-
lich erh8hter Viskosit#t auffassen. Diesen Aspekt der Mantelkonvektion untersuchten
JACOBY (1976) und de la CRUZ-REYNA (1976) durch Modellversuche.
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4, Instationdire Konvektion im unteren Mantel mit innerer Heizung und temperatur- und
druckabhéngiger Viskositét

4,1, Viekositét

Im Zusammenhang mit der Mantelkonvektion sind im wesentlichen drei Fragen beziiglich
der Viskositdt von Bedeutung.

(a) Welchen Verlauf nimmt die (effektive) Viskositét als Funktion der Tiefe?

(b) Welches Stoffgesetz, d. h. welche Beziehung zwischen Deformationsgeschwindigkeits-
tensor und Spannungstensor, gilt fiir Mantelkonvektion?

(c) Wie hiéngt die Viskositét von Temperatur und Druck ab?

Am klarsten 1dBt sich die letzte Frage beantworten, was fiir den vorgeschlagenen liecha-
nismus der instationéren Konvektion im unteren Mantel wichtig ist. Doch zun&dchst zu
Frage (a): Wéhrend in bezug auf den Wert der Viskositét im oberen Mantel die Ansichten
konvergieren, besteht in bezug auf den unteren Mantel keine Einhelligkeit. Wie in 3.
gezeigt wurde, miifte die Viskositédt im unteren Mantel grifer als 1,54 . 1026 poise
und temperaturunabhéngig sein, um dort Konvektion fiir immer zu verhindern. Da man den
starken EinfluB der Temperatur friiher nicht oder nur inkonsequent beachtete, fiel fiir
die meisten Bearbeiter die Frage des Viskositédtswertes mit der Frage der Moglichkeit
der Konvektion zusammen.

Der aus Satellitenbahnen bestimmte mittlere Wert der Elliptizitét der Erde betrdgt
1/298,25. Nimmt man an, dapf die Erde im hydrostatischen Gleichgewicht ist, so ergibt
sich aus der Dichteverteilung eine theoretische Elliptizitdt von 1,/300,0. MUNE und
ltacDONALD (1960) deuteten diese Abweichung durch Relaxation. Die gegenwértige Figur der
Erde entspreche einer hdheren Drehgeschwindigkeit, die vor 107 Jahren geherrscht habe.
Aus der Phasenverzdgerung der Gleichgewichtsfigur schlof MacDONALD (1963) auf eine Vis-
kositdt des unteren Mantels von etwa 1026 poise. Nach McCONNELL (1968) folgt aus dem
postglazialen Aufstieg Fennoskandias, dap die Viskositét vom oberen zum unteren Mantel
um etwa 4 Zehnerpotenzen auf Werte zwischen 1024 und 1026 poise fiir den unteren Mantel
steigt. Aus Untersuchungen der Deformationen der Erde und festkdrperphysikamlischen tber-
legungen kam McEKENZIE (1967) zu dem Ergebnis, daB die Viskositdt des unteren Mantels
~0° mal groBer als die des oberen sein miisse. Auch das Ergebnis von ISACKS und MOLNAR
(1971), daB fiir Tiefbeben (Tiefe >300 km) die Kompressionsspannungen parallel zur Ab-
tauchplatte (descending lithospheric slab) liegen, fiihrte zu der Vorstellung, daB diese
in diesem Tiefenbereich durch wachsende Viskositét auf ansteigenden Widerstand st&gt. i
RICHTER (1977) kam ebenfalls zu dem SchlupB, daf die Spannungsverteilung in der Abtauch-
platte mit wachsender Viskositét zu erklédren sei. SCHUBERT und YOUNG (1976) berechneten,
dap die Viskosit#t des unteren Mantels nicht unter 1024 poise liegen darf, weil anderen-
falls der Kern an der Kern-Mantel-Fldche fest sein miiBte. Diese Ergebnisse sind nicht
unwidersprochen geblieben. Aus dem isostatischen Aufstieg verschieden groBer Gebiete
(Leurentia, Pennoskandia, Iake Bonneville) nach der Entlastung kamen CATHLES (1975) und
PELTIER und ANDREWS (1976) mit verschiedenen mathematischen Verfahren zu einander sehr
ghnlichen Ergebnissen. CATHLES' (1975) Modell ist folgendess Unter einer elastischen
Lithosphdre, die Je nach Gebiet 70 bis 150 km dick ist, liegt eine nur ~75 km mdchtige
dinnfliissige Schicht mit 4 . 1020 poise. Der iibrige obere Mantel hat 3

(1,0 + 0,1).10%2 poise. Mir den unteren kantel findet CATHLES (0,9 + 0,2).10°° poise.
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Der gesamte Mantel sei als Newtonsche Fliissigkeit zu behandeln. CATHLES' Ergebnisse fiir
den oberen Mantel unterscheiden sich nicht grundsédtzlich von denen klassischer und mo-
derner Autorens HASKELL (1935) fand aus dem nacheiszeitlichen Aufstieg Fennoskandias
fiir einen darunterliegenden viskosen Halbraum 3 - 1021 poise, VETTER und MEISSNER
(1977, Pig. 10) kommen fiir 150 km Tiefe auf Werte zwischen 1017 una 1022 poise, je nach-
dem, ob das Gebiet unter Ozean oder konsolidiertem Kontinent liegt. Schon vor CATHLES
hatten GOLDREICH und TOOMRE (1969) versucht, MacDONALDs (1963) hohen Viskositédtswert
fiir den unteren Mantel zu widerlegen: Sie zeigten, daf nach Subtraktion der Anteile

der hydrostatischen Abplattung der verbleibende nicht-hydrostatische Anteil des Geoids
deutlich triaxial ist. DICKE (1969) hatte historische Mondfinsternis-Beobachtungen
durch Abbremsung der Erddrehung infolge Gezeitenreibung erklért und einen Mittelwert
von 1022 poise fiir den gesamten Mantel hergeleitet. Weil sich auch in anderen Jiingeren
Berechnungen aus dem postglazialen Aufstieg derartige Werte ergeben haben, werden sie
Jetzt in vielen geophysikalischen Modellen (O'CONNELL, 1977; SHARPE und PELTIER, 1979)
verwendet.

Was kann die Materialphysik zu dem besprochenen Themenkreis beitragen? In Abb. 4.1
8ind die experimentellen Ergebnisse sehr vieler Autoren von ASHBY und VERRALL (1977)
zusammengefaft. Da Olivin zumindest im oberen Mantel vorherrschen diirfte, wurde er als
Beispiel genommen. Nahe der Oberfléche (bis in etwa 20 km Tiefe) reagiert das Gestein
auf Scherspannungen durch Schieferung, auch wenn diese sehr klein sind. Bis in etwa
100 km Tiefe herrscht plastisches Fliefen vor, darunter ist die Schergeschwindigkeit
einer Potenz n der Scherspannung proportional (Potenzgesetz oder power law). Das
bleibt so mindestens bis in 400 km Tiefe, wo Olivin in eine Phase von Spinell-Struktur
iibergeht. (Es ist klar, daf die spezielle Abb. 4.1 wegen der Phaseniiberginge in 400
und 670 km Tiefe nicht auf den unteren Mantel iibertragen werden darf.) Wie Abb. 4.1
zeigt, fliept fiir sehr kleine Scherspannungen das Material infolge wvon Diffusion von
Lochern im Atomgitter, fiir grofere Scherspannungen dominieren wverschiedene Wandermecha-
nismen der Versetzungen und Korngrenzen. Zu &hnlichen Ergetnissen kommt GOETZE (1978).
Fir Scherspannungen unter 2 kbar findet er ein Potenzgesetz mit n = 3, fir iiber 2 kbar
ein Dorn-Gesetz.

Da mit wachsendem hydrostatischem Druck die Neigung zum Idealkristall widchst, d. h.
die Zahl der Fehlstellen (Versetzungen, Ldcher) vermindert wird, weil so eine bessere
Raumausnutzung gewidhrleistet ist, ist zu erwarten, dap die (effektive) Viskositét mit
der Tiefe steigen mup, wenn das Material das gleiche bleibt. Das gilt besonders fiir den
Bbergang zu dichteren Gittern (Phaseniibergang). Deshalb ist m. E. die Annahme einer
nahezu konstanten Viskosit#dt iiber fast den gesamten Mantel (CATHLES, 1975) unglaubwiir-
dig. Gleichgiiltig ob ein Versetzungskriechmechanismus (dislocation glide, dislocation
climb, ...) oder Nabarro-Herring-Kriechen (d. h. Diffusion von Léchern im Gitter und
von Atomen auf Nichtgitterplétzen) vorherrscht, wird die Temperatur- und Druckabhéingig-
keit durch (3.6) und (3.7) beschrieben (WEERTMAN und WEERTMAN, 1975), wobei sich nur
die Konstanten unterscheiden. Aus Formel (3.8) geht hervor, daB die Viskositiét selbst
ohne Phaseniibergiénge nur dann konstant ist, wenn sich T/Tm nicht #ndert. [Wenn UFFENs
(1952) Schmelztemperaturverteilung und WANGs (1972) Temperaturverteilung richtig sind,
k¥nnte die Viskosit#t innerhalb des unteren Mantels néherungsweise konstant sein (vgl.
3.3.).] Sieht man einmal davon ab, dag GRIGGS und POST (1973) und POST (1973) erkléren,
den postglazialen Aufstieg mit einem Potenzgesetz mit n = 3,21 richtig erkléren zu
kénnen, wihrend die Mehrheit der Bearbeiter des nacheiszeitlichen Aufstiegs (wie z. B.
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Abb. 4.1 Die fiir Olivin unter den Bediﬁngen des oberen Mantels
gliiltigen Stoffgesetze nach AS und VERRALL (1977).
Innerhalb eines von Scherspannungen (shear stress) und
normiertem hydrostatischem Druck (pressure/bulk modulus)
aufgespannten Gebletes gilt das gleiche Stoffgesetz. Die
giin;eliatldnien sind Linien gleicher Deformationsgeschwin-

gke

CATHIES) mit n =1, 4. h. mit einer Newton-Flilissigkeit, rechnet, so bleibt die Frage
nach der richtigen Gréfenordnung der effektiven Viskositit des unteren Mantels offen.
Ist der Mantel in bezug auf den nacheiszeitlichen Aufstieg eine Newton-Fliissigkeit, so
kiime bei den giingigen Kriechmechanismen am ehesten Nabarro-Herring-Kriechen in Betracht
(NABARRO, 1948), In der Néhe der Langsamschicht (low-velocity layer) des oberen Mantels
liegt T/!‘ll knapp unter 1, an der Kern-Mantel-Fléche aber in der Gr&Benordnung % Des-
haldb wiirde die Viskositéit - im Gegensatz zu CATHLES (1975) - mit der Tiefe iiber viele
Zehnerpotenzen anwachsen (GORDON, 1965). Fihrt man dagegen ein Potenzgesetz ein, so
steigt zwar die Viskositd#t nur um zwei (SAMMIS u. a., 197?) oder wenig mehr Zehnerpo-
tenzen, man hat aber -~ im Gegensatz zu CATHLES (1975) - keine Newton-Fliissigkeit.
WEERTMAN (1978) schléigt nun eine vermutlich aussichtsreiche Ldsung vor, um aus diesen
Widerspriichen herauszukommen: Die Deformationen infolge postglazialer Epirogenese lie-
gen zwischen '10'5 und ‘I0'6. Fir Kriechversuche an Gesteinen und Konvektion im Mantel
Buf man aber viel gréfere Deformationen und stationéres (oder quasi-stationiéres) Krie-
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chen voraussetzen. Der postglaziale Aufstieg sei deshalb als Ubergangskriechenﬂ)

(transient creep) bedingt durch andere Mikromechanismen anzusehen, wihrend Konvektion
durch ein Potenzgesetz (infolge verschiedener Versetzungskriechmechanismen, siehe auch
CARTER, 1976) beschrieben werden miisse. Ob das (niherungsweise bei Konvektion reali-
sierte) stationiire Kriechen mit grofen Deformationen durch eine Newtonsche Fliissigkeit
beschrieben werden kann, hiéingt von der (unbekannten) Korngrdfe des Mantelgesteins ab.
GRIGGS und POST (1973) und WEERTMAN (1978) weisen darauf hin, dag wahrscheinlich nicht-
Newtonsche Konvektion vorliegt, vorausgesetzt, dag die Spannungsabhéngigkeit der Korn-
grofe von Dunit nach den Versuchsergebnissen von POST (1973) und CARTER (1976) fiir den
Mantel représentativ ist. WEERTMAN (1978) schlieft, daB die effektive Viskositit fir
die verschiedenen Tiefen des Mantels um 4 bis 6 Gréfenordnungen variiert, falls fiir
den betrachteten quasistationiiren Prozef (z. B. Konvektion) ein Potenzgesetz gilt. Ietz-
teres hilt er (und halten auch wir) fiir wahrscheinlich, so daf die effektive .Viskositit
des unteren Mantels erheblich iiber 1022 poise lige. Konvektionsuntersuchungen mit einem
Potenzgesetz (n = 3) wurden erstmalig von PARMENTIER u. a. (1976), WALZER (1977) und
PARMENTIER (1978) durchgefiihrt. Fir Stromlinien und Isothermen ergaben sich nur geringe
Abweichungen gegeniiber dem viskosen Fliissigkeitsmodell. Die Antwort auf Frage (b) ist
also, daf man eigentlich ein Potenzgesetz als Stoffgesetz einfilhren miifte. Will man
aber nur das Verhalten der Konvektion in groben Ziigen erforschen, so geniigt in erster
Ndherung eine Newton-Fliissigkeit. Eine weitere Schwierigkeit bei der Auffindung des
richtigen Stoffgesetzes besteht darin, dap Laborversuche viel kiirzer dauern miissen als
das Kriechen im kantel bei isostatischem Aufstieg oder gar beli Mantelkonvektion. Die
Deformationsgeschwindigkeiten im Mantel liegen zwischen 1078~ una 10~ 3'1, im Isbor
dagegen zwischen 10~8s=1 unda 10735 (SCHUBERT, 1979).

4.2. Geophysikalische Vorbetrachtungen zur Berechnung des llechanismus der episodischen
Konvektion im unteren Mantel

Lehnt man WEERTMANs (1978) Vorschlag, daf fiir den postglazialen Aufstieg Ubergangs-
kriechen mafSgeblich sei, ab und beharrt man fiir diesen Vorgang auf einer Newtonschen
Fliissigkeit, so kommt man zu dem (festkdrperphysikalisch gesehen unwahrscheinlichen)
Ergebnis, daB der gesamte Mantel eine konstante Viskosit#t um 1022 poise hat (CATHLES,
19753 PELTIER und ANDREWS, 1976). Infolgedessen hat in jlingster Zeit eine Reihe von
Autoren dauernde Mantelkonvektion mit Zellen befiirwortet, die von der Kern-Mantel-Grenze
bis zur Oberfléche der ozeanischen Lithosphire reichen (DAVIES, 19773 O'CONNELL, 1977,
SCHUBERT, 1979; ELSASSER u. a., 1979). Mit dieser Ansicht unvertriéglich bleibt die Be-
obachtung, dag Herdmechanismen an Abtauchplatten, die nur in geringe bis mittlere Tiefe
reichen, auf Zug hindeuten (down-dip extension mechanisms), wihrend solche, die 600 bis
700 km Tiefe erreichen, Kompressionsmechanismen auf der ganzen Linge der Abtauchplatte
zeigen (ISACKS und MOLNAR, 1971). letzteres ist nun von den Verfechtern eines Mantels
mit konstanter Viskositdt so gedeutet worden, dag sich dort die Abtauchplatte auflost,
die Teile aber noch tiefer sinken. Unversténdlich ist dann nur, weshaldb die Seismizi-
tdt nach unten hin so scharf abbricht, denn nach dieser Hypothese sollte sich die Platte
nach unten hin verlieren, also nach unten hin sollten die Beben immer seltener und
schwiicher werden. Statt dessen zeigt die Seismizitét zwischen 500 und 700 km Tiefe ein

Ll Bereits GOBTZB (1971) hatte erkannt, dag fiir kleine Deformationen (<1O'2), wie sie
bei der Bisentlastung auftreten, Ybergangskriechen wesentlich ist.
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ausgeprégtes Maximum und verschwindet plétzlich unter 7?00 km Tiefe (s. z. B. BILLINGTON,
1978; HANUS und VANEE, 1979). Die Anderung im Charekter des Herdmechanismus scheint nur
dadurch zu erklédren zu sein, daf die Abtauchplatte bis in mittlere Tiefen zusdtzlich
auch durch ihr eigenes Gewicht einsinkt, also gezogen wird, wdhrend sie in gr&feren Tie-
fen auf Widerstand trifft. Dieser Widerstand kann durch Erhshung der Viskositét (insbe-
sondere an der 670-km-Diskontinuitédt), aber auch durch den Auftrieb in einem dichteren
Medium bei chemischer Schichtung des Mantels gedeutet werden. RICHTER (1979) hat das
Problem erneut untersucht. Er kommt u. a. zu dem Schlup, dap die. Tatsache, dag im unte-
ren Mantel noch nie ein Beben beobachtet wurde, darauf hinweist, dap die Abtauchplatte
infolge chemischer Schichtung nicht in ihn eindringt. In diese Richtung deutet auch das
an den Neuen Hebriden zwischen 600 und 700 km Tiefe etwa waagrecht liegende untere Ende
der dortigen Abtauchplatte, bzw. die entsprechende Verteilung der Seismizitdt zeigt,

dap die Platte offenbar nicht tiefer eindringen konnte (ISACKS und MOINAR, 1971). Ver-
suche, die Verléngerungen der Abtauchplatten unter 700 km Tiefe nachzuweisen, beruhen
auf Untersuchungen an S-Geschwindigkeitsgradienten (JORDAN, 1975), bringen jedoch mehr-
deutige Ergebnisse; seismische Ereignisse gab es nirgends in gréBerer Tiefe. Auch DAVIES
(1980a) diskutiert das Problem der Herdmechanismen der Abtauchplatte und erwégt neuer-
dings auch ein Ansteigen der Viskositét mit der Tiefe. Aus geochemischen Uberlegungen,
bei denen vor allem das Verhéltnis 87Sr/'BGSr eine Rolle spielte, schlossen O'NIONS u.a.
(1979), das die Lithosphdre durch Differentiation von etwa der Hdlfte des Mantels ent-
standen sei. Fiir Basalte an mittelozeanischen Riicken wurde ein mittleres Verhdltnis
87Sr/'8€'Sr von 0,7028 bis 0,7030 gefunden. Nédhme der ganze Mantel am Stoffaustausch mit
der kontinentalen Lithosphédre teil, so ergébe sich 0,7047. Den richtigen Wert bekommt
man, wenn nur etwa die Hdlfte des Mantels in die Schweresonderung einbezogen war. Auch
JACOBSEN und WASSERBURG (1979) konstruierten einfache Transportmodelle zur Entstehung
der Kruste aus dem Mantel. Berechnungen zur Massenbilanz ergaben, daf die Kontinente
durch Differentiation von etwa 30 % des Mantels entstanden sein miissen. Auch diese' Un-
tersuchungen deuten also darauf hin, dap es im Mantel verschiedene Stockwerke der Kon-
vektion, nédmlich eines fiir 3en unteren, und zumindest eines fiir den oberen Mantel geben
muB. McKENZIE und JARVIS (1980) fanden auf thermodynamischem Wege, daf die GréBenord-
nung des Spannungsabfalls in Erdbeben am besten mit einer (z. Z.) auf den oberen Mantel
beschriénkten Konvektionsschicht zu vereinbaren ist. JEANLOZ und RICHTER (1979) schliefen
aus seismischen Daten und einer Berechnung der Temperatur als Funktion der Tiefe, dap
die Schicht D" iiber der Kern-Mantel-Grenze sich chemisch vom restlichen unteren lantel
unterscheidet oder unterer und oberer Mantel chemisch unterschiedlich sind, wobei (z. Z.)
im unteren Mantel keine Konvektion herrschen wiirde. Aus der obigen Diskussion folgt, daf
wohl (auch) das zweite zutrifft.

Auf der Grundlage der vorangestellten Erérterungen wollen wir jetzt ein Modell fiir
die episodische Konvektion im unteren Mantel berechnen, welches in der Idee mit.dem von
WAIZER (1974a) verwandt ist. Das Modell héngt nicht sehr stark von den speziellen Stoff-
konstanten ab, die natiirlich z. T. unsicher sind. Wir wollen annehmen, daf der untere
Mantel eine etwas grSfere Nulldruckdichte hat als der obere und dag er an radiocaktiven
Quellen infolge Differentiation verarmt ist. Wenn sich auch die Differentiation der Kon-
tinente in den Tiefen, die dem heutigen oberen Mantel entsprechen, vollzogen haben muf
(SAFRONOV, 19693 RINGWOOD, 1975), weil dort die Temperaturkurve am néchsten an der
Schmelzpunktkurve war (und ist), so wiirde die so entstandene erdweite Instabilitét doch
dazu filhren, dap das (bei gleichen p-T-Bedingungen) spezifisch schwerere Differentiat
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nach unten sinkt und dort den unteren Mantel bildet (s. z. B. VITJAZEV, 1980). Es ist
fir das Weitere gleichgiiltig, ob diese Vermutung iiber die Entstehung des unteren Mantels
stimmt. Wir nehmen jedenfalls mit STACEY (1969), S. 256, an, daf der untere Mantel z.Z.
eine niedrige spezifische Wirmeleistung von 0,27 erg/g-a hat. Die spezifische Wérmelei-
stung des oberen Mantels muB dann grBer sein, damit der an der Erdoberfliéiche gemessene
Wirmestrom herauskommt. Daraus folgt iibrigens auch, daf der obere Mantel dauernd kon-
vektiv strtmt. Um nun von den speziellen Zahlenannahmen etwas unabhingiger zu werden,
wollen wir drei konkurrierende Modelle fiir den unteren Mantel benutzen: In Modell 1
nehmen wir an, dag die Wérmeleistungsdichte Q* zeitlich konstant ist, in den anderen
zwel Modellen klingt sie nach dem radioaktiven Zerfallsgesetz exponentiell ab:

(#.1)  Q* = Qf exp(-t*/t3) ,

wobei t* die Zeit ist. Die Zeitkonstante #ndert sich je nach der angenommenen Mischung
der radioasktiven Elemente. Fir chondritische Zussmmensetzung gilt nach McKENZIE und
WEISS (1975) t; = 2219 Ma, fir eine Zusammensetzung nach WASSERBURG u. a. (1964)

t; = 3248 Ma. Das s0ll auch fiir unser Modell 2 bzw. 3 gelten. Q; bestimmen wir fiir Mo-
dell 2 und 3 so, daf 4,5 Ga nach Entstehung der Erde die spezifische Wirmeleistung auf
0,27 erg/g-a gesunken ist. Es gilt also

fiir Modell 1 Q% = 4,2864 . 10 erg/en’.s und £y » o,
fir Modell 2 Q% = 3,2569 - 10~7 erg/cm3-s und ts = 2219 Ma ,
fir Modell 3 Q; = 1,111 . 1077 erg/bm3-s und t; = 3248 Ma .

Bei der Umrechnung wurde eine mittlere Dichte des unteren Mantels von ek =50 s/cm3
benutzt, die nach DZIEWONSKI u. a. (1975) berechnet wurde. Nach derselben Arbeit nehmen
wir die Oberfliéche des unteren Mantels in 670 lm, die Unterfliche in 2885,3 km Tiefe an.
Der Wirmestrom durch die Unterfldche sel vernachléssigbar klein. Das ist aber keine we-
sentliche Voraussetzung des Modells. Der Wirmestrom durch die Oberfliéche des unteren
Mantels s0ll pauschal durch die Nusselt-Zahl N der dauernd im oberen Mantel stattfin-
denden Konvektion ausgedriickt werden. Wesentlich ist die exponentielle Abhingigkeit der
Viskositét von der Temperatur, die sowohl im oberen als auch im unteren Mantel gilt.

Die Temperatur Té an der Erdoberfléiche sei bei 300 K fixiert, die Temperaturen T;

und T; an Ober- und Unterfléche des unteren Mantels sind Funktionen der Zeit t*.

Jetzt folgt eine Zwischeniiberlegung, deren Ziel darin besteht, die Wirmestromdichte
x; an der Oberfliéche des unteren Mantels als Funktion von T; und TE auszudriicken,
Fir die Konvektion im oberen Mantel nehmen wir

4.2) K = cr/3
an, wobeli R die Rayleigh-Zahl

g a« AT* hg
i) Vagenh

ist. Nach TURNER (1973) ist (4.2) giiltig, weill es die einzige Porm der Gleichung ist,
die nicht von der Schichtdicke h, abhiéingt. Die Konstante c¢ kann noch von den Rand-
bedingungen abhéingen. Die Nusselt-Zahl N ist bekanntlich das Verhdltnis von Gesamt-
Wirmeflupf zu rein diffusivem Wi&rmeflupf. Fir R £ Rc muf also N =1 sein, wobei Rc
die kritische Rayleigh-Zahl ist. Bezieht man die ozeanische Lithosphiéire in den Kreis-
lauf der Obermantel-Konvektion ein, so kionen wir dabei mit einer spannungsfreien Ober-

(4.3) R
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fléiche und einer festen unteren Grenzfléche rechnen. Nach CHANDRASEXKHAR (1961), S. 42,
lautet die kritiscke Rayleigh-Zahl fiir den festfreien Fall (rigid-free case) R, =

= 1100,65. Daraus und aus (4.2) erh#dlt man c¢ = 0,096 861 6. Dieser theoretische Wert

fiir ¢ 1liegt nahe bei dem von KRAICHNAN (1962), der N = ¢ R1/3 mit ¢ = 0,089 flir

hohe Prandtl-Zahlen erhielt. TURCOTTE und OXBURGH (1969) und TURCOTTE u. a. (1973) be-
nutzen fiir die Viskositdt des Mantels folgende Ndherung:

(.4) 1 = 2,76 - 1071%exp[(5,222 - 10* + 1,087 - 1077p*)/1*]

wobei T* in K, p* in dyn/cm2 angegeben ist. Wir vereinfachen die Formel fiir den
oberen Mantel dahingehend, dag wir p* durch den mittleren Druck p;v = 1,113.1011
dyn/'cm2 und T* 1in der Exponentialfunktion durch die zeitlich variable mittlere Tem-
peratur T;v = (T; + Té)/? ergetzen. Der Faktor T°* in (4.4) und AT* in (4.3) sol-
len sich etwa kompensieren, so daB wir fiir den oberen Mantel die Néherung

(4.5) RiAs= Rk exp(‘k4/2T;v)
benutzen, wobei k, = 2 . 6,432 . 10* K und R, = 5,0351 . 10%°,
wurde so bestimmt, dag nach TOZER (1967) R = 106 jetzt im oberen Mantel gilt.
McKENZIE und WEISS (1975) nehmen R = 10° bis 10° fiir den oberen Mantel an, aber fir
unsere Bestimmung der Nusselt-Zahl kommt es nur auf eine Uberschlagsrechnung an. Fiir
den oberen Mantel wurde bei dieser Umrechnung eine Temperatur von 1900 K in 335 km Tie-
fe angenommen. Die rein diffusive Wdrmestromdichte an der Grenze vom unteren zum oberen
Mantel ist -udT‘/axi, wobei % die Wirmeleitfiéhigkeit, x5 die nach oben gerichtete
Ortskoordinate ist. Die Temperaturleitfihigkeit k 1ist k = u/bcp. Nach McEENZIE und

WEISS (1975) benutzen wir

kK =8.1073 cn’/s fiir die Temperaturleitfhigkeit,
@« =2 .10 g fiir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten,
cp = A2 o 107 erg/g.K  fiir die spezifische Wirme bei konstantem Druck.

Die gesamte Wdrmestromdichte an der Oberfléche des unteren Mantels kann also durch
T; - T§
L4 -
(4.6) xa = ke Cp —r N
ausgedriickt werden, wobei h,; die Dicke des oberen Mantels ist. Daraus und aus (4.2)
und (4.5) folgt :

78 - 13
®.7) X3 = kec,c —151—3 (R, exp[-k, /(13 + 13)1)1/3 .

4.3. Die Berechnung der episodischen EKonvektion im unteren Erdmantel

Wir nehmen an und wissen aus der Beobachtung der Bewegung der Lithosphédrenplatten,
dag im oberen Mantel dauernd Konvektion herrscht. Der Wdrmestrom an der Oberflédche des
unteren Mantels wird deshalb pauschal durch (4.7) beschrieben. Die geringe Wiérmeproduk-
tionsdichte des unteren Mantels reicht nicht aus, um dort Konvektion dauernd zu betrei-
ben. Weil aber gleichzeitig die Gitter- und Strahlungsleitféhigkeit zu gering sind, um
die Wédrme von dort abzuffihren (PITT und TOZER, 1970), steigt die Temperatur langsam im
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unteren Mantel. Wegen der besprochenen Temperaturabhéngigkeit der Viskosit&dt sinkt die-
se und die Rayleigh-Zahl steigt, bis die kritische Rayleigh-Zahl auch im unteren Mantel
Uberschritten wird. Es kommt zu Konvektion im unteren Mantel, die die Konvektion im obe-
ren Mantel und die magmatische und orogenetische Aktivitdt in der kontinentalen Litho-
sphédre verstdrkt und auch EinfluB auf das Erdmagnetfeld hat. Diese Behauptungen werden
unten bewiesen. Dieser Mechanismus wurde mit einem anderen Rechenverfahren von WALZER
(1974a) vorgeschlagen und auch von JONES (1977) aufgegriffen. JONES schlug allerdings
eine andere Ursache fiir die episodische Kpnvektion im unteren Mantel vor: Er nahm eine
Dichteinstabilitdt in der Schicht D" an, die so lange wiichse, bis der Umschwung er-
folgt. Die Untermantel-Konvektion nach dem von WALZER vorgeschlagenen Mechanismus muf
deshalb bald wieder ersterben, weil durch die Wdrmeabfuhr die Temperatur sinkt und da-
mit die Rayleigh-Zahl wieder unter die kritische f&d1lt, d. h. die Energiequelle reicht
nicht aus, den Motor dauernd zu treiben.

Streng genommen miifte fiir den unteren Mantel folgendes Gleichungssystem geldst wer-
den (vgl. WALZER, 1973c)

* ;. X 0 Cpt ) /1" 3v: vy
(4.8)  o(Zfr + 0* . V*0*) = - ogt - V*p* + K, 5%; {1se =8 ﬁi + ae;i‘r)} :
Cri0) Tuvt dpeAaitigh
.10) 2oy 4 0* . VUT* = kVe2pr 4 Q*(t*, x%)/e.c
: ot™ 0 L4 KA G o v Y
#.11) ‘e = @1 - a(r* - 1] .

Mit * sind hier die dimensionsbehafteten GrBen bezeichnet, die spdter durch dimensions-
lose Grofen ersetzt werden, wobei der Stern entfdllt. AuBer den bereits eingefiihrten
GréBen gilt: @ = Dichte, »* = vi = Geschwindigkeitsvektor, r* = xi = Ortsvektor, t =
nach oben gerdchteter Einheitsvektor, g = Betrag der Schwerebeschleunigungs; k,, k2, (4"
Tk sind Konstanten, h° ist die Dicke des unteren Mantels. Die beziiglich der WarmeflupB-

dichten schon festgelegten Randbedingungen sind durch

& av, av, 3%y :
(4.12) vy = 5;; - 5;; & ax3 = 0 fiir xy = 0 und x, = h,

zu ergknzen, weil man beim unteren Mantel wegen seiner im Vergleich zum oberen Mantel und
gun #dupferen Kern hohen Viskositdt von quasi spannungsfreien Grenzflédchen ausgehen kann
(vgl. CHANDRASEKHAR, 1961, S. 22). Die nach oben gerichtete Komponente x4 des Ortsvek-
tors wird in ihrer dimensionslosen Form mit 2z bezeichnet; der Nullpunkt liege in der
Eern-Mantel-Grenze.

Wir fiihren jetzt dimensionslose Variablen ein. -

2
b
(4.13) t* = t 2 ** = rh_j ™ = 7 — g
k- R g @ hg Q
Xk, A X B @ Q*(+*,x3)h?
P* = »p i B et $ 2 = t
;g- E; k2k1°p Qt) 3
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Wir wollen Jetzt jeweils den statischen Fall bis zum Beginn des Umschwungs, d. h. der
Eonvektionsepisode, betrachten. Aus (4.10) ergibt sich dann in dimensionslosen Variablen

folgende partielle Differentialgleichung

2
@aw F-2F = ) .

Q(t,z) 1st eine gegebene Funktion.

Nach Modell 1 gilt Q = 6,445 96 . 102‘| ;
nach Modell 2 gilt Q, = 4,897 8 . 1013 .
nach Modell 3 gilt Q, = 2,576 2 - 10 o

wobei fiir die letzten zwei Modelle (4.1) mit (4.13) zu beachten ist. (Es ist klar, daf
man nach dem hier angegebenen Schema bedeutend kompliziertere Modelle, d. h. Wdrmequell-
verteilungen, zum Ausgangspunkt nehmen k¥nnte.) t = O bezeichnet den Zeitpunkt, an dem
die Entwicklung begann. Er wird im Modell der Entstehung der Erde gleichgesetzt. ta be-
zeichnet den Einsatz der o-ten Konvektionsepisode. Zundchst wird der Verlauf der Tempe-
ratur T(z,t) im Intervall O < z < 1 fiir das erste konvektionslose Intervall

0< t = t, berechnet. Das Ende des Intervalls t1 (bzw. allgemein ta) wird durch die
fberschreitung der kritischen Rayleighzahl im unteren Mantel, d. h. durch die Entwick-
lung des Temperaturverlaufs wdhrend der Rechnung bestimmt, wie unten noch n#her ausge-
fiihrt wird. Bei der Berechnung miissen die Anfangsbedingungen

(4.15) S ITHRNEEE 0 in 0 < z < 1
und die Randbedingungen

(4.16) ﬂ‘é%.ll = in 5 o L A
@a7)  EGaB) o x [1(1,1)) MR =t s iy

erfiillt sein. In den Rechnungen wurde ¥ = O gesetzt, ¥ = const + O kann aber spdter
mihelos benutzt werden, falls man die Einfliisse eines Wdrmestromes aus dem Kern unter-
suchen will. Die Randbedingung (4.17) ist nichtlinear, denn aus (4.7) folgt

(4.18) x5 = k7['1‘2 - Tg") - 7@,t)]" {exp[-ks/('l‘e + Tfl") + T(1,t))]}"/3 :

Die Konstanten betragen k7 = N2R50 7873 75 .'106 und k8 = 1,8959.1013, wobel die letzten
Stellen natiirlich physikalisch keinen Sinn mehr haben, aber der mathematischen System-
genauigkeit halber berlicksichtigt wurden. Tl(la) ist eine dimensionslose Temperatur, die
fir jedes o > 1, d. h. fiir jedes konvektionslose Intervall nach der ersten Konvektions-
episode, nach den Ergebnissen der vorhergehenden Vorgiénge neu berechnet wird, wdhrend
'I‘u als konstante Anfangstemperatur vorgegeben wird.

Das Gleichungssystem (4.14) bis (4.18) kann durch (4.18) bis (4.21) ersetzt werden,
wobel die letzte Gleichung eine nichtlineare Hammerstein-Integralgleichung ist, die die

numerische Berechnung erleichtert:
1
(4.19)  T(z,t) = }.f G(z,8,t - 7)Q(7,8)d%ar -
oo

-y } K(z,t - T)4AT + } R(1 = z,t = T)Xg(T4(F))AT 3
o o
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K@E,t - 7)Q(7,8)atar -

¥

(o]

-V } K(0,t - T)aT + } E(1,t - t)xo(Tﬂ(r))dr }
o o

¥

o

-y } E(1,t - T)dt + } K(0,t - T)Xg(T (7))dT .
o o

R

(4.20) To(t}

(#.21) (%) K(1 - &,t - T)Q(T,5)a%ar -

0t

Dabel ist
(4.22) T (t) = T(0,t) und T,(t) = T(1,%) .

G Dbezeichnet die Greensche Funktion

(#.23) & = G6(z,L,t) = Ho(EFE, 1) + o245, 1],
wobel © die Jacobische Thetafunktion
0o n2
(4.24) O(s,L) = 1+ 2 Z L cos 2ons
n=1
in O = 8 $1 und O = L < 1 bedeutet.
(4.25) L = L(t) = exp(-%t) .
Der Kern 1ist durch
(4.26) K(z,t) = o(s,L)

festgelegt, wobei 8 = z/2. Interessante Ausfilhrungen iiber nichtlineare Steuerprozesse
findet man bei v. WOLFERSDORF (1975). Unser Hauptproblem besteht nun darin, (4.21) zu
16sen. Ist erst T,(t) gefunden, kann T(z,t) und To(t) mit (4.19) und (4.20) be-
stimmt werden. T1, T und To wurden fiir #quidistante Schritte At berechnet. Nach
Jedem Schritt bestimmte man die Rayleigh-Zahl R, in der die Temperaturabhéingigkeit der
Viskositét des unteren Mantele beriicksichtigt wurde:

@.27) R = 8 exlky(a)/(Nz) + 1))

wobei B = |aT/dz|. Querstriche bedeuten Mittelung iiber das Intervall O = z =1, d. h.
iiber den gesamten unteren Mantel. k45 bestimmt man nach Abschnitt 4.2. und der Schmelz-
temperaturkurve T; von STACEY (1977). Mir einen Radius von 4600 km (also etwa in der
Mitte unserer Schicht) gelte Jetzt T; = 2776 K, 1 = 3-1026 poise und k15(0.5) =

= -3,5441.10"2, Mir jeden Schritt wird gepriift, ob

v

(4.28) R R

[+

erreicht ist, d. h. ob die Konvektion bereits begonnen hat. Dabei wurde R, = 657,5
benutzt, weil die Grenzen des unteren Mantels sowohl oben als auch unten (fast) span-
nungsfrei sind. Dann s0ll ein thermischer Ausgleich durch Konvektion stattfinden. Die
Starttemperatur des néchsten konvektionsfreien Intervalls wird durch
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w.29) 2 = AL + 2{

berechnet, d. h. es wird der Mittelwert gebildet. Von Interwvall zu Intervall erhtht sich
der Index ¢ um eins,

4,4, Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Beobachtungsdaten. Diskussion

Tab. 4.1 zeigt die wichtigsten numerisch berechneten Parameter der drei Modelle nach
WALZER und MAAZ (1981), Wir fregen uns nun, ob diese theoretisch gewonnenen Ergebnisse

Tab. 4.1 Wichtigste Computer-Ergebnisse der drei Modelle nach WALZER und MAAZ (1981)

. 8 3 > 1 o 2(Me/k Moden

1940,885 1932,095 1920,338 1902,670 1879,279 T4 (t4) /K
4502,174 4109, 274 3585,310 2802,250 1767,065 t;/ua 1841 1
392,900 523,964 783,060 1035,186 1767,065 (tg-tg_,)/Ma

1945,026 1936,561 1922,992 1893,068 T;(tc)/x
4449,622 4108,232 3652,610 2894,117 t;/lh 1618 2
1,390 455,622 758,493  2894,117  (tg-tg_4)/Ma

1942,646  1933,917 1920,408 1893,153 T3 (t5)/K
4496,241  4128,443  3633,377 2819,967 to/ e 1725 3
367,797 495,067 813,410 2819,967 (tg-tg_4)/Ma

an Beobachtungswerten verifiziert werden kdnnen. GASTIL (1960) fand, daf die zahlrei-
chen radioaktiven Altersbestimmungen, die hauptséchlich an Graniten ausgefiihrt wurden,
keinesfalls gleichmédBig oder nur geringfiigig gestreut iiber der Zeitachse verteilt sind.
Es zeigen sich vielmehr ausgeprigte Maxima in unregelmifigen Absténden (s. Abb. 4.2).
Dieses Auf- und Abschwellen des Magmatismus ist bedeutend langsamer als das episodische,
welches als synorogener Magmatismus mit den umstrittenen Stilleschen Gebirgsbildungs-
phasen verbunden ist. Der Disput der Geologen um dieses bedeutend kurzzeitigere Phéno-
men berithrt die Gastil-Kurve nicht. Diese erweist sich - ilibrigens auch unter Einbe-
ziehung neuerer Altersbestimmungen (s. KULBEL, 1971) - als unabhéinglg vom untersuchten
Kontinent. Diese Kurve ist also nicht durch lokale Vorginge (etwa in der Lithosphére)
erklédrbar, vielmehr muB es sich vm ein globales Phénomen handeln. Es liegt nahe anzuneh-
men, daB die Kurve auch das Ste'igen und Fallen des in den Weltraum ausgestrahlten mitt-
leren Wérmestromes beschreibt. Das aber ist die entscheidende GrtBe der thermischen und
tektonischen Geschichte der Erde. Aus diesen Griinden mup der zugrunde liegende Mechanis-
mus grofe Teile der Erde erfassen und auch energetisch gesehen ersten Ranges sein. Da
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der untere Mantel der Teil der Erde mit der grtften Masse ist und auBerdem wegen nach
unten ansteigender Viskositidt nicht immer konvektiv fliefen diirfte (vgl. 4.1.), liegt
es nahe, dort einen Riickkopplungsmechanismus zu suchen, der das beobachtete langsame
Steigen und Fallen der globalen magmatischen Tdtigkeit erklédrt. Im Gegensatz zu anderen
vorgeschlagenen Mechanismen zeigt der in 4.,3. beschriebene und theoretisch und numerisch
berechnete Mechanismus zum ersten Male guantitative Ubereinstimmung mit den wichtigsten
Maxima der Gastil-EKurve. In Abb. 4.2 bis 4.4 werden die Konvektionsepisoden (Umschwiin-
ge) nach den Modellen 1 bis 3 mit der Gastil-Kurve bzw. mit den Eiszeiten verglichen.
Modell 1 hat einen unrealistischen Zug: Die Wdrmeproduktionsdichte ist bei ihm konstant.
Deshalb verwundert es nicht, dap dem ersten Umschwung kein Maximum in der Granithéufig-
keit entspricht. Realistischer ist schon Modell 2, dort scheinen aber die angenommenen
Zahlen noch zu weit von der Wahrheit entfernt zu sein (s. Abb. 4.3). Am besten ist Mo-

dell 3. Hier (s. Abb. 4.4) entspricht jedem der 4 héchsten Maxima in der Granithéufig-
keitskurve genau einer Konvektionsepisode des unteren Mantels und diese liegt auch zeit-
lich genau an der richtigen Stelle. Dieses Ergebnis ist umso beachtenswerter,als die Ab-
stéinde zwischen den Umschwiingen nicht gleich sind. Die kleineren Maxima deuten auf einen
Zusatzmechanismus mit geringerem Energieumsatz hin. Dieser Erfolg gibt dem Verfasser die
Hoffnung, dapg mit Modell 3 ein wesentlicher Zug der Entwicklung der Erde aufgedeckt
wurde.

Die Absténde der Maxima der Gagtil-Kurve liegen bel einigen 100 Ma, die Absténde der
Stilleschen Gebirgsbildungsphasen sollen bei 15 bis 25 Ma, ihre Dauer zwischen 0,2 und
0,5 ka liegen (von GAERTNER, 1969). Man darf die beiden Phénomene also nicht verwechseln.
Unabhéingig von dem Streit um die Episodizitét der Orogenese stimmen die Geologen heute
darin iiberein, dag die alpinotype (oder echte) Orogenese gekennzeichnet ist a) durch
Verkiirzung der Kruste in lénglichen, oft gebogenen Gebieten, wobel Faltung, Schieferung,
Schuppung, oft auch Deckenbildung auftritt und b) durch Intrusion saurer Gesteine sowie
Regionalmetamorphose (STILLE, 1924, 1940; SCHMIDT-THOME, 1972; SCHWAN, 1974; u. v. a.).
Die Akzente werden dabel Jje nach geologischer Felderfahrung etwas verschieden gesetzt:
GILLULY (1973) betont, dap zwar Orogenese (= strukturbildende Tektogenese), die oro-
graphische Heraushebung des Gebirges und Magmatismus gewdhnlich miteinander verbunden
selen, z#hlt dann aber eine ganze Reihe von Beispielen auf, wo die drei Erscheinungen
einzeln zu beobachten sind. STRECEKEISEN (1970) betont die innige und untrennbare Ver-
kniipfung von Orogenese, Metamorphose und Magmatismus. Aus der Summe dieser Erfahrungen
darf man wohl schlieBen, dap auch dort, wo wegen hohen geologischen Alters keine Dis-
kordanzen nachweisbar sind, einem Maximum in der Hiufigkeit der Granitalter (Gastil-
Kurve) einem Héhepunkt orogenetischer Aktivitdét entspricht, wobei hier nicht die ein-
zelne relativ kurze, orogenetische Phase gemeint ist. Einen Versuch, prékambrische Oro-
genesen mit der Gastil-Kurve zu korrelieren, unternahm NAIRN (1975).

Ob es bedeutende instationdre Anteile der Konvektion im Mantel gibt, die viel schnel-
ler schwanken als die langsamen, aus dem unteren Mantel stammenden (s. Abb. 4.4) und
die sich dieser Grundschwankung iiberlagern, ist nicht klar. Bekanntlich wurde die Vor-
stellung von Stromungen unter der Kruste zuerst entwickelt, um den Schuppen~ und Decken-
bau der Alpen zu erklédren (AMPFERER, 1906). Die groBe Fliche, die die iiberschobenen Se-
dimentpakete in ungestorter Lagerung, also vor der Orogenese eingenommen haben, steht
in krassem Gegensatz zu der kleinen des kristallinen Grundgebirges. lit den Ausdriicken
der modernen Tiefenseismik gesprochen:t Falls man die Mohorovi®ié&é-Fléche als Stoffgrenze
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Abb. 4.3 Vergleich der globalen Héufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL
(1960) mit den Konvektionsepisoden von Modell 2 nach WALZER und MAAZ (1981)

time/Ma
1600 2000 ' 4000 4600

Mineral date obundonce

A Model 1

Abb. 4.2 Vergleich der globalen Haufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL
(1960) mit den Konvektionsepisoden von Modell 1 nach WALZER und MAAZ (1981)
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| Abb. 4.4 Vergleich der globalen Héufigkeit der radiometrischen Alterszahlen nach GASTIL
(1960), der Eiszeiten nach BRINEKMANN (1977) und der Konvektionsepisoden von

| Modell 3 nmach WALZER und MAAZ (1981). Dieses Modell ist wahrscheinlich das
beste, auch hinsichtlich der Annahmen {iber die Wérmequellverteilung
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deutet, miifte sich unter den Alpen eine viel tiefere Gebirgswurzel zeigen. AMPFERER und
HAMMER (1911) hatten das schon auf rein geologischem Wege erkannt, deuteten es durch
Unterstrémung oder Absaugung von unten und sahen ein schmales Gebiet in den Zentralalpen
als Verschluckungszone (subduction zone) an. Aber erst als dle zur Plattentektonik wei-
terentwickelte Kontinentalverschiebungstheorie endgiiltig zum Durchbruch kam, wurde die
Idee der Konvektionsstrémungen im Mantel ernsthaft ausgebaut, weil sie sich am geeignet-
sten erwies, die beobachtete Kinematik der Platten zu erkldren. Ob die im Vergleich zu
Kontinenten kleinrdumigen Orogene direkt etwas mit Konvektionszellen zu tun haben oder
nur indirekt durch die konvektionsgetriebenen Platten entstehen, ist auch heute noch
nicht ganz klar. (Man mu8 sich vergegenwértigen, dap z. B. die Kette der Anden aus ver-
schiedenen kleineren Orogenen zusammengesetzt ist.) Die Strukturbildung innerhalb eines
alpinotypen PFaltengebirgskérpers schreitet von der Mittellinie nach dem Vorland fort.

Es ist nicht méglich, das durch reine Plattenrammung zu erklédren, weil in diesem Falle
der zeitliche Verlauf genau umgekehrt sein miifte. Die Platte mup auf jeden Fall nach
unten abtauchen, wenn man die Ursache der Orogenese in Plattenbewegungen sieht (DEWEY
und BIRD, 19703 u. a.). Auch die Erklérung der Mechanik einer einzelnen Orogenese durch
Plattensubduktion mup noch genauer untersucht werden. So ist keines der bis Jjetzt vor-
geschlagenen liodelle in der Lage, die Zerrungstektonik im Vorland (back arc region) des
Orogens zwanglos zu erkliéren (NAKAMURA und UYEDA, 1980). Der zeitliche Verlauf der Oro-
genese wird auch heute noch von den Geologen unterschiedlich gedeutet, so daf noch nicht
einmal die Kinematik dieses wichtigen Vorganges ganz klar ist: Einhelligkeit herrscht
beziiglich der Ansicht, dap echte Orogenese mit Faltenbildung, Granitintrusionen und Re-
glonalmetamorphose in einem beliebigen Gebiet der kontinentalen Lithosphére nur selten
und in kurzen Zeitspannen auftritt. Wéhrend die einen jedoch meinen, dap dieser Vorgang
immer irgendwo auf der Erde geschieht, meinen die anderen, dap er nur an bestimmte lur-
ze Zeitspannen gebunden stattfinden kann, zwischen denen léngere anorogene Zeiten lie-
gen, Natiirlich sind auch vermittelnde Standpunkte denkbar, etwa in dem Sinne, dapg der
Vorgang zwar dauernd irgendwo stattfindet, aber zu bestimmten Zeiten an voneinander weit
entfernt gelegenen Gebieten gleichzeitig verstédrkt wird. Die Kldrung dieser geologischen
Prage ist fiir die Dynamik der Erde von gréfter Wichtigkeit, steht aber zur Zeit noch aus.
Erschwert wird die Diskussion mitunter offenbar dadurch, dag Falten auch auf nicht-oroge-
netischem Wege (Gleiten von Sedimenten infolge der eigenen Schwere, Salztektonik) ent-
stehen. Beziiglich der Erdrterung der angeschnittenen PFrage sei auf den Dialog zwischen
STILLE (1950) und GILLULY (1950) sowie auf den Vortrag von SCHUNENBERG (1969) und die
folgenden Diskussionsbemerkungen hingewiesen. Auch hinsichtlich der Verkmiipfung der &6rt-
lich auf jeden Fall episodischen Orogenese mit dem ocean spreading findet man radikal
unterschiedliche Ansichten: Nach GILLULY (1973) gibt es seit Ende des Paldozoikums in
der nordamerikanischen Cordillera keine 5 lMa ohne sauren Magmatismus. In dieser Zeit-
spanne sieht er in diesem Gebiet nur lokale Episodizitédt der Platznahme wvon sauren Plu-
tonen bzw. der Orogenese iiberhaupt. Somit wéren diese Vorgénge bestens vertrdglich mit
einer Trift der Platten bzw. des nordamerikanischen Kontinents als Teil einer Platte,
die mit im wesentlichen konstanter Geschwindigkeit (®. z. B. VINE, 1968) erfolgt. Nach
GILLULY steht deshalb die Kinematik der Plattentektonik v6llig im Widerspruch zu STILLEs
kurzen, erdweit gleichzeitigen orogenetischen Phasen, die durch léngere Zeiten orogene-
tischer Ruhe voneinander getrennt sind.

GRASTY und WILSON (1967) und SCHWAN (1974) dagegen sehen Verbindungen zwischen gewis-

sen hlaxima der Geschwindigkeit des ocean spreading im Nordatlantik einerseits und ver-
schiedenen Gebirgsbildungephasens 140 bis 135 Ma nevadische Orogenese, 77 Mia subherzy-
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nische Orogenese, 60 Ma laremische Orogenese, 40 Ma pyren#ische Orogenese, 18 bis 10 Ma
Jungtertilire Orogenesen. SCHWAN vermutet als Ursache dieser Koingidenzen "episodische,
termingebundene Intensitéitsanstiege der endogenen Kriifte". Diese fiir dieselbe Zeitspan-
ne (Meso- und Kinogoikum) unterschiedlichen Schlupffolgerungen bediirfen einer Klérung,
berlihren aber das in der Gastil-Kurve dargestellte HuBerst langsame Anschwellen und Ab-
klingen der magmatischen Aktivitéit und unsere Theorie nicht.

AbschlieBend soll einiges zur Entwicklung von Ideen gesagt werden, die mit der in 4,
durchgefiihrten verwandt sind. Dapf die Zyklizit#t (besser: Episodizitiit) der Orogenese
mit der Radioaktivitiét der Erde zusammenhiéingt, hat wohl zuerst JOLY (1930) vorgeschla-
gen, wobel er den Gehalt an radioektiven Elementen stark itiberschétzte. Eine periodische
Aufschmelzung des oberen Mantels nahmen TIKHONOV u. a. (1970) an. Die Idee, die Kurve
der magmatischen Aktiviti#t von GASTIL (1960) bzw. von KULBEL (1971) durch episodische
Festkdrperkonvektion (ohne Aufschmelzung) im unteren Mantel zu erkliren, taucht m. W,
zuerst bei WALZER (1974a) auf. Auch dort wurde schon angenommen, daf die Gitterleit-
fihigkeit zu gering ist, um die Wirme nach aufen zu leiten (8. auch PITT und TOZER,
1970). Der Stau der durch radioaktiven Zerfall im unteren Mantel frei werdenden Energie
fiihrt wegen der Temperaturabhéingigkeit der Viskositdit zu allméhlichem Anstieg der Ray-
leigh-Zahl und zur episodischen Abfuhr der Warme durch Konvektion. Episodisch ist die
Konvektion deshalb, weil die geringe Wirmeproduktionsdichte des unteren Mantels nicht
zum dauernden Betrieb ausreicht. Quantitativ konnte die damalige Hypothese erst hier
bewiesen werden. Auch TOZER (1974) vermutet eine gewisse Instationaritéit. Er komrt zu
dem Schlup, daf Konvektion in planetaren Kérpern blockartige Rotation mit diinnen Gleit-
flichen am Rande ist und dap die nétige Wérmeabfuhr aus dem Kern dieser Zellen das
Strémungssystem nicht stationdir bleiben 1iBt. Dieser Gedanke scheint dem Verfasser rea-
listisch zu sein, denn auch aus anderen Grinden als den von TOZER genannten sind Stré-
mungsrollen im Erdmantel wahrscheinlich (siehe WALZER, 1973a und Abschnitt 9.), und
auBerdem deutet sich hier eine M&glichkeit an, auch kiirzere, erdweit gleichzeitige Er-
eignisse wie einzelne Orogenesen zu erkliren. Qualitative Uberlegungen zur Instationa-
ritét der endogenen Krifte findet man bei RICE und FAIRBRIDGE (1975). Einen anderen Me-
chanismus der instationiiren Konvektion schlug BUSSE (1978) vor: Eine wirmequellreiche
Schicht mit geringer Wérmeleitfihigkeit, deren Dicke lateral wvariiert, iliberlagere eine
schwerere, weniger viskose Schicht. Die erste Schicht entspreche der Lithosphire, die
zwei te der Asthenosphiéire. Die Asthenosphéire sei adiabatisch geschichtet. BUSSE zeigte,
dap dann Stabilitit nur bei homogener Verteilung der Lithosphiire méglich ist. Ist da-
gegen die obere (heizende) Schicht an einer Stelle dicker, so wird die an dieser Stelle
darunterliegende Asthenosphiire heiBer. Dadurch entsteht an dieser Stelle der Astheno-
sphéire ein Aufstrom der die Lithosphéire von dieser Stelle aus seitwlirts bewegt und dort
sammelt, wo bisher die Lithosphiire wenig miéichtig war. Unter der so neu entstandenen Ver-
dickung steigt beim niichsten Zyklus die Strémung in der Asthenosphdéire auf. Der Autor
m&chte zu diesem Vorschlag bemerken, dapf er physikalisch durchaus méglich erscheint,
dap aber eine erdweite Gleichzeitigkeit der Maxima der Gastil-Kurve damit sicher nicht
zu erkléren ist, weil der Vorgang wegen der Krustenniihe sicher mehr regional, nicht
aber global wirken wiirde. Wirmestrom-Messungen iliber konsolidiertem Kontinent und die
Abwesenheit ausgepriigter Minima der Scherwellengeschwindigkeit unter alten Tafeln
(s. z. B. JORDAN, 1975) zeigen auch, daf unter dicker kontinentaler und damit wérme-
quellreicher Lithosphéire eher geringere Temperaturen zu beobachten sind als unter ozea-
nischer Lithosphéire in der gleichen Tiefe.
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EONO u. a. (1979) untersuchten mit einer Computer-Simulationsmethode die zeitliche
BEntwicklung der Konvektion in einem zweidimensionalen Modell fiir den oberen Mantel. Da-
bel war die Viskositdt als Funktion der Tiefe, d. h. indirekt als Funktion des hydro-
statischen Druckes, fest vorgegeben. Die Viskositét wurde also nicht als Punktion der
Temperatur eingefiihrt. Es wurden zwel Modelle untersucht: In einem ist die Oberfléche
der Asthenosphére als spannungsfrei behandelt, in dem zweiten ist die laterale Bewe-
gung der ILithosphdre vorgegeben und als Ursache. der Strémungen in der Asthenosphére
vorausgesetzt. In allen untersuchten Modellen spalten sich die anfangs flachen Konvek-
tionszellen in rollenartige Zellen auf. Im Zuge von Uberlegungen zur Entwicklung pla-
netarer Kérper kommt iibrigens auch TOZER (1974) zu diesem Schlufs "In other words flow
in the central part of large convective circulations is more accurately represented by
quasi rigid body rotation than in laboratory scale flow." Diese Ergebnisse passen gut
zu denen unseres Abschnitts 9. Die in 4. gefundene episodische Konvektion konnte sich
natiirlich bei KONO u. a. (1979) nicht ergeben, weil die Viskositét als temperaturunsb-
héngig eingefiihrt worden war.

4,5. Der Einfluf der Konvektion im unteren Mantel auf den Geodynamo

Abb, 4.4 zeigt die Bbereinstimmung der vier Hauptmaxima der Granitalter mit den vier
Konvektionsepisoden im unteren Mantel nach Modell 3. Es ist naheliegend zu vermuten,
dap sich die episodische Untermantel-Konvektion iiber eine Verstdrkung der Strémungen
im oberen Mantel auch auf Bewegungen der Lithosphdre, z. B. auf die Epirogenese, aus-
wirken miifte. Das bestétigt sich tatsiichlich. SLOSS (1964) findet fiir Nordamerika im
Phanerozoikum drei sehr groBe Transgressionen, wobei die erste und die dritte mit den
zwel phanerozoischen Konvektionsperioden synchron sind.

Der untere Mantel bildet bekanntlich das GefdB, in welchem sich eine bedeutend weni-
ger viskose Fliissigkeit (9 < 102 poise) mit metallischer Leitfiéhigkeit befindet. kian
hat heute Grund zu der Annahme, dap das Erdmagnetfeld im wesentlichen durch Strémungen
im #uperen Kern entsteht. Weil die Idsungen der hydromagnetischen Grundgleichungen stark
durch die Randbedingungen beeinflupft werden, ist zu erwarten, dap sich eine Konvektions-
episode im unteren Mantel auch im Erdmagnetfeld widerspiegelt. WALZER (1978c) fand auch
tatsiichlich durch Vergleich von EKurven anderer Autoren, daf Minima in der Hiufigkeit der
Umpolung des geomagnetischen Dipols den drei grofen nordamerikanischen Transgressionen
des Phanerozoikums entsprechen. Eine ebenso enge Korrelation ergadb sich mit den Sedimen-
ten der Osteuropdischen Tafel (s. Abb. 4.5). Abb. 4.6 zeigt einen Vergleich der Trans-
gressionen in Osteuropa mit dem Anteil der umgekehrten Polaritdt des erdmagnetischen
Dipols.

Abb. 4.5 zeigt klar: In Perioden erdweiter Transgressionen wechselt die magnetische
Polaritét nur selten. Diese Perioden sind auch durch starken Magmatismus und durch er-
héhte orogenetische Aktivitédt ausgezeichnet. Wie in 4.3. und 4.4. ausgefiihrt wurde,
stehen dle groften dieser Aktivitétsperioden mit Konvektionsepisoden im unteren Mantel
im Zusammenhang. Hier soll eine Vermutung (WALZER, 1978c) ge#upfert werden, weshalb sich
gerade dann die geomagnetische Polaritét selten &ndert. Wenn der untere Mantel in Ruhe
ist, diirften die isothermen Fléchen in Kern-Mantel-Grenznéhe fast kugelsymmetrisch sein.
Deshalb diirfte das Magnetfeld einen hohen Grad an Symmetrie (z. B. Rotationssymmetrie)
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haben. Die verallgemeinerten Cowling-Theoreme (Antidynamo-Theoreme nach JiC:f:;iliZZ;
8. 129/130) zeigen, daB Felder, die sich gewissen Symmetrien nahﬁrn, z;r ;em e
neigen. In den Untermantel—Konvekt1onsepisoden und danach aber diirfte das : p girs
feld im unteren Mantel stérker von der Kugelsymmetrie abweichen, damit miig edaucMa o
StrSmungsgeschwindigkeitsfeld im &uBeren Kern weniger symmetrisch und damit das ¢ geit_
feld stabiler sein. Die Frage des Inversionsmechanispus des lMagnetfeldes ist noch w

gehend ungekl#rt. Vielleicht ist aber durch die vorangehenden geophysikalischen Beobach-

tungen eine Lésungsméglichkeit angedeutet.
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Abb. 4.5 Der Vergleich der Kurven zeigt, dap widhrend grofer Transgressionen sich die
Polaritdt des geomagnetischen Dipols selten é&nderte (nach WALZER, 1978c).
Die Abszisse zeigt die geologischen Formationen des Phanerozoikums, stellt
also die Zeitachse dar. Cm = Kambrium, O = Ordoviz, S = Silur, D = Devon,

C = Karbon, P = Perm, T = Trias, J = Jura, Cr = Kreide, Pg = Paldogen,

N = Neogen. Die Darstellung der Kurven 1 bis 4 stammt von JACOBS' %1975)
Fig. 4.10. Die Kurven 1 bis 6 zeigen die Héufigkeit der Umpolungen des geo-
magnetischen Dipols als Funktion der Zeit. Die gepunktete Kurve (1) wurde
von JACOBS (1275) aus einer Arbeit von KcELHINNY (197%) hergeleitet. (2) =
das magnetische Kiaman-Intervail, {3) nach HELSLEY und STEINER (1969), (&)
nach HEIRTZLER u. a. (1968), (55 entspricht den 2,7 Umpolungen pro Ma im
Oberen Jura nach VOGT u. a. (1972), (6) den 0,7 Umpolungen pro Ma in der
Trias nach HELSLEY (1972). Die Verteilung von Schwarz und Weip im Mittel-
teill der Figur zeigt den Prozentsatz an Gebieten ohne Sedimentation und den
Prozentsatz an Gebleten mit Sedimenten als Funktion der Zeit fiir die Nord-
amerikanische Tafel nach SLOSS (1964). WeipB entspricht also Transgressionen.
Dar uatere Tell der Abbild ptellt die Verteilung der Sedimente auf der
Ousteuropdischen Tafel nach RONOV u. a. (1969) [zitiert mach BELOUSSOV, 1972]
dar. 1 = Konglomerate, 2 = Sandsteine, 3 = Tone, 4 = kieselhaltige Ablage-
rungen, 5 = Mergel, 6 = EKalkstein und Kreide, 7 = Dolomite, 8 = Gips,

9 = Salz, 10 = Effusivgesteine und Tuffe.
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Abb. 4.6 Kurve 1 zeigt den prozentualen Anteil des Sedimentationsgebiets an der Osteuropiis
Tafel als Punktion der Zeit nach RONROV (1961), SHOLPO (1969) und BELOUSSOV (1972).

chen
Kur-

ve 2 zeigt den Anteil der umgekehrten Polaritét des geomagnetischen Dipols in den ver-

schiedenen geologischen Formationen des Phanerozoikums nach CREER (1975) und WHYTE
(1977). Vergleich nach WAIZER (1978c)
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5, Uber die M8glichkeit der thermischen Konvektion im &uBeren Erdkern
5.1. Das Dynamo-Problem

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dap die Héufigkeit der Umpolungen des geomagne-
tischen Dipolfeldes sehr wahrscheinlich iiber die instationédre Konvektion im unteren
kantel mit Epirogenese, Magmabildung und Orogenese in der kontinentalen Lithosphére
thermisch gekoppelt ist. Im folgenden soll ein anderes, aber angrenzendes Problem be-
handelt werden: Ist thermische Konvektion im &uBeren Kern iiberhaupt méglich?

Diese Frage, die auf den ersten Blick sehr einfach zu sein scheint, erweist sich bei
ndherer ntersuchung als sehr vielschichtig und schwer zu beantworten. Das Ziel dieses
Abschnitts besteht darin, etwas iiber den thermischen Zustand des &uBeren Erdkerns aus-
zusagen. 3s wird sich dabei ergeben, daB man eine Reihe von Mdglichkeiten ausschliepfen
kann. iian kann aber nicht ein bestimmtes Modell als allein wahrscheinlich oder gar al-
lein m6glich herausstellen. Es handelt sich im folgenden also nicht darum, ein favori-

siertes idodell zu erléutern.

Die Entstehung des geomagnetischen Hauptfeldes wird heute i{iberwiegend durch einen
Dynamo-Mechanismus erkldrt. Zur Losung dieses Problems gibt es eine Reihe geistreicher
und z. T. recht verwickelter Theorien (s. z. B. KRAUSE und RKDLER, 19713 SCHUUTZER,
1974/5)., Umfassende tlbersichtsartikel zu diesem Thema findet man bei ROBERTS (1971),
GUBBINS (1974), MCFFATT (1976) und STIX (1977) und in einem von SRNEA und MERRILL
(1979) herausgegebenen Sammelband. Daf die Rotationsgeschwindizgkeit der Planeten einen
wesentlichen Zusammenhang mit dem planetaren Magnetfeld hat, ist heute klar, weil das
Verhédltnis von magnetischem Moment zu Drehmoment fiir Merkur, Venus, Erde, Jupiter und
Saturn fast eine Konstante ist (BUSSE, 1976; STIX, 1977; SIRAG, 1979). Auf dieser Beob-
achtung baut z. B. eine Theorie von BUSSE (1975a) auf, in der der beherrschende Ein-
fluB der Rotation dadurch zum Ausdruck kommt, daB die Lorentz-Kraft im Vergleich zur
Coriolis-Kraft klein ist und in der das volle hydromagnetische Problem fiir eine zy-
lindrische Konfiguration geldst ist.

Jeder Dynamo mup bekanntlich zwei fundamentale Forderungen erfiillen: a) Den Satz
von COWLING (1933): Das durch den Dynamo erzeugte Magnetfeld darf nicht rein axialsym-
metrisch oder zweidimensional sein (s. auch LORTZ, 1968). b) Den Satz von ELSASSER
(1946): Die mit dem Dynamo verbundene Massenstrémung darf nicht rein toroidal sein,

d. h. die Radialkomponente des Geschwindigkeitsfeldes darf nicht verschwinden. Plane-
tare lMagnetfelder sind in erster Ndherung axialsymmetrisch, was anfangs dazu fiihrte,
Dynamos als Quelle des Erdmagnetfeldes filir ausgeschlossen zu halten. Inzwischen weip
man, daf kleine Abweichungen von der Axialsymmetrie Dynamos ermtglichen (BRAGINSKII,
1964). IORTZ (1972) bewies, daB es stationdre Dynamos gibt, die auBerhalb des Leiters
exakt axialsymmetrisch sind. Daraus folgt, dap selbst dann, wenn das Magnetfeld an der
Erdoberflédche vdllig axialsymmetrisch wédre, men einen Dynamo als Quelle nicht aus-
schliefen konnte.
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5.2. Das Kernparadoxon

Der Satz von ELSASSER fiihrt uns direkt auf ein wichtiges Problem:s Um eine stationire
radiale Geschwindigkeits-Komponente der Strémungen zu erhalten, nimmt man meist an, dag
im &duperen Erdkern thermische Konvektion herrscht. Nun behaupteten HIGGINS und KENNEDY
(1971) aber, daf der fliissige #uBere Kern stabil geschichtet und damit thermische Kon-
vektion unméglich sei. Ausgangspunkt war dabei eine Extrapolation der Schmelzpunktkur-
ve von KRAUT und KENNEDY (1966), die einen geringeren Anstieg mit der Tiefe zeigte als
die der adiabatischen Temperatur. Nimmt man an, dap &dupBerer und innerer Kern dieselbe
chemische Zusammensetzung haben und die Temperatur an der Grenze zwischen fliissigem
duferem und festem innerem Kern dem Schmelzpunkt des Materials unter dem dort herrschen-
den Druck entspricht, so ergibt sich daraus, dap die adiabatische Temperatur im &uBeren
Kern iliberall unter der Schmelztemperatur liegt. Da aber der &uBere Kern geschmolzen ist,
kann die Temperatur nicht gleich der adiabatischen Temperatur sein, wie das praktisch
im Falle der Existenz thermischer Konvektion sein miifte. Also ist thermische Konvektion
verboten, was im Widerspruch zu den Forderungen der Dynamotheorie steht.

Der soeben geschilderte Widerspruch wird meist als Kernparadoxon bezeichnet. ULLMANN
und WALZER (1980 a,b) haben das Problem erneut untersucht. In der ersten Arbeit wurde
die Zustandsgleichung von ULLMANN und PAN'KOV (1976) in die Formel (5.1) von VASHCHENKO
und ZUBAREV (1963) eingesetzt, die fiir Atome in dichtester Kugelpackung gilt

19 2
sH-2+5%

(5.1) vy =

oL Sl
I N
Es ergab sich folgende Abhéngigkeit des Grineisen-Parameters y vom Volumen V
(5.2) vy = o -l 8] (q-2) (%, -3)
5 Ll 2/3)-0#y /3 )
(2”1-5)x -ny o+ 3

wobel x = V/Vo. Die Inkompressibilitdt wird mit » ©bezeichnet, der Druck mit P, das

Volumen bei Nulldruck mit Vo. Weiter gilt
(Wpg = *, und (an/?P)P=O ' oag,

Die adiabatische Temperatur ergibt sich aus der bekannten thermodynamischen Relation

(5.3) g lg i Sile e ol

falls man einen Punkt des Kurvenverlaufs kennt. Index S bedeutet Konstanthaltung der
Entropie. In der zweiten Arbeit wurde auch der elektronische Anteil des Griineisenpara-
meters berticksichtigt. Hier sollten nur die Grundziige der zwei Arbeiten (ULLMANN und
WALZER, 1980a,b) skizziert werden, weil das unerléflich ist, um die Untersuchungen des
Verfassers, die in 6. und 7. beschrieben werden, zu motivieren.
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5.3. Aufhebung des Kernparadoxons bei Annahme der Schmelzpunktkurve von HIGGINS und
KENNEDY

Wenn man nicht wie HIGGINS und KENNEDY (1971) ein dichteunabhéngiges Griineisen-Ver-
h#ltnis benutzt, sondern die Volumenabhéngigkeit (5.2) dieser Grdfe beriicksichtigt, die
den Driicken im &uBeren Kern und der dadurch angendherten dichtesten Kugelpackung ange-
messen ist, so fiihrt das auf eine leichte Abnahme von ¥y mit dem Druck. Nun finden
CHAN, SPETZLER und MEYER (1976) fiir die fliissigen Metalle Quecksilber und Wismut auf
experimentellem Wege aber eine leichte Zunahme von ¥ mit dem Druck (vgl. auch BOEHLER
und EENNEDY 1977, Fig. 6). Es ist nicht zu erwarten, daf diese Ergebnisse fiir den dupe-
ren Kern der Erde von Bedeutung sind. Erstens sind die experimentell benutzten Driicke
zu klein, um eine so dichte Packung wie im Kern zu erreichen und zweitens zeigen Wis-
mut und Quecksilber anomale Eigenschaftent Wismut zieht sich beim Schmelzen zusammen
wie Wasser, Quecksilber zeigt infolge von d-Elektroneneffekten seltsame elektrische und
optische Eigenschaften. Bei den meisten normalen Metallen (z. B. Fe, Cu, Al, Pb, In)
nimmt ¥y mit dem Druck ab (RAMARRISHNAN, 1978) wie auch beim Erdkern.

Eine ISsung des Kernparadoxons boten KERNEDY und HIGGINS (1973) selbst an. Sie unter-
suchten das Problem neu und fanden, daf sie in ihrer Arbeit von 1971 eine Schicht von
etwa 200 bis 300 km Dicke am Boden des &uBeren Kernes iibersehen hatten, in der die
adiabatischen Temperaturen fiir die verschiedensten festen ¥ knapp oberhalb der Schmelz-
temperatur lagen. ULIMANN und WALZER (1980 a,b) berechneten die adiabatische Temperatur
neu und fanden, daB der Gradient der adiabatischen Temperatur Ta im &uBeren Kern iiber-
all gréfer ist als der Gradient der Schmelztemperatur nach KENNEDY und HIGGINS (1973).
Beil Berlicksichtigung des elektronischen Anteils an ¥y ergibt sich fast das gleiche Bild.
Die neue Kurve von Ta ist nur etwas mehr gekriimmt. Daraus folgt, daf, wenn man die
KENNEDY~-HIGGINS-Schmelzpunktkurve annimmt, entweder nirgends im &uBeren Kern thermische
Konvektion herrschen kann (s. Abb. 5.1) oder daf die Deutung der Grenze des inneren
Kerns (IOB) als Schmelzpunkt eines innen und auBen einheitlichen Materials falsch ist.
Die Konvektion in einer 300 km dicken Schicht am Boden des duBeren Kerns kann auf jeden

Fall ausgeschlossen werden.

Wenn man, wie CHEN u. a. (1976),AS. 275, die lineare Schmelzpunkt-Druck-Relation von
KRAUT und KENNEDY (1966) trotz ihrdﬁ’Mangels an theoretischer Fundierung fiir die rea-
listischste hdlt, so ergeben sich folgende drei M8glichkeiten, das Paradoxon zu umgehen:

Moglichkeit 13 Thermische Konvektion und Prdzession scheiden als Ursache des geomagneti-
schen Feldes aus. Auch ein durch Schwereentmischung getriebener Dynamo fiihrt fiir reali-
stische Modelle (BRAGINSKII, 1964; GUBBINS, 1977; LOPER, 1978a; LOPER und ROBERTS, 1978;
SCHIOESSIN und JACOBS, 1980) auf adiabatische und wirkliche Temperaturen, die (mit ge-
ringem Anstieg) iiber der Schmelzpunktkurve liegen. Es wurden auch langperiodische hydro-
magnetische Wellen vorgeschlagen; die berechneten Effekte erwiesen sich jedoch als zu
klein, Da die auf thermischer Konvektion beruhenden Dynamotheorien am weitesten ausge-
arbeitet sind, stieBen die erwdhnten und andere Versuche dieser Art, das Paradoxon zu
umgehen, auf wenig Anklang.

Udglichkeit 2: Nach JACOBS (1976) erwog KENNEDY, daB der Griineisen-Parameter fiir fliissi-
ges Eisen im &upBeren Kern bei 0,1 liegt. Damit wdre die adiabatische Temperatur hdéher
als die Schmelztemperatur (s. Abb. 5.1). Sowohl JACOBS' (1975) Theorie der Entstehung
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wubocowwomNmuﬁﬁmﬂmmoxobwma die Schmelzpunktkurve fiir Eisen
von KENNEDY und HIGGINS (1973) mu punktierte Kurve] in Ver-
bindung mit der Kurve der adiabatischen Temperatur [= durch-
gezogene Ncu<mm. Gestrichelt sind die Kurven der adiabati-
schen eoswmuuﬂﬁn fir konstante Werte von Y nach KERNEDY und
HIGGINS (1973) gezeichnet. (Nach ULLMANN und WALZER, 1980a)
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des fliissigen duBeren Kernes als auch die Theorie des thermisch-konvektiven Dynamos wé-
ren dann gerettet. Nun widerspricht ein so extrem niedriger Wert aber allen bekannten
Abschétzungen des Grineisenparameters fir den &uBeren Kern. Deshalb kann man diese zwei-

te w6glichkeit wohl ausschliefen.

Mbglichkeit 3t Die chemische Zusammensetzung des inneren Kernes ist in der Weise anders
als die des duperen Kernes, daf die Schmelztemperatur an der Innenkern-Grenze springt.
Die Schmelztemperatur liegt innen bedeutend héher als auBen, so dap eine mit der wirk-
lichen identische adiabatische Temperaturkurve im &uBeren Kern iiber, im inneren Kern
unter der Schmelztemperaturkurve liegt. Trotzdem kann im &duBeren Kern der Gradient der
adiabatischen Temperatur grfer sein als der der Schmelztemperatur. Dieser Vorschlag
geht auf STACEY (1972) zuriick, er vertritt ihn aber nicht mehr, weil er im Gegensatz zu
damals jetzt die Schmelzpunktkurve von KENNEDY und HIGGINS ablehnt. Er spezialisierte
ihn dahingehend, daf er fir den inneren Kern reines Eisen oder Eisen mit Nickel und -
wie auch MURTHY und BALL (1970), LEWIS (1971) und GOETTEL (1972) - fiir den &uferen Kern
Eisen, PeS und kleine liengen annahm, genug um 101 W zu erzeugen. Daraus wiirde
folgen, dap 30 % des an der Erdoberflédche gemessenen Wdarmeflusses aus dem Kern stammt
und der Geodynamo durch thermische Konvektion angetrieben wird. Das wiirde bedeuten, dap
der untere hantel nicht nur von innen, sondern auch von unten beheizt wiirde.

Man kann feststellen, dap Miglichkeit 3 auch bei Annahme anderer Schmelzpunktkurven
verwirklicht sein kann (s. VERHOOGEN, 1973). STACEY (1972), S. 111, war bei seinem Vor-
schlag, dap sich innerer und &uferer Kern chemisch bedeutend unterscheiden, von einem
Dichtesprung zwischen 1 und 2 g/cm3 an der Innenkern-Grenze ausgegangen. Moderne Erd-
modelle zeigen jedoch niedrigere Spriinge: DZIEWONSKI u. a. (1975) 0,565 g/cm3 und Modell
B1 von JORDAN (1973) 0,17 g/cm3. Von einer grdBeren Sicherheit in der Bestimmung dieses
Dichtesprunges kann man eine Entscheidung iiber die Richtigkeit wvon STACEYs Vorschlag
erwarten, weil Metalle bei ihrer Verfestigung nur kleine Dichtespriinge zeigen.

S.4. Aufhebung des Kernparadoxons bei Ablehnung der Schmelzpunktkurve von HIGGINS und
EKENNEDY

Die Kritik an der von KENNEDY und HIGGINS (1973) benutzten Schmelzpunktkurve setzt
an verschiedenen Stellen an. Oft wird darauf verwiesen, dap ihre theoretische Begriin-
dung liickenhaft sei. Das stimmt, aber auch fiir die Herleitung anderer Schmelzpunktkur-
ven gilt das. GILVARRY (1966) bewies, dap das Schmelzpunktgesetz von KRAUT und KENNEDY
(1966) unter gewissen Voraussetzungen aus dem LINDEMANNschen Gesetz herleitbar ist. Ein
schwerwiegender Einwand ist, daf die KENNEDY-HIGGINS-Kurve eine Extrapolation experi-
menteller Schmelzpunktkurven von Eisen und einigen anderen lletallen aus dem Druckbereich
von O bis 40 kbar auf Driicke bis zu 3000 kbar ist (LEPPALUOTO, 1972; VERHOOGEN, 1973).
Diese sicherlich unzuléssig grofe Extrapolation wird allerdings durch die Beobachtung
gestiitzt, dag die Schmelztemperatur fi‘ir Kalium, Natrium und Rubidium bei isothermen
Volumenkompressionen bis zu 35 % weiterhin linear wichst.

LEPPALUOTO (1972) bemerkte, dap die iiblichen Schmelzpunkttheorien von der Festkérper-
physik ausgingen, weil diese besser ausgearbeitet ist als die Theorie der Fliissigkeiten.
Beim Schmelzen sind Festkdrper und Fliissigkeit jedoch im Gleichgewicht, so dap auch die
andere Seite zu betrachten wére. LEPPALUOTO tat das, indem Eyrings Strukturtheorie der

Pliissigkeiten
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benutzte. Durch Gleichsetzung der freien Enthalpien von Fliissigkeit und Festkdrper fand
er seine Schmelzpunktkurve fiir Eisen. Abb. 5.2 zeigt, daf in Verbindung mit der adiaba-
tischen Temperaturkurve {iberall im &uBeren Kern thermische Konvektion mSglich wére. Fir
die untere Hélfte des &dupferen Kernes lége die Temperatur sehr dicht fiber der Schmelz-
temperatur. Das Aktivierungsvolumen ist Jedoch nur unsicher bestimmbar, so daB die Glite
von LEPPALUOTOs Kurve schwer zu beurteilen ist. Bei Berlicksichtigung des elektronischen
Anteils von y 1liegt die adiabatische Temperatur etwas hdher, die Schlupffolgerung
bleibt bestehen.
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Abb., 5.2 Aufgehobenes Kernparadcxon. Die Schmelztemperatur-Druck-Kurve fir
Eisen nach LEPPALUOTO (1972) fiir ein Aktivierungsvolumen AV* =

= 0,075 cm3/mol ist strichpunktiert. Die durchgezogene Linie zeigt
die adiabatische Temperatur fiir den Fall, daB die Innenkern-Grenze
eine Fldche zwischen geschmolzenem und festem Material darstellt.
Verschwindendes Aktivierungsvolumen kennzeichnet eine Kurve, die im
wesentlichen die von HIGGINS und KENNEDY (1971) ist. (Nach ULL{ANN
und WALZER, 1980a)

BOSCHI (1975) untersuchte dicht gepackte Struktu®en an Modellsystemen von inkompres-
siblen Kugeln. So berechnete er die Schmelztemperatur von Eisen mit Hilfe einer Monte-
Carlo-Methode. Abb. 5.3 zeigt, daf seine Kurve (gestrichelt, 2) in Verbindung mit der
adiabatischen Temperaturkurve 2 fiir den Fall, daB die Innenkern-Grenze eine Schmelzgren-
ze ist, thermische Konvektion fiir den gesamten &uBeren Kern erlaubt. Wie die Kurven 1 in
Abb. 5.3 noch einmal zeigen, wdre fiir HIGGINS und KENNEDYs Schmelzpunktkurve und die
dazugehdrige adiabatische Kurve das fiir den ganzen &uBeren Kern verboten.
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Abb. 5.3 Die gestrichelte Rurve 2 zeigt BOSCHIs (1975) Schmelztemperaturkurve fiir
Eisen, die durchgezogene Kurve 2 die dazugehdrige adiabatische Temperatur.
Die gestrichelte Kurve 1 stellt die Schmelztemperaturkurve fiir Eisen von
HIGGINS und KENNEDY (1971), die durchgezogene Kurve 1 die dazugehérige
adiabatische Temperatur dar. CMB bedeutet Kern-lMantel-Grenze (core-mantle
boundary), IOB bedeutet Innenkern-Grenze (inner-core outer-core boundary).
(Nach ULTLANN und WALZER, 1980a)
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8, €,’1 (= flissig) nach LIU (1975). (Nach ULLMANN und WALZER, 1980a)

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075

84




6000 — ~ — ; - o
CMB 108
Iron
sodo I - 5000
= 4000 |- 4000
(e
o
2
© 3000 |+ e | 3000
a o
~
s A
2000 ~ 2000
a /
/
F; /”
1000 [~ - 1000
3
\
Y
o
0 ! ! L i ] ] 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Pressure [kbar]

Abb. 5.5 Erneuertes Kernparadoxon. Durchgezogen ist die adiabatische Temperatur-
kurve, gestrichelt sind die Grenzen zwischen den Phasen des Eisens «, Yy,

S, & 1 (= fliissig) nach LIU (1975). (Nach ULLMANN und WALZER, 1980b)
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Die bisher erwdhnten Schmelztemperaturkurven fiir Eisen k8nnen dahingehend kritisiert
werden, daf in ihnen keine Phaseniibergédnge in Betracht gezogen wurden. Ein Vorschlag
ging dahin, daB sich die elektronische Struktur von Eisen, die an der Erdoberfléche
3d7‘o 481'6 ist, an der Innenkern-Grenze in 3d8 450 dnderte und der innere Kern glasig
widre. Dadurch widre es iiberfliissig, die Innenkern-Grenze als Ubergang fliissig-fest zu
deuten. Eine quantenmechanische Bandstruktur-Berechnung zeigte jedoch, dap dieser Uber-
gang erst bei einer viermal hdheren Kompression stattfindet (BUROWINSKI, 1976). Es ist
also wahrscheinlich realistisch, sich fiir irdische Verhédltnisse auf die bekannten Pha-
sen des Eisens zu beschridnken. LIU (1975) schlof aus der Extrapolation experimenteller
Daten, dapf der Tripelpunkt von kubisch-fléchenzentriertem (¥), hexagonal-dichtgepacktem
(e) und fliissigem (1) Eisen bei (0,94 + 0,20) Mbar und (2970 + 200) °C lége. Kritisch
ist die Berechnung der &-1-Phasengrenze. Abb. 5.4 zeigt, daf sich diese Grenze unserer
adiabatischen Kurve anschmiegt, die wieder unter der Annahme berechnet wurde, dap die
Innenkern-Grenze dem Ubergang fliissig-fest eines innen und auBen einheitlichen Stoffes
entspricht. Die Ergebnisse von Abb. 5.2 und Abb., 5.4 wiirden, falls man den Kurven ver-
trauen darf, eine Vermutung von JACOBS (1976) bestédtigen: "I personally believe that
actual temperatures in the core are very close to the melting temperature."

Auch fiir STACEYs (1977) Schmelzpunktkurve ist thermische Konvektion nach beiden in
5.2. erwdhnten Methoden, die adiabatische Temperatur zu berechnen, erlaubt.
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Abb, 5.6 Phasendiagramm von Fe-S nach BURGMANN u. a.
(1968). Weitere Erkenntnisse iiber dieses
Diagramm findet man bei RAU (1976)
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5.5. SchluBfolge

Zusammenfassend kdnnen wir feststellen, daB die Antwort auf die Frage nach der Mog-
lichkeit thermischer Konvektion im &uBeren Kern haupts@chlich von der angenommenen
Schmelzpunktkurve abhéngt. Interessant diirfte das Ergebnis sein, daf die Beriicksichti-~
gung des elektronischen Anteils beim Griineisenparameter die SchlupBfolgerungen bei fast
allen Schmelztemperaturkurven unverdndert 1&dAt. Nur im Falle der Schmelzpunktkurve von
LIU (1975), bei der die adiabatische Temperatur nach der in 5.2. skizzierten Theorie
kmapp iiber der Schmelzpunktkurve liegt (Abb, 5.4), gerdt sie bei Beriicksichtiguna des
elektronischen y-Anteils knapp darunter (Abb, 5.5). Vermutet man, daB die Beachiung
des Elektronenanteils realistischer ist, so ergibt sich fiir zwei mcderne Schmelzpunkt-
kurven stabile Schichtung, wdhrend fiir drei Schmelzpunktkurven thermische Konvektion im

duferen Kern erlaubt ist.

Es ist zu erwarten, dapf die 10 bis 20 % Beimengungen anderer Stoffe zu dem Hauptbe-
standteil Eisen sowohl den absoluten Betrag (um einige Hundert Grad) als auch den Gra-
dienten der Schmelzpunktkurve seniken. Des gilt unabhéingig davon, ob man als leichten
Bestandteil FeS (MURTHY und HALL, 1970), FeO (DUBROVSEKII und PAN'EKOV, 1972) oder MgO
(IT0, 1976) in Erwdgung zieht. Das bedeutet, daf die Schmelzpunktkurven von BOSCHI
(1975), LEPPALUOTO (1972), STACEY {1977) und LIU (1975) obere Schranken sind und dap
die Schmelztemperatur des Gemischs sich doch wieder etwas der von HIGGINS und KENKNEDY
ndhert, wobei vorausgesetzt ist, daB die Schmelzkomposition vom Druck abhdngt. Abb. 5.6
stellt das Phasendiagramm von Eisen-Schwefel-Mischungen nach BURGMANN u. a. (19€8) dar.
Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, dapf die Herleitung der Volumen- oder Druckabhéingig-
keit der Schmelztemperatur durchaus von den Gittersymmetrien abhéngt. Da man nicht an-
nehmen kann, daB diese vom iischungsverh&ltnis Fe zu S unabh&ngig sind, ist es auch
nicht a priori klar, dap der Schmelzpunkt fiir jedes Mischungsverhdltnis die gleiche re-
lative Zunahme mit dem Druck zeigt, wie es von manchen Autoren angenomren wird. Es ist
also durchaus mdglich, dapf fiir reines Eisen eine Schmelzpunktkurve gilt, deren Gradient
griofer ist als der der Kurve der adiabatischen Temperatur und dapf trotzdem fiir das Ge-
misch das Kernparadoxon auftritt. Es ist nicht das Ziel dieser Arbeit, dap Kernpara-
doxon wieder einzufiihren, sondern zu zeigen, dap das Problem solange ungeldst ist, wie
iber die chemische Zusamrensetzung und iliber das Phasendiagramm des Gemischs als Funk-
tion des Druckes keine Klarheit herrscht. Eines jedoch ist sicher: Falls die Schmelz-
punktkurve von HIGGINS und KENNEDY (1971) und die von ULLWANN und WAIZER (1980a,b) be-
schriebene y-Theorie gilt und der innere dem duBeren Erdkern chemisch gleicht, dann ist
thermische Konvektion - im Widerspruch zu KENNEDY und HIGGINS (1973) - im gesamten #ufe-
ren Kern, auch in der 300-km-Schicht in der N&he der Innenkern-Grenze, verboten. Man kann
also keineswegs das Kernparadoxon als geldst betrachten. Die Frage nach der liSglichkeit
der therrischen Konvektion im &uBeren Kern ist z. Z. offen. Wesentliche Fortschritte
kann man von kiinftigen sichereren Ergebnissen hinsichtlich der Druckabhéngigkeit der
Schmelzpunkte (s. auch WALZER, 1980a,b) erhoffen. Das ist der Grund fiir die im n#chsten
Abschnitt dargelezte Untersuchung des Verfassers.
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6. Die Volumenabhingigkeit der Schmelztgmperatur unter hohem Druck und ihre Beziehung
zu einer neuen dimensionslosen Gréfe

1. Problemsstellung

Das Problem der Abhéngigkeit der Schmelztemperatur Tm vom Druck P ist fiir die
hohen Driicke des unteren Mantels und des Erdkerns weder theoretisch noch experimentell
zufriedenstellend geldst. Damit soll gesagt werden, dap die publizierten Schmelzpunkt-
kurven im Gegensatz zu den modernen Druck-Abhéngigkeits-Kurven von Dichte, Inkompressi-
bilitédt, Schermodul und seismischen Geschwindigkeiten von Autor zu Autor erheblich von-
einander abweichen. Fir verschiedene grundlegende Fragen der Geodynamik z. B. fir die
Mantelkonvektion und fiir die magnetohydrodynamische Theorie des H#uBeren Erdkerns, ist
aber gerade diese Gripe entscheidend. Das ist so, erstens weil die Viskositét - unab-
h#ngig davon, welcher Kriechmechanismus bei der Mantelkonvektion vorherrscht - propor-
tional zu exp(kaTm/T) ist, wobei k2 eine Konstante, und T die wirkliche Tempera-
tur bedeuten, und zweitens weil die gegenseitige Lage der Kurven der adiabatischen Tem-
peratur, der Schmelztemperatur, der Konduktionstemperatur und der wirklichen Temperatur
entscheidend fiir die thermische Konvektion im #uBeren Erdkern sind (siehe KENNEDY und
RIGGINS, 19733 LOFER, 1978bs ULIMANN und WALZER, 198Cb). Das Problem der wirklichen
Schmelztemperaturkurve des duferen Kerns kann man formesl in drei Fragen zerlegen:

a) Welche Theorie fiir Tm(P) gilt fiir reine Stoffe unter derartig hohen Driicken?

b) Was ist die chemische Zusammensetzung des Kerns?

c) Wie veridindern sich die Phasendiagramme wahrscheinlicher Mischungen mit dem Druck?
Dieser Abschnitt B0ll zu der Frage a) einen Beitrag liefern.

6.2. Eine neue Herleitunz des iindemannschen Schmelzpunktgesetzes

Im folgenden wird gezeigt, dapf man auf zwei getrennten Wegen dasselbe Gesetz fiir die
Abhiéngigkeit der Schmelztemperatur vom Volumen herleiten kann, welches fiir Driicke, wie
sie im Inneren von Planeten herrschen, gilt.

Die erste Herleitung geht von der Gittertheorie und einem Versetzungsmodell aus. Wir
setzen voraus, dag fir Driicke des tiefen Erdinneren ein Atom (oder Molekiil) meist zwdlf
niichste Nachbarn hat. Deshalb betrachten wir im folgenden immer ein kubisch-flichenzen-
triertes Gitter (fcc) (siehe Abh, 6.1). Wir vermuten, dap unsere fveriegungen mit klei-
nen inderungen auch auf andere Gitter mit hoher Koordinationszahl iibertragbar sind. Das
Volumen pro Zahl der Atome ist v = a /h der Abstand n&chster Nachbarn ist r_ = a/\/g.

Gitterpunkte werden durch 11a1 + 12 o+ 13a3 ausgedriickt, wobei Ia1| = la | = |a3| =
=1, gilt und lq, 12 und 13 ganze Zahlen sind. Mir fcc mup 11 + 1 + 13 eine

ganze Zahl sein. Perner definieren wir
. a2 2 2
(6.1) 3= = 17 +15 + 15 .

Rach BORN und HUANG (1964) nehmen wir an, daB die zwischenatomaren Kr#éfte folgendes
Potential habent

L]
) Tabellen und Abbildungen sind im Anhang.
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e e
mn_ (1.°oym _ 1 ."oyn
(6.2) V(rz) = uo m-n {i(?) 7 n (1') }

wobel m > n. Das Minimum der Potentialfunktion ¥ hat den Wert =us und liegt in
einsr Entfernung @, (siehe Abb, 6.2). Mir kubische Bravais-Gitter gibt es drei unab-
hingige elastische Konstanten: cq,4, Cior Cyye Wegen der Cauchy-Relaticn fir Zentral-
krifte gilt zusiéitzlich Cip = Cyye Aus Gl. (6.2) folgt filr die elastischen Konstanten

u e lf;
3 Enn {(m + 2)(4—173'0 M v-(n/3+1) e TVY

(6.3) ¢4 = T ° @ 1
_(n + 2)( QO )n v‘(n/3+1) 5 lfll'. }
4—173 1n+1|'. 4
2,2
e % I
(6.8) opp = B g (e 2) )" v oA ?WZ: o

¢, )2 -(n/341) P 1‘?1;}
~(n + 2)(m v ;m .

Die Summation ist liber alle Gitterpunkte auszufiihren. Der mittlere isotrope Schermodul
4k ist

(6-5) ® = "3 (c;‘a‘ - 312 o 3044) o
Das ist die Voigt-Formel. Aus Gln. (6.3) bis (6.5) und der Cauchy-Relation folgt

(6-6) gk = :_8 L 'm_% {01 v"(m/3+1) s 02 v_(n/3+1 )}
wobei

4 2,2

1) 151 e
(6.7) o = E-gp+2F Fﬁ) (@ +2) (rpp™
und

4 2,2

A 11 1112 eo n

(6.8) ¢ = (zl_nﬁ"" 2 Erhﬁ) (n +2) (;173') ;

Pir einen Idealkristall und unsere Potentialfunktion (6.2) haben wir folgende Enthal-
pie H:

m n
. m_ % /3. 1503 _ % 03 1y -0/3
(6.9) H‘é'uon-n{nzm/(zln)v -nzn/(zln)v } + PRv .
N 1ist die Zahl der Atome bzw. Molekiile. Aus den allgemeinen thermodynamischen Rela-

tionen H=E + PY und P = -(g%)s folgt fir eine elastische Kompression 3H/dv = O.
B 1et die innere Energie, P der Druck, V das Volumen, v wie bisher das Atomvolumen.
Index 8 bedeutet isentrop. Die Zustandsgleichung folgt aus Gl. (6.9) und JH/3v = O.

(6.10) P = ‘fg- C {2/3 oz :_m)v-(m/3+1) - o8/3 (5 11_11),,-(11/3%)}

Die Inkompressibilit#t » ergibt sich daraus und aus ® = -v dP/dv.
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611 % = 3%+ gEB (o) v/ o, o/

-3
wobei

(6.12) oy = 27 P+ 3
und

(613 oy = 23 ¢ P+ .

Bisher baben wir mit Hilfe der Theorie des idealen Gitters GrdBen ausgerechnet, die wir
Jetzt in einer Versetzungstheorie des Schmelzens benutzen wollen. Wie MACKENZIE und

MOTT (1950), KUHLMANN-WILSDORF (1965), STACEY und IRVINE (1977b), NINOMIYA (1978a) und
andere nehmen wir an, daf die freie Enthalpie der Versetzungen am Schmelzpunkt verschwin-
det bzw. dap die Versetzungskonzentration Cj4 einen Sittigungswert erreicht. Einen aus-
gezeichneten Yberblick iiber die Verbindung zwischen Schmelzen, Versetzungen, Anharmoni-
zitdt, Solitonen und anderen Erscheinungen gibt COTTERILL (1978a,b). Der Grundgedanke

im folgenden ist der, daB die Zahl der Versetzungen bei Anniherung an den Schmelzpunkt
derart rasch anschwillt, dap der Schermodul fast auf null sinkt.

Die Deformationsenergie pro Einheitslénge der Versetzungslinie einer Schraubenver-
setzung kann durch

(6.14) E,, = §1n -

ausgedriickt werden, wobel b der Betrag des Burgers-Vektors ist. r;, bzw. T, ist der
#dupere bzw. innere Abschneideradius der Versetzung. Der innere Radius kennzeichnet den
Bereich der Verzerrungen im Kern der Versetzung, der duBere Radius ist ndherungsweise
gleich dem Abstand zweler benachbarter Versetzungen. Die Deformationsenergie pro Ein-
heitslénge der Versetzungslinie einer Stufenversetzung wird durch

2 8
: b e
(6.19)  Eyq = mmr-wy 1o g

beschrieben, wobei v das Poisson-Verh#éltnis ist. Nach KUHIMANN-WILSDORF (1965) und
NINOMIYA (1978a) kann man fiir die Deformationsenergie pro Einheitsliénge einer Versetzung
niherungsweise qub2/4n benutzen, wobei a = 0,9, falls fiir dle Versetzungskonzentra-
tion Cd < 0,33 gilt. Die Mdglichkeit der Einfiihrung einer Konstanten a« héngt damit
zusammen, dag r, und T, in gleicher Weise von Druck P und Temperatur T abhén-
gen. Pir die Versetzungsdichte NC4 folgt daher ein Anteil der Versetzungen an der De-
formationsenergie von chaub3/hn. Z&hlt man hierzu die Deformationsenergie des idealen
Gitters, so ergibt sich die totale Deformationsenergie. Die weiteren Schritte bis Gl.
(6.17) sind nur angedeutet, weil wir hierin NINOMIYA (1978a) folgen. Ein weiterer Bei-
trag zur freien Enthalpie geht auf die Gitterschwingungen zurﬁck; so daB sich fiir die
freie Enthalpie (oder Gibbssche freie Energie)

-

1 3 Aw
(6.16) G = 5 Nvne< + NCj0ub /4n 4+ 3NkT 1n ot chkm 1n A

ergibt. Die letzten zwel Terme beschreiben die Warmeschwingungen, &€ 1ist die Dilatation
des Gitters, k die Boltzmannkonstante, w die durchschnittliche Frequenz der Phononen,
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A die durchschnittliche Frequenz der Versetzungsschwingungen, i die Plancksche EKon-
stante. Aus Gl. (6.16) folgt

3
(6.17) G = Gy + Muv[7(2) oGy & - % €3] - M[3e47 + Cy 1n 7]

Diese Formel ist nun der Ausgangspunkt fiir unsere weiteren Uberlegungen. G0 ist die
freie Enthalpie des idealen Gitters, ¥y 1ist das Griineisenverhéltnis. Am Schmelzpunkt
verschwindet die freie Enthalpie der Versetzungen, 4. h. G - Go = 0 gilt dort. P
kann niherungsweise als konstant angesehen werden, weil die relative Volumenénderung
beim Schmelzen fiir die chemischen Elemente niherungsweise konstant ist, wobei die Ab-
weichung vom Mittel fiir kubisch-fléchenzentrierte (fcc), kubisch-raumzentrierte (bcc)
und hexagonal-dichtgepackte (hcp) Strukturen am geringsten ist (GSCHNEIDNER, 1964).
Wir wollen die Schmelzpunkttheorie - wie unten sichtbar - auf Elemente unter hohen
Driicken anwenden, so dap diese Voraussetzungen gerade zutreffen. Fir fcc-Gitter gilt
r3°/v = +/2. Daraus, aus G - G, = 0 und aus Gln. (6.6), (6.11), (6.17) folgt:

618) 1 = AZe0, 33 . —BB (o, v o, v/ .

1ig2 S0
2 d18 ''m = n
wobel die Schmelzentropie durch

(6.19) 48 = Nk[3e4y + G4 1n (1/2)]

(c v-m/3 = v-n/B)]

ausgedriickt wird. Gl. (6.18) enth#lt keine wesentlichen verborgenen Abhéngigkeiten ven
v. Insbesondere ist auch AS n&herungsweise unabhiéngig von P(v) (GSCHNEIDNER, 1964}
STISHOV, 1969). Auch JACKSON (1977) fand, daf die Schmelzentropie in der Hauptsache
eine Funktion der Kristallstruktur ist. Die Struktur aber wird in unserer Berechnung
als unveriénderlich angesehen. Aus Gl. (6.18) entsteht

(6.20) Mipma B, oD (o 80 . oo0n0/3)
wobel
g2
(6.21) o5 = 745 aCyey - & e,
und
(6.22) 5 = FE eCye, -9— i

Unabhéingig von den bisherigen Rechnungen so0ll Gl. (6.20) nun aus drei v8llig ande-
ren Ausgangsgleichungen hergeleitet werden. Zwei dieser Ausgangsgleichungen wurden schon
bestdtigt, die dritte ist das Lindemannsche Gesetz in Form einer Differentialgleichung.
Man kann zeigen, daB sich die Schlupkette umkehren 1&B8t, so dap man aus den zweil ersten
Ausgangsgleichungen der nun folgenden zweiten Herleitung von Gl. (6.20) und aus Gl.
(6.20) auf das Lindemannsche Gesetz schliefen kann. Nach unseren Voraussetzungen ist
das Jedoch nur fiir hohe Driicke eine gute Approximation. Wie MATSUDA und HIWATARI (1973)
vermuten wir, dap das Schmelztemperatur-Minimum, welches man fiir niedrige Drnlicke bei
Ge, Ga, Sb, Bi und Eis beobachtet, auf locker gepackte Pestkorper-Strukturen zuriick-
zufilhren ist. PFiir hohe Koordinationszahlen muf - wie oben gezeigt wurde - Gl. (6.20)

gelten.
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Die erwihnte erste Ausgangsgleichung ist die Zustandsgleichung (Modell 1) von ULLMANN
und PAN'EOV (1976)

My /D= =(1/3)-(1/3)x,
(6.23) Pak=a E—_—,‘:‘— (x - X ) »

wobel x = V/V = v/v . Index O kennzeichnet die entsprechende Gréfe fiir P = O.

Ky = “'P:O und ", = §F|Pb0' d. h. xg bezeichnet die Inkompressibilitdt bei Null-
druck, %, die erste Ableitung der Inkompressibilitdt bei wverschwindendem Druck. Fiir
%, = 4 geht Gl. (6.23) in die Zustandsgleichung von BIRCH (1952) iiber. WALZER, ULLMANN
und PAN'EOV (1979) verglichen Gl. (6.23) mit anderen modernen Zustandsgleichungen. Zum
Vergleich diente eine aus der Gittertheorie hergeleitete anharmonische Theorie vierter
Ordnung von LEIBFRIED und LUDWIG (1961) und THOMSEN (1970) und eine Theorie, die auf
der Eulerschen Darstellung endlicher Verzerrungen beruht. Es ergab sich, dag von die-
sen drei Theorien (6.23) den Kompressionsdaten von 17 kubisch kristallisierenden Fest-
kérpern am besten angepaft ist. Die zweite Ausgangsgleichung ist der Ausdruck, den
VASHCHEREO und ZUBAREV (1963) aus der Theorie des freien Volumens fiir den Griineisenpa-—
rameter erhielten

1 dn _ 2 + 2P
(6,280 « ya= e at I By,
1—3—7

Auf einem neuen Weg leiteten IRVINE und STACEY (1975) Gl. (6.24) fiir reine Zentralkriéfte
her, wobei sie die spezielle Form des zwischenatomaren Potentials weitgehend offen lie-
Ben. Falls man unrealistischerweise annimmt, dap die Atome nur in einer Richtung schwin-
gen, so kommt man auf demselben Wege zu dem bekannten Ausdruck fiir ¥ von DUGDALE und
MacDONALD (1953). Angeregt durch STACEY (1977a) haben ULLMANN und WALZER (1980b) den
Beitrag der Elektronen zu ¥ bericksichtigt, der jedoch fiir manche Anwendungen nicht
allzu stark ins Gewicht fdllt. Sie haben auch gezeigt, daf man aus Gln. (6.23) und
(6.24) auf

L n" -1 1 ()t,' = 2)("1 == 3)
(6.25) A A 3 tz (2,‘1 - 5)1(2/3)_-(1/3)"1 - %, + 3

gefiihrt wird. Die dritte Ausgangsgleichung dieses Abschnitts ist Lindemenns Schmelz-
punktgesetz

(6.26) 1 aT /AP = 2(¥ - ;—)/u ,

wobei Tm die Schmelztemperatur ist. Eine thermodynamische Herleitung von Lindemanns
Gesetz findet man bei STACEY und IRVINE (1977a). Mit » = -xdP/dx entsteht aus Gl.
(6.26)

6.2) goe® = 2k -
. AR AES SN

Nun setzt man Gl. (6.25) in Gl. (6.27) ein. Mit Hilfe der Substitutionen T = e und

= eg gelingt es, die Differentialgleichung ohne Vernachlﬁssigungen zu ldsens

- -5
(6.28) T(&) = —3—1 L+ 1n<#~5 exp[ ((2/3) - (1/3)%1)2]-1) + const, .
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Daraus folgt

(v (#/3)-(2/3)%, (L)(Z/B)-(1/3)n1]
(6.29) T, = const [—'—3‘ v

Es féllt sofort auf, dag Gl. (6.20) und Gl. (6.29) dieselbe mathematische Form fiir

T =R (v) haben., Wir wollen nun die Exponenten vergleichen. Um das unabhéngig zu be-
'erkstelligen, vergleichen wir die Zustandsgleichung (6. 10), die allein aus der Gitter-
theorie (ohne Benutzung der Versetzungstheorie) stammt, mit der Zustandsgleichung (6.23),
zu deren Herleitung weder die Vashchenko-Zubarev-Formel noch das Lindemann-Gesetz nétig
ist. Aus der Gleichsetzung entsprechender Exponenten in den zweil Zustandsgleichungen er-

halten wir
(6.30) m = 2% - 4 und n = % -2,

Wihrend die x, fiir Metalle etwa zwischen 2,5 und 6,5 liegen, liegen sie fiir Edelgase
hher. Nach BIRCH (1966) hat z. B. Neon %, = 8,3, demzufolge gilt m =12,6 und

n = 6,3. Also ergibt Gl. (6.2) fiir Neon fast ein 12-6-Lennard-Jones-Potential. Allge-
mein (4. h. fiir alle Stoffe) gilt m = 2n. Setzt man die Gln. (6.30) in Gl. (6.20) ein,
so sieht man, daf die Exponenten genau mit denen von Gl. (6.29) iibereinstimmen. Wie be-
reits in den Bemerkungen unter Gl. (6.22) ausgefiihrt, bedeutet diese tUbereinstimmung
auch einen neuen Beweis fiir die Lindemannsche Schmelzpunktformel fiir hohe Driicke, wenn
man die anderen Voraussetzungen als richtig annimmt.

6.3. Diskussion

LINDEMANN (1910) hatte dle Vorstellung, daf Schmelzen dann einsetzt, wenn durch die
thermischen Oszillationen sich benachbarte Atome direkt stofen, so daf das Kristallgit-
ter zerstdrt wird. GILVARRY (1956) wandelte dieses Bild dahingehend ab, daB er voraus-
setzte, dap der quadratische Mittelwert der Amplituden der Wdrmeschwingungen einen ge-
wissen Prozentsatz des Abstandes ndchster Nachbarn erreichen mupg. MARTIN und O'CONNOR
(1977) mafen diese Amplituden durch Separation der elastischen Komponenten der Bragg-
diffraktions-Maxima, wobei sie den M6Bbauer-Effekt benutzten. Als Untersuchungssubstan-
zen verwandten sie einfache Alkalihalogenid- und Metallkristalle., Sie fanden eine gute
Ubereinstimmung mit dem Lindemann-Gesetz. Die in Gl. (6.26) benutzte Fassung des Linde-
mannschen Gesetzes geht auch auf GILVARRY (1956) zuriick. Beim Schmelzen miissen die
freien Enthalpien des Festkérpers Gsol und der FlﬂssigkeitGilgleich sein. Daraus 1&Bt
sich bekanntlich mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik leicht die Clau-
sius-Clapeyron-Formel herleitens

(E - TmS ar PV)BO]. = (E - Tms ar PV)L ’

wobei E die innere Energie und S die Entropie ist. Andert sich der Druck léngs der
Schmelzpunktkurve um 4P, so mupf immer ‘dGsol = dGL gelten, damit fiir jeden Druck
Gsol = GL erhalten bleibt. Bildet man das totale Differential von G und setzt den

ersten Hauptsatz, d. h.
dE - TdS + PAV = O ,
ein, so ergibt sich die Clausius-Clapeyron-Gleichung

ar, N LA

L v
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Hiersus und aus der Mie-Griineisen-Gleichung leiteten STACEY und IRVINE (1977a) auf ther-
modynamischem Wege eine Relation her, die sich von Gl. (6.26) nur dadurch unterscheidet,
dagp % durch 0,23 ersetzt ist. Gestiitzt auf Eyrings Strukturtheorie der Fliissigkeiten
und auf die Gleichheit der freien Enthalpien kommt LEPPALUOTO (1972) zu Abschétzungen
flir die Schmelztemperaturen von Eisen fiir dem &uferen Erdkern entsprechende Driicke. Die-
se erwiesen sich als vertréglich mit dem Lindemann-Gesetz. Eine Arbeit zu dem besproche-
nen Thema stammt von BOSCHI (1975). Seine Tm-P—Kurve fiir Fe #dhnelt der von LEPPALUOTO,
obgleich sie auf anderem Wege berechnet wurde.

¥anche Substanzen zeigen Maxima und Minima in ihrer Schmelzpunktkurve, z. B. Rubidium
nach BUNDY (1959), Tellur nach TIKHOMIROVA und STISHOV (1962), Schwefel nach VEZZOLI und
WALSH (1977). Die genannten Beispiele sprechen nicht gegen die Giiltigkeit des Lindemann-
schen Gesetzes bei hohem Druck, weil jedes der Minima der Schmelzkurve ein Tripelpunkt
ist, wo die P-T-Gebiete einer wenig dicht gepackten Festkdrperphase mit einer dichteren
aneinander grenzen. Das ist ein Beweis dafiir, daf in diesem Druckbereich unsere Voraus-
setzung, daf dichteste Kugelpackung vorliegt, noch nicht erfiillt ist. Es gibt wverschie-
dene Versuche, Maxima der Schmelzkurve theoretisch zu berechnen (z. B. OGURA u. a.,
1977; BRINDEAU u. a., 1977), wobei die gemachten Voraussetzungen oft recht stark von-
einander abweichen. Es ist durchaus theoretisch zu erwarten, daB viele stark kompressible
Stoffe im derzeit mit statischen Experimenten zugénglichen Druckbereich experimentelle
Tm-Werte zeigen, die niedriger sind als die nach dem Lindemann-Gesetz berechneten. Von
einer Extrapolation der empirischen linearen Tm-P-Relation von KRAUT und KENNEDY (1966)
auf die Driicke im Erdkern mupB jedoch wegen der oben dargestellten Theorie abgeraten wer-
den. Wegen der noch nicht ganz geklérten chemischen Zusammensetzung des Erdkerns (siehe
z. B, RINGWOOD, 1977; AHRENS, 1979; ITO, 1976) ist es z. Z. umméglich, eine verbindliche
spezielle Tm-P—Kurve fiir den Erdkern anzugeben. Trotz der Ablehnung der Extrapolation
nach KENNEDY und HIGGINS (1973) ist aber das Kernparadoxon noch keineswegs gelést. Denn
es hat sich gezeigt (siehe Abb. 5.5), daB, falls man zus#tzlich den kleinen, durch die
Elektronen bedingten Anteil am Griineisenparameter beriicksichtigt, der Gradient der
adiabatischen Temperatur ein wenig gréBer ist als der der Schmelzkurve von hcp-Eisen
nach LIU (1975). IRVINE und STACEY schlossen jedoch, daf im Kern fcc-Eisen vorliegt
(STACEY, 1977b). Dieser Unterschied diirfte aber nicht gravierend sein, da es sich in
beiden Féllen um dichteste Kugelpackung handelt. Fir eine bessere Bestimmung der Schmelz-
punktkurve wird es nétig sein, den Einflup der leichteren Bestandteile des &uBeren Kernms
zu bericksichtgen. Das Phasendiagramm kann durchaus recht kompliziert sein. Es gibt
z. 2. keine Mittel, es hinreichend emakt fiir diese Driicke zu berechnen. Man kann vermu-
ten, daB sowohl die Schmelztemperatur als auch ihr Gradient niedriger sind als fiir reine
Stoffe. ~ Fir reine Stoffe einschlieflich Eisen ist der Verfasser jedoch sehr zuversicht-
lich, daB die oben hergeleitete Volumenabhédngigkeit der Schmelztemperatur bzw. das Linde-
mann-Gesetz unter hohen Driicken (und also auch fiir den Erdkern) eine gute Approximation
ist.
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6.4. Eine neue dimensionslose GréBe und ihre Druckabhéngigkeit

Als Hilfsmittel fiir eine spédtere numerische Bestimmung der Tm-P-Kurve des duBeren
Erdkerns und fiir eine Diskussion der m6glichen chemischen Zusammensetzung desselben
wollen wir nach dimensionslosen GréBen suchen. Diese Grofen sollen sich fiir unterschied-
liche Stoffe méglichst wenig voneinander unterscheiden. Bei der Konstruktion sind drei
Forderungen zu beachten: Erstens soll die Schmelztemperatur eine der Eingangsgrdfen
sein. Zweitens sollen, obwohl wir die dimensionslose GréBe zunéchst nur fiir reine Stof-
fe (die chemischen Elemente und einige einfache Verbindungen) untersuchen, die benutz-
ten MeBgrofen moglichst solche sein, die auch fiir die Erde zuverléssig als Funktion der
Tiefe bekannt sind. Drittens mupf die Druckabhéngigkeit der benutzten MeBgrdpen bertick-
sichtigt werden, wozu wir die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte anwenden. Wegen
der zweiten Forderung kann man nicht einfach die Leibfried-Zahl oder die Bragg-Zahl
(siehe GSCHNEIDNER, 1964) nehmen, weil diese den Schermodul enthalten., Denn der auf
T = 0 reduzierte Schermodul 188t sich fiir den &uBeren Kern nicht bestimwen, so dapg
eine spdtere Anwerdung hierauf nicht méglich wédre. Um nun einen Fingerzeig zu bekommen,
betrachten wir Abb, 6.3, in der fiir P = O mit Hilfe der Daten von Tab. 6.1 die
Schmelztemperatur der chemischen Elemente iiber der Inkompressibilitét aufgetragen ist.
Die Koordinationszahl stammt von PLENDL und GIELISSE (1972). Es zeigt sich zwar eine
grope Streuung der Punkte; die Iage der Punktwolke rechtfertigt jedoch die Hoffnung,
dag Tm/x in dem gesuchten Ausdruck vorkommen mup.

Wir definieren dimensionslose Groéfen Q:j durch

€M a = Ny

wobel j eine reelle Zahl und

(6.32) N = ' fFe -

F ist das Formelgewicht, e die Dichte, R, die universelle Gaskonstante. Warum die
Gropen Q;j gerade so gebildet werden, wurde oben angedeutet und soll in Abschn. 6.6. aus-~
fiihrlicher mitgeteilt werden. Wir wollen hier die Abhdngigkeit dieser GréBen vom Druck
untersuchen, wobei in den Figuren hauptséchlich die Ergebnisse fiir Qo = N;q darge-
stellt werden. Aus Gl, (6.32) entsteht x

(6.33) d(ln N,)/@P = 3(1n %)/dP - 3(1n T_)/3P - 3(1n ¢)/dP.
Hieraus und aus der Lindemann-Formel, Gl. (6.26), folgt
(6.34) d(ln K\)/aP = [an/aP - 2(y - 3) - (#/@)(3e/3P))/n .

Wegen % = @ dP/d¢o gilt
(6.35) d(ln N;)/dP = (3®/3P - 2y - 1/3)/n .

Hieraus und aus Gl. (6.24) ergibt sich

d 1In K
(6.36) Leded o Pl&un ?up P) y
Wir bilden nun das Analogon zu dieser Gleichung fiir ¥y, wobei wir von Gl. (6.24) aus-
gehen -
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(6.3 LR = saptef bt + ey

wobei

(6.38) £ = @/[1Mm - (BMP)(an/aP)] .
Die Druckabhéngigkeit wvon QJ erh&lt man durch Integration der Grépe

(6.39) a4y = 4(n QJ)/dP = J . d(lny)/dP - d(1n N,)/dP,

wobei man Gln. (6.36) bis (6.38) in Gl. (6.39) einsetzen muB. Bisher wurde in diesem
Abschnitt noch keine spezielle Zustandsgleichung benutzt. Die bisherigen Formulierun-
gen setzen voraus, daf die Zustandsgleichung es erlaubt, ® als Funktion von P expli-
cite aufzuschreiben, damit die Integration ausgefiihrt werden kann. Dieser Wunsch ist
gleichbedeutend damit, daf aus P = P(x) analytisch x = x(P) gebildet werden kann,
wobei x = Y/VO. Mir die Zustandsgleichungen von TAIT (siehe MacDONALD, 1969), von MAO
(1970) und von GROVER u. a. (1973) ist das mdglich, nicht aber fiir G1. (6.23) von ULL-
MANN und PAN'ROV (1976) und ihrem Spezialfall, der Zustandsgleichungz von BIRCH (1952).
Weil wir Gl. (6.23) durch Vergleich mit MeBdaten fiir gut gesichert halten (ULLMANN und
PAN'EOV, 19763 WALZER u. a., 1979), wollen wir, um keine Vernachléssigungen einfiihren
zu missen, einen Umweg gehen: Wir fassen die HilfsgréBe q als Funktion allein von

x auf, indem wir P, %, 9%/3P und azu/'aP2 aus der rechten Seite von Gl. (6.39) eli-
minieren. Dabei ist zu beachten, daB fiir alle Zustandsgleichungen

(6.40) M/P = - xM'/n

und

(6.41)  3%/aF° = {n" 4 w[(1/x) - (et /x)1}/0n/x)2

gilt, wobei x' on/dx und n" = azn/sz ist. Bei der Herleitung wurde

(6.42) dP/3x = - n/x

und azP/'ax2 = -x'qau/Bx + xXn benutzt. Nun erst verwenden wir die spezielle Zustands-
gleichung (6.23) zur Berechnung von *, 3%/3P und azu/'aP2 mit Hilfe der Gln. (6.42),
(6.40) und (6.41). Jetzt kdnnen wir die ay fiir beliebige x im Intervall 1 2x >0
analytisch und numerisch berechnen. Jedem x wird umkehrbar eindeutig durch Gl. (6.23)
ein P 2zugeordnet. Dadurch kann durch numerische Integration QJ als Funktion von P
hastimmt werden,

6.5. Ergebnisses Qo(P) - ein neues Hilfsmittel zur Bestimmung der Schmelzpunkttempera-
tur im Erdkern

Ahnlich wie es O.L. ANDERSON (1972) fiir elastische Konstanten tat, wollen wir nicht
nur die Druckabhéingigkeit .von Qo untersuchen, sondern auch nachforschen, ob die QO(P)
der chemischen Elemente, wenn man sie nach dem Periodensystem ordnet, eine Systematik
zeigen. Erst dann wollen wir uns den chemischen Verbindungen zuwenden. Mit Hilfe eines
Computers wurden die QO(P) und Q,(P) berechnet. Es soll hier jedoch zunichst {iber
Qo .berichtet werden. Fiir Elemente stehen die zur Berechnung nétigen Stoffkonstanten in
Tab. 6.1, fiir Verbindungen in Tab. 6.2. In Abb. 6.4 bis Abb. 6.6 ist die dimensionslose
GroBe Qo als Funktion des Druckes dargestellt. Bei fast allen Elementen ist diese
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Grofe fiir im Kern herrschende Driicke nur wenig verdnderlich, wéhrend die mit dem Druck
variablen GrdBen, die bel der Bildung. von Qo eine Rolle spielen, ndmlich Tm’ ®x und
@, im Bereich des Kerns eine erheblich gr&pere relative Knderung zeigen., Die Kurven der
Elermente zeigen eine starke Biindelung. Beschrénkt man sich in der Betrachtung auf Ele-
mente, die fiir die Bestimmung der benutzten Stoffkonstanten in dichtester Packung, al-
80 in fcc- oder hcp-Struktur, vorlagen, so liegen die Rurven fast ausschlieflich in den
Biindeln. Auf Abb. 6.6 sieht man, daB die EKurven der Elemente der sechsten Periode im
Kern-Gebiet _zﬂ Biindel bilden. Alle Elemente des unteren Biindels auBer Wismut (Bi) ba-
ben fcc- oder hcp-Struktur, im oberen Biindel herrscht die bcc-Struktur vor. In den Abb.
6.7, 6.8 und 6.9 sind die Q, fiir verschwindenden Druck, fiir den Druck an der Kern-
Mantel-Grenze bzw. fiir den Druck an der Innenkern-Grenze im Periodensystem dargestellt.
Die Punkte der Elemente der vierten Periode sind in den drei Figuren durch durchgezoge-
ne Linien verbunden, die der fiinften Periode durch gestrichelte, die der sechsten Perio-
de durch punktierte Linien, so daBf die Bilder untereinander gut vergleichbar sind. Bel
P=0 und der 4, bis 6. Periode zeigt sich von Gruppe IA bis VA eine sehr enge Nachbar-
schaft der drei Kurven, die von den Kurven der 5. und 6. Periode noch bis Gruppe VIIIA
fortgesetzt wird. Wahrend die GrdBe Qo der Elemente fiir F = O einen groBen Wertete-
reich hat, also sehr streut, zeigt sich in den Abb. 6.8 und 6.9, dap fir die hohen Driicke
des Erdkerns, von denen hier nur die seiner zwei Grenzfldchen dargestellt sind, die Grd-
Ben Qo fiir die meisten Elemente einschlieflich Eisen gar nicht sehr streuen. Das gilt
noch stédrker, wenn man sich auf Metalle beschrénkt. Das Qo von Eisen liegt dabei recht
nghe am Mittelwert der Qo der metallischen Flemente. Diese geringe Streuung der Qo
und die oben erwdhnte stdrkere Biindelung der QO-P-Kurven bel Beschrankung auf fcc- und
hcp-Packungen, erweckt die Hoffnung, den Quotienten aus Schmelztemperatur und Formelge-
wicht :

(6.43) T(P)/F = [Q (P) . w(®)]/[R, - e(P)]

fiir den Erdkern nédherungsweise als Punktion des Druckes P bestimmen zu k&nnen. Dabei
sind %(P) und @(P) aus einem zuverlidssigen Erdmodell, z. B. von DZIEWONSKI u. a.
(1975), fir den Kern zu nehmen, 50 ist das Mittel der Qo-Werte aller Elemente mit dich-
tester Kugelpackung fiir einen speziellen Druck P. Fixiert man PF durch Annahme einer
geochemischen Hypothese, so kann man Tm(P) bestimmen. Die Durchfiihrung dieses Vor-
schlags mupf Jjedoch einer spédteren Arbeit vorbehalten bleiben.

6.6. Die Druckabhéingigkeit weiterer dimensionsloser Zahlen, die die Schmelztemperatur
enthalten

In diesem Abschnitt sollen Erkenntnisse iiber andere dimensionslose Zshlen, die Tm
enthalten, und ihre Analoga dargestellt werden. Zunédchst wird beschrieben, wie die geo-
physikalisch brauchbare Grife Qo gefunden wurde. Die Suche nach einer Relation, aus
der man die Schmelztemperatur auch des #uBeren Erdkerns ndherungsweise aus geophysika-
lisch gut bekannten Daten als PFunktion der Tiefe bzw. des Drucks bestimmen kann, begann
im Normaldruck-Bereich.

Ausgangspunkt war eine Arbeit von PLENDL (1974), aus der Abb. 6.14 stammt. Za ist
die Wertigkeit der Atome in der Koordination, die als Produkt aus der Wertigkeit im

Grundzustand und dem Verhdltnis der atomaren Koordinationen zweier aufeinander folgen-~
der Pestkdrperphasen definlert ist. cstr ist ein Strukturparameter, wobei c;lr zur
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atomaren Packungsdichte proportional ist. C;lr ist auch proportional zur Zahl der star-
ken Annéherungen benachbarter schwingender Atome. Vergleicht man Abb. 6.14 mit Abb. 6.15,
so erkennt man, daf die erhoffte Proportionalitéat T  ~ Za'cstr zwar angedeutet ist,
leider ist die Streuung aber erheblich grdpfer als von PLENDL angegeben. Nach PLENDL und
GIELISSE (1969, 1970) gibt es auch eine Proportionalit&t zwischen Inkompressibilitdat =»
und Za'cstr’ Demzufolge diirfen wir auch eine Proportionalit#t zwischen Schmelztempera-
tur und Inkompressibilitét erwarten. Um das zu priifen, tragen wir die Schmelztemperatur-
daten der Elemente von GSCHNEIDNER (1964) iiber der Inkompressibilitét fiir Nulldruck nach
der Datensammlung von ULIMANR und PAN'KOV (1976) auf (siehe Abb. 6.3). Die Koordinations-
zahlen sind in dem Diagramm durch Symbole bezeichnet. Es deutet sich tatsdchlich eine
Proportionalitédt an. Jedoch ist die Streuung auch hier so erheblich, dap man fiir prak-
tische Zwecke kaum etwas damit anfangen kann. Wenn wir Jedoch mdglichst wenig vom Stoff
abhéngende dimensionslose Grifen bilden, konnen wir aus Abb. 6.3 die Vermutung herlei-
ten, dap der Quotient Tm/ﬁ darin enthalten sein mugB.

ZunHchst wollen wir fiir die chemischen Elemente einige dimensionslose GrdpBen bilden
und ihre Relationen zueinander beim Druck P = O untersuchen. Wir definieren

F 1]
(6.u44) Ny = 5 »
1 RO Tme

und tragen diese GrdBe in Abb. 6.16 iiber den Gruppennummern des Periodensystems auf.
Ro = 8,31441 J/(K.mol) ist die universelle Gaskonstante. Die Zahlen fiir das Formelge-
wicht F in kg/mol nehmen wir von EBERT (1976), fiir die Inkompressibilitét x» wund die
Dichte ¢ von ULLMANN und PAN'EKOV (1976) und fiir die Schmelztemperatur Tm von GSCHNEID-
NER (1964). Weiterhin definieren wir

3a, %
(6.45) Wy = g:- L

und stellen diese Grdfe ebenfalls im Periodensystem dar (siehe Abb. 6.17), wobei wir
den linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten @, das Atomvolumen F/@ und die
Dichte @ von GSCHNEIDNER (1964) nehmen. Nach GSCHNEIDNER (1964) ist das Produkt
aTm = 0,0186 + 0,0080 fiir alle Elemente nahezu konstant, wobei a der thermische
Ausdehnungskoeffizient ist. Die erwartete Parallelitét zwischen den Kurven von Abb. 6.16
und Abb., 6.17 ist Jedoch nicht allzu gut. Erstaunlich gut ist ilibrigens die Parallelitit
zwischen N2 und dem Griineisenparameter

e P

(6.46) Y = Ec-; = E;

(s. Abb. 6.18), wobei %g die adiabatische Inkompressibilitét, ®, die isotherme In-
kompressibilitat, CP die spezifische Wdérme bei konstantem Druck, Cv die spezifische
Wdrme bei konstantem Volumen bedeuten.

Diese Feststellung gilt unabhéngig davon, ob man die allgemein, d. h. unabhéngig vom
Jeweiligen Verfasser, etwas problematischen y-Werte nach GSCHNEIDNER (1964) oder nach
GUINAN und STEINBERG (1974) benutzt. Das zeigt ein Vergleich von Abb. 6.17 mit Abb. 6.18
und Abb, 6.19., Wie ein Blick auf die Relationen (6.45) und (6.46) zeigt, bedeutet dies
eine anndhernde Proportionalitdt zwischen spezifischer Wérme und dem reziproken Wert des
Formelgewichts,
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Un nun die Verteilung der dimensionslosen Grife Q, (d<sw, Q;j nach Gl. (6.31) fiir
J = 1) zu untersuchen, wurde in Abb. 6.20 diese GroBe fiir P = O iiber den Gruppen des
Periodensystems aufgetragen. Mit Hilfe der Formeln des Abschnitts 6.4. wurde N fir
den Druck, der an der Kern-Mantel-Grenze (CMB) herrscht, fiir die chemischen Elemente
berechnet und in Abb. 6.21 iiber den Gruppen aufgetragen. Abb. 6.22 zeigt die entspre-
chende Verteilung fiir den Druck an der Innenkern-Grenze (ICB). Ein Vergleich dieser
drei Abbildungen ergibt, dap die Verd@nderung der charakteristischen Kurven im &uperen
Erdkern nicht so betrd#chtlich ist wie im Mantel. Die zur Berechnung nétigen Stoffpara-
meter wurden in Tab. 6.1 gesammelt, ihre Herkunft in der Iegende der Tabelle erwidhnt.
In den Abbildungen 6.23 bis 6.25 wurden die GroBen Y als Funktion des Druckes aufge-
tragen. Insgesamt gesehen zeigt sich fiir die Elemente der Perioden 4 bis 6 keine starke
Biindelung der Kurven. Insbesondere fiir die 5. und 6. Periode f&llt auf, dag die Elemen-
te mit dichtester Kugelpackung, d. h. die, die in hcp- oder fcc-Struktur vorliegen, in
den oberen Kurven vorherrschen. Bedeutend giinstiger liegen die Ergebnisse fiir die dimen-
slonslose Grofe Qo, die fiir die 4. Periode in Abb. 6.4 {iber dem Druck dargestellt ist,
' fiir die 5. Periode in Abb. 6.5, fir die 6. Periode in Abb. 6.6. In Abb., 6.4 findet man
alle fcc- und hcp-Stoffe in dem starken mittleren Biindel. Nur das Element Sc ordnet
sich nicht in dieses Schema ein. In Abb. 6.5 sieht man dasselbe Ergebnis fiir die Ele-
mente der 5. Periode. Abgesehen von Y und Sr findet man alle Elemente mit fcc- oder
hcp-Gittern in dem starken mittleren Kurvenbiindel. Zwei deutlich getrennte Kurvenbiindel
erkennt man auch fiir die Elemente der 6. Periode in Abb. 6.6. Abgesehen von Hf und Re
findet man alle Elemente mit fcc- und hep-Strukturen im unteren engen Biindel von Kur-
ven, wihrend im oberen Biindel die bcc-Struktur vorherrscht. Da man fiir die Driicke, die
im duferen Kern bestehen, mit dichtesten Kugelpackungen rechnen miiBte, falls die Tempe-
raturen niedriger wéren, ergeben die fcc-hcp-Biindel von Qo eine Moglichkeit, den
Quotienten Tm/}? fiir den &upferen Kern zu schdtzen, ohne sich beziiglich der chemischen
Zusammensetzung allzu sehr festzulegen. In Abb. 6.8 wurde Qo iiber den Gruppen des
Periodensystems aufgetragen, wobei der Druck P = 1354 kbar ist. Fir die noch héheren
Driicke im Inneren des #upferen Kerns dndern sich diese Charakteristiken nicht wesentlich.
Die charakteristischen Kurven von Qo bedLsPA= PCM'.B zeigen eine entfernte Ahnlichkeit
mit der Leibfried-Zahl T, der modifizierten Leibfried-Zahl L' und der Bragg-Zahl B,
wie man durch einen Vergleich von Abb. 6.8 mit den Abbildungen 6.26 bis 6.28 feststellt.
(Diese GroBen sind aber fiir Nulldruck dargestellt.) Die Figuren wurden nach den Zahlen-
werten von GSCENEIDNER (1964) aufgetragen. Die Leibfried-Zahl ist wie in der Arbeit von
LEIBFRIED (1950) definiert als
RT
(6.47) L = ﬁ_,
wobel v das Atomvolumen und # der Schermodul ist. Diese Gréfe wurde von GSCHNEIDNER
(1964) abgewandelt:
KT
(6.48) L' = “v—“ 3
In dieser modifizierten ILeibfried-Zahl ist K eine Konstante, die aber fiir jede Kri-
stallstruktur einen anderen Wert hat, wahrend Ro wie bisher die universelle Gaskon-
stante bedeutet. Die Bragg-Zahl ist dagegen durch

AH

(6.43) B = iv

definiert (BRAGG, 1948), wobei AH die Schmelzwérme ist. Wegen der Richard-Regel

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075




74

4H ~ Ro'!'. ist es nicht verwunderlich, wenn L, L' und B im Periodensystem aufge-
tragen gans &hnliche charakteristische Kurven ergeben (vgl. Abb, 6.26 bis 6.28)., FUr
eine Abschitsung von '1" im Huperen Kern sind diese Gr3fen aber nicht geeignet, weil
der Schermodul K im flissigen Zustand verschwindet. Die Inkompressibilitéit x #Endert
sich dagegen beim Schmelzen nicht stark. Deshalb scheint Qo eine geophysikalisch
nitsliche Grife zu sein. Selbstverstiindlich muf die Druckabhingigkeit der eingehenden
Grdfen berticksichtigt werden.
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9. Eine neue Zustandsgleichung fir hohe Kompressjonen )
7.1. Problemstellung

Um aus der Verteilung der Dichte im Inneren der Erde oder anderer Planeten auf die
Verteilung der chemischen EBlemente und Verbindungen schliefen gu k&nnen, ist es notwen-
dig (wenn auch nicht hinreichend), guverléissige Zustandsgleichungen fiir so hohe Driicke
su haben. Das urspringliche Ziel dieser Untersuchung war es, fiir den metallischen Kern
der Erde aus der Festkdrperphysik eine neue isotherme Zustandsgleichung herzuleiten,
die fiir Metalle eine noch bessere Approximation der Mefwerte ergibt. Es ist klar (siehe
Abschnitt 6.), dag das sowohl zur Bestimmung einer noch besseren allgemeinen Schmelz-
punkt-Druck-Relation als auch gzur Klérung der PFrage der leichten Elemente im Aufenkern
beitrdgt. Damit besteht die Hoffnung, dag diese Untersuchung das Problem der Mdglich-
keit thermischer Konvektion im Huferen Kern einer Lésung ndherfithrt. Es zeigt sich, dapg
die neue Gleichung such fiir Halogenide, fir MgO und A1203 gut anwendbar ist und die ent-
sprechenden Kurven im Druck-Volumen-Diagramm néher an die MeSdaten herankommen. Deshalb
kann man die neue Gleichung asuch fiir die Inversion der Daten der gesamten Erde benutzen.
Wihrend die meisten in der Geophysik gebr#uchlichen Zustandsgleichungen aus der Thermo-
dynamik und der Mechanik der Kontinua hergeleitet wurden oder einfach empirische Aus-
driicke sind, s0ll hier eine Arnalyse der Bindungskrifte versucht werden, aber auf eine
solche Weise, dag das Ergebnis nicht zu kompliziert, d. h. noch geophysikalisch anwend-
bar ist.

7.2. Physikalische Vorbetrachtungen gur Herleitung der neuen Zustandsgleichung

Bekanntlich lassen sich die PFestkérper je nach Bindungsart in verschiedene Gruppen
einteilen, die sich durch die Wechselwirkung, die bemachbarte Atome aufeinander aus-
iben, unterscheiden: Bdelgaskristalle, ionisch gebundene Kr;stalle, Kristalle mit ko-
valenter Bindung, Metalle und Kristalle mit Wasserstoffbriicken. Die unterschiedlichen
Bindungen werden mathematisch durch unterschiedliche zwischenatomare Potentiale ausge-
driickt. Daraus erhédlt man durch Ableitung unterschiedliche Ausdriicke fiir die Zustands-
gleichungen der PestkSrperarten. Einheitliche Zustandsgleichungen fiir alle Pestkirper
kénnen deshaldb nur als erste Ndherung gelten. Freilich l1iefe sich eine festkirperphysi-
kalisch einwandfreie Vereinheitlichung durch eine Theorie der gemischten Bindungen er-
reichen. Das ist jedoch sehr schwierig. Eine halbempirische Theorie der teilweise ioni-
schen, teilweise kovalenten Bindungen gab z. B. PHILLIPS (1969). Jedenfalls steht zu
erwarten, daf man durch eine genauere Bericksichtigung der Bindungskriifte bessere Zu-
standsgleichungen herleiten kann. Genau das soll das Haptziel dieses Abschnitts sein.
Meist benutzt man heute halbempirische Ansitze fiir die zwischenatomaren Potentiale, die
sich fir die verschiedenen Bindungstypen voneinander unterscheiden. Fiir Edelgaskristalle
z. B. schlug MIE im Jahre 1907 folgendes zwischenatomare Potential vor, welches heute
meist Lennard-Jones-Potential genannt wird:

o By
(7.1) o(r) = ;i - ;3 . wobei m > n.

*) Tabellen und Abbildungen 8ind im Anhang.
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Weil dieser Ansatz empirisch ist, benutzt man statt dessen oft auch

(7.2)  #(x) = Aye P B/T°

(LIDIARD, 1974). Dieser Ansatz ist physikalisch besser erklérbar. Der. erste Term be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen den Schalen der Atome in der Born-Mayer-Formulie-
rung, der zweite stellt die anziehenden van-der-Waals-Krdfte dar. Gl. (7.1) wurde auch
schon dazu verwandt, die Ionenbindung auszudriicken, wobei aus dem zweiten Term mit

n = 1 die elektrostatische Anziehungskraft resultiert. PFiir die kovalente Bindung dage-
gen ergab sich noch nie (7.1), mitunter wurde ein Morse-Potential benutzt.

Noch komplizierter liegen die Bindungsverhdltnisse fiir Metalle. Diese interessieren
uns aber besonders, und dies nicht nur, um eine realistischere Zustandsgleichung, son-
dern auch um eine bessere Schmelztemperatur-Druck-Relation zu gewinnen. Letztere wire
besonders wichtig bei der weiteren Diskussion des Kernparadoxons (KENNEDY und HIGGINS,
1973; ULLMANN und WALZER, 1980a,b). MATSUDA und HIWATARI (1973) schlagen folgendes Paar-
potential vor:

(7.3)  &(r) = e(o/r)® - aydexp(-yr) .

In allen drei erwdhnten Pormeln bezeichnet r den Abstand zwischen den Atomen, die an-
deren Grdfen sind Konstanten. Die aus Gl. (7.3) hergeleiteten theoretischen Kurven der
n~Abhdngigkeit der Tripelpunkt-Temperatur, der kritischen Temperatur, der relativen Vo-
lumendnderung beim Schmelzen und anderer Grofien zeigen jedoch nur fiir Alkalimetalle und
Edelgaskristalle Vertridglichkeit mit den MeBdaten. Fiir {fbergangsmetalle und Edelmetalle
versagt der Ansatz (7.3) Jedoch vollsténdig. Das ist ein deutlicher Hinweis darauf, daf
in einem neuen Ansatz die Elektronentheorie der Metalle stdarker benutzt werden muB. Die
metallische Bindung ist bekanntlich sehr kompliziert. Die freie Beweglichkeit der Lei-
tungs-Elektronen erzeugt eine grofe Unschdrfe der Ortskoordinaten. Nach Heisenbergs Un-
bestimmthei tsprinzip ist dann aber die Unschdrfe der Impulskoordinaten gering. Die mitt-
lere kinetische Energie der Leitungselektronen ist gering und ihre Wechselwirkung mit
den Atom-Riimpfen (d. h. den Atomen ohne Leitungselektronen) bewirkt einen grofen Teil
der Metallbindung. Ubergangsmetalle haben auferdem noch unvollsténdige d-Schalen, so daf
z. B. fir Eisen auch die inneren Elektronenschalen stark zur Bindung beitragen. Wie bei
dem Edelgas-Pestkdrper Ar (KEELER und BATCHELDER, 1970) ist die Cauchy-Relation Cqp =

= cyy auch fir die elastischen Konstanten der meisten Ybergangs- und Edelmetalle nicht
erfiillt (siehe Tab. 4.2. bis 4.4. von LEIBFRIED und BREUER, 1978). Das ist ein Zeichen
dafir, dap hier eigentlich auch Nicht-Zentralkrdfte bericksichtigt werden miiften. Be-
kanntlich gibt es die verschiedensten Ndherungsmethoden zur L&ésung der Schrddinger-Glei-
chung fiir Metalle. Wir sind aber nur an Losungen interessiert, die sich auf die in der
Geophysik bekannten Parameter des Erdinneren ilibertragen lassen. Es hat zwei interessante
Versuche gegeben, Zustandsgleichungen, die aus dem Thomas-Fermi-Atommodell (TP-Modell)
hergeleitet wurden, fir die Geophysik anwsndbar zu machen (GILVARRY, 1969; BOSCHI und
CAPUTO, 1970). Die in der Erde erreichten Driicke von hdchstens 363,24 GPa (3,6324 Mbar)
8ind jedoch noch so niedrig, daf die Schalenstruktur der Atome noch wesentlich ist. An
TP-Modell sind eine Reihe von Verbesszrungen angebracht wordan, die es einer Anwendung
ndherfiihren. Bekanntlich wurde das Modell durch Hinzuflgunz eines aus der Austausch-
Fnergie dzr Elektronen stammendan Terms durch DIRAC (1930) erweitert. Eine weitere Ver-
besserung fiihrt® von WEIZSACKER (1935) durch die Hinzufiigung einas Terms zur kinetischen
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Energiedichte ein, der dem Quadrat des Gradienten der Elektronendichte proportional ist.
Dieser Gedanke wurde durch HOHENBERG und KOHN (1964) systematisch erweitert, indem der
von-Weizsdcker-Term durch eine Entwicklung nach dem Gradienten der Elektronendichte er-
setzt wurde. Doch all diese Erweiterungen reichen nicht aus, um radiale Schwankungen der
Elektronendichte im Atom, d. h. die Schalenstruktur des Atoms, zu beriicksichtigen. Das
ist aber fiir Anwendungen in der planetaren Physik ndtig, weil bis zu den hochsten dort
vorkommenden Driicken (~3000 GPa in der Mitte des Jupiters) die Schalenstruktur noch
existiert. Einen Versuch, die Schalenstruktur in einem erweiterten TF-Modell fiir Elemen-~
" te mit Kernladungszahlen zwischen 5 und 30 zu beachten, unternahmen LEE und THORSGS
(1978). Die Berechnung des Massendichte-Druck-Diagramms fiir Eisen ist aber fiir geophy-
sikalische Zwecke wenig erfolgversprechend. Inzwischen gibt es auch interessante Arbei-
ten, in denen die TP-Theorie auf zwei- und dreiatomige Molekiile iibertragen wird (JACOB
u. a., 1978; GROSS und DREIZLER, 1979; DREIZLER u. a., 1979; SHIH, 1979). In iiberaus
klarer Weise beschrieb PERROT (1979a), wie die Dichte als Funktion des Druckes und der
Temperatur fir das TF-Modell und einige Erweiterungen des Modells berechnet wird. Das
Eernstiick di eser Rechnungen ist die LOsung einer Differentialgleichung 4. Ordnung zur
Bestimmung der lokalen Elektronendichte. Die Rechnungen sind zwar viel zu umfanglich,
um als eine geophysikalisch brauchbare Zustandsgleichung Verwendung zu finden; sie und
die weiter oben erwdhnten Arbeiten ergaben jedoch wichtige Hinweise zur Berechnung der
im ndchsten Abschnitt hergeleiteten Zustandsgleichung. Die erwdhnten AbkOmmlinge des
TF-Modells gelten auferdem erst bei hoheren Kompressionen, als sie in der Erde vorkom-
men., So ist z. B. das TF-Dirac-Modell wahrscheinlich erst fir x s 0,02 bei Li, fir
x £0,05 bei Be und Al und fiir x 5 0,1 bei Cu anwendbar, wobei x = ¢ /¢ gilt, @
die Massendichte und [ die Massendichte bel Nulldruck bedeutet (PERROT, 1979b).

?7.3. Herleitung der neuen Zustandsgleichung

Die freie Energie eines Metalls sei als folgende Summe dargestellt
(7.4) ¢ = 48+ + T, .

Dabei ist
(7.5) 8 = % Nze*[ACv/v*)~¥ - 2B(v/v*) 2]

die freie Energie der Gitter~Wechselwirkung unter Annahme eines Lennard-Jones-Poten-
tials,

3N
i
(7.6) g, = zi£1hv1

die freie Nullpunktsenergie,

N -hv,
(7.7) SRS i51'11:[1 - exp(—pp)]

die thermische freie Energie und Qe die freie Energle der freien Elektronen. Viele
Autoren (z. B. MIDHA und NANDA, 1975; MULARGIA u. a., 1979) haben eine solche oder eine
ahnliche Darstellung benutzt. HIRSCHFELDER u. a. (1954) finden fiir fcc-Gitter und bei
Beriicksichtigung von 3 Schalen von Nachbaratomen um ein mittleres Atom A = 1,0110 und
B = 1,2045. Im librigen bedeuten die Grofen: T Temperatur, h Plancksche Konstante,
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k Boltzmann-Konstante, v, Frequenz, v Atomvolumen, N Zshl der Atome, Z Koordina-
tionszehl, £° und v* s8ind Energie- und Volumenkonstanten. Ab Jetzt vernachlissigen
wir die Abhéingigkeit von der Temperatur, wir wollen uns also auf isotherme Zustands-
gleichungen beschriinken. Zur Berechnung der elektronischen Anteile der freien Energie
gibt es mehrere Mdglichkeiten (MARCH, 1974). Wir verwenden die Hartree-Fock-Energie

Bgp
(7.8) Bgp = N(2,21/13 - 0,976/7,) .

Der erste Term der rechten Seite (Fermi-Term) stellt die mittlere kinetische Energie
der Elektronen dar, der zweite Term (Austausch-Term) beschreibt die gegenseitige Ab-
stopfung von Elektronen mit gleichem Spin. Um die gegenseitige Beeinflussung der Lei-
tungselektronen vollstindig zu erfassen, benutzen wir zusdtzlich WIGNERs (1938) Inter-

polationsformel fir die Korrelationsenergie Ecorr:

(7.9)  E,opr = K[-0,88/(ry + 7,8)]

Ty ist der mittlere Elektronenabstand, gemessen in Bohr-Einheiten. Dabei werden nur
die Valenzelektronen beriicksichtigt. Die Energien sind in (7.8) und (7.9) in Ryd ausge-
driickt. Durch eine einfache Uberlegung findet man, daf man das oben definierte x auch
durch x = rg/rgo ausdricken kann, wobei Tso das b fir Nulldruck ist. rg liegt
fir Metalle zwischen 2 und 6 Bohr-Einheiten. Um die Formeln zu vereinfachen, fiihren wir
deshalb heuristisch und etwas gewaltsam Tgo = 4 Bohr-Einheiten in die Formeln ein.
Durch Einsetzen der Gln. (7.5) bis (7.9) in Gl. (7.4) entsteht ein gut begriindeter Aus-

druck fir die freie Energie der Metalle.

Dieser Auwsdruck wird nun durch die Einfilhrung von freien Parametern a, b und n ver-
allgemeinert. Gleichzeitig wird es dadurch mdglich, makrophysikalische Grdfen in die
Formeln einzufiihren. Damit wird der Vergleich der Formeln mit Hochdruck-Daten und mit
Daten aus dem Erdinneren mdglich. Unser physikalisch gut begriindeter Ansatz fir die
freie Energie lautet:

(210), 3.8 st - A9 R

Die Terme der rechten Seite bedeuten der Reihe nach: Abstofungs- und Anziehungs-Gitter-
term, freie Fermi-Energie der Elektronen, Austausch- und Korrelationsterm der Elektro-
nen. Die Grifen A bis F liegen fest und sind physikalisch gut begriindet:

A = 1,0110 B = 11,2045 C = 0,138 Ryd
D = 0,229 Ryd E = 0,220 Ryd P = 1,95
Die Grdfen a, b und n liegen dagegen nur fir je einen Stoff fest und werden im folgen-

den durch besser bekannte Grifen ausgedriickt. Mit Hilfe der thermodynamischen Relation
P = -(a&/ax)T folgt aus (7.10) folgende neue Zustandsgleichung

2n a(

o B 240 'theplave E
St 5 x2n/3+" 273 32y - s S, e

. Aus dem Druck P berechnet man die Inkompressibilitéit x mit Hilfe von x = -x3P/dx
und erhilt
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> % = 3 KB - S5
-1/3
+-§b[5cx o B(x + P)’x ]

Ferner gilt

2 2
I e e s
+ & v[2s cx /- 8 /3 - xV3 4 301+ V3 4

+ (2 + 3 + Px'1/3)}] .

Wir begeichnen die Inkompressibilitét bei verschwindendem Druck mit L ihre Druckab-
leitung bei verschwindendem B!i-uck mit x,. Also %, = u|1=1 und », = au/aP|n1. Per-
ner gilt Ox/dP = (-x3%/9x)x . Damit kann man aus den auf x = 1 spesialisierten
Gleichungen (7.11) bis (7.13) die Grdfen a, b und n als Funktionen der fiir viele Stoffe
bekannten Konstanten x, und x, und der stoffunabhiingigen Konstanten A bis F be-
stimmen., Das ist fir die numerische Bestimmung der Gréfen &, P und x als Funktion von

x(=g°/g) ndtig. Bs ergibt sich:

(7.14) n

(1ng = K)/2 + [{(Ixg - K)/2)% - M+ Wn,1V/2,

(7.15) a = (¥ '[(20/3 + DA - (w3 + 1) B+ @],
(7.16) b

Gna

wobel

G = (B-A[C- {D+ B+ M2

E =.[5C-2D- B(2 + ®)(1+ M3
= [25c-8D-B(1+ F) HPM1 +P) + (2 + P4+ P}/
= (4A - B)/9
(a4 - 2B)/33

= (2A - B)/3J
z (A-B+ GI)/d
K a (A-B+ GH)/J .

Die neue Zustandsgleichung (7.11), die zusammen mit dem Gln, (7.14) bis (7.16) und den
Konstanten A bis N verwendet werden muf, enthilt eine genauere Analyse der Bindungs-
krédfte und wir wollen geigen, daf sie sich auch in der Anwendung auf Hochdruck-Mefdaten
besser als andere Zustandsgleichungen bewihrt. Die Konstanten A bis N s8ind fir alle
Stoffe gleich, nur x, und x, muf stoffspezifisch gewdhlt werden. Damit ist (7.11)
fir die praktische Hochdruckforschung und fiir die Geophysik leicht amwendbar. Der Ver-
fasser hofft, dag die neue Zustandsgleichung ein gesunder Kompromif gwischen einer tie-
feren theoretisch-phyesikalischen Durchdringung des Problems und den PForderungen nach
Binfachheit und ffbereinstimmung mit Mefdaten, die von praktischer Hochdruckforschung und
geophysikalischer Modellierung ausgehen, ist.

| I BV |
W
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7.4. Andere Zustandsgieichungen

In der Anwendung unserer neuen Zustandsgleichung erwies es sich, daB sie auch fiir
geophysikalisch wichtige Oxide sehr gute und fiir Halogenide gute #bereinstimmung mit
den Hochdruck-Mepdaten zeigt, obwohl sie urspriinglich nur fiir Metalle vorgesehen war.
Das fiihrte auf den Gedanken, auch andere Zustandsgleichungen zum Vergleich heranzu-
giehen, wobel nur zwei sehr wirklichkeitsnahe in unseren Abbildungen zum Vergleich ge-
nommen wurden. Diese zwei anderen Zustandsgleichungen sollen im folgenden hergeleitet
werden.

Fir Stoffe mit Ionenbindung (z. B. fiir Alkalihalogenide) benutzt man bekanntlich
(siehe z. B. GUPTA und SHANKER, 1979) hiufig ein zwischenatomares Potential folgender
Gestalt:

«_e2 -r/r 6, S,

A7) & = -2 Vol
(7.17) z— + Be BB

ap ist die Madelung-Konstante, f§ und T, 8ind die Konstanten des Born-Mayer-Ab-
stofungsterns, 61 und 62 8ind die Dipol-Dipol- und Dipol-Quadrupol-Wechselwirkungs-
konstanten mach van der Waals. Um die Konstanten nach dem im vorigen Abschnitt ange-
wandten Verfahren durch makrophysikalische Groéfen L und #, <zu ersetzen, miissen wir
die letzten zwei Glieder der rechten Seite von (7.17) vernachléssigen, weil die héheren
Druckableitungen der Inkompressibilitét fir die meisten Stoffe unbekannt oder nur un-
sicher bekannt sind. r bezeichnet wieder den zwischenatomaren Abstand. Wir ersetzen
also (7.17) durch (7.18), wobei c, bis ) Konstanten sind, die im folgenden durch
Funktionen von L und %, ausgednickt werden.

(?7.18) ¢ = - c1x'1/3 + caexp(—x1/3/c3) :

Daraus folgt

(719 P = [3x /D, - 2][x ¥ 3exp{D,(1 - x/3)} - x3]

wobei

(7.20) Dy = (¥2)(nq - 1) + (V2[(3y - D2 + 8]V2 .

Gl. (7.19) stellt die Born-Mayer-Zustandsgleichung dar (siehe auch ZHARKOV und KALININ,

1971; PAN'EOV und ULLMANN, 1979).

Spezialisiert man das Lennard-Jones-Potential von (7.1) auf m = 2n, 8o erhilt man

i, i
(7.21) $ = m W’ /!

Eliminiert man nach dem im vorigen Abschnitt angewandten Verfahren A1. B1 und n, 8o
erhdlt man aus (7.21)

(1240/3 _ ~(14%0)/3

(7.22) P = [3m/(% - D]z s

Das ist die Zustandsgledchung M1 von ULLMANN und PAN'EOV (1976), die diese vorwiegend
gestiitzt suf thermodynamische Yberlegungen herleiteten. Die praktische Bramchbarkeit
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dieser Zustandsgleichung wurde durch die zwei Autoren selbst und durch WALZER u. a.
(1979) bewiesen. Aus (7.2) folgt dagegen

(7.2) P = [3x /(D - DIlx dex(,(1 - £V} - x73],

wobei

(7.28) Dy = (3/2)(ng - 1) + (/2)[(3xq ~ 172 + 28]V/2 .

Die Zustandsgleichung (7.23) wird hier nicht zum Vergleich verwandt. Sie diirfte fiir
Edelgaskristalle von Bedeutung sein.

Zum Vergleich der Zustandsgleichungen mit Mefdaten verwenden wir experimentelle Kom-
pressionswerte aus Volumenmessungen sowie Daten sus Stofwellen- und Rintgenstrahl-Unter-
suchungen. Ich habe unter anderem isotherme Daten benutzt, die aus experimentellen
Hugoniot-Daten stammen. ULLMANN und PAN'KOV (1976) haben diese Werte aus der Literatur
gesanmelt und unter Verwendung der iiblichen Methode auf Isothermen bei Zimmertempera-
tur reduziert. Die Berechnung des Hugoniot-Druckes mit Hilfe der Mie-Griineisen-Gleichung
und der Rankine-Hugoniot-Erhaltungsgleichurgen ist beispielsweise bei WALZER u. a. (1979)
dargestellt. PFir die theoretischen Kurven (Isothermen bei Zimmertemperatur) der drei be-
nutzten Modelle wurden dieselben Eingangsdaten verwandt, die in Tab. 7.1 zusammengestellt
sind. Die drei Kurven wurden jJeweils in P-x-Disgramme eingetragen und gzwar gemeinsam mit
den auf isotherme Bedingungen reduzierten experimentellen Ergebnissen. Das erm&glicht
eine schnelle Entscheidung, welche Zustandsgleichung fiir welche Stoffe am besten ge-
eignet ist. Die aus der neuen Zustandsgleichung (7.11) stammende Kurve wurde mit MX be-
zeichnet, die Born-Mayer-Zustandsgleichung (7.19) mit BM und (7.22), d. h. Modell 1 von
ULIMANN und PAN'KOV (1976), mit M1. Um einen gerechten Vergleich der Zustandsgleichungen
su ermdglichen, habe ich mich bewuBt suf die von ULIMARN und PAN'KOV (1976) ausgewidhlten
8toffe beschrdnkt und auch die Darstellung der experimentellen Daten in den P-x-Diagram-
men iibernommen. Die Herkunft der Beobachtungsergebnisse ist in Tab. 7.2 angegeben. Mit
Kreugzen sind adiabatische Hugoniot-Daten markiert, wdhrend die isothermen Daten mit
Kreisen, Vierecken, Dreiecken und anderen mehr ins Auge fallenden Symbolen bezeichnet
wurden. Es ist klar, daf hauptsichlich die Ubereinstimmung der isothermen Mefdaten mit
den theoretischen Kurven fiir die Giite der Theorie entscheidend ist. Die Abbildungen sind
in derselben Reihenfolge angeordnet wie in Tab. 7.1.

7.6. Schluffolgerung

Durch eine Analyse der zwischenatomaren Krédfte wurde eine neue Zustandsgleichung
(7.11) hergeleitet. Diese Gleichung wurde hinsichtlich ihrer Leistungsféhigkeit bei der
Vorhersage der Kompression unter hohem Druck mit zwei anderen Zustandsgleichungen ver-
glichen, die sich in der Anwendung gut bewdhrt haben. Durch Betrachtung der Abbn. 7.1
bis 7.3 sieht man im einzelnen, fiir welchen Stoff welche der Gleichungen am besten ist.
Bs zeigte sich, dap die neue Zustandsgleichung nicht nur fiir Metalle geht (fiir die sie
eigentlich hergeleitet wurde), sondern such fiir Halogenide und einige Oxide. Unter den
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letsteren ist sie besonders gut fiir Periklas (Mg0) und Korund (A1203) geeignet, was in-
sofern bemerkenswert ist, als di ese Stoffe einen grofen Anteil an der Gessmtmasse des
Erdmantels haben diirften. Um einen schnellen Uberblick iiber die Giite der drei Modelle
su geben, wurde in Tab. 7.3 beurteilt, welches Modell die MeSdaten am besten anniéihert:
0 bedeutet gut, 1 besser, 2 am besten. Natiirlich birgt eine derartige Beurteilung eine
kleine subjektive Komponente, die Jedoch nicht szu grof ist, wie man durch unabhiéingige
Wiederholung zeigen kann. Jedenfalls gewinnt man so einen groben Uberblick iiber die
Gilte der Zustandsgleichungen. Der Verfasser glaubt, daf die neue Zustandsgleichung die
Mefdaten besser approximiert als die zwei anderen. Dabei ist anzumerken, dag die zwei
Vergleichsgleichungen deshalb aus der Menge der vorhandenen Vorschlége ausgewéhlt wor-
den sind, weil diese besonders realitéitsnah sind (siehe WALZER u.a., 1979).
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8. [Konvektion mit anderen temperaturabhingigen Naterialparamatern
8.1. Herleitung der Konvektions-Differentialgleichungen mit temperaturabhingigen
Materialparametern

In 3. und 4. wurde der Binfluf der temperatur- und druckabhiingigen Viskositit auf
die NMantelkonvektion behandelt, wobei in 4. zusétslich der Einfluf innerer Heizung be-
ricksichtigt wurde. Bs ist zur Zeit unmdglich, alle Aspekte der Konvektion im Erdmantel
in einem Modell gleich=szeitig analytisch oder auch nur numerisch
zu behandeln. 8o wurden bisher in allen bekannten Konvektionsmodellen die Wérmeleit-
féhigkeit, die spezifische Wérme und der thermische Ausdehnungskoeffizient als konstant
vorausgesetzt, um die Aufgabe zu vereinfachen. Hier soll jedoch das Bénard-Problem mit
zusiitzlichen inneren rdumlichen Wirmequellen behandelt werden, wobei die genannten
Materialgrifen die fiir den Erdmantel kennzeichnenden Temperaturabhéngigkeiten besitzen.
In diesem Abschnitt benutzte Zahlemwerte diemen nur zur grdfenordnungsméfigen Abschiit-
zung, die gebraucht wird, um die Rechnung etwas zu vereinfachen. Leichte Anderungen der
Zahlenwerte beeinflussen die Ergebnisse nicht. Um die Rechnungen so allgemein wie mog-
lich zu halten, werden die Vereinfachungen so spdt wie m&glich eingefiibrt.

Wir benutzen die in der Oberbeck-Boussinesq-Approximation {ibliche Form der Konti-

nuititsgleichung:
avl
(8.1) 31—1 = 0

wobei x; oder r der Ortsvektor, vy oder b der Geschwindigkeitsvektor ist. Das
bedeutet, daf wie liblich die Dichteschwankungen nur im Auftriebsterm beriicksichtigt
werden. Die pro Volumen und Zeiteinheit erzeugte Wirme sei Q, T die Temperatur, p
der Druck. Q hiingt bei vorwiegend radiocaktiver Wirmeerzeugung im Mantel von T und

p nicht ab. Wie TOZER (1967) und VEERTMAR (1970) nehmen wir die Temperaturabhingigkeit
der Viskositiit n in folgender Form an:

K,2 (p)/T
(8.2) 17 = KkyTe 2"a(p)/

k, und k, sind Konstamten, T, 1ist die Schmelztemperatur. Mir die WErmeleitféhigkeit
% benutzen wir das Modell von SCHATZ und SIMMONS (1972):

(8.3) n = X[, + %p .

Danach gilt fiir die Gitter-Wirmeleitf&higkeit npt

(8.8) wp = (ky+ KD,

Mir die Strahlungs-Wirmeleitflihigkeit npt

NA

(8.5) xp = 0 fir 07 500 K ,

(8.6) 1wy ks('r—ks) ftir T > SO0 K,

wobei k3 bis k¢ folgende Konstanmten sind:
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ky = 31 cm sec K/cal
k, = 0,21 ca sec/cal

(8.7) K = 5.5 107® cal/cm sec K°
kg = 500K.

Ale Wirmeproduktionsdichte wurde folgender Wert verwandt:

(8.8) Q = 0,1 1013 cal/cn3 sec .

Fiir Moho-Temperaturen zwischen 500 und 1000 °C (siehe z. B. GERMAK, 1975) geniigt
Formel (8.6) fiir Xpe Die Exzitonen-Leitféhigkeit wurde vernachlédssigt. Sie kenn ver-
mutlich auch im unteren Mantel vernachléssigt werden (vgl. ZHARKOV u. a., 1971, 8. 51).
Nach SCHATZ und SIMMONS (1972, S. 6975) kann die Druckabhéngigkeit der Gitter-Wirme-
leitfdhigkeit indirekt durch

(8.9) %y, pyp = 0,003 (1 + 2) cal/cm s °C

beschrieben werden, wobei 2Z die Tiefe in 103 km ausdriickt. Ndherungsformel

(8.9) und Pig. 12 von LUBIMOVA (1967, S. 257) wurden aus derselben Formel hergeleitet
und zeigen, dap die Druckabhdngigkeit bis in etwa 400 km Tiefe vernachléssigt werden
kann. Weil die spezifischen Wdrmen bei konstantem Druck und konstantem Volumen fiir Fest-
kérper fast gleich sind, geniigt es, nur einen Buchstaben c¢ einzufiihren. Nach der
Debye-Theorie lautet die Temperaturabhédngigkeit der spezifischen Warme c¢ <fir Fest-
kdrper bekanntlich so:

(8.10) ¢ = c, {D(x) - x ‘.1133.%52} 2
wobei
(8.11) x = 6&/T.

6 1ist die Debye-Temperatur, Co = 3Ny 1ist eine Konstante, niimlich die Gesamtzahl der
Schwingungen, D bedeutet die Debye-Funktion

(8.12) D(x) = %f_fﬂi. :

0e” -1
Wenn man die Temperatur T als Funktion der Tiefe im Mantel (vgl. z. B. LUBIMOVA, 1967,
3. 297, Fig. 26) mit der Debye-Temperatur als Punktion der Tiefe (siehe z. B. ZHARKOV
u. a., 1971, S. 29, Pig. 2) vergleicht, so findet man, daB weder T > 8 noch 62T
gilt. Deshalb mupf die Interpolationsformel (8.10) benutzt werden. Gleichung (8.10) wur-
de in eine Reihe entwickelt. Folgende Approximation erwies sich als ausreichend:

5 2
(8.13) ¢ = ¢, (1 - k,T 2) ” wobei k, = gﬁ .

Nach LANDAU und LIFSCHITZ (1966, S. 199) ergibt sich im Giiltigkeitsbereich des Ge-
setzes der korrespondierenden Zustdnde

(8.14) %: 1p‘%‘3-
o

a ist der thermische Ausdehnungskoeffizient, Vo das Volumen als Punktion des Druckes.
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Rach ZHARKOV u. -a. (1971, S. 29, Pig. 2) kann d6/dp = const fiir die oberen 400 km des
Mantels angenommen werden. Deshalb und wegen (8.1) und (8.14) kann fiir diesen Bereich
a/c als druckunabhiéngig angesehen werden. Deshalb und wegen (8.13) muf

8.15) @ = @, (1- k)

gelten, weil das Verhdltnis von thermischem Ausdehnungskoeffigienten zu spegifischer
Wirme fiir feste Kérper eine von der Temperatur unabhéngige Grdfe ist (Gesetz von Grin-
eisen (8.14)). @, 1ist eine Konstante. Die Formeln (8.4), (8.6), (8.13) und (8.15) gel-
ten speziell fiir den oberen Mantel.

Die genannten vier Temperaturabhéngigkeiten und (8.2) werden nun in die Konvektions-
differentialgleichungen eingefiihrt. Es mag fiir Physiker, die keine enge Beziehung zur
Geophysik haben, befremdlich erscheinen, Formeln, die aus der PFestkérperphysik kommen,
in Gleichungen fiir PFliissigkeitsstromungen eingusetgen. Das ist aber v5llig gerechtfer-
tigt, denn gegeniiber den kurzen Zeiten der Laboratoriumsphysik ist der Mantel ein Fest-
korper, gegeniiber Vorgidngen von Millionen Jahren kann man ihn kontinuumsmechanisch in
erster Ndherung als Newtonsche Fliissigkeit bebhandeln. Man erhdlt folgendes Gleichungs-
system zur Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten Vi der Temperatur T, des
Druckes p und der Dichte ¢

ov k,T (p)/T av, av
(8.16) 9'3%—i= Qsi_g.;Li..,k"_a_a;;{Tezll (ﬁi""'s;f)}.

k
(817 cg ofgg + v 3R )T - D) = FHlllky + kDT + k(T -xIFT} + q,

(8.18) @ = @, [1- a,(1- k7T_2)(T - 1)),

(8.19) ik 0
° 'a__xk - .

In der Bewegungsgle ichung (8.16) und der Wirmetransportgleichung (8.17) wurden Grdgen,
die das Quadrat der Geschwindigkeiten enthalten, vernachldssigt, weil die Geschwindig-
keiten der Mantelkonvektion in der Grdfenordnung von 10 cm/Jahr liegen. (8.18) ist die
verwendete Zustandsgleichung und (8.19) die Eontinuitétsgleichung fiir inkompressible
Materie. (8.16) bis (8.19) sind di e Grundgleichungen des Konvektionsproblems mit allen
Temperaturabhéngigkeiten. In dieser Form der Gleichungen sind aber selbst einfache
Probleme zur Zeit noch nicht 16sbar. Insbesondere stellt die in (8.16) steckende Tempe-
raturabhéngigkeit der Viskositdt eine Schwierigkeit dar, die separat in 4. niherungs-
weise behandelt wurde. (8.18) und (8.19) in einem System zu verwenden, lduft darauf hin-
aus, Dichteschwankungen nur im Auftriebsterm zu verwenden. Die Approximation ist in der
Hydrodynamik iiblich (vgl. 2.).

Zwecks Vereinfachung setzen wir hier eine konstante Viskositédt voraus. Dadurch ver-
einfacht sich die Bewegungsgle ichung zu

aav

av
(8.20) ot = ggi-g%-;nﬁa.;_i.
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Mit g = (0,0,-8) oder g, 1st wie fiblich dle Schwerebeschleunigung, mit @ die
Dichte, mit t die Zeit bezeichnet. Wir behandeln nun die Komvektion in einer horizon-
talen ebenen Schicht der Dicke h und benutzen ein rechtwinkliges kartesisches Koordi-
natensystem XX Xq. Der Ursprung des Systems liegt in der unteren Grenzebene, x4 wird
nach oben positiv ges&hlt. Die Grenzebenen werden anf konstanten Temperaturen gehalten,
Rir X, = h sei T = T4y und fir x4 = O sei T = To > T.‘. Das Problem soll sowohl
fir freie als auch fir feste Grenszen geldst werden. Wie es in der Hydrodynamik {iblich
ist, setzen wir voraus, dafg der mittlere Zustand unmittelbar nach dem Einsetzen der -
Stromung gleich dem Gleichgewichtsgzustand ist. Die Gleichgewichts-Variablen werden mit
einem Querstrich gekennzeichnet. Wir 18sen das Problem Jetzt fiir den statischen Pall,
um dann fir Geschwindigkeit, Druck und Temperatur kleine Stdrungen eingufiibren. Unter
Verwendung der statischen L3sungen werden dann die linearisierten Grundgleichungen be-
stimmt.

8.2. Die Herleitung der lin > le en

Im Gleichgewichtszustand verschwindet die Geschwindigkeit:

(8.21) DI ST ONE
Aus der Wirmetransportgleichung (8.17) folgt

(8.22) &3 {[(xy + D77+ k(T - k)] ﬂ'—a} =% q .
Aus der Bewegungsgleichung (8.16) oder (8.20) ergibt sich
(8.23) V% = g3°.

Daraus entsteht

(8.24) P = ge(h-x;) .

Aus (8.22) erhdlt man
ke _ . A,
(8.25) - § x5 + kgxy + kg = 2 P - kKT + kg 'ln(ky + K, ,

wobei ka und k9 Integrationskonstanten sind, die dadurch bestimmt werden, dag fir
xy = 0 Gleichung T = T, und fir x; =h Gleichung T = T, gelten muf. Also:

k

(8.26) kg = < - kKT, + k% 1n(ky + k,T) -

In (8.25) und (8.26) miissen T unmd 'l‘o in Grad Kelvin eingesetzt werden, wihrenmd
sie als Argument des Logarithmus ln dimensionslos genommen werden miissen.

k. Kk, + k,T
i 1 ! 1 471
®.27) kg = Fn+q [T - ) - kghg(D, - 1) + Ty E‘;’TEZ'F;] '
Aus (8.25) ist T = T(x,) mit numerischen Methoden in beliebig guter Approximation be-
stimmbar. Aus (8.18) folgt diese Zustandsgleichung:

(8.28) T = @g[1 - @ (1 - KT N(F - 1] .
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Im folgenden wollen wir p, T, ¢ und » 8tets als Summe eines mittleren Wertes und
einer kleinen Stdrung p', T', ¢' und o auffassens

(8.29) p = P+p' s T = T+l e = e+e' > o= 0,
Dabei ist der mittlere Wert, der gleich dem statischen Wert ist, nur eine Funktion von
x., die kleinen Stérungen aber hé&ngen von gy Xpy x3 und t ab. Wenn man (8.29)2

und (8.22) in die Wirmetransportgleichung (8.17) einsetzt, so bekommt man

k o
9 r— k. __'Z a7 = 1 - ) "~ X vzml .
(8.30) v g3+ 5 = T4, {k3 e + k(T - k)
woraus sich
k
- B fiiend T - ve PL o e 3 T~ it
®3 5 -5e; | + k(T - kg)}V°] 33 T )

ait

(8.32) Va =§%+§%+%

ergibt. Indem wir die Oberbeck-Boussinesq-Approximation benutsen, erhalten wir aus der
Bewegungsgle ichung (8,20)

(8.33) g% = -g;vp'+vv2o+g%;,

wobei ¥ die kinematische Viskositéit ist. Unter Benutsung der Zustandsgleichungen
(8.18) und (8.28) und der Gleichungen (8.29)2 und (8.29)3 findet man

Kk
B.38) o = - o1 -=TZ) L (.
Aus (8.33) und (8.38) ergibt sich
K
8.35) [Fg-9")s = -,lo ' - g a (1 -.ﬁ)

Mit (8.31), (8.38), (8.35) und der Kontinuitétsgleichung V.» = O haben wir die linea-
risierten Grundgleichungen sur Bestimmung von o, T', ¢' und p*' erhalten. Von (8.35)
bilden wir (- rot rot), um dem Druck p' su eliminieren. Von der so entstehenden Vek-
torgleichung schreiben wir die xa-xonpononto auf:

(8.38) [§g - W?) vy = {a g1 -fﬁ) i,

wobei
2 2
-
gilt. In der nichsten Pormel wollen wir den in (8.31) vorkommenden Operator in eckigen

Klammern mit [...] beseichnen, den in (8.36) vorkommenden Operator in geschwungenen
Kleasern mit (...} . Wir dtildea
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G I T YR R | N - -

-;ﬂf(- 1 — vk (TF-k ) BT E5-230) .
LN k3 + k4T ox T 3

Wie man jedoch durch numerische Abschétzung zeigen kann, ist der zweite Term der rech-
ten Seite in jedem Fall vernachléssigbar. Somit sind die beiden Operatoren [...] und
{...} vertauschbar. Indem man diese Vertauschbarkeit benutzt, bildet man aus (8.36)
und (8.31)

®.39)  [§ - 50 (k3 : i kg (F - k)W (g - 7] Py =

Kk, GV 5 - K
= - g1 -=h 7 73555 --E-Z)) ‘

Damit wurde das Problem wesentlich vereinfacht, denn in (8.39) steht nur noch eine un-~
bekannte skalare Punktion, die Vertikalkomponente der Geschwindigkeit v3 =

= v3(x1,x2,x »t). Nun setzen wir eine Lésung in separabler Form voraus, wie es in der
Hydrodynamik iiblich ist:

(8.40)  vy(xq Xy Xyt) = W(xy) - £(xp,mp)e” .

Dabei s0ll einem in - und xé-Richtuns periodischen Ansatz entsprechend
(8.41) vff(x,,.xz)+§f(x1,x2) =0

gelten.

a/n erwelst sich als das Verhdltnis von Hohe zu Breite einer liéngsten geschlossenen
Stromlinie einer Konvektionszelle.

2
- a
(8.42) v$,3 = - %
gilt wegen (8.40) und (8.41). Wir definieren eine dimensionslose Grdfe
- d
(8.43) ¢ = P und D = 5 -
Wegen (8.42) und (8.43) gilt

(8.44) v%a = v1%3+a_!21 % #(Da_aa)v

Aus (8.39) entsteht dann

(8.45) [0 = {—atue 4+ k(P -k 1 D - ad)] .
k3+k,;'1‘+ 5 6 cooohz( 5

ap aagy Sukgr gy BHE.6) B, e i k
[0 - 2502 )] 52w = “osﬂ-gZ)ﬁz'(a?B(’T-gZ))-

Mit (8.45) wurde das Problem 80 umgeformt, daf nur noch eine gewShnliche Differential-
gleichung sechster Ordnung fir die Punktion w = w(Z) zu ldsen ist. Jetzt nehmen wir -
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wie es in der Hydrodynamik iiblich ist - an, daf der kritische Temperaturgradient o =0
entspricht. Dann bekommen wir aus (8.45)

4
n*c e
(8.06) (IF - adhw = —lo,
Kk 1V ok
-1 -1 3_ Vs _
O RN XCER AR =TZ) ar; 7 _;2)] a%w .

Das Differentialsymbol 391— wirkt dabei nur auf den dahinterstehenden Ausdruck in

runden Klammern. Den Ausdruck in der eckigen Klammer von (8.46) nennen wir jetzt P,

P 1ist eine PFunktion von € oder von 13. Nun s80ll P bestimmt und in Gleichung
(8.46) eingesetzt werden. Man kann P Jjedoch nicht explicite hinschreiben, weil T
infolge von (8.25) nicht explicite als Punktion von x4 bekannt ist. Aus (8.22) folgt
durch Integration

)

kg - Qxy
(ky + ku"l")"[ % k5(T‘ - kg)

(8.47) %% =

In dem oben definierten P werden jetzt die Klammerausdriicke durch aus (8.47) ent-
stehende Terme ersetzt. Der letzte Faktor wird etwas umgeformt:

- k -

; ? - (a7l 1 g =2y OB, Al 4
(8.48)  RF(xq) (3,-3) K-, ( ;g) [a'xa 7 EX—BLT)]
Daraus entsteht unter Verwendung von k7 = 62/20

_ 1 _ 1 (8 \4y,dT 42
(8.49) F(XB) = 'Ee——'_ G; 1 - 555 (T) )(a—x-;) .

Fir den Mantel zwischen 100 und 400 km Tiefe kann der zweite Paktor der rechten Seite
durch eine Konstante k,, ersetzt werden, die etwas unter 1 liegt. So entsteht

(8.50) r(x3) = .E;J_QE; (%2_3,)2 .

In diese Gleichung wird (8.47) eingesetzt:

k10 _kgq- e 5 .
[y + £, BT + kg(T - k)]

(8.51) F(IB)

Weil (8.51) noch T enthi#lt und (8.46) noch nicht integriert werden kann, wenn (8.51)
in (8.46) eingesetzt wird, soll P durch eine andere Punktion ersetzt werden. Zum
Zwecke dieser Ersetzung wollen wir das Modell etwas spezialisieren. Bs sollen (8.7) und
(8.8) gelten. In einer Tiefe von 400 km (zv.3 = 0) 8so0ll die Temperatur '1‘o = 2600 K kon-
stant gehalten werden, in 100 km Tiefe (z3 = h) soll T, = 1200 K gelten. Die Wahl die-
ser Zahlenwerte ist durch ANDERSON (1967, S. 407, Pig. 29) und LUBIMOVA (1967, S. 297,
Pig. 26) begrindet. Piir die Theorie ist jedoch nur die Grofenordnung dieser Zahlenwerte
von Bedeutung. Unter Benutzung von (8.26) und (8.27) finden wir

(8.52) kg = 41,8 cal/cm s und kg = - 3,22 cal/cm? s .

Aus (8.25) bestimmen wir jetzt auf numerischem Wege T = i(xa). Nun wird die Funktion
~P durch eine quadratische Punktion -P* ersetzt, was mit den angegebenen Zahlenwerten
gut geht.
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(8.53) -F* = Kqq(kyqT5 + Kqp¥y + Ky3) -
Die Konstanten lauten:

1,296 - 10~17 K/ca’

k11 =
(8.58) kq, = - 0,687 - 10~ g/ca® ,
B ) Ca 103 K/cm .
In (8.46) ersetzen wir P durch P*, So entsteht
4
@ gh'c o k
(8.55) (P2 -a2)3w = - —2——3—9—9—19 {k11x§ +kqoxy + k13} alw ,

wobei k1° bis k13 neue bekannte Konstanten sind. Es werden nun drei neue Konstanten
definiert:

4
aogh coeok10k13
]

(8.56) R

(o] v
K K
(8.57) R, = E%% h und R, = E%% n? .,

Damit entsteht aus (8.55) folgende Differentialgleichung 6. Ordnung:

(8.58) (0% - a2 w = - {Ryz? + RyL + 1)} Roaw .

8.3. Die L8sung fiir eine Schicht mit freien Grenzen

Zuerst soll (8.58) fiir normalspannungsfreie Grenzen gel&st werden, die bei ( = O
und { =1 1liegen. Bekanntlich (siehe z. B. CHANDRASEKHAR, 1961, S. 35, Gl. 189 oder
WATSON, 1968, 8. 402, Gl. 3.4) gelten dann folgende Randbedingungen

(8.59) w = °w = D*w = 0 fir Eal=L U0 und fiir ELa=t" s
Wir definieren

(8.60) y = Roaaw 3

und erhalten so sus (8.58):

8.61) (P -a3w = - BLZ+RL+ )y,

Wir setzen die Lisung in Porm einer Reihenentwicklung an
00 00

(8.62) = m£1r'w' und vy = .£1Fmvm X

Die I, sind Konstanten. Die W, und y, miissen (8.61) und (8.59) fiir jedes m ein-
geln erfillen.

vy = sin mrg und w, = (m%n? + ‘2)-3 ein mnl

8ind L¥sungen von (8.61) mit den Randbedingungen (8.59), falls Ry =R, = 0. Deshalbdb
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sudbstituieren wir y, = 8in mrZ in (8.61). Damit erglibt sich folgende Gleichung:
8.63) (P -8 w = - (Ryr? + RyZ + 1) sin mnt .

Durch Integration finden wir die L&sung:

2 2.2
1 2 a- - 7m°n ;
R R A e == e b

. 8in mnl + é;f;-_—;—; émn cos mnl + (A. + B-I; + c.t_'.z) sinh al +

+ (D, + EL+ !‘mgz) cosh al} .

Die Integrationskonstanten ergeben sich ams den Randbedingungen (8.59) und der L&sung

(8.64):
2.2 2 2.2 2
T

- - . i
[111 N (21:23:11-:1 I:,)coah a] +% ()R a2 + az)(aRa g

+ —2—3% [ BRycosh a - (-1™(2r, + R)]} ,

m e + a

(8.66) B, = :;3-“ (94 + u°r®) ,

212 o ‘
(8.67) o, = BEEE_+8) (g cosh a - (-1)(2R, + By ,

4a~ sinh a

émnR,
(8.68) . TG Smea— iy ¢

AT + a
2.2 2
(8.69) B, = - —E—({AEpE )R, - (-1)"(2R, + B)cosha] +

2.2 2 .
) i'_"_z:_&).[n,‘(cosh a- (- 2R, (-1 il

8. Pia=te 3
(8.70) 4 4—32-(- < + a
Wir setzen (8.62) in (8.60) eins
% gl 2 2 c _ onlx?
(8.71) n;l'; {(a“%n“ + a“)’sin maZ - Ra® [(RZ° + RyZ + 1 + ﬁ 6R,)sin mAl +
fav v i 2
+u i 6m:cosmn;+(%+3.;+cm; )sinh al +

+ (D, + B L+ r.ca)cash afj} = o,

wobei
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Tn

(8.72) r; = m .

Wir multiplizieren (8.71) mit s8in nnZ und integrieren von O bis 1. S8o erhalten wir
homogene, lineare Gleichungen in P;. Unter Benutzung der Abkiirzung

1
(8.73) [ 8in mnl sin onf A = % San
0

muf die folgende Sikulargleichung geldst werden, um nichttriviale LSsungen zu erhalten.

(8.74) u% (02n2 + a2)3 A ¥ Hoaa(mn) " 0

wobel
2 2
(8.75) (min) = }[(32;2 + RE +1 4+ :—zfrz%-ész 6R,)sin mnl +
(o] m

2
+ ;;fgzgzgg 6éan cos anl + (‘n + B L+ clcz)ainh al +

+ (D- + B L+ ricz)cosh allsin nng af .

Damit ist das Problem analytisch gelbst. Die hergeleiteten Formeln kénnen benutzt wer-
den, um das Geschwindigkeitsfeld numerisch zu berechnen.

8.4, Die Lésung fiir eine Schicht mit festen Grenzen

Mir den Fall, daf die Fliissigkeit zwischen festen Grenzebenen strtmt, gilt bekannt-
lich (vgl. CHANDRASEEKHAR, 1961, S. 36, Gl. 199 oder WATSON, 1968, S. 404, Gl. 4.4):

(8.76) w = Dw = (D° -a%)%w = 0 tiir L = @ und L PR L
Wir substituieren

8.77) (P -a%2w = y.

Damit erhalten wir aus (8.58)

(8.78) (0% -a®)yp = - (RZ? + RyZ + 1) Raw .

Nun benutzen wir wieder den Ansatz (8.62), wobei w, und ¥a die Gleichungen (8.77)
und (8.76) fir Jedes m erfiillt.

v, = 8in mng und wh = : 8in nngz_z

n°n< + a“)

befriedigen (8.77) und (8.76). Analog dem vorigen Unterabschnitt muf emstelle von (8.77)
die folgende Gleichung erfiillt werden:
(8.79) (02 - 2%)2 w, = sinmnl .

Die Lésung ist

(8.80) w = z;,;zl:—:zgz {(A. + B C)sinh al + (C. + q.;)ooah al + sin mrg)} ,
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die auch WATS8OR (1968) schon kannte. Wir bestimmten die Eonstanten sos

an(a s (C1)7 sigha) |

8inh® a - a

(8.81) Ay

——3%——3 [(-1)™(a cosh a - sinh a) - a + sinh a cosh a] ,

(6,65 B‘ 8inh™ a - a

(8.83) Gy L

(8.84) D, .:g_eir_m_zﬁgil‘;%mﬂ "

8inh® a - a

Dabei wurde (8.76) verwandt. Setzt man (8.62) in (8.78) ein, 80 erhilt man

‘(8.85) .§1P;[(l212 + a2)3sin anl + (3242 + Ry + 1)Roa2{ein onl +

+ (A, + B {)sinh al + (C, + D ¥)cosh al}] = o,
wobei

Ta

(8.86) ["- = (—n——z—z

a“nc + &) :

Die Siikulargleichung laut et

@87 |32+ a6y - @n) | = 0,
wobei
1
(8.88) (mn) = S + ey (Ryt® + R + NRGe® in mag gz .

In dieser Weise wurde auch der Fall fester Grenzen analytisch geldst.
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9. Kinematik der Mantelkonvektion
9.1. Préliminarien

Das volle Konvektionsproblem einer Kugelschale mit kugelsymmetrischer, nach innen
gerichteter Schwerebeschleunigung und kugelsymmetrischer Widrmequellverteilung ist we-
der analytisch noch experimentell 16sbar, insbesondere wenn man noch die fiir Mantelkon-
vektion wichtigste, realistische Zusatzbedingung stellt: temperatur- und druckabhéngige
effektive Viskositdt. Das gilt auch fir beliebig einfache Rand- und Anfangsbedingungen
und unabhdéngig davon, ob die Heizung von innen oder von unten erfolgt. Nach SCHUBERT
(1979) sind auch mit Grofrechnern gefundene, dreidimensionale numerische L&sungen noch
fir Jahre unmdglich. Die genannte Zusatzbedingung ist aber wesentlich fiir die Entstehung
der ozeanischen Abkiihlungshaut des Mantels (d. h. fir die ozeanische Lithosphidre), fiir
die Zunahme der Viskositiét im tieferen Mantel und fir den in Abschnitt 4. beschriebenen
Mechanismus der zeitlichen Variabilitéit des Magmatismus und der Orogenese. Wegen der er-
wiihnten Unlésbarkeit wird versucht, ob eine Ubersicht iiber die Lésungen einfacherer,
aber verwandter hydrodynamischer Probleme Hinweise gibt, wie man eine vereinfachte kine-
matische Theorie der im Mantel mdglichen Strimungsmuster systematisch und guantitativ
aufbauen und verifizieren kann. Dieser Unterabschnitt dient der Ubersicht und der Dis-
kussion, im néchsten wird die kinematische Konvektionstheorie entwickelt.

Wir beginnen mit dem Bénard-Problem, weil hier auch experimentelle Beweise vorliegen.
Wie bereits beschrieben, versteht man unter Bénard-Konvektion den Wirmetramsport durch
eine waagrechte Schicht einer viskosen Fliiesigkeit im homogenen Schwerefeld, deren Grengz-
fldchen auf unterschiedlichen Temperaturen konstant gehalten werden. Die urspriinglichen
Versuche von BENARD (1901) sind fiir uns belanglos, weil die Oberfléchenkrifte der freien
Oberfliéche wesentlich das Strémungsmuster bestimmten. Erst in den letzten zwei Jahrzehn-
ten wurde das Problem genauer untersucht. Dabei gab es anfangs noch erhebliche Meinungs-
verschiedenheiten auch im laminaren Bereich, die wohl vor allem darsuf gzuriickzufihren
8ind, dag nicht in allen Versuchen die Anfangsbedingungen kontrolliert wurden. Hier sol-
len nur die Ergebnisse knapp dargestellt werdens Abb. 9.1 zeigt wesentliche Resultate
nach BUSSE und WHITEHEAD (1971). Lést man das Stabilitiédtsproblem der linearisierten
hydrodynamischen Grundgleichungen (CHANDRASEEKHAR, 1961), 80 erhélt man die Vertikalkom-
ponente der Strémungsgeschwindigkeit bekanntlich in dieser Form:

v£°) = [5 c, exp(i e s r)]£(2) wobei | & = k = 2%2

|
h ist die Schichtdicke, A die Wellenliénge, v der Ortsvektor. Oberhalb der mit A be-
zeichneten Kurve verliert die Fliissigkeit nach der linearen Theorie fiir feste Grenzflé-
chen ihre Stabilitét, 4. h. eine anfangs infinitesimale 8térung mit der Wellenlénge A
wichst monoton. Verzichtet man darauf, die Stérung mit einer bestimmten Wellenliénge am
Anfang aufzuprigen und ilberléft die Stérung dem Zufall, so ergeben sich bei sehr langsam
wachsender Rayleigh-Zahl R Stromungsmuster mit einer Wellenzahl kc = 3,117, die bei
Rc = 1708, dem Minimum der Kurve A, einsetzen, d. h. der natiirlich einsetzende Strdi-
mungstyp hat im Profil kreiséhnliche Stromlinien. Weil durch das lineare Problem die
Vektoren tv und die Koeffizieten c, unbestimmt sind, sind Gréfe und Aussehen der
Stromungsmuster von oben (Streifen, regulire Sechsecke, Quadrate, gleichseitige Drei-
ecke) zuniéichst nicht festgelegt. Aus gruppentheoretischen Griinden (FEJES TODT, 1965) ist
e8 klar, das es keine weiteren Formen gibt. Eine zweite Unbestimmtheit entsteht dadurch,
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daf die Orientierung der Konvektionszellen in der Ebene nicht festgelegt ist. Diese
gweite Unbestimmtheit ist theoretisch auch dann nicht zu beseitigen, wenn man das volle
nichtlineare Gleichungssystem 16st, weil in der unendlichen Ebene keine Richtung aunsge-
zeichnet ist. Im Versuch wird die Richtungseindeutigkeit oft durch die Seitenwidnde der
Schicht hergestellt, was z. B. Versuchsergebnisse von KOSCHMIEDER (1966) zeigen. Dss-
haldb ist man bei den Versuchen natiirlich bestrebt, das Verhiltnis Breite zu Héhe h

der Schicht mdglichst grof zu halten. Die erste Unbestimmtheit kann man durch Ubergang
zum nichtlinearen Problem l6sen. Fir kleine Abweichungen von der Losung des linearen
Problems zeigten SCHLUTER u. a. (1965), daf nahe an Rc nur Rollen stabile Lésungen
des Bbnard-Problems sind, weil keine physikalische Unterscheidung zwischen Auf- und Ab-
strom moglich ist, solange die Temperaturabhéngigkeit der Dichte linear ist. PFalls wei-
tere Temperaturabhédngigkeiten hinzukommen, tritt zwar zuerst Sechseck-Konvektion auf,
die Jedoch mit wachsender Amplitude in Rollen-Konvektion i{ibergeht, wie BUSSE (1978a)
(vgl. Abb. 9.2) zeigt. Steigt die Viskositdt mit der Temperatur (wie bei den meisten
Gasen), 8o ist der Abstrom in der Mitte der voriibergehend in der Ndhe von R<= auftre-
tenden Sechsecke. Sinkt die Viskositdt mit steigender Temperatur (wie bei Fliissigkeiten
und Pestkoérpern), so i8t Ger Aufstrom in der Mitte der Sechsecke. Beides wurde experi-
mentell von TIPFELSKIRCH (1956) gezeigt, der Schwefel benutzte. Schwefel hat bei 153 °C
ein Viskositdtsminimum, so dap man mit diesem Stoff beide Erscheinungen zeigen kann.
Geht man zum urspriinglichen Problem zuriick und wandelt es diesmal so ab, dag vor Beginn
der Konvektion kein konstanter Temperaturgradient aufgeprdgt ist, sondern ein nach un-
ten abnehmender (bzw. zunehmender), so ergibt sich als Ybergangsstadium auch erst Sechs-
eck-Konvektion mit Aufstrom (bzw. Abstrom) in der Mitte. Eine tlbersicht zur Sechseck-
Konvektion findet man bei PAIM (1975).

Nebenbemerkung: Das System der Rift-Zonen setzt sich netzartig fort, selbst durch
Kontinente. Die Abtauchplatten (subduction slabs) dagegen schliefen zwar auch meist an-
einander an, zeigen aber Enden und treten auch vereinzelt auf (Nord- und Siidantillen).
Palls man vermutet, da die Bewegung der Lithosphidren-Platten Ausdruck einer abgewandel-
ten Sechseck-Konvektion ist, so miifte das Material an den Rindern der Sechsecke steigen
und in der Mitte sinken. Damit ergidben sich die Temperaturabhédngigkeit der effektiven
Viskositdt und der tiefenabhéngige Temperaturgradient beide gerade falsch herum. Daf
dieser Gedanke falsch ist, ergibt sich auch aus der hohen Rayleigh-Zahl des oberen Man-~
tels, die ganz andere Stromungsmuster fordert, wie unten noch besprochen werden soll.

Bisher haben wir nur die Strdmungen in der Ndhe der Kurve A von Abb. 9.1 besprochen.
BUSSE (1967) erweiterte den Bereich der Storungstheorie mit Hilfe der Galerkin-Methode
auf gréfere Rayleigh-Zahlen. Es ergab sich ein Bereich zwischen den Kurven B und C, in
dem Rollen stabil sind. Die theoretischen Kurven sind fiir P - o berechnet. Die durch
kleine Kreise in Abb. 9.1 markierten stabilen Rollen sowie die instabilen Stromungs-
muster aif Abb. 9.3 und Abb. 9.4 sind bei P = 100 gewonnen worden. Das Kaximum der
Kurve C liegt bei R = 22 600. Dieser Wert fungiert gewlissermafen als eine zweite kri-
tische Rayleigh-Zahl. Darunter tritt links der Kurve B die Zickzack-Instabilitdt
(Abb. 9.3), rechts von Kurve C die Kreuzrolleninstabilitdt (Abb. 9.4) auf. Wenn die
Wellenzahl zu weit vom giinstigen Wert kc nach unten hin entfernt ist, d. h. wenn der
Abstand der Konvektionszellen zu weit ist, biegen sich die urspringlich geraden Rollen
in wellenlinienartig angeordnete Rollen, wodurch k giinstiger wird (Abb. 9.3). Wenn
dagegen der Abstand zwischen den Komvektionszellen zu eng ist, entstehen senkrecht zu
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den alten Rollen neue mit einer glinstigeren Wellenzahl (Abb. 9.4), die allmédhlich die
alten ersetzen. Fir 1708 < R < 22 600 s8ind also nur Rollen in dem durch B und C be-
grenzten k-R-Gebiet stabil. Welches k fiir ein bestimmtes R verwirklicht ist, rich-
tet sich nach den Anfangsbedingungen. Fir spannungsfreie Grenzebenen gibt es keinerlei
Anzeichen, daB der Bereich stabiler Rollen nach oben, d. h. fiir noch griBere Rayleigh-
Zahlen, geschlossen ist (STRAUS, 1972). Wenn der untere Mantel nicht gekriimmt wdre, so
trdfe dieser Fall zu, weil die Viskositédten des oberen Mantels und des duferen Kerns
einige Zehnerpotenzen niedriger liegen als die des unteren, so daf man mit freien Grenz-
fldchen rechnen kann. In Unterabschnitt 4.1, wurde dargelegt, daf, wenn im unteren Man-
tel gerade Komvektion stattfindet, die Rayleigh-Zahl nur wenig oberhalb der kritischen
Zahl Rc liegen kann. Damit ldge fir ein ebenes Modell die Strémung ohnehin in dem
durch die Kurven B und C begrenzten k-R-Gebiet von Abb. 9.1. Das bedeutet, dap stabile
Rollen vorlédgen.

Doch kehren wir nun zum reinen Bénard-Problem zuriick: FRir feste Grenzebenen tritt
oberhalb von R = 22 600 ein weiter R-Bereich mit bimodaler Konvektion auf (vgl.
Abb. 9.5, BUSSE, 1979). Fir P = 8 600 ist nach Versuchen von WHITEHEAD und PARSONS
(1978) diese Art der Romvektion bis R = 760 000 stabil, mdglicherweise auch noch
dariiber. Die bimodale Konvektion ist (zunéchst) stationdr und dreidimensional. Man kann
sie sich grob als Superposition von gweli orthogonalen Rollensystemen mit unterschied-
licher Wellenlénge denken. Nach weiterer Steigerung der Rayleigh-Zahl geht die bimodale
Konvektion in Speichenkonvektion (spoke-like convection) iiber. Abb. 9.6 zeigt den thber—
gang. Wdhrend die zweite kritische Rayleigh-Zahl (R = 22 600) fiir P > 20 (also auch
fir alle Bereiche des Mantels) nach EKRISHNAMURTI (1973) nicht, nach anderen Autoren
nur sehr schwach mit P widchst, hdngt der U'bergang zur Speichenkonvektion stark von
der Prandtl-Zahl ab: Das neue kritische R steigt stark mit P. Bei der Speichenkonvek-
tion ist das Innere der Schicht stark durchmischt und fast isotherm. Der Temperaturab-
fall konzentriert sich auf die diinnen Grenzschichten, die sich an den Grenzebenen bil-
den und die dann plattenmartig senkrecht nach unten sinken (s. helle Linien in Abb. 9.6)
bzw. nach oben steigen (8. dunkle Linien in Abb. 9.6). Weil in der voll entwickelten
Speichenkonvektion sich 3 bis 6 Abtauch- bzw. Aufstiegplatten in einem nabenartigen
Punkte (von oben gesehen wie Speichen) treffen, hat sie diesen Namen erhalten. Da die
Speichenkonvektion bei horizontal gleichfdrmig bewegter Obergrenzflédche in eine neue
Art Rollenkonvektion iUbergeht und der obere Mantel in dem fraglichen R-Bereich liegt
(vgl. auch WALZER, 1978b), schlossen RICHTER und PARSONS (1975), McKENZIE und WEISS
(1975) und McKENZIE und RICHTER (1976), dag unter den ozeanischen Lithosphiérenplatten

Abb. 9.1 Ergebnisse von BUSSE und WHITEHEAD (1971) fir hohe Prandtl-Zahlen. R ist
die Rayleigh—Zahl, k die Wellenzahl. Die theoretischen Kurven A, B und C
werden im Text erldutert. Die anderen Zeichen symbolisieren Versuchsergeb-
nisse: Kleine Kreise bezeichnen stabile Rollen, stehende Kreuze die auf
Rollen fiihrende Kreuzrollen-Instabilitédt, liegende Kreuze die Zickzack-In-
stabilitdt, stehende Doppelkreuze die auf bimodale Konvektion fiihrende
Kreuzrollen-Instabilitédt, stehende Dreifachkreuze die Kreuzrollen-Instabi-
litat, die zunachst auf Rollen fiilhren, die aber dann durch lokale Prozesse
abgewandelt werden.
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Abb. 9.2 Btabilitdtsbereich fiir Roilen und Sechseck-Konvektion als Funktion
der Amplitude € und eines Asymmetrieparameters B nach BUSSE (1978a)

Konvektionsrollen liegen. Systematische Experimente von RICHTER und PARSONS (1975) zeig-
ten die neue Rollenstromung, die bei Scherung der oberen Grenzflidche fir P = 8 600
mindestens bis zu Rayleighzahlen um 500 000 zu beobachten ist. Rollen dieser Art miiften
im oberen Mantel lidngs zur Bewegungsrichtung der Platten liegen. Sie wiirden nach den er-
wdhnten Autoren eine Reihe tektonischer Erscheinungen, vor allem aber den ansonsten sich
theoretisch zu niedrig ergebenden WérmefluBf der Ozeanbdden richtig erkléren (Abb. 9.7).
Um Migverstindnisse zu vermeiden, sei betont, dapg diese Platten (= Lithosphidrenplatten)
der urspriinglich festen, spédter horizontal bewegten Grenzebene entsprechen, also nicht
zu der besprochenen kleinrdumigen Konvektion selbst gehdren, wdhrend die erwdhnten plat-
tenartigen Stromungen der Speichenkonvektion innerhalb der Fliissigkeitsschicht dicht
unter der Obergrenzflédche durch Abkilhlung .bzw. dicht iiber der Untergrenzfldche durch
Aufheizung entstehen und sich dann senkrecht in die Flissigkeitsschicht hinein bewegen.

Abb. 9.3 Zickzack-Instabilitdt bei R = 3 600 nach BUSSE und WHITEHEAD (1971).
h =5 mm, k = 2r/2,8. Die Zeitspanne zwischen aufeinander folgenden

Bildern waren 9, 10, 10, 26, und 72 min. Absteigende Strémungen erschei-
nen hell.
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Abb. 9.5 Skizze der bimodalen Konvektion nach BUSSE (1979)

Zusammenfassend ldBt sich bemerken, daf es im oberen Mantel vermutlich eine Super-
position von zwei Konvektionsarten gibt: kleinrdumiger Rollenkonvektion und grofrdumi-
ger Lithosphdrenplattenkonvektion, wobei letztere theoretisch schwer einzuordnen ist,
was die vorangehende Erdrterung zeigt. RICHTER und DALY (1978) weisen mit Recht darauf
hin, daB im Gegensatz zu den meisten Laborergebnissen und natiirlichen Konvektionssyste-
@en die Lithosphidrenplatten-Komvektion ganz unterschiedliche Wellenlédngen zeigt: Z. B.
aind die Pazifische, die Nazca- und die Cocos-Platte etwa 10 000, 3 00O und 1 000 km
breit. Die waagrechten Ausmafe unterscheiden sich also um eine Grdfenordnung, wihrend
der Tiefgang der Abtauchplatten in derselben Grifenordnung liegen diirfte. Soviel ist
jedenfalls klar, dap die ozeanische ILithosphire als Abkiihlungshaut des Mantels aufzu-
fassen ist, die im Durchschnitt geologisch bedeutend Jiinger als die Kontinente ist
(JACOBY, 1975; de la CRUZ-REYNA, 1976; KONO und AMANO, 1978). Das Zusammenwirken von
Konvektionsstrimen verschiedener Grdfenordnung ist in der Natur oft anzutreffen und
keineswegs aupfergewchnlich. So gibt es z. B. in der Ndhe der Sonnenoberflidche gleich-
zeitig drei Arten von Konvektionszellen, die sich durch die Grdfenordnung der Zellen

stark voneinander unterscheiden (SPIEGEL, 1972): grofrdumige Strémungen, Supergranula-
tion und Granula-

Abb. 9.4 Kreusrollen-Instabilitéit bei R = 3 000 nach BUSSE und WHITEHEAD (1971).
h=95mm, k= 21/1,64. Die Zeitspannen zwischen aufeinander folgenden Bil-
der waren 10, 4, 3, 7?7 und 28 min. Absteigende Strdmungen erscheinen hell.
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Abb. 9.7 Eonvektionsmodell fiir den oberen Mantel unter ozeanischen Platten nach
McEKENZIE und RICHTER (1976). Wenn die Lithosphire sich mit einigen cm/a
seitwdrts bewegt, wird die kleinrdumige Konvektion darunter in Rollen
umgeformt. Das wurde such im Experiment gezeigt.

tion. Insgesamt gesehen zeigt die Diskussion des Bénard-Problems, daf Rollen oder Yber-
lagerungen von Rollen oft auftreten, insbesondere auch fir die Umstédnde, die in oberem
und unterem Mantel herrschen, falls man von der Kugelsymmetrie absehen kdnnte. Neben-
bemerkung: Auch dann, wenn man entgegen der vorherrschenden Ansicht nicht davon aus-
geht, dap der Mantel fir langsame Strdmungen wie eine viskose Flissigkeit behandelt
werden kann, sondern plastisches Fliefen fiir wahrscheinlich hdlt, kommt man zu dem
Schlup, dap rollenartige Bewegungen vorherrschen miissen. Denn im Falle von Rollen tritt
hier bei einem Ninimum 5n Deformationsarbeit, die sich auf eine Scherzone an der Rollen
oberflédche konzentriert, ein Maximum an konvektivem Wdérmetransport amf.

Das dem Bénard-Problem entsprechende Kugelschalen-Problem wurde - wie bereits ein-
gangs erwihnt — bedeutend seltener behandelt: Experimente fehlen. CHANDRASEKHAR (1961)
gab Losungen fiir die linearisierte Theorie. YOUNG (1974) behandelte numerisch die ther-
mische Kugelschalen-Konvektion mit nicht-infinitesimaler Amplitude, wobei er sowohl
axialsyametrische als auch nicht-axialsymmetrische L&sungen untersuchte. Allerdings be-
schridnkte er sich auf gerade Lésungen. Gerade bedeutet, daf Temperatur und Radialge-
schwiniigkeit symmetrisch, die breitenparallelen Geschwindigkeiten aber antisymmetrisch
zum Aquator sind. YOUNG fand, daf axialsymmetrische Lésungen nicht vorherrschen dirften,
weil diese von einer gewissen Rayleigh-Zahl ab gegen nicht-axialsymmetrische Stdérungen
instabil sind. Sowohl YOUNG (1974) als auch ZEBIB u. a. (1980) behandelten das Probleam

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075




104

ohne innere Wiarmequellen und mit isothermen, spannungsfreien Grenzfldichen. ZEBIB u. a.
beschrédnkten sich auf axialsymmetrische Ldsungen. Die lineare Stabilitéitsanalyse ergab,
daB dabei gerade Losungen weniger stabil sind als andere. Schon diese kurze Gegeniiber-
stellung numerischer Untersuchungen zeigt, daf das Problem nur voll-dreidimensional und
numerisch geldst werden kann, was aber nach SCHUBERT (1979) z. Z. noch nicht mdglich
ist. Zur Symmetrie der realisierten Verteilung der Strdmungen in der Kugelschale findet
man eine interessante hydrodynamische Untersuchung bei BUSSE (1975b). Er setzt ledig-
lich die 8chwerebeschleunigung und die Wiérmequellen als kugelsymmetrisch verteilt vor-
aus, wobel es z. B. of fen bleibt, ob die Hei zung von innen oder von unten erfolgt. An-
sonsten wird eine Oberbeck-Boussinesq-Fliissigkeit angenommen. BUSSE setzt die L&sungen
in Form von Kugelfunktionen an. Er findet, daB Lésungen mit geraden Koeffizienten n
vorherrschen, wobei n unserer Schreibweise im ndchsten Abschnitt entspricht. Dieses
Ergebnis steht in bereinstimmung mit den anderen, oben erwiéhnten Arbeiten, weil fiir

n > 2 die Ldsungen weder axialsymmetrisch noch gerade beziiglich Aquatorsymmetrie sind.
BUSSEs R-n-Abhéngigkeit zeigt ein Minimum fiir n = 4. Diese nach BUSSE (1975b) vorherr-
schende Stromungsart zeigt die Symmetrien eines Wiirfels. .Auch die Theorie von WALZER
(1970, 1971, 1973a), die ausschlieflich auf kinematischen und gruppentheoretischen Uber-
legungen beruht, fiihrte auf Stromungen von der Symmetrie eines Wiirfels, hier zusdtzlich
mit kantenparalleler Streifung, die durch kantenparallele Rollen verwirklicht ist, was
auf die Symmetrie der vollen Tetraedergruppe fiihrt, in der der Wirfel als Form vor-
kommt (vgl. Abb. 9.9). Auch hier sind die L&sungen, wie in 9.2. ausgefiihrt wird, weder
axialsymmetrisch noch im allgemeinen gerade beziiglich Aquatorsymmetrie. Die Stiérke die-
ser kinemtischen Theorie besteht darin, daf sie die Verbindung zu beobachteten Ergeb-
nissen der Geophysik herstellt. Sie gestattet, die Grundziige der Kugelfunktionsentwick-
lung der Topographie der Erde und damit u. a. der Verteilung von Kontinenten und Ogea-
nen zu erkldren (Abb. 9.17). Es ist klar, daf alle oben erwdhnten theoretischen Stré-
mungsmuster im Vergleich zu den Konvektionsstromungen, die im Erdmantel verwirklicht
sind oder waren, stark vereinfacht sind. Die Gemeinsamkeiten der theoretischen L&sungen
und die Ubereinstimmung der kinematischen Theorie mit wesentlichen Beobachtungsergebnis-
sen zeigen m. E. aber, daB hier ein richtiger Anfang gemacht wurde. Angesichts der
Schwierigkeit des Problems, die tatsédchlich im Mantel realisierten Strodmungslinien oder
auch nur die Stromungstypen zu bestimmen, ist es iibrigens nicht verwunderlich, dap es
hierzu nur wenige Arbei ten gibt, wihrend die Zahl der Verdffentlichungen iiber andere Kon-
vektionsprobleme rasch wichst.

»
9.2. Kinemati sche Theorie der Konvektionsstrémungen im Erdmantel

9.2.1. Grundziige

In 9.2. und 9.3. sollen die Komwektionsstrome mit einer im Vergleich zu den anderen
Kapiteln ganz andersartigen Methode behandelt werden. Der Mantel wird hier weder hydro-
dynamisch noch festkdrperphysikalisch betrachtet. Es ist klar, daf eine Herleitung der
Stromlinien aus den hydrodynamischen Grundgleichungen wiinschenswert wédre. Wie in 9.1.
auvsgefihrt wurde, ist das aber auch heute noch zu schwierig. Auch beziiglich Art und
Verteilung der Energiequellen und hinsichtlich der im Mantel giiltigen Stoffgesetze und
der in diese einzusetzenden Viskositdtswerte besteht noch nicht zwischen allen Bearbei-
tern Uberei nstimmung, obwohl hier die letzten Jahre viel gekldart haben (vgl. 4.1.).
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Diese Schwierigkeiten umgeht die kinematische Theorie der Mantelkonvektion, die der
Verfasser (1970, 1971, 1973a) in einer Reihe von aufeinander aufbauenden Verdffentli-
chungen entwickelt hat. Hier soll der Kern dieser Theorie dargestellt werden.

Den Ausgangspunkt bilden neun strukturell einfache Grundvoraussetzungen (Postulate),
die aber auch einzeln plausibel gemacht werden kénnen. In Unterabschnitt 9.1. wurde
2. B, gezeigt, daf manche dieser Voraussetzungen, wie das Vorherrschen von Rollenkon-
vektion und die Symmetrien der Verteilung der Stromungen in einer Kugelschale, inzwi-
schen auch hydrodynamisch plausibel gemacht werden kdnnen. Obwohl alle Postulate immer
gemeinsam als ein System wirken, ergeben sich die Maxima der GroBen h (vgl. Abb.
9,16 und Abb. 9. 17) der Kugelfunktionsentwicklung der Topographie der Erde richtig aus
der Theorie. Es ist darauf hinzuweisen, daf die Postulate immer als System wirken: An-
dert man eines ao, 80 dndern sich alle Ergebnisse. Die Berechnung erfolgte mit einem
Computer. (Die Idee, daf eine urspriinglich im wesentlichen kugelsymmetrische Verteilung
durch Konvektion in der Kugelschale (Mantel) an der Oberfldche eine asymmetrische Ver-
teilung der Kontinente erzeugt, wurde neuerdings auch von VESANEN und TEISSEYRE (1978)
vertreten.) In unserer Theorie wird angenommen, daf sich der Mantel nach unten hin der
Homogenitdt ndhert und dap dies auch fiir die enthaltenen Warmequellen gilt. Aus Symme-
triegrinden mupf deshalb das Stromungsmuster einen hohen Grad an Regularitdt (im grup-
pentheoretischen Sinne) haben. Nur nach oben hin wird es durch die Verteilung der Kon-
tinente und Ozeane und durch andere laterale Inhomogenitdten abgewandelt. Die Auswahl
des richtigen Stromungsmusters erfolgte mit Hilfe der Theorie der Punktgruppen. Aus
den theoretisch méglichen Stromungstypen, die in den verschiedenen geologischen Epochen
herrschten, wurde eine ideale Topogrsphie berechnet. Der Verfasser entwickelte diese
ideale Topographie nach Kugelfunktionen und bildete aus den Koeffizienten solche Grdfen
h, und En die von der rdumlichen Orientierung des Strdmungssystems in bezug auf das
Gradnetz der Erde unabhéngig sind. Vergleicht man diese Grdfen mit den entsprechenden
GroBen der Kugelfunktionsentwicklung der beobachteten Topographie, so stellt man bis
zur 31. Ordnung, d. h. soweit wie letztere iiberhaupt bekannt ist, Ubereinstimmung fest.
Auch die Tiefe der wichtigsten seismischen Diskontinuitédten sind in dem System enthal-
ten. Das bedeutet natiirlich nicht, das dieses die Phaseniibergénge an den Diskontinuitd-
ten erkldrt. Vielmehr sind die Strdmungstypen gerade so ausgebildet, daf der Durchfluf
durch die Phasengrenzfldchen oft vermieden wird. Die letztgenannten {/bereinstimmungen
scheinen ein quantitativer Beweis zu sein, dap die vorausgesetzten Postulate wesentli-
che Ziige der gegenwdrtigen oder friiheren Realitdt erfassen und als Wegweiser bei der
Aufstellung einer hydrodynamischen Theorie dienen kdnnen. Die kinematische Theorie hat
den Vorteil, daB in sie weder die absolute GrdBe der Stromungsgeschwindigkeitsvektoren
noch deren Zeitabhédngigkeit eingeht. Es wird lediglich ein Teil der Geometrie der Strom-
linien und der Umlaufsinn verwendet.

Hier sollen in Ergdnzung zu 9.1. noch einige Griinde erldutert werden, weshalb es rat-
sam schien, zundchst keine dynamische Theorie zu versuchen. Bekanntlich reagiert ein be-
stimter Korper nicht nur je nach Stédrke der Beanspruchung, sondern auch je nach deren
zeitlichem Verlauf verschieden. Die Stoffgesetze (hier: Spannungs-Deformationsgeschwin-
digkeits-Beziehungen) sind also nicht nur stof f- sondern auch vorgangspezifisch. Dabei
spielt vor allem die GriBenordnung der Dauer des Vorgangs eine Rolle. Die Kontinuums-
mechanik befindet sich also in der miBlichen Lage, fiir ein und denselben Kérper zur Be-
handlung verschiedenartiger Vorgdnge, bald dieses, bald Jenes Stoffgesetz zugrunde legen
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missen. BUCHHEIM (1959) hat fiir dieses Problem einen Ausweg gezeigt, der auf ein all-
gemeines BStoffgesetz fir isotrope Stoffe filhrt. Der Erdmantel reagiert bekamntlich
gegeniiber Erdbebemwellen und Erdgezeiten in erster Approximation wie ein Hooke-K&rper,
in zweiter wie ein Kelvin-Kérper. Um vieles weniger sicher ist man bei der Wahl des
S8toffgesetzes fiir Vorginge, die bedeutend lénger andauern. Fir isostatische Ausgleichs-
vorginge, wie z. B. fir das langsame Aufsteigen eingedriickter Kontinentaltafeln nach
dem Abtauen von Inlandeis, rechnet man meist mit einer Newtonschen Fliissigkeit. WEERT-
MAN (1978) gzeigte jedoch, daB es sich wahrscheinlich um Ybergangskriechen (tramsient
creep; vgl. 4.1.) hanlelt, 80 daB die von CATHIES (1975) angegebenen Viskositéten von
~ 1022 poise fir den unteren Mantel zu niedrig wiren. PFir Vorgiinge von der Dauer einer
Orogenese oder gar von der Dauer eines orogenen Zyklus sind die verschiedensten Ansitze
gemacht worden., Meist nimmt man Newtonsches Fliefen an, vereingzelt wurde auch visko-
plastisches (TEISSEYRE, 1977) und Andradesches Fliefen vorgeschlagen. Auch der Bingham-
Kérper und der Maxwell-Kérper wurden gelegentlich als Stoffgesetz eingeflihrt.leider ist
unser Problem, das Konvektionsstrdmungsmuster in einem als Kugelschale angenommenen
Erdmantel zu finden, bereits unter stérksten Vereinfachungen zu verwickelt (siehe 9.1.),
80 daf die Einfilhrung des verallgemeinerten Stoffgesetzes von BUCHHEIM die Aufgabe nur
noch weiter erschweren wiirde. Wenn man sich der Einfachheit halber auf eine Newtonsche
Plissigkeit festlegt, steht man vor der Schwierigkeit, die richtige GrdBSenordnung der
Viskositidt festzulegen. Die Viskositéten fir den unteren Mantel schwanken je nach Autor
gwischen 1022 und 1027poise (vgl. 4.1.). Ein anderer Vorteil der kinematischen Theorie
besteht darin, dag sie vom speziellen Stoffgesetz nicht abhingt. Weitere Uberlegungen
zu nicht-Newtonschen S8Stoffgesetzen findet man in den Abschnitten 11. bis 13. Als Vor-
stufe fiur die eigentliche (oder dreidimensionale) kinematische Theorie, in der der
Mantel als Eugel schale vorausgesetzt wird, wird zundchst die zweidimensionale kinema-
tische Konvektionstheorie entwickelt, in der der Mantel als unendlich langer Zylinder-
ring angesehen wird und keine Gréfe von der Zylinderhihe abhéngt.

9.2.2. Die zweidimensionale kinematische Komvektionstheorie

Wir wollen jetzt die sieben Grundvoraussetzungen (Postulate) einzeln auffiihren, die
spiter zwecks Erweiterung zur dreidimensionalen Theorie um zwei erginzt werden.

Postulat 1: Konvektion findet oder f and zeltweli-
8 e im gesamten Erdmantel statt.

Disser Satz ist heute weithin angenommen (vgl. 1. und 4.). Als die kinematische Theorie
verbffentlicht wurde, herrschte jedoch die Ansicht vor, daf die Konvektion sich auf
den oberen Mantel beschrénkt. Postulat 1 legt die Geometrie (Kreisring bzw. in 9.2.3.
Kugelschale) und die zwei Radien fest. Wegen der Endlichkeit des Konvektionsgebiets
ist klar, dag bei festgelegter Art der Komnvektionszellen die Zahl der mbglichen 8Stré-
mungstypen viel stdrker eingeschrinkt ist als in einer Flissigkeitsschicht zwischen
gwel unendlich grofen waagrechten Ebenen, weil benmachbarte Zellen an den Berilhrungs-
fléchen gleiche Geschwindigkeiten haben miissen und das ganze Konvektionsgebiet durch
Aie Btrdmungen erfaft sein muf. Die Orientierung der Zellen bleibt natiirlioh wie auch
in jeder hydrodynamischen Theorie des Problems offen. Falls man also in 9.2.3. irgend-
welche theoretische Grdfen fiir die Oberflliche der Kugelschale in Form von Koeffizien-
ten einer Kugelfunktionsentwicklung erhilt, auf man erst in bekannter Weise (8. s. B.
LEDERSTRGER, 1969) daraus Grdfen berechnen, die nicht von der Orientierung des Grad-
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petges der Erde abhidngen, bevor man sie mit Beobachtungsdaten vergleicht. Die Einfiih-
rung des Postulats 2 kann hydrodynamisch (vgl. 9.1.) motiviert werden. Es ist jedoch
reineswegs an eine Newtonsche Fliissigkeit getunden (vgl. 9.2.1.).

Postulat 22 Es8 herrscht Rollenkonvektion, deren
Stromlinien durch Kreise approximiert werden
k6nnen.,

Die Peststellung iiber die Form der Stromlinien kann auch abgeschwicht werden, indem man
sie durch folgende ersetzt: Die Stromlinien sind geschlossene Kurven, deren radiale und
tangentiale Maximaldurchmesser einer Zelle gleich grop sind. Auch bei diesem Postulat
ist klar, dap es nicht an die vorausgeschickten Er8rterungen iiber hydrodynamische Ar-
beiten gebunden ist. Auch mit einer blockartigen Bewegung der Rollen mit diinnen plasti-
schen Gleitzonen an den Zylindermantelfléchen im Sinne von VENING MEINESZ (1962) wére
Postulat 2 beispielsweise vertréglich.

Zum Verstdndnis des Postulats 3 werden zweli Definitionen vorausgeschickt: Strom-
linien, die nicht von anderen Stromlinien umschlossen werden, heifen Aufenstromlinien.
Kreisformige Stromlinien, die nicht von anieren Stromlinien umschlossen sind, héiﬂen
AuBenkreise.

Postulat 331 Aupenstromlinien (Aufenkreise) 1isgen
einander tangierend in Schichten (Kreisrin-
gen) idibereinander.

Kumerische Losungen der Konvektionsdifferentialgleichungen fir eine sweidimensionale
ebene Schicht, die dem Postulat #hnlich sind, findet man bel FROMM (1965). Diese Ten-
dens diirfte in der Erde durch die an den seismischen Diskontinuitédten sprungartig an-
steigende Viskositét (SAMMIS u., a., 1977) und eventuell durch chemische Schichtung
(vgl. 1.) gefordert werden. Natiirlich beriihren sich bei einem hydrodynamischen Modell
die Aufenstromlinien nicht, sondern sie sind nur infinitesimal benachbart. Das ist aber
fir unser kinematisches Modell belanglos, da es ohnehin nur gewisse Grundgiige der mig-
lichen Stromungen approximiert.

Postulat 4t Di e Zahl der Aufenstromlinien pro
S8chicht nimmt nach oben (aupen) nicht ab.

Be ist festzustellen, da8 diese Forderung nicht sehr einschneidend ist. Fir ihre Ein-
fihrung spielt die Tatsache eine Rolle, daf das Volumen von Schichten gleicher Dicke
mit wachsendem Abstand vom Erdmittelpunkt zunimmt und dag der untere Mantel nach der
Verteilung der P- und 8-Geschwindigkeit zu urteilen viel weniger gegliedert ist als der
obere. - Die Postulate 5 und 6 wurden lediglich eingefiihrt, um den Rechenaufwand su be-
schrinken. Sie 8ind vermutlich fir die Brgebnisse nicht wesentlich, 4. h. die GrdBen,
die beim Vergleich mit Beobachtungsergebnissen eine Rolle spielen, wiirden wohl nur we-
nig verdndert werden.

Postulat 523 Von einer 8B8chicht zur nlichstenm kann

8ich die Zahl der Augenstromlinien hdchstens
verdreifachen.

Postulat 61+ Pir Jeden m8glichen Btrd8mungstyp &n-
dert 8aich die Zahl der Aupenstromlinien pyur
an einer 8chichtgrense.
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Postulat 7: Die Anzahl der Schichten mupf @gerade
oder g iwme it coh eins s eliln.

Diese Voraussetzung kann weggelassen werden, wenn die Verteilung der seismischen Dis-
kontinuitdten als bekannt vorausgesetzt wird. Auch bei Festlegung der Kerngrenze auf
2894 km Tiefe nach TAGGART und ENGDAHL (1968) und der Moho auf 35 km Tiefe ergibt sich
aus den sieben Postulaten noch eine unendliche Anzahl von mdglichen Stromungstypen.
Auf eine endliche Anzahl kommt man, wenn man bedenkt, daf aus physikalischen Griinden
der Durchmesser einer Konvektionsrolle nicht beliebig klein werden kann. Das wurde je-
doch bei den Rechnungen nicht verwendet. Das war auch gar nicht nétig, weil die Rollen
unterhalb eines gewissen Durchmessers vernachldssigbar wenig zu den GroBen beitrugen,
die mit beobachteten Grofen verglichen wurden. Die Zahl der Strdmungstypen ist abzéhl-
bar unendlich, d. h. sie lassen sich nach abnehmendem Maximal-Rollendurchmesser ord-
nen. Wesentlich fiir die mdglichen Strdmungstypen ist, dap einander tangierende Aufen-
kreise immer im entgegengesetzten Drehsinn rotieren miissen und daf die Aufenkreise der
obersten Schicht die Moho, die AuBenkreise der untersten Schicht die Kerngrenze tangie-
ren miissen. Die Stromungstypen werden folgendermaBen beschrieben:

132 253 334 435 5:6 usw.
232 333 434 585
332 433 S5i4
432 5:3
532

Die erste Zahl J des Typs Jsk ist die Zahl der Schichten des Strdmungstyps. Die
zweite Zahl k gibt an, in welcher Schicht (von unten gerechnet) die Anzahl der 2-di-
mensionalen Rollen gleich dem Dreifachen dieser 2ahl der darunterliegenden Schicht ist.
Aus Griinden der Vertrdglichkeit des Drehsinnes muf ndmlich die Zahl der AuBenkreise

pro Schicht von Schicht zu Schicht entweder konstant bleiben oder sich verdreifachen.
Gilt J + 1 = k, so 8ind in jeder Schicht gleich viele Rollen. Zur Veranschaulichung
der Bezeichnungsweise kann Abb. 9.8 dienen.

Es wurde nun angenommen, daf die zweidimensionalen Rollen (AuBenkreise) im Abstrom
die Kruste etwas hinabsaugen, im Aufstrom etwas aufbeulen. Dadurch wiirden einer vorher
schon unregelmdfigen Kruste weitere Tdler und Erhebungen iliberlagert. Es wurde eine
"jdeale Topographie” gebildet, indem man die Beitrdge der einzelnen nach den Postula-
ten moglichen Stromungstypen superponierte. Der Beitrag der einzelnen Typen wurde durch
sin-Funktionen approximiert. Man faBt nun die zweidimensionale "ideale Topographie" auf
als Schnitt durch den Aquator einer dreidimensionalen "idealen Topographie" auf einer
Kugel, die nur durch Superposition von Funktionen Pg(cos $) cos nA entsteht. Man
kann diese dreidimensionale ideale Topographie, die zur zweidimensionalen Theorie ge-
hért, nach Kugelfunktionen entwickeln und aus den Koefflizienten ,m* Bn,m eine
GroBe hn bilden, die von der Orientierung des Gradnetzes ($,A) unabhingig ist. Der
Vergleich mit orientierungsunabhdngigen GroBen hn und h; (Detinition: siehe Formeln
in 9.2.4.) der beobachteten Topographie brachte in den Maxima der hn— bzw. hﬁ—Kurven
iber der Kugelfunktionsordaoung n Uberelnstimmung bis n = 24 (siehe Tab. 9.1). Die
FPormeln fiir die Normierung der Kugelfunktionen sind dieselben wie die in 9.2.4. Die
Rollen der Schicht, die die Kerngrenze tangieren, heifen Gruandrollen. Typen mit 2n
Grundrollen tragen em ceisten zur n-ten Kugel funktionsordnung der "idealen’Tcpographic”
bei. Dahei muB natiirlich angenommen werden, daB im Falle eines Anvacheenc der Ro)len-
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Abb. 9.8 Rollen des Stromungstyps 23;2. Verteilung im Mantel nach der
zweidimensionalen Theorie von WALZER (1971)

zahl pro Schicht auch die Wirkung der unteren Rollen sich bis an die Kruste fort-
pflanzt. Die Rollen urterhalb der Schichtfldche, an der die Rollenzahl pro Schicht an-
wichst, heifen untere Rollen. Die Rollen dariiber heifen obere Rollen. Rir Typen J:k
mit J + 1 = k gibt es also nur untere Rollen. NRun 8s0ll einiges zur Berechnung der
Typen folgen. Wir definieren zundchst einen Winkel y
_ a8o°

L e T

Den vorldufigen Radius 9; der Rollen der ersten Schicht, d. h. der Grundrollen, be-~-

kommt man aus

R
- — 0 -
W= EL ISR e wobei R, = 3477 km .
slny
Mit R = R_ + 203 ergibt sich fir die ndchste Schicht:
1 (o) 1)
B
gé = -’f"""'"'_,; i wenn 2 ¥ k
8lny ~
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[
oS 1= 21-—- ’ wenn 2 = k
2 il T
8in ;

usw. In dieser Weise werden die vorldufigen Radien o; der Rollen und vorldufigen Ent-
fernungen R; der oberen Schichtgrengzen vom Erdmittelpunkt bestimmt. Diese Grdfen hén-
gen iiber y von n und iber k vom Typ ab. Die Typen werden also schrittweise fir
Jedes n einzeln aufgebaut. Nach jedem Schritt wird gepriift, ob der Radius der Mantel-
obergrenze (6336 km) iiberschritten wurde. Es sei

R; - 3477
G=-—m—o
Wenn G > 1 wird, werden fiir den vorherigen Typ (fiir den also, der gerade noch hin-
einpafte) die Radien der Rollen e, und damit die Schichtgrengzen Rv in der Weise
neu berechnet, daf die Rollen in radialer Richtung dicht aneinander liegen und die
idealisierten cberen (6336 km) und unteren (3477 km) Mantelgrenzen tangieren. Es waren
also fir jeden Typ Jsk (J + 1) Gleichungen mit (j + 1) Unbekannten zu lésens

2 g e, = 2859
v=1
1
AP+ O = S0
@y
kfa’ = 8in ¢
77 +2 Z e, + o0_
=" ¥ k-1
“221 = sin 3§
ALY 218y 0yt 0
e
— = sin~§ .
477 + 2 °0
+
D v=19v+03
Die Grensen der Schichten folgen aus den e, nachs
R, = R, 4, +2, fir v =N AR

wobei Ro = 3477. Un ein Mag fiir die Abweichungen von den vorldufigen *-Werten gu ha-
ben wurde noch

eqf
d
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gebildet. Tab. 9.1 zeigt nun mit Hilfe eines Computers berechnete Ergebnisse. Links
sieht man fiir welche Ordnung n welcher Strémungstyp Jsk verwirklicht wird. In den
rechten zwel Spalten wird die liickenlose Ubereinstimmung der zweidimensionalen kinema-
tischen Theorie mit der Beobachtung bis zur 21. Ordnung gezeigt. D. h. genau fiir die
Ordnungen, fiir welche Strémungstypen erlaubt sind, erscheint in der h;-Kurve der gesam-
ten Topographie (siehe Abb. 9.17, obere Kurve) ein Maximum und gensau fiir die Ordnungen,
fir die Postulat 7 die Realisierung der Strémungstypen verbietet, erscheint ein Mini-
gun. Auch fiir n = 24 ergibt sich Ubereinstimmung. Die mittlere Spalte von Tab. 9.1
zeigt, dap V fiir die Maxima nie mehr als 6 % von 1 abweicht, so dag man feststellen
kann, daf das zweidimensionale kinematische Modell der Geometrie des Mantels sehr gut
angepaft ist. Abb. 9.11 zeigt am Beispiel der Verteilung der zweidimensionalen Rollen
des Typs 232, wie das Maximum der Ordnung n = 7 der beobachteten h; der Topographie
(obere Kurve von Abb. 9.17) nach der zweidimensionalen Theorie hervorgebracht wird.

Tab. 9.1 Vergleich zwischen der zweidimensionalen kinematischen
Theorie und der Grofe h; der Kugelfunktionsentwl ck-

lung der beobachteten Topographie der Erde

Theorie Beobachtung, vgl.

n J k v Abb.9.17; obere EKurve
5) 1 2 1,06 Max. Max.
7 2 2 1,00 Max. Max.
8 BerE2 | 19509 Min. Min.
10 2953 71505
10 o=t 1:05 Max. Max.
12 S 3T w1502
14 4 3 1,00
0 sy 2% © 17,00 Max. e
15 R4 51 05
15 ORrieds i 4405 Min, Min,
15 R 2s. DD,
17 4 4 1,03
7 6 3 1,03 Max. Max.
17 B O= TqIN0)
19 5 4 1,01
19 7% B3 Tan0a Min. Min.
19 9 2 1,01
20 8 3 1,05 Max., kleiner Max., kleiner
20 10 2 1,05 als fir n=21 als fir n=21
21 4 5 1,00
21 6 4 1,00 Max. - Max.,
22 SEE o 11503
22 2. & 1503 Min Max., kleiner
22 9 3 1,03 - als fiir n=21
2 1 2 1,03
W
26 10 3 1,02 Max. Max,
20112 .2, .. 1,02
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9.2.3. Die dreidimensionale kinematische Theorie der Mantelkonvecktion

Fir hoéhere Ordnungen (n = 22 und 25 £ o 8 31) hoért die erstaunliche Uibereinstim-
mung der zweidimensionalen kinematischen Theorie mit den Beobachtungsergebnissen auf,
d. h. es tritt eine Verschiebung der Maxima auf. Gleichzeitig ist die PFrage ungeldst,
wie sich die Strémungstypen in die dritte Dimension des Mantels fortsetzen. Zylinder
im strengen Wortsinne sind wegen der Kugelsymmetrie der Erde nicht méglich. Beide Fra-
gen wurden gleichzeitig geldst (WALZER, 1973a): Wegen beschriebener tibereinstimmung
bis n = 21 war es klar, dag das neue Modell Ziige des alten libernehmen muBte. Ferner
bestand die Vermutung, daf die Abweichungen fiir héhere Ordnungen gerade durch die Be-
schrinkung auf zwei Dimensionen kdme. Wesentlich fiir die Einfiihrung des neuen raumli-
chen Modells war die Annahme, dag der Mantel sich nach unten hin der Homogenitédt immer
mehr ndhert und daf das rdumliche Stromungssystem deshalb durch die Kugelsymmetrie des
Problems bestimmt ist. Abweichungen davon diirften sich also nur nach oben hin vor allem
bedingt durch die Verteilung der Kontinente und Ozeane ergeben. Weil es sich bei der
Suche nach dem Ansatz um ein Symmetrieproblem handelt, wurde die Theorie der Punktgrup-
pen angewandt. Entsprechend der beherrschenden Stellung von Extremalprinzipien in der
Physik liegt es nahe, einen héchstmdglichen Grad an Regularitdt nach der Definition von
FEJES T6DT (1965) fiir das dreidimensionale kinematische Modell zu fardern. Da im Ge-
gensatz zur Anwendung der Gruppentheorie bei Kristallgittern (siehe z. B. BUERGER,
1956) die Forderung nach Translationswiederholung entfédllt, war es nétig, auch die For-
men der nichtkristallographischen Punktgruppen zu bestimmen (siehe Abb. 9.9). Rir die
kristallographischen Punktgruppen konnten die Formen aus BUERGER (1956) und LINCK (1923)
genommen werden. FEJES TODT (1965, S. 67) leitet die vollstdndige Liste aller endlichen
Transformati onsgruppen her. Abb. 9.9 enthédlt davon alle reguldren Gruppen und bringt da-
zu alle mdglichen Formen (im Sinne der Kristallographie). Man setzt nun (im Gedankenver-
such) diese Formen zentral in den Erdkern und projiziert die Kanten mit Hilfe einer im
Mit telpunkt befindlichen Lichtquelle auf die zwei Kugelfldchen der Kugelschale, die den
Mantel darstellt (Zentralprojektion). Dadurch erhdlt man fiir jede kristallographische
und nichtkristallographische Form eine Feldereinteilung des Erdmantels. Der Ansatz wird
durch die zwei Forderungen gefunien, dag (1.) das Rollensystem des zweidimensionalen
kinematischen Modells mdglichst den ganzen Raum der Kugelschale ausfiillt und dag (2)
das eingepaBte Rollensystem selbst den Symmetrieforderungen der emtsprechenden Gruppe
geniigt. Forderung (1.) bedeutet, daB die pro Zeiteinheit nach aufen abgefiihrte Wdirme
ein Maximum sein soll. Es sind nun zwei Tatsachen zu beachten: a) In das zweidimensio-
nale kinemtische Modell gehen - was die Geometrie betrifft - nur die zwei Radien der
Mantelbegrenzung, nicht aber die Geometrie der Formen ein. b) Die Zahl der Strdmungs-
typen Jik ist unendlich. Die Forderung (1.) soll aber mSglichst fiir jeden Typ J;ik
einzeln erfiillt sein. Aus a) und b) ergibt sich also, daf bereits Forderung (1.) recht
einschneidend ist. Zur Auswahl der richtigen Form nach Porderung (1.) dient Tab. 9.2.

In der ersten Spalte von links stehen die Stromungstypen, die nach der zweidimensiona-
len Theorie die Maxima hervorrufen (vgl. Tab. 9.1). Rir jedes Maximum wurden nur die
ersten Typen, d. h. diejenigen mit der geringsten Schichtenzahl, genommen, weil die an-
deren Typen, die zu demselben Maximum auch beitragen konnen, gleich groBe Rollen in der
ersten Schicht haben und beziiglich des folgenden dasselbe ergeben. In der zweiten Spal-
te steht das in 9.2.2. eingefiihrte ¢. Die GréBe 2¢ bedeutet den Winkel, unter dem
man vom Erdmit telpunkt aus eine Grumdrolle sehen wiirde. ¢ 1ist also vom Typ J;k ab-
hédngig. ¢ wird in den ndchsten Spalten von Tab. 9.2 mit den geraden ganzen Zahlen 2,
4, ... multipliziert. Damit ergibt sich zu den in der ersten Zeile stehenden Anzahlen
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Tab. 9.2 Die Bestimmung der passenden Form fir das dreidimensionale
kinematische Modell nach WALZER (1971). Ndéheres siehe Text.

TSl R T RN (5, Sa | 49~ el et 7 A, BBE T RS T 10
opof | ~o by 2 ST L4 T hee™ D 8L L0 Freiwld 14 % (Wi EF e RE
1;2 | 169387 | 33877 | 67.755 | 101.632 | 135510 | 169.387 | 203264 | 237.142 | 271.019 -| 304.897 | 338.774
2;2 128092 | 25618 | S$1237 | 76855 | 102474 | 128092 | 153710 | 179.329 | 204947 | 230.566 | 256.184
2;3 | 856341 | 17127 | 34253 | 51380 | 68.507 | 85634 | 102761 | 119.888 | 137.015 | 154.141 | 171.268
4;3 | 643605 = 12872 | 25744 | 38616 | 51488 | 64361 | 77233 | 90105 | 102977 | 115849 | 128.721
4;4 | 515095 = 10302 | 20604 | 30906 | 41208 | S1510 | 61811 | 72113 |- 82415 | 92m7 | 103.019
83 . 429550 | 8591 ' 17082 | 25773 | 34364 | 42955 | 51546 | 60137 | 68728 | 71319 | 85910
4;5 | 429372 | 8587 | 17175 | 25762 | 34350 | 42937 | S1528 | 60112 | 68700 | 77.287 | 85874
6;5 |3.68156 7363 | 14726 | 22089 | 29452 . 36816 | 44179 | 51542 | 58905 | 66268 | 73.631

6:6 | 32217 | 6443 | 12887 | 19330 | 25774 | 32217 | 38660 | 45104 | 51847 | 57991 = 644
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der Rollen in der untersten Schicht der entsprechende Winkel in Grad, unter dem das
"Rollenbiindel” vom Erdmittelpunkt aus gesehen erscheint. Es gibt nur eine PFolge sehr
eng benachbarter Winkel, die bei allen Typen - auch den in Tab. 9.2 nicht aufgefiihr-
ten - (mit Ausnahme von Typ 132) auftretens 51,237 °... 51,547 °. Typ 132 paBt fUr eine
Rolle auch in dieses Intervall. Es kommen also pur die wenigen Formen in Betracht, bei
denen eine Kantenl&nge|§1|222' oder nur wenige Grad dariiber auftritt. Forderung (2.)
wird nun durch folgendes verdeutlicht: In Abb. 9.9 tritt oft dieselbe geometrische
Figur in verschiedenen Gruppen auf. In derselben Weise wie man in der Kristallographie
die Einordnung nach den Eigenschaften der Fléchen vornimmt - das wurde am Beispiel des
Wiirfels in der letzten Spalte von Abb. 9.9 demonstriert —, bestimmt die Orientierung
der eingepaften Rollen zusditzlich die Gruppe.

Beide Forderungen zugleich werden nur vom Disdodekaeder (diploid) der Gruppe Th
nach der Schénflief-Notation erfiillt. Die Rollen miissen dabei in der in Abb. 9.11 und
Abb. 9.12 gezeigten Weise senkrecht auf dem 2 .- 26,56518° = 53,13036° gedffneten Sek-
tor des Grofkreis-Ringes stehen. Es kann gezeigt werden, daf es geniigt, in der drei-
dimensionalen kinematischen Theorie die Postulate der zweidimensionalen um 2Zwei zu er-
ginzen.

Postulat 8: Das S8trémungssysten hat den héchst -
méglichen Grad an Regularitidt im 8inne der
Gruppentheorie.
a
o
n

ch Erfillung aller anderen Porde-
l1l] das 8S8ystem 80 8ein, dasg e s einen
Wirmetransport gewldihrleistet.

Postulat 9 N
rungen 8
mnaximnale

Es gilt nun, den Verlauf der Rechnungen fiir das rdumliche Modell im einzelnen darzu-
stellen. Die durchgezogenen Linien von Abb., 9.10 zeigen die Peldereinteilung, die durch
Zentralprojektion des Disdodekaeders auf die Kugel erzeugt wird. Andere Linien sind
HilfsgrdpBen, die die Berechnungen veranschaulichen. Kleine schwarze Linsen geben die
Punkte an, wo 2-zéhlige Drehachsen die Kugelfldche durchstofen. Kleine schwarze Drei-
ecke geben die Durchstofpunkte von 6-zéhligen Drehspiegelungsachsen an. Starke Linien
geben an, wo die drei zueinander orthogonalen Spiegelungsebenen die Kugelfléche schnei-
den. Die Bezeichnungen der Seiten und Winkel kann man aus Abb. 9.10 entnehmen. Es er-
geben sich 6 Gleichungen mit 6 Unbekannten:

b+c = 90° B+y = 120°
L - Bin & _ 8in a

cos d cos b COB C m = oy

cos d = cos®a + sina . cos 120° sina _ sin a

8in y sin ¢
Dieses System kann man auf drei Gleichungen mit drei Unbekannten vereinfachen:

cos b sin b = cosza - % sinza

54
: : a _ ei: a
sin a

TR
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Mus Symmetriegriinden gilt dabei & = 45°, Das Gleichungssystem wurde geldst und die
anderen Grofen von Abb. 9.10 mit Hilfe von Formeln der sphérischen Trigonometrie be-

rechnet. Es ergibt sich

im BogenmafB: in Grad:
a = 0,684 719 18 a = 39,232°
b = 1,107 8 M b, = 63,435°
c = 0,463 647 61 c = 26,565°
€ = 1,991 330 66 € = 114,095°
n = 1,150 262 00 n = 65,905°

Ferner gilts & = 45°; ¥y = 30°; B = 90°. Wenn das Strdmungssystem die Syumetrie der
Gruppe Th haben 80ll, muf die Léingsachse der Walzen parallel zu b oder ¢ sein. Von
WALZER (1971, Tab. 3) wurde gezeigt, dag 22 Strimungstypen zur zweidimensionalen "idea-
len Topographie", die bis zur 31. Kugelfunktionsordnung entwickelt wurde, beitragen. Da
die Rollen in der dreidimensionalen Theorie irgendwie verkiirzt werden miissen, kdnnen auf
Jeden Fall wegen des Verlaufs der tesseralen Kugelfunktionen nicht mehr Strdmungstypen
dazu beitragen. Wie Tab. 9.2 zeigt, paft der Querschnitt von 21 dieser Strémungstypen
gerade knapp in den 2c gedffneten Sektor des Grofkreis-Ringes. Das wird in Abb. 9.11 am
Beispiel des Typs 2;2 verdeutlicht. Es gibt sonst in der vollsténdigen Tabelle der grup-
pentheoretischen Formen (Abb. 9.9) keinen amderen Abschnitt, der dieses knappe Einpassen
in derart idealer Weise fiir alle Strémungstypen erlauben wiirde. Fordert man ein Maximum
der transportierten Wdrme, so wird aber das gerade dann am ehesten realisiert. Diese
Forderung ist also das gzweite und letzte zusdtzliche Postulat der dreidimensionalen ki-
nematischen Konvektionstheorie. Der 22. Typ ist der Typ 132, der aber auch in den Grof-
kreisringsektor 2¢ paft, nur liegen dabei die Rollen nicht so eng an den (gedachten)
radialen Wandungen der Peldereinteilung des Mantels. Aus den genannten Griinden werden
wir die Rollen also parallel zu b einfiihren.

Abb. 9.9 Die PFormen der reguliéren Gruppen. Erléuterungen: n-fold axis = n-zdhlige Dreh-
achse, n-fold rotation-reflection axis = n-zdhlige Drehspiegelungsachse, polar
n-fold axis = polare n-zéhlige Drehachse, M = Hauptsymmetrieebene, m = Neben-
symmetrieebene, i = Symmetriezentrum.

Die Formen der vollen Ikosaeder-Gruppe lauten der Reihe nach: Hekatonikosaeder,
Hexekontaeder, DodekakIspentaeder, Eanakiatrieder. Rhombentriakontaeder,
Ikosaeder, Dodekaeder.

Die Formen der reinen Ikosaeder-Gru lauten der Reihe nach: Pentagonales
Hexekontaeder, Triakontaeder, Ikosaeder, Dodekaeder. In den bisher erwihnten
Punktgruppen i st Translationswiederholung unmbglich. Es folgen die kristallo-
graphischen Punktgruppen. Diese Unterscheidung ist fiir unsere Zwecke unwichtig.

Die Formen der yol ktaeder-Gru lauten der Reihe nach: Hexakisoktaeder,
Deltoidikositetraeder, amidenoktaeder, Pyramidenwiirfel, Dodekaeder, Okta-
eder, Wirfel (Holoedrie). .

Die Pormen der vollen Tetraeder-G lauten der Reihe nach: Disdodekaeder
(engl.: diploid), ﬁeIEogaikositetra%Ber. Pyramidenoktaeder, Pentagondodekaeder,
Dodekaeder, Oktaeder, Wiirfel (Pentagonale Hemiedrie).

Die Formen der reinen Oktaeder—%gs lauten der Reihe nach: Pentagonikosite-
traeder, Deltoidlkositetraeder, denoktaeder, Pyramidenwiirfel, Dodekaeder,
Oktaeder, Wiirfel (Gyroedrische Hemiedrie).

Die Formen der wmilexm_d_e:qm%pg lauten der Reihe nach: Hexakistet-
raeder, Pyramidentetraeder, Deltoiddodekaeder, Pyramidenwiirfel, Dodekaeder,
Tetraeder, Wirfel (Tetrasdrische Hemiedrie).

Die Formen der iﬂng_uggigg&?u lauten der Reihe nach: Tetraedrisches
Pentagondodekaeder, Pyramidentetraeder, Deltoiddodekaeder, Pentagondodekaeder,
Dodekaeder, Tetraeder, Wiirfel (Tetartoedrie).
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POINT GROUP [ SUBGROUP SYMMETRY FORMS
. : S
Name Fejes Tédt |Schoenflies :f“g‘o?:rts Axes R;{Lﬁ':“ Geéneral form
Number of elements notation
Full 1
lcosahedral (-ih' 2 8 e -
Group e 5 20
3 'S & 0 e 30m
120 G 60
G 120 150 Hecatonicosahedron
Pure J 1
Icosahedral 12 il
Group G
J J C3' 20 10 a
60 e - 15 Pentagonal
G 60 ' Hexecontahedron
General form
Full 1 : 0
Octahedral g:' 6 ‘e i y
Group C 8
S5 & | ¢ = 3l 6m
48 G )
G 8 64
Full T
Tetrahedral
Group 4= G L& in
17 h| G 8
% G 12 K]
G 2%
Pure
Octahedral 0 ) ‘a
Group G, 6
D) 0 |G 8 ey |
% G 1
, G % 640
Octahedral -
| tetrahedral fa !
Group Cay 4 [y
o) § To | G
2% G 12 34 6m
G %
Heatetrahedron
Pure 1 1 vl
Tetrahedral
Group £s “ LA ag
L T 1
G 6
1 30 NES
G 12
Tetartoid
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FORMS
SR S 3.2 3 5
oy | 3
| €0y
\& )
Hexesontahedron | Dodecacispentahedron |  kosacistribedron Triacontahedron lcuiagjm Dodi;ghezlm
7~ | R
w il 3 | 45
2 |\
Triacontahedron mﬁ-ﬁm Mimrm
{ntt) { hht} {hko} {10} {m) {00}

Trapezohedron

&

0c§a%d)run Cube

—_~

-~
w
-~

(5>
557

Trapezohedron

BN
| &

Od(ahl:dr}on Cube

Cube

Tristethedron

&

% m o\ /
11

. 33 3t

Tristetrahedron Deltohedron Pyritohedron Dodecahedron Tet!ahejron {C’::be

Explenation. @ S - fold axis B 4 -fold axis A 3 fold axis 0 2 -fold axis
@ 10 -fold rotation -reflection axis & 6 - fold rotation - reflection axis

) 4 -fold rotation - reflection axis
24 main reflection plane
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Abb. 9.10 Die Feldereinteilung des Mantels durch Zentralpro-
Jektion eines Disdodekaeders nach WALZER (1973a)
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Abb. 9.11 Profil durch 2c¢ fiir den Strdémungstyp 232

Ein ungeldstes Problem ist nun die Frage, wie die Rollen am Ende der Felder aufhdren.
(Pir eine endgiiltige Ldsung kdnnten experimentell gefundene Rollenenden bgzw., -umbiegun-
gen von SOMERSCALES und DROPKIN (1966) eventuell Hinweise geben, wobei diese Ergebnisse
fir Konvektion in einer horizontalen Schicht gelten.) Es hat sich gezeigt, daf verschie-
dene Ldsungen des Problems zu einer gleichartigen Verteilung der Kaxima in den Kurven
b, iber n fiilhren, so daf diese Prage gar nicht besonders wichtig ist. Rach
Variante A enden die Rollen jedes Typs an der Linie 2f (vgl. Abb. 9.10 und
Abb. 9.12). Var dem Ende sollen die Geschwindigkeiten nach einer sin-Punktion auf Null
abgeklungen sein: D. h, die Rolle dreht sich bei PFortschreiten von der Linie 2c gzur
Linie 2f nicht en bloc sondern immer langsamer. Damit ist gewdhrleistet, dagf an den En-
den kein Sprung in der Geschwindigkeitsverteilung auftritt. Die Annahme einer sin-Punk-
tion ist fir die Lage der Maxima der hh-n-xurve unwesentlich, Nach Variante B
(siehe Abb. 9.13) enden die Rollen dart, wo der Querschnitt es erlaubt, eine weitere
Grundrolle eingufiigen., Unter Grundrollen sollen die Rollen verstanden werden, die die
Kerngrenze tangieren. An diesem Querschnitt setzt sich dann das Strdmungssystem weiter-
hin parallel zu b und vermehrt um eine Grundrolle und die Rollen iiber ihr fort. Falls
weitere Hingufiigungen dieser Art mdglich sind, erfolgen auch diese. Am Ende der Felder
endet jede Grundrolle eingeln. Um bei Erweiterungen und am Ende Geschwindigkeitsdiskon-
tinuitéten zu vermeiden, erfolgt jeweils wieder ein Abeinken der Geschwindigkeiten auf
Kull in Porm einer sin-Funktion.
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Abb. 9.12 Verteilung der Grundrollen auf die Pelder-
einteilung nach Variante A (dargestellt am
Beispiel von Typ 433. Nach WALZER, 1973a)

Der Autor ist sich dessen bewupt, daf man das Problem der Rollenenden oder Umbiegun-
gen an den Enden noch in verschiedener anderer Weise 16sen kann. Aus der Erfahrung
verschiedener Versuche heraus ist jedoch klar, daf die Verteilung der Extrema der
hn—n-Kurven sich dabei nicht oder nur sehr gering dndern kann. Aus der zweidimensiona-
len Theorie her ist sagar gewiB, daf bis zu Ordnungen n = 24 hinauf selbst das Regu-
laritdtspostulat (Postulat 8) unwesentlich ist. Wir wollen uns Jetzt, um numerisch et-
was ausrechnen zu kénnen, auf die Varianten A und B beschrdnken.

9.2.4. Variante A der dreidimensionalen kinematischen Theorie der Mantelkonvektion

GemdB Abb. 9.12 wird ein EKoordinatensystem ($,4) zur Festlegung von Punkten auf der
Eugel definiert. Zuerst soll eine theoretische Topographie U(%$,4) hergeleitet werden.
Alle Hohen sind dabei nur relative GréBen, d. h. nur untereinander vergleichbar. Diese
Topographie ist eine Superposition der Beitriédge der einzelnen Stromungstypen. B8 geniigt
daher, zundchst nur die Topographie eines Typs zu behandeln. i 8ei der Laufindex, der
den Typ kennzeichnet. Pir die Topographie Ti’ die die unteren Rollen des Typs i an der
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Abb. 9.13 Verteilung der Grundrollen auf die Feldereinteilung
nach Variante B (dargestellt am Beispiel von Typ 4;3.
Nach WALZER, 1973a)

Abb. 9.14 Skizze zur Berechnung der Querschnitte 2 F quer
durch die Feldereinteilung. An 2 P erhoht sich
die Grundrollenzahl, die in den Querschnitt paft,
um eins.
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Abb. 9.15 Skizze zur Berechnung der theoretischen Topographie
des Stufen-Areals (fiir ‘T:L,k gerade)

Abb. 9.16 Vergleich beobachteter und theoretischer orientie-
rungsunabhiingiger Gréfen. Obere Kurve: h; der be-

obachteten Topographie der Erde, zweite Kurve von
oben: h; der beobachteten Meeresboden-Topographie

(nach VERING MEINESZ, 1961). Untere Kurve: h,  der

idealen Topographie der einzelnen Stromungstypen,
die nach der dreidimensionalen kinematischen eo0~
rie (WALZER, 1973a) berechnet wurden.
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Abb. 9.17 Vergleich beobachteter und theoretischer orientie-
rungsunabhéngiger Gréfen. Obere EKurve: hn der be-

obachteten Topographie der Erde. Zweite Kurve von
obens hn der beobachteten Meeresboden-Topographie

(nach VENING MEINESZ, 1961). Untere Kurven: hn der

idealen Topographie der einzelnen Strémungstypen,
die nach der dreidimensionalen kinematischen Theo-
rie (WALZER, 1973a) berechnet wurden.
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Tab. 9.3 Die orie
ntierungsunabhing
igen G
theore . A
tischen Topographie in Abhdngigkeit vom Typ
m Jik

und b~ der

< Type 1;2
h, . Type 2;2 -
L] - 2.3
0 3.1314x 10 ! A ype 2;
1.5657 x 10~* n Type 4;3
1 5.1061 x 10~3 1.9262 x 10~  9.63 ~ J h, ’ -
2 53931 %102 ig?’g £ lo:: 1.2968 x 10-1° 6:7033 : :g_i: 1.6255 x 10~ 8.1274 x 10~*2 a
3 2121 x10- 11705 x phlipe /- oy 104 3.1867 x 10-* b el 107" 16153 x 10~ i }0'“ 13281 x 10-12
4 18150 x 10! y -1 6.3393 x 10°2 ' 1272x 10°° 3.267 . 1424 x 107! 1.1069
0 - <o IR R b o Sl et O VE (05 ISR st o S
6 23528 x 10! r § 10" 7.3431 x 10~2 ) 6.3786 x 10-*  3.614 E .8614 x 10-* 2.1238 0
7 1.6393 x 10! A - TR iy & r sl %o }8-2 ey Tiet s kst floe
i I 3.3045 x 10-! 2'0 8874 x 10-3 2206 x 10~ 7.1
0378 x 10! 2.3324x10* 3 1199 x 10—
8 1.6187 x 10~ 17429 x 102 1.0748 x 10~ 2751 x 1073 1.9651 x 10~
19 7.0346 x 10-2 :gig : :g:: 3-3888 x 10-! 1 5100 10- 14057 x10-2  2.5163 x 10~ 1.5517); ll?)"
0 3.7092 x 10-2 ¥ 4947 x 10-7 2. i TM12x10°2  1.717
D i HmLn i MBIl smnlie ibelle aw i
2 64327x10 4. 26208 x 10-2 1. 6172x 107! 1 1365 x 10 2
4.5029 x 102 1.7909 x 10-2 1:7448 x 10-! .6887 x 10~3
13 3.2669 x 102 1.4875 x 10~2 2.3367 x 10! 1.6081 x 10-2
2.3413 x 102 1.0412 x 102 1.5967 x 10-! 1.0721 x 102
14 49540 x 102 1.3177 x 102 96763 x 102 6 5.6554 x 10-* 3.8
15 26607 x 10-3 36329 x 102 3.1379 x 10-3 9.4433 x 10~*  1.6634 x 10-2 l.7734 «10-2 10123 x 10-* 4. 9:: x 1073
e T ek MR o b R A nagdet 1SSl e e
16 TRa A L SO0 GOTS <105 45SThx :8: g o 12563 :g::
1.6676 x 102 1. 1.2125 x 10-2  9.295 0307 x 10t 7
.306 12956 x 10-3 7304 x 102
18 4.3270x 102 3 x 10-2 1.0546 x 10~2 1.9318 x 102 -
= 8. 1:48 -
19 24079 x 102 3.4616 x 102 1.4463 x 10-2 2614 x 107 1.3653 x 10-2 10 x 1072 1.8986 x 102 1
20  2.8408 x 102 1.9665 x 10~ 5.4028 x 10-2 :.:in <10 9.3945 x 103 ;.2695 x 102 2.3579 x 10~ l";m x 107
. 3 2.3673 x 10-2 ) 4123 x 10~2 5156 x 103 ¢ x 10-2
21 1.3309 x 102 x 10 10313 x 10! 8 1.5964 x 10~ 1.7454 x 102
’ - .5941 x 10-2 1.3037 x 10-2 1.3964 x 10~2
22 24348 x 10?2 L1313x 10-*  1.3605 x 107! 3.3198 x 10-3 7.5306 x 102
. 1. 1 - 6.1500
b oS LT s ST P IR ety A < o e AT 1
25235 x 10 1.9382 x 10~ T B i eaos 164" ait6 T iihe 109 R o
4 4 . 2376 x 10~4 4374 x 10~*
24 43635x 1072 1x 1072 1.2850 x 102 1.1776 x 102
: 5 1.1351 x 102 1.0208 x 102
25 1.8967 x 102 3.9272 x 10~ 3.2560 x 102 1.6470 x 103
; I .| 2.9304 x 102 1.4549 x 10~
26 1.4746 x 102 1.7387 x 1072 1.5482 x 102 2.4527 x 102
: . L 14 - 2.207
27 7.1158 x 10~ 13763 x 1072 13575x 102 1 1911072 9.0915 x 10~ 4x10°° 81778 x 10~
28 1.0216 x 10! g';’“., x 102 2.8798 x 102 2‘§g;° x 102 6.0621 x 10~ :-2;39 X10-°  2.3209 x 10-3 ;36(!) x 10-2
29 1.1724 x 10! 8754 x 1072 27150 x 10-* 7358 x 102  8.6882 x 10-2 6579 x 10~ 5.3919 x 103 1275 x 1073
: 1.15 4 0 2.6245 x 10~ 8.2 - x 10 i
Do!: httg@//ddl gt Blki 581728 x 10 : gk Bl 615 x 10 : P T 23:;: x 10 36259 x 1073 s3 0324 x 102
51 I3 X 10 65X 10~ 80056x 10-> 8. 10 11299x10° 11091 10 3.7591 x 10~ s Ll
1.3339x 10! 2 8.0056 x 103 1.1091 x 103 3.6338 x 104
.3021 x 10-3 8.9738 x 10~ 2.7570 x 10~3
2.3404 x 10-3 8.9738 x 10~ 2.7110 x 10~
3.5194 x 102 5.3080 x 10~3
3.5781 x 102 3.4634 - 5.3080 x 10-3
ok LI 3.5212 x 102

9ct




Type 4;4 Type4;S _ Type 6;5 Type 6;6
" A A ha A, ha h. h, h,
0 50193 x10°'2 2.5097 x 10~*2 9.0487 x 107!  4.5244 x 102 2.5429 x 1012 1.2714 x 1072 3.8944 x 10713 1.9472 x 1072
1 1.1842 x 107!!  6.1184 x 10~'2  8.7813 x 10~'2  4.5370 x 10~'2  6.3934 x 10-'2  3.3033 x 102 49380 x 10~!2  2.5513 x 10~'2
2 1.0058 x 10~* 5.3643 x 10°3 8.9171 x 103 4.7558 x 10~3 7.0055 x 103 3.7362 x 10~3 3.9641 x 10~3 2.1142 x 103
3 34424x10 1.8933 x 10~¢ 2.9126 x 10~¢ 1.6019 x 10~¢ 1.3056 x 10~¢ 7.1806 x 10~3 2.0953 x 10~¢ 1.1524 x 10~¢
4 5.1768 x 10~* 29335 x 10~¢ 4.3940 x 10~* 2.4900 x 10~* 3.5364 x 10~¢ 2.0039 x 10~¢ 1.9136 x 10~¢ 1.0844 x 10~¢
S  1.1001 x 10—3 6.4171 x 10~¢ 9.3488 x 10~* 5.4535 x 10~¢ 3.9846 x 10-¢ 2.3243 x 10~¢ 6.5971 x 10~¢ 3.8483 x 10~*
6 1.3300x 103 7.9801 x 10~¢ 1.0479 x 1073 6.2872 x 10~* 8.7764 x 10-¢ 5.2648 x 10~¢ 4.4012 x 10~ 2.6407 x 10~¢
7 2.3264 x 103 1.4346 x 1073 1.9801 x 10~3 1.2211 x 1073 7.7801 x 10~¢ 4.7977 x 10~¢ 1.3545 x 1073 8.3525 x:10~¢
8 2.6270 x 103 1.6638 x 10-3 1.8410 x 103 1.1666 x 10-3 1.634S5 x 10-3 1.0352 x 103 7.2948 x 10~* 4.6200 x 10~¢
9 4.0631 x 103 2.6410 x 103 3.4180 x 103 2.2217 x 1073 1.1847 x 10~3 7.7002 x 10~* 2.2286 x 103 1.4486 x 1073
10 4.5951 x 10~3 3.0634 x 10~3 2.6856 x 103 1.7904 x 10~3 2.5836 x 10~3 1.7224 x 103 9.6576 x 10~ 6.4384 » 10~¢
11  6.5695 x 103 4.4892 x 103 5.2428 x 10~3 3.5826 x 103 1.4929 x 10~3 1.0202 x 10~3 3.1727 x 1073 2.1680 x 10~3
12 7.9054 x 103 5.5338 x 103 3.4101 x 103 2.3871 x 1073 3.6655 x 10~3 2.5659 x 103 1.0339 x 103 7.2372 x 10~*
13 1.1327x 102 8.1174 x 10~3 7.5658 x 10~3 5.4221 x 1073 1.5486 x 103 1.1098 x 10~3 4.0521 x 103 2.9040 x 1073
14 1.6186 x 102 1.1870 x 102 3.8598 x 10~3 2.830S x 10~3 4.8310 x 103 3.5427 x 1073 8.1458 x 104 5.9736 x 10~
15 3.0973 x 102 2.3230 x 102 1.0994 x 10-2 8.2453 x 1073 1.1696 x 103 8.7722 x 10~¢ 4.7295 x 1073 3.5471 x 1073
16 1.0899 x 10! 8.3556 x 10~2 3.9752 x 103 3.0477 x 103 6.0996 x 103 4.6764 x 10~3 1.9609 x 10~* 1.5033 x 10~¢
17 1.5394 x 10! 1.2059 x 10~! 1.8641 x 10~2 1.4602 x 10~2 1.0001 x 10~* 7.8342 x 10-3 5.0897 x 10~3 3.9869 x 10~3
18 1.2776 x 10! 1.0221 x 10! 4.2071 x 1073 3.3657 x 103 7.7318 x 103 6.1854 x 103 9.3319 x 10~¢ 7.4656 x 10~¢
19 5.2849 x 102 4.3160 x 102 6.6005 x 102 5.3904 x 10~2 2.2515 x 103 1.8388 x 103 5.0579 x 103 4.1306 x 103
20 1.2016 x 10-2 1.0013 x 10~2 1.2524 x 10! 1.0436 x 10! 1.1012 x 102 9.1767 x 10~3 2.7487 x 1073 2.2906 x 1073
21 2.5303 x 102 2.1508 x 102 1.3392 x 10! 1.1383 x 10~} 8.6083 x 10~3 7.3170 x 103 4.6880 x 103 3.9848 x 103
22  4.2965 x 10~* 3.7236 x 10~¢ 8.1573 x 10-2 7.0696 x 10~2 2.6230 x 10~2 2.2733 x 10~2 5.7694 x 103 5.0001 x 103
23 1.5943 x 102 1.4083 x 10~2 1.0698 x 102 9.4502 x 103 7.9859 x 10~2 7.0542 x 10-2 3,9896 x 103 3.5241 x 103
24 4.5859 x 103 4.1273 x 1073 2.2926 x 102 2.0634 x 102 1.1101 x 10! 9.9908 x 102 1.2470 x 10~2 1.1223 x 102
25 9.9784 x 1073 9.1468 x 1073 1.0388 x 10~2 9.5226 x 1073 8.9096 x 102 8.1672 x 102 3.8794 x 103 3.5562 x 103
26 6.4755 x 1073 6.0438 x 10~3 1.0048 x 10~2 9.3784 x 103 3.2639 x 102 3.0463 x 102 5.0645 x 10~2 47268 x 102
27 6.0025 x 103 5.7023 x 10~3 9.2076 x 10~3 8.7472 x 103 1.0590 x 10~2 1.0061 x 102 9.5380 x 102 9.0611 x 102
28 6.5201 x 103 6.3027 x 10~3 3.4490 x 1073 3.3340 x 10-3 1.4744 x 102 1.4252 x 102 9.7727 x 102 9.4469 x 102
29 5.6745 x10~¢ 5.5800 x 10~* 5.8337 x 1073 5.7364 x 103 3.1476 x 10~¢ 3.0951 x 10~ 5.3547 x 10~2 5.2655 x 10~2
30 7.5840 x 103 7.5840 x 10~3 1.1158 x 10~3 1.1158 x 1073 6.1180 x 103 6.1180 x 103 6.6229 x 103 6.6229 x 103
31 2.0904 x 1072 2.1252 x 102 9.1755 x 103 9.3285 x 10-3 2.1431 x 103 2.1789 x 1073 7.0021 x 103 7.1188 x 10~3
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Oberfliche von vier Peldern hervorbringen, gilt

an cosy ,2m
T, = B - cos(fz A) - (A (mp—i' #)
fir ~Ji0y <& < Jy04 und -g <A<+ g

'1‘i = 0O fir den Rest der Fldche der betrachteten vier Felder des Disdodekaeders. Zwi
bedeutet dabei den Winkel, unter dem man die Grundrolle vom Erdmittelpunkt aus sieht.
Fir Typ 2;2 kann man L2 in Abb. 9.11 sehen. Untere Rollen heifen solche unterhald
der Schichtgrenze, an der sich die Zahl der Rollen pro Schicht erhéht hat. Falls die
Rollenzahl pro Schicht konstant ist, wie z. B. beim Typ 2;3, heifen alle Rollen untere
Rollen. Ji ist die Zahl der Grundrollen in dem Sektor des Grofkreis-Ringes unter 2c.
Einen derartigen Sektor zeigt Abb. 9.11. Fir den Typ 2;2 gilt also Ji =82S Si ist die
vom Typ abhédngige Amplitude, die noch erldutert wird.

{COB

gipn) bedeutet cos, wenn m + n gerade ist; es

bedeutet sin, wenn m + n ungerade ist.

m und n 8ind die Indizes der spdter verwendeten Kugelfunktionen Pn o’ Diese Fest-
legung hat auf die Berechnung von hn keinen Einfluf, wenn man die hn fir jeden Typ
einzeln berechnet. Fiir den Fall, daf man die ideale Topographie U($,A) aus der Summe
der ’1‘i und ti bilden will, bedeutet

(COB

ain} den cos, wenn Ji gerade ist, den sin, wenn Ji ungerade ist.

Obere Rollen heifen alle Rollen, die nicht untere Rollen sind. Fir die Topographie ti,
die die oberen Rollen eines Typs an der Oberflidche von vier Feldern erzeugen, gilt:

6, = =, - cos(% Ay {508 (:—71%_ )

fir —Ji¢1 < $< Ji”i und g <A<+ g

ti = 0 fir den Rest der PFlidche der betrachteten vier Felder des Disdodekaeders. Da
anzunehmen ist, daf Typen mit grofen Rollen an der Oberflidche groBere Veridnderungen

hervorrufen als solche mit kleineren, wurden Si und By folgendermafen definiert:

1=% °1=§'§%

R 1ist der Radius der Grundrollen des entsprechenden Typvs. r ist der Radius der tief-
sten der oberen Rollen fiir den entsprechenden Typ. Fiir den Fall, daf keine oberen Rol-
ren existieren, d. h., fiir Typen Jsk mit k = jJ4 1, gllt r=0. Die R und r be-
rechnet man wie in 9.2.2. beschrieben. Einige Ergebnisse findet man bei WALZER (1971,
Tab. 3). Wenn man die Si und By nicht einfiihrt, d. h. fir jeden Typ Si =8y = 1
setzt, bekomat man die Maxima in den h -n-Kurven bei denselben n. Nur werden die Spit-
zen fir héhere n etwas hdher. Man entwickelt nun die Ti’ ty und U nach Kugelfunk-
tionen. Dabei erscheinen diese oben nmur fiir vier Felder aufgeschriebenen Funktionen ins-
gesamt sechs mal auf der Kugeloberfldche, weil der Disdodekaeder durch Zentralprojektion
24 Felder im Mantel bzw. auf der Kngeloberfliche erzeugt. Mit dem Ansatz

8

) n
T, ($,4) ~ nio(An’oPn’o(cose) + m2='.‘1(An,mcoa mA + B, p8in mA) Pn.m(coae)}
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ergibt sich
A, = Bl ]‘ (]‘ 1,(6,4) - P, (cos6) . siné . a6) d4 ,

wobei
i A
h = Bt eoay Ty
(j{ T,(6,4) - n(cos8) . siné . a6) daA

fir n=0, ..., 3 und m =1, ..., 31. [...] bedeutet: Fir A nimm cos, fiir B
nimm sin. Dabei bedeutet ferner:

6 = 90° -9 ;

5 s 1 _ a%(cos?6 - 1)
2y0 270 n a(cos8)?
und
(cosb)
Sleas (-sin6)® . 2 =
’ d(cos8)

Die Entwicklungen fiir ti(ﬁ,A) und U(F,A) lauten analog. Perner gilt:
_\/2 ¢ n+ml.[An,m]
2n + 1 n-nm Bn o i
]

Daraus wurden falgende orientierungsunabhingige Grifen berechnet:s

31V 2 a2, M3} ,
h VEEFTY ,

ve o
" n

b
n

n 1
n F+3) ' b

F m s =
Die Gréfen An,m' Bn,m' %, Bﬁ, hn' hn und hn wurden von der Rechenmaschine Jeweils
ausgedruckt. Die zonalen EKugelfunktionen wurden nach folgenden Formeln berechnet:

n
2
e (SO ==Sinil =N —h - A—A- 2 :
Pn.o(cose) = -gn : (n),'é . 7 31 3 + 31 B cos 6) flir n gerade;
n-1
S -1 . n! - o
Pn’o(COBQ) = s )!n - cosb - F(%E ;%+ 13 ‘38 cos®6)  fir n ungerade.

Dabei bedeutet P die hypergeometrische Reihe

P(A;B;C3X) = 1*#‘!3'6’““"13 ek S
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9.2.5. Varjante B der dreidimensjonalen kinematischen Theorie der Mantelkonvektion

Fir Variante B miissen zundchst die Querschnitte 2Fi w berechoet werden, an denen
eine Erhéhung der Zahl der Grundrollen in 2Zwei an b benachbarten Disdodekaeder-Feldern
moglich ist. Beli der Aufstellung der ndtigen Formeln hilft Abb. 9.14. 2-zdhlige Rota-
tionsachsen s8ind durch kleine schwarze Linsen, 6-zdhlige Drehspiegelungsachsen sind
durch kleine schwarze Dreiecke gekennzeichnet. Gestrichelt sind die Kreise, in denen
Spiegelungsebenen die Kugel schneiden. Im iibrigen sind mit Abb. 9.10 ilibereinstimmende
Bezeichnungen mit diesen identisch. Rechte 'Winkel sind durch Punkte gekennzeichnet.

Bs gilt:

- = Ji + Rest

wobei Ji 5 eine ganze Zahl und der Rest < 1 ist. Ji
]
Variante A. Ferner wird definiert:

J

b entspricht also dem Ji von
’

1,1 + 1

J = J +n X = 1'2'3 )

i,n

wobei sich x nach der Zahl der mdglichen Neueinfiihrungen von jeweils einer Grundrolle
richtet. Fir die ersten 22 Stromungstypen Jsk ist immer: =« s 2.

(9.1 By, o= Ty 0.

Zur Erhdhung der Ubersichtlichkeit wurden in Abb. 9.14 und werden ab Jetzt die Indizes
i und x weggelassen. Es gilt:

(9.2) cos p = co8 c cos A+ 8in ¢ 8in A cos € ,

(9.3) cosp = cos Pcos G,

(9.4) cos y, = tan G . cot p

(9.5) S24 - ol |

In dem Gleichungssystem (9.2) bis (9.5) sind ¢ und € aus Abschnitt 4, P ist aus
(9.1) und die v; in (9.1) 8ind aus Tab. 9.2 bekannt. (9.2) bis (9.5) sind also vier
Gleichungen fiir folgende vier Unbekannten: p, A, G, 120 Die Aufldsung fihrt am einfach-
sten liber folgende Gleichunsz

2
O = “1“2"'21 /“1“2 '252 "1

k2 + k kz + k3

Dabei gelten folgende Substitutionen:

8in A = + 1//5 Pk = cos® ¥ - cos® ¢

ka sin2 €+ coa2 € . sin2 c - coa2 c

k 8in 2c cos ¢ .

3
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Dabei sind also ké und k3 vom Typ Jsk unabhéingig. Wenn man A berechmet hat, fol-
gen dann p, G und y, der Reihe nach aus (9.2) vis (9.4).

Wir betrachten jetzt die Vertellung der Rollen und ihre theoretische Topographie fiir
vier Disdodekaederfelder (siehe.Abb. 9.13). Falls fiir einen Typ nur ein l'i existiert,
d. h. also nur fiir »x = 1, wie das z. B. fiir Typ 433 in Abb. 9.13 der Fall ist, werden
die Rollen von vier Disdodekaederfeldern durch Pi 1 in drei Areale geteilt: In den
zwel Arealen an den Enden haben die nebeneinanderliegenden Rollen verschiedene Lingen.
Aus naheliegenden Griinden sollen di ese Areale Stufen-Areale genannt werden. Das Areal
in der Mitte, das gleiche Rollenlédngen zeigt und in déssen Mitte der Abschnitt 2c¢ liegt,
heipt Mittel-Areal. Pir x = 2 wiirde beli einem héheren Typ, z. B. bei 636, zwischen
dem Mittel-Areal und den zwei Stufen-Arealen, noch zusdtzlich jJe ein Areal mit gleichen
Rollenlédngen sein. Diese Areale wollen wir Zwischen-Areale nennen. FMir die theoretische
Topographie, die die unteren Rollen eines Typs, der durch den Index i gekennzeichnet
ist, im Mittel-Areal hervorbringen, gilt also:

(9.6) T, = S . cos(r . {ggg}( 9)

fir -Ji,o"’i < %<+ Ji,owi und 'Gi,‘! < A< Gi,‘l'

Dabei bedeutet {ggi) den cos, wenn Ji,o gerade,

den 8in, wenn Ji s ungerade ist.
1]
'1'1 = 0 somst .

Entsprechend gilt fiir ein eventuelles erstes Zwischen-Areal auf der positiven A-Seite:

G + G
o, =101 1.2 cosy ,2m
e o g M O (Wi ®) ,

(9.8) tiir ’J1,1¢i <% <+ Ji,‘l"i und Gi,‘l < A< Gi,?. ks

(9.7 T, = 8; . cos [z'('c'i 2 <

1,19

cos

Dabei bedeutet {sin

} den cos, wenn J gerade,
i,1

den 8in, wenn Ji 1 ungerade ist.
)

Mir ein entsprechendes erstes Zwischen-Areal auf der negativen A-Seite miifte das - in
(9.7) durch + und Ungleichung (9.8)2 durch -Gi’2 <AL -Gy , ersetzt werden.
]

Mir die Beitrdge der oberen Rollen zur theoretischen Topographie des Mittel-Areals
und der Zwischen-Areale muf in den Gleichungen. (9.6) und (9.7) 9y durch %i, T, durch
t; und Si durch 84 ersetzt werden. Es bleibt also nur noch die Topographie der
Stufen-Areale zu berechnen. Zum Verstdndnis der Herleitung der entsprechenden Formeln
dient Abb. 9.15.

Das gropte Ai X fir das Ai x<a gilt, heife Ai K Dieser Index k darf nicht
mit dem vom Typ J k verweclselt werden, der Ja hier nicht mehr auftritt, weil die Ty-
pen mit dem Index i durchnumeriert worden sind. 1'1.1: bezeichnet also den Querschnitt,
an dem fir den Typ 1 das Stufen-Areal beginnt. Es geht zundchst darum, die verschiede-
nen Lingen der Rollen im Stufen-Areal durch die Grdfen hi,‘l"" (siehe Abb. 9.15) aus-
zudnicken.
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Rir Ji.k gerade gilt:

8in k .
i,7 _ s8in 90 - g
EIE"Z—;_ = 3 " und cos k1’1 = co8 h1’1 cos 2¢1

Damit gilt:

sin 2¢i
cos(arc Bin['_aIn_T])-l
h = arc cos .|
30 cos 2’1
und verallgemeinert:
sin(v-awi)
cos(arc Bin[-—aI!T]
hy , = arc cos SosTv- 29, ) ]
£ = el
r v = 1, esey 2 . 1,k .
Fir Ji_g__ungerade gilt:
cos ki 1 sin 1
=y R e gl b =
cos hi," = coB wi wobei sin ki,1 'Hn—n-'

und verallgemeinert:

ain([Zv—1]¢i)

cos(arc sin| ]
h, , = arc cos S ]
’ coa([2v—1]¢i)
. " N a0
furs "o §=""Thelic . ?(Ji k* 20
9

Fir die entsprechenden Anteile der unteren Rollen an der theoretischen Topographie des
Stufen-Areals fiir die negative A-Seite folgt:

b+ G ~ h
2n i,k i,v cos 2n
(9.9) T = 8 . cos[zrp— 5 (4 + - 2] - {Gih) G B -

i 1 -8y, - By.,) 2 sin’ ‘To;
Dabei bedeutet {ggz} den cos, wenn Ji,k gerade,

den sin, wenn Ji Kk ungerade ist.
1]

Die Formel (9.9) gilt fiir den Bereich

(9.10) -b + hi,u < ARG Gi,k

und

BB <s<B_ e

sowie fir (9.10) und
2(v - 1 2v
-{251:-1;—’I)“’i>¢>'{2v—1}¢1'

In den Klammern {...} gllt wieder der obere Ausdruck, wenn Ji X gerade, der untere
1]
Ausdruck, wenn Ji i ungerade ist. Entsprechend gilt:
’
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DR A ooy ) wenn Ji,k gerade,

i,k °

S Nl

v = 1, «ioy 3 (Ji kt m=; wenn Ji,k ungerade ist.
]
FMir das Stufen-Areal an der positiven A-Seite braucht nur (9.9) durch

b+G ., -h
e 008}(%;_1. )

8in

an
n o= 8 * COB[WTES A -

und (9.10) durch
+b - hi,v >A D>+ Gi,k

ersetzt werden. Auferhalb der angegebenen Bereich gilt im Stufen-Areal Ti = 0. All das
bisher iiber das Stufen-Areal Geschriebene gilt gemau so fiir die oberen Rollen, nur mup
in allen Ausdriicken ab Gleichung (9.9) das 93 durch % Py Ti durch t, und S:I.
durch 8y ersetzt werden. Bevor man bei Variante B die theoretischen Topographien
nach Kugelfunktionen entwlickelt, missen selbstverstdndlich die Ti’ ti und

U= E('I‘i + ti) fiir alle Areale zu je einer Punktion Ty, ti bzw. U 2zusammengefaft

werden. Die Entwicklung nach Kugelfunktionen erfolgt wieder nach den in 9.2.4. fir die
Koeffizienten An,m' Bn,m usw. angegebenen Formeln. Auch hier ist wieder zu beachten,
dag es nicht nur vier Disdodekaederfelder gibt, die wir bei unseren Formeln fiir T:I.

und ti stets nur beachtet haben, sondern dap es diese Anordnung sechamal auf der Ku-

gel gibt.

9.2.6. Vergleich der theoretischen mit Beobachtungsergebnissen

Es gilt nun, die GroBen, die aus der kinematischen Theorie der Mantelkonvektion fol-
gen (also die o B 1 § Shte h , Rollenradien, Radien der oberen Grenzen
der Rollenscbici%ég (vgi? WﬁEZER? 1;?4, gab?nB)), mit beobachteten Gréfen zu verglei-
chen. Da die Orientierung des Stromungssystems z. B. gegeniliber einem bestimmten Konti-
nent nicht als Funktion der Zeit und auch nicht fiir einen einzelnen Zeitpunkt bekannt
ist, ist bezliglich der Grofen An,m’ Bn,m' A:, Bg fiir keine Feldfunktion an der Erd-
oberfliéche Ubereinstimmung zu erwarten. Anders ausgedriickt: Da nicht vorausgesetzt wer-
den kann, daf die Orientierung des Stromungssystems im Laufe der geologischen Zeiten
immer dieselbe gewesen ist, kann auch nicht erwartet werden, daB sich die Regularitdt
des Systems direkt im Aussehen des Anomalienbildes irgendwelcher Funktionen spiegelt,
die an jedem Punkt der Erdoberfldche definiert sind. Dagegen ist eine ¥bereinstimmung
in dem Verlauf der orientierungsunabhédngigen Grdfen zu erwarten, wenn die Peldfunktion
an der Erdoberfléche hauptsdchlich durch das Stromungssystem bestimmt ist.

Die Feldfunktion an der Erdoberflidche, die uns bei weitem am gsnauesten bekannt ist,
ist die Topographie. Sie wurde von BRUINS und Mitarbeitern bis zur 31. Ordnung nach Ku-
gelfunktionexi entwickelt. Die Koeffizienten findet man bei LEDERSTEGER (1969), die Zah-
lenwerte von hn und hl‘] bei VENING MEINESZ (1961)..In Abb. 9.16 wurden iiber der
Abszisse n oben die beobachteten Gréfen 11;, unten die Gréfen hn flir die theoreti-
sche Topographie aufgetragen. Die ganze Topographie Ti + ti jedes Stromungstyps Jik
wurde den Kugelfunktionsentwicklungen zugrundegelegt. Es sind die h -n-Kurven nach
Variante A dargestellt, nur wo sich bei Variante B Unterschiede gegeniiber A heraus-
stellten, wurden die Kurven dieser Typen such (und zwar mit dem Zeichen mod versehen)
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dargestellt. Der Vergleich der Maxima der Kurven spricht fiir sich. Diese Darstellung
hat den Vorteil, daf man gleich sieht, welcher Stromungstyp welches Maximum verursacht.
Abb. 9.17 zeigt einen Vergleich derselben Beobgghtungsgr6ﬂen h; mit der ebenfalls
orientierungsunabhéingigen thecretischen Grdéfe hn der einzelnen Typen. Entspfechend
den Definitionen der in Abb. 9.16 und Abb. 9.17 verglichenen Gréfen hn’ h;, hn ist
es klar, dap die Gr6Ben nur relativ miteinander verglichen werden diirfen. Tab. 9.3
gibt eine thbersicht iiber die numerischen Werte der orientierungsunabhdngigen Grofen

hn und En der theoretischen Topographie. Es ist nun wichtig, sich zu vergegenwirti-
gen, daf mit den Beobachtungsgrdfen, mit denen bereinstimmung festgestellt werden
konnte, ganz fundamentale Beobachtungen beschrieben werden: Grdfe, Form und Verteilung
der Kontinente, Ozeane und der Jungen, im Relief noch hohen Gebirgsgiirtel, in denen
sich der Gesamtplan des Jjilingsten orogenen Zyklus widerspiegelt.

Die Kugelfunktionsentwicklungen anderer PFeldfunktionen an der Erdoberfliiche liegen
entweder nur fir niedfige Ordnungen vor oder héngen nicht bzw. nicht nur mit dem Mantel
zusammen. RAPP (1968) entwickelte das Schwerefeld der Erde bis n = 14 npach Kugelfunk-
tionen. Orientierungsunabhingige Gréfen zeigen aber in ihrem Verlauf (iiber n aufge-
tragen) keine Ubereinstimmung mit denen der Topographie. Die Nichtiibereinstimmung der
der Maxima der theoretischen hn-n-Kurve mit denen der entsprechenden Kurve des Schwe-
refeldes wurde dem Verfasser von geodétischer Seite in der Entstehungszeit der kinema-
tischen Theorie oft als Argument entgegengehalten. Heute ist restlos klar, dapf dieses
Argument unrichtig war. McEKERZIE (1977) bewies durch numerische Modellrechnungen, daf
iiber komvektiven Aufstrémen mit temperaturabhdngiger Viskositdt die Schwereanomalie so-
wohl positiv als auch negativ sein kann. Auch PHILLIPS und IVINS (1979) betonen aus-
driicklich, wie verwickelt der Zusammenhang zwischen Schwerefeld und Koxvektionsstromen
ist und weisen alle Versuche zurick, aus den globalen Schwereanomalien direkt auf die
Stromlinien zu schliefen. - Ein anderes Gegemargument war, daf die kinematische Theorie
keinen Raum fiir manteltiefe Plumes lasse. Das ist allerdings richtig. Die kinematische
Theorie ist eine Vorstufe einer echten hydrodynamischen Konvektionstheorie mit tempera-
turabhédngiger Viskositédt, wobei zumindest zeitweise der ganze Mantel in Bewegung ist.
Ob der Auftrieb rein thermisch oder durch eine Art von Entmischung entsteh%, bleibt da-
bei zundchst offen. Wesentlich ist, daf die Konvektionszellen den ganzen Mantel erfas-
sen, dapf nicht nur diinne rohrenartige Aufstiegskandle den unteren Mantel durchstofen
wie in der Plume-Theorie und dag die Wellenzahl der Zelle nahe kc liegt, 4. h. daB
die HorizontalausmaBfe der Zelle in der Grdfenordnung ihrer Tiefe liegen. RUNCORN (1980)
weist darauf hin, daB die Idee der Plumes aus Beobachtungen in der Lufthiille der Erde
stammt. Z. B. steigt der Rauch aus einem Schornstein bei Windstille senkrecht nach oben
und breitet sich dann in einer gewissen Hohe waagrecht aus. RUNCORN weist darauf hin,
dap fir Luft der Trdgheitsterm in der Bewegungsgleichung viele GriBenordnungen hdher
liegt als der der viskosen Reibung, wihrend das im Mantel genau umgekehrt ist. RUNCCRN
weist deshalb die Plume-Theorie als "fundamentales Mifverstindnis der Mechanik des Man-
tels" zurick. Beim geomagnetischen Potential, welches auch bis n = 15 entwickelt vor-
liegt (PANSEIAU u. a., 1964), spielt bekanntlich der Erdmantel als Ursache keine groBe
Rolle. Es wird heute meist angenommen, daf die Knicke und Spriinge der Geschwindigkeits-
Tiefen-Kurven der seismischen Kompressions- und Scherwellen innerhalb des Mantels auf
Phaseniibergénge zuriickzufiihren sind. VERHOOGEN hat thermodynamisch gezeigt, daf die
Stromung durch die Phasengrenzen gehen kann, wenn das Material chemisch geniigend homo-
gen ist. PROLICH (1973) kommt aus strukturphysikalischen Griindem zu demselben Schlug,
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dep némlich Phasengrenzen zwar ein Hindernis fiir die Konvektion ist, dag aber der Strom
durch die Unstetigkeitsfldche durchaus mdglich ist. Demnach sollte man also erwarten,
dag die Stromungstypen so beschaffen sind, daf die Schichtgrenzen der Rollen seismische
Diskontinuitédten bevorzugen. Wie Abb. 9.18 zeigt, ist dies durchaus der Fall. Abb. 9.18
gibt elnen zusammenfassenden Vergleich der seismischen Diskontinuitédten des oberen Erd-
mantels mit den theoretischen. Die theoretischen Diskontinuitdten sind rechts aufgetra-
gen. Dabei ist die Strichldnge ein Ma8 fir die Wichtigkeit der Diskontinuitdten, deren
Berechnung bei WALZER (1971) beschrieben ist. Ubereinatimmung von theoretischen und
seismologischen Diskontinuitédten diirfen natiirlich nicht so verstanden werden, dapg die
kinematische Komvektionstheorie die Existenz und Tiefe der Diskontinuitdten erkldrt.
Vielmehr haben sich die Stromungstypen Jsk der Lage der Diskontinuitédten angepapt.

Abschliefend kann man also feststellen, ds8 die kinematische Theorie der Mantelkon-
vektion in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit grundlegenden Beobachtungstatsachen ist,
wie besonders eine Betrachtung der Abbn. 9.16 bis 9.18 zeigt.

Hier 801l noch eine Bemerkung iiber mdgliche Verbindungen zwischen plattentektoni-
scher Theorie und der kinematischen Konvektionstheorie folgen. Beiden Theorien ist eigen,
dap sie sich hauptsdchlich mit ‘der Kinematik von Erdmassen beschdftigen-und die Frage
nach den Energiequellen nur am Rande behandeln. Die Plattentektonik beschéftigt sich
mehr mit der Bewegung von Lithosphdrenplatten, die kinematische Konvektionstheorie mehr
mit den Bewegungen im Mantel. Beide Theorien finden ihre Bestédtigung durch Deutung von
MeBergebnissen, die die Kruste und den Mantel betreffen. Ein Unterschied entsteht durch
die groBere innere Systematik und Wathematisierung der kinematischen Konvektionstheorie.
Die Plattentektonik ist etwas mehr beschreibend und kann deshalb eine grdfere Zshl von
Phédnomenen behandeln und erkldren. Der Autor ist der Ansicht, daf die zwei Theorien
sich ergédnzen und sich méglicherweise vereinigen lassen.

9.3. Die Verteilung der Kontinente und Ogzeane und ihre Begziehung zur kinematischen Kon-
vektionstheorie

In 9.2. wurde eine Theorie der Mantelkonvektion hergeleitet. Die mdglichen Stromungs-
typen Jsi;k zeigen eine enge Korrelation zur Kugelfunktionsentwicklung der Topographie
der Erde (vgl. Abb. 9.16). Weil die rdumliche Lage der Strémungsrollen in bezug auf das
Gradnetz der Erde weder fiir die Gegenwart noch fiir die geologische Vergangenheit bekannt
ist, konnte nur fiir orientierungsunabhiéngige Gréfen eine VUbereinstimmung gefunden wer-
den. Orientierungsunabhéngig bedeutet unabhdngig von der Lage der Pole des Gradnetzes.
Wdahrend die einzelnen Koeffizienten einer Kugelfunktionsentwicklung "n,m' Bn,m' Ag, Bg
bekanntlich von der Orientierung des Gradnetzes abhéngig sind, sind es die h, und
h; nicht. Dabel verwenden wir:

o + 1

2r n
%,o = S ;lf (,‘l)' £(6,4) . Pn'o(coa 6) . sin 6-d6) 4aA

gt
LB ;I: B :‘A](g £(8,4) - P, ,(cos 6) . sin 6.46) a4 ,
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Die Klammern [...] bedeuten: Mir An,m nimm cos, fiir Bn,m nimnm sin. 6 geographi-
sche Breite, A geogrephische Lénge.

m
(21 = Ve - BB G
n

n,m

~ %fﬁo{u:)a + (BD?) B = h - VEGEFT .
m=

Hier so0ll nun zundchst dle Frage untersucht werden, ob das Tableau der einzel -
n e n Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklungen der Topographie des Landes und
der des Meeresbodens auch irgendwelche Gesetzmépfigkeiten zeigt. Es wurde wieder das
Zahlenmaterial von BRUINS verwandt, welches auch den beiden oberen Kurven von Abb.9.16
zugrunde liegt und welches man bei LEDERSTEGER (1969) auf den Seiten 849 - 856 findet.
Die in LEDERSTEGERs Tabelle II angegebenen A(n,m) und B(n,m) entsprechen in unse-
rer Schreibweise den Ag und B;.

Betrachtet man die Ag von Tabelle II von LEDERSTEGER (1969) bei n = const. als
Funktion von m, so findet man, dasf die A: fiilr den Meeresboden und die fiir die Land-
topographie etwa denselben Kurvenverlauf zeigen. Dasselbe gilt fiir Bﬂ. Die Aﬁ—m-Kurven
(bzw. Bg-m-xurven) fir benachbarte oder gar stark unterschiedliche n zu vergleichen,
wird durch die verschiedenen Abszissenliingen erschwert, demnn ooy = Do Da die Topo-
graphie der Erde bis zur Ordnung n = 31 nach Kugelfunktionen entwickelt vorliegt,
wurde eine Vergleichbarkeit mit den Koeffizienten fiir oy = 32 - gefordert. Die Reali-
sierung erfolgte durch gleichméfige Teilung der Ag (bzw. Bg) fir n = const in
32 Teile, wobei Jeder Koeffizient das gleiche Gewicht hatte: z. B, fiir n = 18 gilt:

o = 32 [Ws] s % = 3 |‘$8| + 55 [N
Fe = 3B |4 ¢ ol = 3B |Ws| + 5 | 4] »
G = |*§a| ool = 33 |05

Entsprechend: D18 = %%leels .+« 2Zu Vergleichszwecken kann man die Cg und Dg auch
aufsummieren, z. B.:

raug) =

IR ] =)

e - n
ca und LB =, L
n=0 n=1
Pir T =16 und T = 31 s8ind die Ergebnisse in Abb. 9.19 und Abb. 9.20 graphisch dar-
gestellt und in Tab. 9.4 numerisch angegeben. Wenn man die Kurven von Abb. 9.19 und
Abb. 9.20 betrachtet, so ergeben sich in zweierlei Hinsicht enge Korrelationen:

a) Die Kurven fm(Aﬁ) bzw. tm(B:) fir n =0 bzw. 1 bis 16 einerseits und die ent-
sprechenden Kurven fiir n = O bzw. 1 bis 31 andererseits zeigen in ihrem Verlauf
eine grofe Verwandtschaft, d. h. Ybereinstimmung hervortretender Extrema usw. Das
ist jedoch teilweise dadurch bedingt, dag die Werte der Koeffizienten, die zu den
erstgenannten Kurven beitragen, auch in den zweitgenannten enthalten sind.

b) Die Kurven t"(A:) mit T = 16 fiir Land und fiir Meeresboden zeigen eine noch engere
Verwandtschaft des Kurvenverlaufs als die unter a) genannte. Dasselbe gilt fiir T = 31.
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Bei b) haben die Vergleichskurven die gleiche Anzahl von Summanden n. Dieselben Fest-
stellungen gelten fiir tn(B':). Die enge Verwandtschaft der Kurven des Vergleichs b) ist
sehr interessant, denn bei der Berechnung der Koeffizienten %{l und B: fir Land wa-
ren die Meerestiefen gleich O gesetzt worden und bei Berechnuné der .ﬁ und B:

fiir Meeresboden waren die Hohen iiber dem Meeresspiegel gleich O gesetzt worden. Die
Menge der Beobachtungsdaten fiir Land und Seeboden haben also auBer der Kiistenlinie
nichts gemeinsam. Da die Epikontinentalmeere in der geologischen Gegemwart nur einen
kleinen Teil der Kontinente bedecken, konnte vermutet werden, dap die Verwandtschaft
der Kurven des Vergleichs b) dadurch bedingt ist, dag die Kugelfunktionsentwicklung

der Topographie der Erde bis zur 31. Ordnung n hauptsdchlich durch die Verteilung
der Kontinente und Ozeane bedingt ist. Im folgenden wird dieser Frage im einzelnen nach-

gegangen.

Die Hohe der Kontinente E 801l gleich 1, die der Ozeane gleich O gesetzt werden.
Eine Kugelfunktionsentwicklung dieser Verteilung zeigt den Einfluf von Grofe, Form und
Verteilung von Kontinenten und Ozeanen auf die Koeffizienten der Kugelfunktionsentwick-
lung der totalen Topographie der Erde. Als Grenzlinie zwischen Kontinent und Ozean wur-
de die -200-m-Tiefenlinie benutzt. Zur Entwicklung nach Kugelfunktionen wurde die Neu-
pmannsche Methode (siehe MAUERSBERGER (1959)) etwas modifiziert. Die Funktion
E = E(eu,/\ ) wurde an 2664 diskreten Punkten vorgegeben und zwar fiir die Schnittpunkte
der Meridiane A = 0°, 5°, 10°, 15°, ... und der Breitenkreise 6, die durch die 37
Nullstellen der Legendre-Funktion P37;O(cos 6) gegeben sind. Da die Koeffizienten
nach einer anderen Ndherungsmethode gewonnen werden als die der totalen Topographie
und die analysierte Funktion eine andere ist, sollen die Bezeichnungen im Vergleich zu
den obigen etwas ebgew:ndelt werden. Den An,m’ Bn,m’ 4‘; und B: entsprechen hier die
an,m’ bn,m’ al: und bn' Den hn und h;l entsprechen die Hn und H; (Grog- und
Kleinschreibung sind deshalb nicht konsequent gleichartig eingefiihrt worden, um mit
WALZER (1973a) in tbereinstimmung zu bleiben). Es gilt:

a N M
Oyl ot 2n + 1 n-m)!
{bn'm) = : ST £ ooy - E(6,4))
’ v=1 u=0
cos mAn L
' 1:'m,m(c“ 6y) - {sin mA“}
fir v=1, 0oy, N ud =0, ..., M, wobei in unserem Falle N = 37 und ¥ = 71 ge-

wihlt wurde.

N-1
2 1 =
¢, = {Jﬁo—%_ [PJ’O(cos ev)]"’} e

P ] . d%(cos?6 - 1)P
#30 2" . ny d(cos 6)2 :
d
P = (-1)m s sj_nme . M -

o d(coe 6)T

G2 = Vmder - 23 G2rm)
n 1
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%=%"/;§o“';)2+(b:)2}’ B, = H, . VE@+m.
L

Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen sind fiir H; in Tab. 9.5, fiir a; und

b: in Tab. 9.6 dargestellt. In Abb. 9.21 werden die Grdfen h; der totalen Topogra-
phie und B; der Vertel lungsfunktion B miteinander verglichen. Es gzeigt sich sowohl
fiir niedrige als auch fiir héhere Ordnungen n eine enge Verwandtschaft der beiden
Kurven, was unsere Vermutung bestéitigt: Die Kugelfunktionsentwicklung der totalen To-
pographie der Erde spiegelt hauptsichlich die Verteilung, GrS8e und Form der Kontinen-
te und Ozeane wider. Die Verwandtschaft von h; unpd Hi existiert fiir folgende Inter-
valles 0 S n s 113 22 s n s 31. Sie ist auch fir 15 =n b 19 andeutungsweise zu er-

kennen.

Die Ergebnisse des letzten Absatzes zeigen die Richtigkeit der schon friher geiuBer-
ten Vermutung, daf das vom Verfasser hergeleitete System von Unterstrdmungen in erster
Linie fiir die Verteilung von Kontinenten und Ozeanen verantwortlich ist oder - anders
ausgedrickt - der Motor der Kontinentaldrift ist. Die kleinrdumigere Orogenese ist
zwar wahrscheinlich aich damit mehr oder weniger lose gekoppelt. Der Zus ammenhang er-
wies sich aber bisher immer noch als 8o verwickelt, daf er quantitativen Methoden noch

nicht zuginglich war.
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=

Abb. 9.19 Ergebnisse der m-Spreizung der Kugelfunktions-
koeffizienten A; (N&heres s. Text). Durchge-
gzogene Linien kennzeichnen die Topographie des
Pestlands, gestrichelte die des Meeresbodens.
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Abb. 9.21 Ein Vergleich der orientierungsunabhingigen
Grdgen h; der totalen Topographie der Erde
und H; der Funktion B, die die Verteilung
der Kontinente und Ozeane beschreibt.
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Abb. 9.20 Ergebnisse der m-Spreisung der Kugelfunktions-
koeffisienten B= (Niheres s. Text). Durchge-

sogene Linien kennzeichnen die Topographie des
Pestlandes, gestrichelte die des Meeresbodens.
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Tab., 9.4 BErgebnisse der m-Spreigzung der Kugelfunktionskoeffizien-
ten der Land- und der Seeboden-Topographie der Erde

Sm(AR Jn(BY)

n=0,...,16 n=0.....31 n=1.....16 [ »=1.,....31

m Land Sea-floor Land Sea-floor Land Sea-floor Land Sea-floor
1 1014.1 845.2 1457.8 1202.7 601.6 426.5 1136.0 963,8
24 1014,1 845.2 1401.7 1194,6 601.6 426.5 1052.9 832.5
v &) 943,3 788,0 1345.5 1159.0 526.1 361.2 903.2 713.2
4 958,5 817,0 1399.6 1238,8 565.3 429.6 899.6 814.7
D 832,6 726.8 1302.1 1178.0 46.9 509.3 986.0 869.9
0 666.2 (26.4 11274 1011.7 641.1 508,2 1067.5 849.8
7 619,9 569.8 1015.9 973,5 613,8 472.3 931.3 703.0
8 701.5 596.9 1161,5 986.2 552,2 405.2 858.9 $57,7
9 826,,9 705.7 1414.9 1173,0 430.7 3421 757.2 634,2
1o 746,0 6:50.9 1285.3 1090,6 395.3 362.2 829.8 716,1
il (79,2 602.6 1194,2 1070.3 4314 403.1 865.8 741.8
12 (73,2 613.,2 1214.5 1039.5 548.0 489.6 968.6 854.8
13 645,3 330.1 1143.2 979.3 H64.1 520.3 999.1 915.6
14 678,6 650.8 949.5 866,5 526.3 509,0 894.2 894 .4
15 713,8 666,6 1167.9 1062.8 496.2 498.2 813.1 804.1
16 702,9 663,4 1159,5 1065,1 519.0 537,2 932.0 915.4
17 855,1 757,8 1313,0 1161.,6 584.1 557.2 1031.1 954.(
18 838,8 754.3 1230,3 1170.3 576,0 540.6 932.5 86G8.4
19 910.9 811.5 1395.9 1281.0 552.6 539.0 913.3 880.2
20 953,4 847.3 1482.3 1331.9 552.1 529.2 968.5 918.5
21 843,9 769.1 1317.4 1186.1 (43,5 584.3 1143.9 1062.1
22 976.1 904.1 1381,8 1300.7 623,8 571.0 1221.4 1099.9
23 1039,3 962.9 1489,6 1427,3 622,5 570.6 1151.5 9924
24 1030,9 963,06 1508.9 1386.2 742,2 630,6 1203,5 995.0
25 9447 869,0 1373.7 1193,2 862.1 728.0 1265.3 1108.3
26 1000,4 890,6 1475,5 1287.5 825.1 709.3 1248,6 1141.6
27 959,4 833,4 1523.0 1236,6 793,0 707,4 1397,5 1228.6
28 842.4 743,1 1349,4 1129.2 732.2 642.7 1498.2 1243.6
29 818.5 759.8 1395,9 1249.6 739,5 651.7 1299.5 1109.8
30 771,9 731.8 1334,5 1206,3 714.8 ;36,8 1141.9 1011.0
31 783,6 740,7 1242,4 1125,5 637.5 577,0 998.8 859.5
32 783.6 740.7 112778 1 1182.6 637.5 577,0 874.5 763.7

Tab. 9.5 Die orientierungsunabhéngige Gréfe

entwicklung der Funktion E (siehe Text), die die Vertei-
lung von EKontinenten und Ozeanen beschreibt.

H; der Kugelfunktions-

n H}, n H} n H} n H3

0 0,00000 8 0.30086 16 0.47474 24 0.54859
1 0.169 83 9 0.33220 17 0.52629 25 0.52967
2 0,21560 10 0.37286 18 0,49097 26 0.652 46
3 0.27748 11 0,337 69 19 0,30567 27 0.49861
4 0.36988 12 0,42683 20 0,53338 28 0.585 ]§
5 0.50705 13 0.35144 21 0.42051 29 .0.481 67
6 0,323 90 14 0.33683 2 0.474 86 30 0,878 91
7 0.43167 15 0,31507 23 0,40853 31 0.661 96
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Pab. 9.6 Die Koeffizienten a: und b: der Kugelfunktionsentwicklung der Funktion B
(siehe Text), die die Verteilung von Kontinenten und Ozeanen beschreibt

RRETE N I. 3
n.m 104.agi1'04-b:'.n m 10%-ap 10%- b3 hi:mJlo‘,-a:llohb:‘l'n m 104 - af | 10* - b2
T 1 : .‘ oot l 1 I P
0 0 +4968 11 0 +2076 g | 0: +1487 , i 3! 0| —430
i 1 -1004 -—671 i | 1| - 436 —602 I 1| +346 -212
: : P3| - 555, -9 2| -679 | +938
| , | | || 3] -18s | o8
= e S = a2 ] =
31, 0 + 64 ; | '
1 — 39 -~ 47 30: 0 - 261 : .
2 + 1|~ 9 1 — 80 -—110 |89 0| — 40 :
1030 = AT o BA: 2, + 87 + 56 1|.~ 8 +35 38 0| —184
n4+84i-42| 3 + 35 + 1 I+40|-ﬂ' i) | + 60 -1
(5 + 551 — 107! 4 — 90 +132 3/ - 1! - 1 2| —81 | - 63
b i i, 6 Latma i4rd 30T 1 2% i 28| Daie
8 —wi6 | & 1132 7 - 25 + 64 6 + 54 + 4 | 5% —49 | + 24
|9 = 23| - 407 8 — 118 + 76 (7] = 1y =4 6| + 8| +117
1) Tresi Dl 19 baee —icas M s ‘32“%3‘ 5| Zs3 | T 16
. + - (P WEL0N T = 40 = - Iui8 (1ms +
12 - 112 - 43 Bl —as s 413 10/ + 33| — 73 | 9! —49 | + 5
13 ~ 31' - 25 i13 — 95 -— 38 [l 2 171 Z 60 | 10/ — 1| + 33
g R RCE W TSR B B R B R ]
15 - 3 < . 1 - - 1 13 = - aF +
‘16 — 26| - 237 15 - 12 - 28 (14| + 54 + 9 18| + 4 | — 33
17 -+ 22. - ;2 A ‘13 + ge -;4 l‘g - :;g - 13 I}4 +;g +'g:
18 - 6 - 63" '1 -—5+5, 186 - 5 — 59 L5 * +
19 + 13 - 37T 18 - 36 - 29 (17 - 1T+ 99 {16 + 48 | + 35
A T B | IR T R R 1l R
F-AEP T 1 R S I AR (R PR S
93— 2 — i ©— e2. —141 + l= i =
(I AR I R A R I I B IR
2. L 19T 33 3. Z : yor | .24 33, '3 |3l —e | T38
oo M) - i;g.-rcs +41 , 18350 — 44| — 40 (%4 + 3| -6
;- = - 106 - 33 26| + 20 - 83 ! 25 — 11 | +. 84
9 0+ |- 7 28| — 35 + 38 | (87| — 53| - 44 6 + 43 | - 25
30! - 51 - 13 20 - 38, + 14 T R I o B 27| + 468 | — 64
31, + 44‘-19 30 + 13 — 40 .. 2| + 18| - 37 2BW| + 82 , + 64
1 ]| ! i ] woml] . T § S L (el 4
| i ,
40 + 5931 .5 0| —1298 6! ol ~ 740 ‘1) 0] —167
Dy + 417 | + 194 | 1| + 107 + 80 ! 1| + 74| +300 1| —114 | -376
|2 — 785 + 131, | 8| — 248 135 3| —135| +13 | g +117
3| — 545 + 31 3| — 304 | -365 | 3| — 139 | -4 s| +170 | -1
| 4| - 338 +1087 4| +1197 | —g59 ! 4| + %9 | -1 4! —333 | + 74
. 5| — 38| —309 ; 5| + 165 | +308 | 5| —195 | +166
: 6| + 73| +113 6| — 13 | —401
| 7| +110 | +318
)
| £ | L it
27| 0 + 47 !
v 1| — 31| - 41f26] o + 03| |
L8| - 57| + 46 1| + 67 + 31 [as] o — 49
BB RS LB RS RIS 1 s B L -
- - - - + + - +
R A B TR AR R | R A
' - + - - ! - - = -7 .
| 7]+ 24| + 17 6| — 111 + 50 | 5| + 15| + 78 4| + 91 | -114
8| + 13| — 59 7| - 102| + 23 61 =8as {= 25 s 5! + 11 | + 38
9| + 83| - 1 8| - 58| — 60 7| - 28| +147 6| — 17 | - 18
10+ 1|+ 11 9| + 74| + 13 | 8| + 69| — 17 7l =518 1 = 35
1| - 28 + 4 10/ - 81| — 45 9| + 39| — 63 gifi iraestl =573
: 3 x 5 i
‘13| - 35| — 85 }; r 62 tlﬁ! }(1' i :: + g; 13 +lg; Is'}
14| - 10| = 69 13| + 51| — 18 . 12| — 85| — 53 11| — 77 | + 54
FHER A | I S S e I R R
- T = ; = i 18| —186 | + 8
17| = 10] - 37 16| — 25| + 3 |i 15 + 1| + 57 14| +18 | + 4
HERTERA B E AR R R SR
- + i + = 16| +38 | — 33
‘30| — 82| + 13 19— 19| - 9l lig| I 86| = 39 | T8 | T3
21| - 20| - 19 20 - 15| -3 1 [19| + 2| - 30 18| +114 | + 37
23| — 1| - 54 21| + 36 + 14 |2 — 51| -108 19| + 58 | + 85
23| + 66| + 103 2+ 61, -, (|- 3| + 3 20| — 28 | + 34
2| - 18| - 17 23| + 63 — 31| |33| — 95| + o6 21| + 35 [ - 90
25| - 55| - 47 2| + 63| + 87 ‘ 23| — 2| — 44 22| + 38 + 5
26| - 30| — 33 85| + 49| +98 || ||+ 18] -3 3| — 34 | + 58
27| — 9| + 35 28| — 2. - 2 | 25| — 63| — 3% 24| + 51 - 2
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: : | !
nom 1004 10852 n | m 100 aR 104 b n m!lo‘-ar_ll()‘-b:'in m 108 a2 100 by

i
o 1 | I
35 0 421 0. 01 - 25| 1) o - 29
o " 137 i 129 - OX Sl = MR L T - 166
2 16~ 64 gf =T o 58 | 2| - 289 | —101 e -0
3 -~ 38 - i3 3i - 18 -159 | 3| + 285 | = 85 l 3 +2 415
4 18 - 04 C o4 22 | +149 4| — 48 | 148 A - 11
5 + 140 + 95 5: — 129 | — 18 5. — 118 | — 97 | 5 — 98 —103
6 ~ 191 - 841 8| + 43 +399 6 + 228 — 61 6 ~ 685 - Ki
7 = 312 | — 244 .7, — 56 4+ 83 7| — 8, -161 11 - 9 L 65
B3~ 48, — 207 ! a| ~ 114 +110 8| + 48 ' —-151 | 8 136 20
i ol + 88 +119 9| — 3571 i + %6 ' | 9 - 48 e
i s 10| + 163, —108 ' 1 < 151 L1010
I i i 11 < 06 - 37
! : L o USRI T -y
i 1 ! }
il ¢ 18 ‘23] 0 156
2 460 | - Te " 1| — 2¢ 1385 31| 0| — 200 !
3 - 45| + 79, | 2| — 44 10 1|+ 17| + 3 [g0] 0 -199
4 12 - 13 3| - 62 - 92 g/ - 8] =18 1; =14 102
3 67| — 8 | 4| + 3 4 et 3| — 55| — 14 3| -5 + 2
enrt B3pinsd 2 5 127 — 39 ¢l — 0| =10 3{ + 66 T
%% -t §10mu =2 55 {161 + 289 “ sy | 5. + 28 | + 87 4, + 39 —238
A 65 ~ 12 "7 - $4 — 89 6 —~ 2| + 18 5[ 135 + 51
9 - 2 i - 15 w8; — 137 = 8 T, + 62| + 43 81 + 711 + 10
o - 13+ 2 9l 11 -39 8i — 115 ' + 38 1| T8 = 4
11+ 'E ag5ili 2¥149 10 — 35 31 9, — 25, + 69 8, +38 + 179
‘12 - 30| - A" |11} — 2 — 46 10, - 8| =17 9i —158 1 5K
13+ - %9 l L9 4 12/ - 1 - 17 11| = 12 . + 40 10 -—102 - 27
14 105 | 31 113i - 10, =17 12| — 8| —30 11| - 34 - 16
15 - 101 — 11 1 — 5. -100 13! + 24 - 21 13, - 12 142
16 41 ' - 10 15 « fgg & 751 14+ 39 - 40 13° - 170 + 44
117 - 101 | 108 116 | 13 ) I 15| — 30 - 99 14 - 47 — 44
18 PN =Ry f17] = ¥ss 44 16| + 59, — 35 15 = 50 + 36
19. — 9 31 ' 18| — =12 17( — 28 - 35 16~ = 58 - 50
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21 ~ 43| - 13 20! 11 - 9 19| + 501 = 5 18 9 -1
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10. Bénard-Konvektion mit jnnerer flichenhafter Wirmequelle
10.1. Binfihrung

In 9. wurde eine quantitative kinematische Theorie der Konvektion im Erdmantel ent-
wickelt. Das vorgeschlagene System von Konvektionsstrmungen erkldrt die Verteilung
der orientierungsunabhdngigen Grofen der Kugelfunktionsentwicklung der Topographie der
Brde. Ein enger Zusammenhang existiert zwischen Mantelkonvektion und Verteilung von
Eontinenten und Ozeanen (vgl. 9.3.). Die seismischen Diskontinuitéten im Mantel er-
scheinen bei den mdglichen Strémungstypen oft als Flédchen, an denen sich Strémungs-
rollen beriihren, die sich oberhalb und unterhalb entwickelt haben. Anders ausgedriickt:
Die Stromlinien meiden oft die ttberquerung der Diskontinuitéten. Die Hberquerung ist
aber moglich. Letztgenanntes Ergebnis ist gut mit den strukturphysikalischen Betrach-
tungen von FRULICH (1973) vertrédglich. Im folgenden soll ein erster Schritt bei der
Entwd cklung einer hydrodynamischen Konvektionstheorie getan werden, bei der zundchst
besonders der EinfluBf von entstehender Wdérme an einer Diskontinuitét untersucht wer-
den 80l1l. Die hier benutzte Methode unterscheidet sich wesentlich von der von SCHUBERT
und TURCOTTE (1971), in der der Einflup von Phaseniibergéngen auf das Absinken von Ab-
tauchplatten untersucht wird. Es ist klar, daf Dichtespriinge, Viskosit:tsspriinge und
beim eventuellen Durchfluf entstehende Phasenumwandlungswirme die Stromung im realen
Erdmantel beeinflussen werden. Es ist Jedoch mathematisch zu schwierig, alle diese Ein-
flisse gl ei c hz ei ti g 2zu behandeln. Wir beschrinken uns in Abschnitt 10.
darauf, den Einfluf von an einer Grenzfldche zeitlich und rédumlich gleichméfig ent-
stebender Wdérme zu behandeln. Die Prage, ob diese fldchenhafte Wdrmequelle infolge gra-
vitativer Differentiation, infolge von kosmologisch bedingter Migration der Phasengren-
ze oder infolge anderer Griinde existiert, ist in diesem Zusammenhange zweitrangig. Die
behanlelte Komvektion ist thermisch, d. h. die Strémung setzt infolge von durch Auf-
heizung entstandenen Dichtedifferenzen ein. Das Problem wird zundchst in einer ebenen
Schicht behandelt. Im Ergebnis zeigt sich eine Bevorzugung von geschlossenen Strom-
linien, die die wirmeerzeugende Fldche nicht durchdringen. Weil die wdrmeproduzieren-
de Fléiche an einen bestimmten hydrostatischen Druck gebunden sein wird und weil der Be-
trag der Konvektionsstromungsgeschwindigkeiten so klein ist, dap keine bedeutenden Ab-
weichungen der isobaren Flédche vom hydrostatischen Falle auf treten, wurde folgendes im
Modell vorausgesetzt: Die widrmearzeugende Fldche ist in konstanter Tiefe, d. h. sie
wird durch die Stromungen nicht deformiert, die Strdmungen werden aber mechanisch oder
anders als eventuell durch die entstehende Wérme nicht behindert. Die Aufgabe wurde zu-
ndchst formuliert und dann in der Reihenfolge geldst, wie es in der Hydrodynamik iiblich
ist. Die Gmndgleichungen wurden aufgestellt, anschliefend fiir den statischen Fall ver-
einfacht und fir die Randbedingungen des statischen Falles geldst. Dann fiihrt man fir
Geschwindigkeit, Druck und Temperatur kleine Stérungen des statischen Zustandes ein und
gewinnt unter Benutzung der Grundgleichungen und Losungen des statischen Falles die
linearisierten Grundgleichungen. Durch Bildung des Rotors eliminiert man den Druck. Da-
durch ist der quellenfreie Geschwindigkeitsvektor in den linearisierten Grundgleichun-
gen durch die Vertikalkomponente des Geschwindigkeits— und des Wirbelfeldes ausgedriickt
worden. Piir die gesuchten Grofen macht man Exponentialansédtze. Dadurch werden die Dif-
ferentialausdriicke in den linearisierten Grundgleichungen vereinfacht. AnschlieBend for-
muliert man die Randbedingungen fiir den dynamischen Fall und schreibt die Gleichungen
(marginal state equations) auf dimnaio'nalose Variable um. Das Problem wird auf die L&-
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sung einer gewdhnlichen Differentialgleichung sechster Ordnung reduziert. Fir den PFall
freier Grenzfldchen wurde die exakte analytische L&ésung di eser Gleichung gefunden.

10.2. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen

Gegeben ist eine ebene Schicht einer Newtonschen Pliissigkeit der Dicke h. Unter-
sucht werden soll die Konvektion. Wir wdéhlen ein rechtwinkliges kartesisches Koordina-
tensystem xyz 8o, daB der Nullpunkt des Systems in der Untergrenze der Schicht liegt
und die z-Achse senkrecht zur Schicht nach oben zeigt. Pir die Schwerebeschleunigung
gilt iiberall g = (0,0-g). Die Grenzen der Schicht werden auf konstanten Temperaturen
gehalten: Mir 2z = h gilt T =T, fir z =0 gilt T =T > T,. Die Temperaturdiffe-
renz heipt AT = To - T1. In der Flédche 2z = z, (mit O < z, < h) wird unabhédngig von
auf tretenden Stromungen Wiérme erzeugt. Die Wdérmequelldichte ist auf der ganzen Pléche

z =2z, konstant und such zeitlich nicht variabel.

chqoé(z - zo) ist die Dichte der Wiérmeproduktion pro Zeiteinheit, ¢ ist die Mas-
sendichte, cy die spezifische Wdrme bei konstantem Volumen. Dabei ist 6 durch

(10.1) y(z) = [ y(z') - 6(z' - 2) . a4z’

definiert. Gleichung (10.1) mup dabei fiir jede beliebige Funktion y erfillt sein,
wenn y absolut quadratisch integrierbar und stiickweise stetig ist. Gleichung (10.1)
ist dquivalent zu Gleichung (10.2).

(10.2) y(z) = 1im [ y(2') - §.(z' - 2z).dz' .
€0

In Gleichung (10.2) kann 6, 1in verschiedener Weise eingefiihrt werden. Wir setzen:
= A o-lzl/e
(10.3) 6e(z) = mg e .
Um der Realitdt néher zu sein, soll im folgenden 6. statt S benutzt werden.
AuBer den bereits erwihnten werden folgende Bezeichnungen verwendet: t Zeit, p
Druck, o = (u,v,w) Geschwindigkeit, 7 dynamische Viskositdt, v kinematische Visko-
sitdt, k Wirmeleitfidhigkeit, @ isobarer Wirmeausdehnungskoeffizient, a/n Verhdltnis

Héhe zu Breite einer in sich geschlossenen Stromlinie (aspect ratio). Perner werden
folgende Symbole verwendet:

2 2 2
Fry 3 3
a2 o | a2

%':%E-QD-V; v2=3_ 9

Die Konvektionsstrémung wird durch o, T und p als Funktion vom (x,y,z,t) be-
schrieben. Die Dichte hingegen wird durch

(10.4) ¢ = o (1 - a (T - T,))

eingefiibrt.
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Die Differentialgleichungen, deren Idsungen b, T und p sind, lauten

(10.,5) e E% = og - Vp + nv% Bewegungsgleichung
(10.6) % = 8,6(z -2)) + ) Wirmetransportgleichung
(10,?7) % +0divo = 0 Eontinuitétsgleichung

Rir den statischen Fall (Gleichgewichtszustand) gehen die Gleichungen (10:4) -
(10.7) iiber in (10.8) - (10.11);

(10.8) € = gl =-a(T-1)),

(10.9) © o,
(10.170) Yp = @g ,

() -
(10.11) V3F = 3‘-’-5;-——192 :

Wir nehmen an, dapg der mittlere Zustand nach Einsetzen der Konvektion gleich dem
Gleichgewichtszustand ist. Im statischen PFalle s0ll gelten:
e T(Jf,f.z.f) .
(10.11) geht dann i{iber in:
25 q, -Clz-z,|)/¢
o T 0 o
(10.12) = e .
322 ke

Dabei wurde &6 durch ‘Se ersetzt, Fir zgzo gilt:

i (z_-3)/c
(10.13) %:—‘ T = €% © + g3 4 ¢,
Rir zg z, gilt:
’ & = 2 (z-zo)/s
(10.14) % P = €% +cqz +cy o

Die Konstanten c,, oy i3’ Cy miissen so festgelegt werden, dapg fiir (10.13) an der
Ebene 2z = h gelten s0ll: T = Tqe

Weiterhin muB8 fiir (10.14) an der Bbene 2z = 0 gelten: T = To’ Als dritte Bedini\mg
muf an der Ebene z = z, fiir beide Gleichungen (13) und (14) dieselbe Temperatur T(zo)
herauskommen., Durch die Erfiillung dieser drei Bedingungen geht (10.13) in (10.15), (10.14)
in (10.16) iber. Mr z 2 z_ gilts

(1015)R800 = ;.‘@_e ez°/£(e'z/€ - o B/Ey 4T

FZ+T°.
Rir 23z, gllts
= Q. -z /€ 2z -h)/e
(10.16) T = s2- 0/{(02/5-1)'*(1-9( %o /):—o-}-égz-r!'o.
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Jetzt werden wir kleine Stdrungen des statischen Zustandes filr Geschwindigkeit, Druck,
Temperatur und Dichte einfilhren und unter Benutzung der Idsungen des statischen Falles
die linearisierten Grundgleichungen des Problems erhalten:

(10.17) © = b 3 P = P+D' P = T4+ e = e+o0'.

Der statische Zustand ist mit einem Querstrich, dle StSrung mit einem Lingsstrich be-
zeichnet. Die Gleichungen (10.4) - (10.7) gehen in (10.18) - (10.21) iiber:

(10.18) ¢e' = +@.aT ,

(10119) 3 = L g-Lup s Wi,

= '
(10.20) wi& T+ H -w
0

(10.29) 9V . 0o =

Mit Hilfe von (10.15) und (10.16) eliminiert man in (10.20) dT/dz. (10.18) wird in
(10.19) eingesetzt.

av 1 2
(10.22) = =gal' - — VUp! &+ W .
3t g,
Mir 2 2 %3

(o]

9, e(’o“)/‘

10.23) Gg - WHT = (2 + P

<
Nr g = Z,t

(10.24) (g-,‘- - KV2)Dr -(gg et °/e[o‘/‘ + ;‘-(1 = e(zz°-h)/e)] - -"5!} w .
Aus (10.22) wird jetzt der Druck eliminiert:

(10.25) (% - wAv% = rot rot (geT') .

Aus (10.25) folgt:

(10.26) [§ - w?) vw = €T .

Schlieflich bekommen wir aus (10.23), (10.24), (10.26) zwei Gleichungen fiir w.
mr s 2 g,!

q e(!s(,-z)/e

+ gx(z¢

(10.22) (& - WA (Eg - Ww)v3e

+ %?} Vfw 2
Fir 2z § 2

o

(10.28) (g-{ - kvz)(?ﬁ - WW2)y2y

- sc(gﬁ °-z°/e[e’/e - %(1 - e(zz°-h)/€)]- v .

Die beiden Gleichungen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen und den Inhalt der
geschweiften Klammer auf der rechten Seite. Mir 2z = z, wiirden die Gleichungen nicht
ineinander ibergehen, auch nicht fiir € - O.
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-

Fir zgso und €+ 0 gilt:

10.29) G - g - WA = ee(F + 2V .

Mr zSz und €- 0 gilt:

o

q
sl - BIVw -

Man sieht also, daf oberhalb der widrmeerzeugenden Fliéche die einfache Bénard-Konvektion
verstirkt, unterhalb abgeschwicht wirde. Doch zuriick zum realistischeren Fall & # O.
Wir machen einen Separetionsansatz:

10.30) G - w3 (Gg - WA

10.31) w(x,y,z,t) = w(z)-f(x,y)-eat
wobei

2 a2
qu(xtY) + F filx,y) = 0.

Daher:
a2
(10.32) Viw = vl
Wir definieren folgende Symbole neus

§=§3 D=g:.

Damit gilt danns
82

(10.33) Vow = Vf'*;'z' = :1-(D2-a2)w.

Fir z 2 z, entsteht aus Gleichung (10.27):

2
(10.3%) [o - h—",(nz U L hl;(na - 9] QZ?}LI w(z)

n(g %)/ 2
= 5«:{-;%9[ 09/ -%T-}izw(z).

Mir 35z entsteht aus Gleichung (10.28)s

2
(10.35) (o - ;’5(1:2 AP i’,‘,(n2 - a?d)] ﬁé-ﬁ-l w(z)

o ol TR s RO

r )]- B :—;w(S) .

Wenn der kritische Temperaturgradient o = O entspricht, wie man es {iblicherweise an-

nimat, bekommen wir fiir s 2 L

N
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und fNir s§ Z,8

4 -hf /€
(10.37) (02 -2 = BB (- L. gg T 4 [eB5/€ 4 z‘;@ p

Die Gleichungen (10.36) und (50.37) faft man so gusammens
8,-(b/€).L

‘[n(2C°-1 )]/e y)a2w .

+ Su)]aaw

(10.38) (0? - a®)3w = [- R+ Qe
wobel
die Rayleigh-Zahl,

4 -
%:g“.%e'“(mo/s}; 8, = #

v

[zl

[
= “M - ' 8, = -
o Wl 5 2
und 8, = O bedeuten. Fir z Sz, gilt k=1, fir z 2z, gllt & = 2,

10.3. Die 1¥sung des Problems

Wir suchen jetzt die I&sung von (10.38) fiir fixierte, spannungsfreie Grenzen bei
£ =0 und § =1, an denen die Temperaturen 'l'o und '1'1 konstant gehalten werden.
Aus dieser Forderung folgt bekanntlich:

(10.39) w = D°w = D'w = ... = DBy = 0O fir Z = 0 uwd Z = 1.
Auferdem muf fiir §{ = Co folgendes gelten:

(10.30) -(")I & w(Z)I
=2, z=t,

und

(10.41) r'(“)' =r'(2)'
C =2, L=z, .

Der obere Index (1) bezieht sich dabei wieder auf 5 Co, (2) bezieht sich auf
& = Co. Wegen

1"(1)(x.y.so) = r'(a)(x.r.lo)

'(1)(1.1.50) = v(a)(x,y.zo)
folgt mit Hilfe von Gleichung (10.26) aus Gleichung (10.41):

(10.42) (Da')(1) = (Da')(z) f4r Cie= o °
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Zur Anpassung der EKonstanten der allgemeinen IL&sung an die Gremgbedingungen ist es not-
wendig und hinreichend, (10.40), (10.42) und (10.43) zu dbenutzen, wobei

(10.43) w = DPw = 0

fir £ =0 und £ =1 aus (10.39) folgt. Es soll nun (10.38) unter Einhaltung von
(10.40), (10.42) und (10.43) geltst werden, Wir definierens

(10.48) v®) = a3 - QB .

Dabei gilt wieder 4 =1 fir g l;o und ¥ =2 fir 2 Co. Perner definieren wir:

K, = s“-(h/e). Aus (10.38) entsteht:

(10.45) (0 - ad)w = -(1 + c“els‘;)v

C, = =
# "‘%Bu

und v = a2(R - Q8w sllt.

wobei

Nun nehmen wir folgende LSsung an:

0 0
w = .:'1 I‘.w. und y = ':'4‘[‘"‘ 3

Dabei erfiillen LR und ¥y die Gleichungen (10.45) mit (10.40), (10.42), (10.43). Die
!‘m sind Konstanten. Wenn c“ =0 1ist, dann ist fir (10.45), (10.40), (10.42), (10.43)
folgende I¥sung méglich:

p#) = sta(i - )

w = [lﬁ +a]3 . sin(M,L - B,) .

Es wurden folgende Substitutionen verwendets:

u,:t‘:’—‘; B, = 0 u2=,r—f"-c;; Ps

Somit kann man (10.45) durch (10.46) ersetzen:

4
(10.86) (D% - ey, = -(1 + c“."" )sin(M,C - B) .

Man kann sich nun die Moéglichkeit der Superposition von LSsungen zunutze mechen und 1¥st
zuerst

(10.47) (0° - a2)3w = - c“ek"‘csin(m!; - P“) c

B
Das kann man folgendermafen umformen:

(10.48)  ([D + x,]2 - a)3[- g‘: oy - sin(MZ - B,) .
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Daraus folgt die partikuliire LYsung in einfacher Weise. Die allgemeine L3sung wvon
(10.46) ergibt sich wie folgt:

(10.49) w, = 0% .
Lo - o - % 4 wl)7 - (e, - [0F - 0 - 0 - 3A0)
+ cos(ME - By) - (f - B - aD[(xF - i - 822 - 1265 .
- sin(UZ - B)) + [ + a%]73 . (sin(MC - B,) +

+ (A + CB. + Cacn)sinh ol + (Dm + i;En + czrl)cosh at) .

Die Integrationskonstanten Ay --e F‘ bestimmt man aus den Gleichungen (10.50),
(10.51) und (10.52).

(10.50) D, = - g";
(10.51) [Ag [sinh a) [sinh a - a cosh a]
By| [ [stonaz,] [Z,sinh aZ, - al3cosh az,]
Cy ) [a2einh a] [-3a®sinh a - a3cosh a]
E (a%einh aZ,) [-3a% sinh aZ, - a3t2cosh aZ )
[sinh &) [cosh a] pr I £
[Cssinh aZ ] [Z cosh ag ] : K,
[(2 + a®)sinh a + 4a cosh a] [2a sinh a + a2cosh a) N,
[(2 + a%2)sinh ol + 4al cosh aC ][2a sinh al_ + a% cosh aZ ) N,
e%ey - Iy

(10.52) rl = T - EB‘ .

Dabei wurden folgende Substitutionen benutzt:

10.53) 6, = 6Ck M2 - 2 - a®)2 + w2) 3 [ - 2 - 22 - 1AL]

(0.5 B, = -2k [GF - 8 - a7 4 i)

0 -8 - a2)0F - i - 8D - 1260,
(10.55) 3, = [ +a%73,
(10.56) I, = (15 - vﬁ)a“ +B, ,

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075

[ RS




151
G20k2 L, + (2 - a2)q,
(10.57) K, = -35—4» = cosh a ,
k
G19k1;° + G0 2% C%Iﬁ + (2 - a2;§)61
(10.58) N, = =7, + 27, cosh al;o
I.aek2 @2+ aa)I.,| - aq'G,‘ -2a(L, - aaG.‘)
(10.59) N, = -32— + b cosh a + i 7 o sinh a ,
k
L‘ek'l;o + Lye 2;0
(10.60) K, = e m +

@ + a2§§)1-1 - a‘*;aG,1
+ 21, 9 " cosh ag  +

2af (L, - a%G,)
°L}1 2o sinh a ¢ .
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11. EKonvektion in einer inkompressiblen mikropolaren Fliissigkeit

11.1. Vorbemer, en

Dieser und der nichste Abschnitt diirften nicht nur vom geophysikalischen sondern
auch vom mechanischen Standpunkt her interesssnt sein, weil hier das verallgemeinerte
Bénard-Problem fir mikropolare Medien behandelt ist. Die Mechanik dieser Medien wurde
bisher im Detail nur wenig entwickelt, obwohl die Anwendungsméglichkeiten grop sind.

In der herkémmlichen Kontinuumstheorie ordnet man jedem Punkt des Kérpers drei Frei-
heitsgrede der Bewegung zu. Dabel nimmt man an, daB der Korper ohne Struktur sei. Es
gibt nun durchaus Bewegungen grofer Massen, bei demen sich die granulare oder moleku-
lare Struktur des EKérpers bemerkbar macht, d. h. wobel sich Abweichungen gegeniiber der
herkémmlichen Kontinuumstheorie ergeben. Aus diesem Grunde wurden Kontinuumstheorien
mit mehr als drei Freiheitsgraden der Bewegung entwickelt. Diese Theorien werden Mikro-
kontinuumstheorien oder verallgemeinerte Cosserat-Kontinuumstheorien genannt. Den ver-
mutlich ersten Versuch, eine derartige Theorie in der Geophysik anzuwenden, hat
TEISSEYRE (1973) gemacht. Br benutzt ein mikroelastisches Kontinuum, um Herdmechanis-
men von Erdbeben zu beschreiben. WALZER (1974c) erdrtert, ob im Erdmantel seismische
Cosserat-Wellen méglich sind. Das Ergebnis war, daf fir unregelmiifig angeordnete Blécke
die Cosserat-Kontinuumsmechanik mit sechs Freiheitsgraden wahrscheinlich nicht anwend-
bar ist. Falls man dagegen eine Blockstruktur annimmt, die aus einer Anordnung wvon
Parallelepipeden besteht, wie es MORLAND (1974) in seinem kodell tut, dann kann man zu-
siitzlich zu dem Verriickungsvektor noch einen zweimal differenzierbaren Mikrorotations-
vektor einfilhren. Dabei darf nur die Drehung jedes zweiten Parallelepipeds verwandt
werden, weil Nachbarn sich gegenliufig drehen missen. Denn wiirde man beim Ubergang zum
Mikrokontinuum jedes Parallelepiped beriicksichtigen, so wire der Mikrorotationsvektor
als Funktion des Ortsvektors unstetig.

In diesem Abschnitt s0ll versucht werden, Cosserat-Fliissigkeiten als Modell in die
Geophysik einzufiihren. Wir wollen uns dabei auf eine mikromorphe Fliissigkeit mit sechs
Freiheitsgraden beschrénken. AuBer den iiblichen Translationen wollen wir nur Mikro-
rotations-Effekte, jedoch keine Wikrodeformation (microstretch) zulassen. Ein derarti-
ges iedium nennt man eine mikropolare Fliissigkeit. Unter Benutzung von ERINGENs (1966)
Arbeit definieren wir die mikropolare Fliissigkeit durch folgende zwel Stoffgesetze:

1) b =GP+ Avp ) + 40y + v ) + %07k - egp By

E1092) | Sy ¥ =ETEIRONT PP L & My

Die darin vorkommenden Gréfen werden durch das folgende erklirt:

1.
f1 fir (k1 r) zzk “ 2 3)

zykl.

(11.3) er1r -1 fiir (k1 r) (1 32)
\ O sonst

1 fiir k=1

(11.48) é = -
K {o fir k $ 1
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tkl = Spannungstensorj B, = Momentenspannungstensors Vi oder o = Geschwindigkeit; p =
Drucks # = dynamische Scherviskositit; 4, ®, a, g, ¥ = andere Viskositétskonstanten;

v,
= ik d -
vk,l = ﬁl ' 5 oder v = Ortsvektory t = Zeit;

- -
(11.5) Gg+2+"E = nxE = ey nke .
2% ist ein Einheitsvektor. Abb. 11.1 zeigt Translation und Rotation eines Elements der
pikropolaren Fliissigkeit. In der Zgit t Dbewegt sich der Punkt R der Fliissigkeit
pach v, der Punkt R' nach r', Z(t) beschreibt, wie man auf Abb. 11.1 erkennt, die
Mikrobewegung, d. h, wenn man zum Infinitesimalen iibergeht, die Drehung eines Punktes.
Wie aus der Definition (11.5) hervorgeht, ist n oder der Mikrorotationsvektor.
Dieser Vektor beschreibt die Winkelgeschwindigkeit eines mit dem Massenpunkt starr ver-
bunden gedachten Dreibeins. Der kikrorotationsvektor ist im allgemeinen nicht identisch

pit dem klassischen Rotationsvektor @ oder r

Abb., 1.1 Translation und Rotation eines Elements einer
inkompressiblen mikropolaren Fliissigkeit

1M.6) ® = =9X0 =3
(11.6) w 5 oder w, = Eerkltl,k‘

Fun definieren wir den klassischen Rotationstensor "'kl

(1.7 Uy = - ey
Aus (11.6) und (11.7) folgt
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1 1 £ 1 -
(1.8) @y = =3 e oneet,s = - 21t - 1e%k?,8 T 2,1 LK) -

Nun definieren wir den klassischen Verszerrungstensor dkl

11.9) 4y = FHo; + ) -
Mit Hilfe von (11.8) und (11.9) kénnen wir Gl. (11.1) umformen:
(11.10) tyy = (-p + ldrr)dkl + (¢ + u)dkl + ”eklr(wr - nr)

% ist also eine der Zusatzdrehung (nr - ur) zugeordnete Viskositétskonstante.

11.2. Welche Anwendungen der mikropolaren Hydromechanik sind in der Geophysik erfolg-
versprechend?

Als erstes Beispiel kann man das FlieBen von Gesteinsschmelzen nennen, in denen be-
reits auskristallisierte feste Brocken sind. Etwas derartiges kinnte bei der Platznahme
von Plutonen eine Rolle spielen. Binen besser begriindbaren Hinweis findet man bei
JOHNSON und POLLARD (1973). Sie beobachteten flache, d. h. fast unvermittelt abbrechen-
de Enden von lakkolithischen Dioritintrusionen und versuchten, diese und &hnliche Ph&no-
mene mit Hilfe von klassischen Stoffgesetzen zu erkliédren. Nun berechnete ERINGEN (1966)
das Fliefen einer mikropolaren Fliissigkeit durch ein Rohr mit kreisférmigem Querschnitt.
Wihrend sich fiilr das klassische Poiseuille-Fliefen bekanntlich fiir die Geschwindigkeit
als Punktion der Radialkomponente eine Parabel ergibt, erhélt man flir eine mikropolare
Fliissigkeit fiir das Innere des Rohres eine fast konstante Geschwindigkeit, die erst in
der Niéhe der Rohrwand sehr schnell absinkt und an der Wand verschwindet. Da die Ergeb-
nisse fiir die Strémung zwischen zwel parallelen festen Platten #&hnlich sein diirften,
liegt es nahe zu untersuchen, ob die erwdhnten flachen Enden mit dem flachen Geschwin-
digkeitsprofil der mikropolaren Fliissigkeit zu erkléren sind.

Eine andere mSgliche Anwendung kénnte das Aufsteigen einer vulkanischen Schmelze mit
Blasen sein (s. Abb. 11.2). Schon liéngere Zeit nimmt man an, daB die langsamschicht
(low-velocity layer) aus zwel Fhasen besteht. Abb. 11.3 zeigt eine schematische Darstel-
lung. Da es nun durchaus nicht abwegig zu sein scheint, den festen Ksrnern Rotations-
freiheitsgrade zuzuordnen, so0ll in dieser Arbeit die thermische Konvektion einer mikro-~
polaren Fliissigkeit in einer horizontalen Schicht untersucht werden. Da die Konvektion
im Erdmantel ein &uBerst verwickelter Vorgang ist, konnten bisher immer nur einzelne
Aspekte untersucht werden. In dieser Arbeit soll das Problem der hydrodynamischen Sta-
bilitdt einer mikropolaren Fliissigkeit analytisch geldst werden. Die numerische Auswer-
tung der Ergebnisse muf einer spiteren Arbeit vorbehalten bleiben.

411.3. Grundgleichungen

(11.11) p + (A + ) VW . 0 + (b + %) V20 + %V X n + of = g(gf +40 .90 .

Diese Gleichung drlickt die Erhaltung des Impulses aus. ¢ = Massendichte; f = Beschleu-
nigung oder Volumenkraft pro Masse.
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Abb. 11.2 Blasen in einer vulkanischen Schmelge mit kleinem
Blasenanteil. Nach McBIRNEY und MURASE (1970)

Transport der
flussigen Phase ).

Abb, 11,3 Schematische Skizze der Anordnung der zwei
Phasen im Material der langsamschicht (low-
velocity layer). Rach STO und ASHBY (1973)
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11.12) (x+8)VW . n+ yVan + %V X b - 280 4+ 0d = QJ,(g; +0 .V)n,

Diese Relation beschreibt die Erhaltung des Drehimpulses. d = axialer Vektor der volu-
menproportionalen Drehmomente pro Masse (body couple); Jékl Mikrotrigheitsmomententen~
sor unserer Pliissigkeit, die wir als mikroisotrop voraussetzen.

Falls die spezifische Wirme bei konstantem Volumen cy eine Konstante ist, k8nnen
wir den Energiesatz folgendermaBfen ausdriicken:

(11.13) ch(g’c‘ +0 « V)T = -pdy, + Ady dp, + (24 + n)dqdyy +

+ (o - )Wy - D) +amy 4Dy g 4 BDy gDy + YD) Byt Qe H Q-

T = absolute Temperatur; q, = aus dem KSrper heraus gerichteter Warmeflupfvektor; Q =

Wirmeleistungsdichte. In (11.13) ist (11.14) einzusetzen.
L [ .
(11.14) qk,k = x T,kk

%® = Wirmeleitfihigkeit. Die Massenerhaltung driicken wir durch
QAai5) g% +V . (e®) = O

aus, Dle Stoffgesetze sind durch
(11.16) e = e [1 - &(T - To)]

zu erginzen, wobel &6 der Wirmeausdehnungskoeffizient und @ die Dichte bei dem .
festen Temperaturwert T = ist. Die Gleichungen (11.11) bis (11.16) sind zw81lf skalare
Gleichungen zur Bestimmung von zw6lf skalaren Unbekannten: », n, ¢, p, T, Q-

Nun vereinfachen wir die Grundgleichungen, indem wir alle in ©» oder n quadrati-
schen Glieder sowle alle Glieder, in demen ©® und n multiplikativ verkniipft sind,

vernachléssigen. Aus (11.11) entsteht

(1M1M.17) <Vp + (A + 246 + %) VW . b = (£ + %) VX (VX D) + W Xn+ef = ¢ g% ,

Aus (11.12):
(11.18) (@ +B +¥) VW . n =YW X (Y X n) + ¥ X b - 2xn + @d = @J g% :

Aus (11.13) und (11.14):
(11.19) ch[g¥ +5 .9]7 = wV2r - pV .0 +Q .

(11.15) bis (11.19) sind also die vereinfachten Grundgleichungen einer mikropolaren
Pliissigkeit. Wie es COWIN (1968) in einem anderen Zusammenhang tut, beschrinken wir uns
ab jetzt auf eine Klasse von Stromungen der inkompressiblen polaren Fliissigkeiten, die
durch folgende drei Gleichungen definiert sind.

(11.20) 9 .o 9
(M1M.21) V.nrn = 0,

(11.22) 9x [e(3Gg +0 - Mn-1)) = 0.

Mit diesen Inkompressibilitiétsbedingungen entsteht aus (11.17):
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M.23) e3F = -Vp+eof - (b + %) VX (VXD)+xWXnu,
Aus (11.18):

(“1.28) o(jg-i‘--b) “YVXx (VXn)+xVX0-2un,

Aus (11.19):
M.25) Wraq = [F+o.9]1,
wobel folgende zwei Definitionen eingefihrt wurden

x* =
(1.26) k = 50_‘; und qQ = 5%-

Kun wollen wir noch einige Umformungen vornehmen, die spdter von Nutzen sein werden.
Unter Verwendung von (11.22) ergibt sich aus (11.24), indem wir den Rotor bilden,
(11.27) -y rot rot rot n + ® rot rot ® = 2x rot n = O .

Daraus entsteht
(11.28) (4 + %) rot rot rot © = ¥(1 + 4/%x) rot rot rot rot m + 2(¢ + %) rot rot n .

Falls das Feld der volumenproportionalen Kriéfte ein Potential besitzt, d. h. falls
(11.29) IVxXxf =0
gilt, folgt aus (11.23)
(11.30) @ rot g—% = - (4 + %) rot rot rot 6 + ¥ rot rot n .
Im stationiiren Fall folgt aus (11.27) und (11.30)
+ % _
(11.31) [rot rot + 7%-+-W’-¢7] T = 0,
wobei

(11.32) ® = rot rot mn .

11.4, Linearisierte Grundgleichungen. Reduktion des Problems auf eine gewdhnliche
Differentialgleichung

Im folgenden beschrinken wir uns nicht auf den stationdren Fall. Auch (11.29) mup
nicht notwendig erfiillt sein. Die Grundgleichungen bestehen aus (11.23), (11.24),
(11.25), (11.15) und (11.16). Wir setzen eine waagrechte Schicht einer mikropolaren
Fliissigkeit mit der Dicke h voraus. Die Schicht erstrecke sich in allen horizontalen
Richtungen bis ins Unendliche. Die untere Grenzebene der Schicht wird auf einer kon-
stanten Temperatur To, die obere auf einer konstanten Temperatur T, gehalten, wobei
T, > T4. Wir wéhlen ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Nullpunkt und dessen
x,~ und xa-xoondinatenachsen in der unteren Grenzebene liegen. Die x.,-Achse sei der
Schwerkraft @g, die die einzige auftretende Volumenkraft ef sei, entgegengesetzt ge-
richtet:

(11.33) g = (0,0, -g) .

Bis zu Pormel (11.66) wollen wir zusidtzlich noch in der Pliissigkeit Wi&rmequellen anneh-
men, die jedoch zwecks Vereinfachung ab (11.69) gleich null gesetzt wird. Bei den
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Berechnungen wollen wir ferner die in der Hydrodynamik iibliche Annahme machen, daf nach

Uberwindung des Gleichgewichtszustandes zuniichst eine stationiire Strdmung herrscht. Zu

Beginn der Eonvektion (marginal state) soll der mittlere Zustand gleich dem Gleichge-

wichtszustand sein. Die Variablen ktnnen dabei aufgefapft werden als Summen von Variablen

des mittleren Zustands, die durch einen Querstrich'gekennzeichnet sind und die nur von

:gngabhﬁngen, und von kleinen StSrungen, die im allgemeinen von Xy Xy 15 und t ab-
ens

(MM.38) p = P+p's T = T4+T; @ = €+e0'"3 © = b3 B = n,
Im Gleichgewichtszustand gilt

(11.35) © = O und n = 0.

Aus (11.23) entsteht

(11.36) Vp = eg 3 g‘% = -08 % P A s'é'(h-x3) +Dq -

pq 1ist der konstante Druck, der an der Fliche x3 = h herrscht. Aus (11.25):
2abe

(11.37) Va‘.[‘z-%; QQT:-%.
ox3

Daraus

C T -
(11.38) T & (z§ - bxy) - -2-5—41 Xy + B

Aus (11.16):
(11.39) @ = o (1 - & - 1))

FPerner folgt - ebenfalls im statischen Palle - aus (11.24) und (11.35)
(11.40) ©od = 0.

Wir benutzen nun die I¥sungen des statischen Falles, um aus den Bewegungsgleichungen
die linearisierten Bewegungsgleichungen herzuleiten. In Analogie zur Oberbeck-Boussinesq-
Approximation erhalten wir aus (11.23)

(11.41) aog{- = -Vp' -Vp+e'g+08 - (4 +x)VX (TXD)+xuXxn,
Unter Benutzung won (1‘l.36)1 entsteht dareus

90 _ |1 _gpr LU tXxg2 X g'a
(11.42) 3¢ = QOVp+9° Va+Q°VXn+ao .

Aus (11.24) und (11.40)
(11.83) @3 3% = @ > -9 x (Fx )+ %0 xb - 2xn .
Aus (11.25) und (11.37) ergibt sich unter Vernachléssigung von Gliedern hherer Ordnung

)

[ 2 = 9_ A
(1M.44)  SF T - XKD = -v353___3'1-,

Aus (11.16) und (11.39):
(11.45) ' = - 06 T'.
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Die Gleichungen (11.42) bls (11.45) sowle V . b = O dlenen zur Bestimmung von 0, W,
21, p', @'. Mit Hilfe von (11.45) eliminieren wir @' 1imn (11.42).

9y _ _69'-_"._vv+‘.‘._*._’.‘.v2o+LVxn.
(11.86) 5% 8 % P 2, e

2wecks Klimination von p' nehmen wir von (11.46) (- rot rot)s

2 2
[-) 2em 1 2
.47)  [§ - §2920% = - goCe, Bfar5x'_3' B Riny 0o e e Xan

o o
wobei
2 2
(11.48) Vg = &5, .
) 622

Die 3-Komponente von (11.47) lautet
:) b+ % o2 2 n_ g2 R
11.49) [5 A ]vav3 = govint + 5= Ve (V x n) .
In (11.44) wird mit Hilfe von (11.38) T eliminiert:
T -T
al
.50 [§g - = - [Hxy - B - 25— vy
Aus (11.49) wird jetzt durch (11.50) die Variable T' eliminiert:
'1‘
2
(15 (G5 - 0?) (F - 4 FIR vy = e elfxg - D) - Zo Tty
®_ rd 2192
+.Q_c;[.a.5-kv]ve3. (V x n) .

In den folgenden Rechnungen soll daraufhingezielt werden, die Mikrorotation n ohne
Vernachliéssigungen zu eliminieren. Durch Rotorbildung entsteht aus (11.47)

(11.52) (& - % v2]v2 rot o = g 6(e, 59;2 - e 3g-‘-'-)v2 ' - %= rot rot rot rot n .
(o]

Aus (11.28):

2 ' 2

(11.53) -2 rot rot rot rot n = %~ V2 pot b -~ 2 X— v2 o ,

% 3% 07
Aus (11.52) und (11.53):

2 2

o) + 2 ) 2 3 d 2 " 2
1. < NI g L = 23 o
(11.54) (3% B QoY]V rot o g (e, ¥ T EY.“)V -2 Ve n ,

Aus (11.47) und (11.50):
2

20 (3 _ 102y 3. LMt u2992 . . 2ugd 3 32 2
(11-55) y [“ kv][n %V]v o] = -—5—[21EFB+ eagi—aax—B-EBVB].

[ JIRE
© [Bxy - B) - gy, - 2“— (3 - kv%] rot rot rot = .

Aus (11.54)
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+ 72y a2 < \72)‘72 L LS
(n.SERs. e lost ¥ —] v = & 6{eq 3w v '5—-5_12

2
+ 2% rot rot rot n .
(%4

Aus (11.56) und (11.50):
2 2 + %02 _ X2 10252 a2 I
(11 -57) [EE - sz] [FE - Lao—- Ve - -Q-—,;]V Vs = 86{01 5;31—3 + 32 3?2-5;3-

o
v2 3 - 2 T"]V% - 2—“2 [2: - kV?] rot rot rot m .
- N0 - D) - 25—V - i (o
Durch Kombination von (11.55) und (11.57) kann man n eliminieren:
2
(11.58) (85 - k2 [§g - L": % v2)(v2 - 2%) - o 2 w2y =

2

2 PSS
9 9 2 hy _ "o 1992 _ 2%
= g6 L + & - n, VR g(xy -~ ) 184 vy .
e5(ey 3as; * t2 3g; ~ MDIEGG - - T -5
Die 3-Eomponente von (11.58) lautet

(11.59) [-g-g = Ve (- ié%‘- vev2 4 [F:-.;(Zu + %) + g-f]va =

B2y, = - el - B - (% - 2,

Diese Differentialgleichung enthéilt nur noch eine gesuchte Munktion, némlich v3 als
Funktion von X4y Xpy ::3 und t. Wir setzen eine separable L&sung voraus, némlich

(11.60) e miia w(xB)tB(xﬂ.xa)ow
it

2
(11.61)  V3ty(xq,x,) + &5 ty(xyx) = 0.
Aus (11.60) und (11.61) folgt
2
P a
(11.62) v3%3 = -4y,
Wir definieren

=
(11.63) L = p2 und D = gz 3

Aus (11.62) unmd (11.63) ergibt sich

(11.68) vav3 = (V2 + )v3 - -z (° - a )"3 2

Unter Benutzung von (11.60), (11.62) und (11.64) entsteht aus (11.59)

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1981.075

-




161

fa Liple ' el Sous it p .
(11.65) [o - ?(D - a9 Q“—‘)—F(D a®)< + ?[907(241 + %) + 6]

2 2
-(na-az)-%’!o}@—;iilw =

"l
4

T - T Sk, 48
- eslgiceg - 1) - 2R - 2

Damit wurde das Problem auf eine Differentialgleichung zur Bestimmung von, w = w(x3)
reduziert. Die Gleichung fiir das Einsetzen der Konvektion (marginal state) erhdlt man,
indem man o0 = 0 setzt, wobei die Giiltigkeit des Prinzips des Stabilitatsaustausches
(siehe CHANDRASEKHAR, 1961) vorausgesetzt wird. Damit erh&dlt man aus (11.65)

(11.66) (0% - a®)3{(D% - 6®) - Ky} w = - (Ry + Ry(1 - 20)) [0 - 2?) - kylaw .

Gleichung (11.66) ist in dimensionslosen Variablen geschrieben. Die gesuchte Funktion
ist w = w(Z). In (11.66) wurden folgende neue Parameter benutzt:.

g6h3('1' - T.)o quhSQ
(11.67) R, = Q1 0y Ry = —p—2
kQu + %) 2k“(u + n)
(19.68) =l = hzu 2u + n = 2"._112
S q) F T e T T i 2 Y, 1 o

R,', R2, k, und k2 8ind dimensionslos. Wdare # = 0, so ware R, die herko6mmliche
Rayleigh~Z2ahl. Palls die Schicht keine inneren Warmequellen enthiélt, d. h., falls Q = O
ist, vereinfacht sich (11.66) auf

(11.69) (07 - a)3((0? - &%) - Kk dw = - R[(D° - &°) - Kyla’w .

Aus Griinden der mathematischen Einfachheit wollen wir bei der weiteren Bebandlung des
Stabilitdatsproblems von dieser Gleichung ausgehen. Wenn man entsprechende Gleichungen
fiir die Komponenten von n sucht, so geht man von

k,

(11.70)  9(v2 - ;2) n =0

aus. (11.70) folgt aus (11.31) umd (11.32).

11.5. Die Lésung des Problems fiir eine Schicht mit festen Grenzen
11.5.1. Grenzbedingungen

Fir das Problem der Konvektion in einer partiell geschmolzenen Langsamschicht (low-
velocity layer) ist selbstverstdandlich der Pall mit festen, starren Grenzen am inter-

essantesten., Fir diesen Fall wollen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems in die

Mitte der Schicht verschieben. Alle in di esem Unterabschnitt aufgeschriebenen Formeln

sollen notwendig nur an den Grenzen C = + % giltig sein.

(11.717) o = 0 ; = ROFS
Piir die Temperatur gilt an einer Randebene T = const. Das impliziert
(172 W SR o)an
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(11.71), bedeutet
(11.73) Vg = V3 = V3 = o,

also auch
(11-7‘) w = 0 0
Aus (11.20) und (11.73) folgt

v v, v
N -2 = i + '—2 = 0.
(11.75) 3',:3 x, 3.!2

Daraus folgt
(11.76) Dw' '= O .
Aus (11.49) ergibt sich mit (‘1‘1.'7‘1)2 und (11.72)

(11.77) %»%lﬂﬁ3=m

Also gelten fiir unseren stationéiren Fall

11.78) vzvav3 = 0 und B agie
Aus (11.27) und (11.20):

(11.79) rot rot » = -v% = 2 rot n 292 rot n .

Wegen (11. 71)2 gilt

an2 an.1
(11.80) rot n = -353— e, +3x_3 5%

wobei mit D4, Dy, n, die entsprechenden Komponenten des Vektors n bezeichnet sind.
dus (11.79) und (11.80) folgt

9 3
(11.81) ¥p = (2 - X vz)(e1 1:_; -, n1) ;

Die 3-Fomponente von (11.81) lautet
(11.82) V2v3 = 0.
Darsus erhalten wir

(11.83) (2 -a)w = 0.
Aus (11.74) und (11.83) folgt

(11.88) D°w = O .
Aus (11.78)2, (11.74) und (11.84):

(11.85) d*w = 0.

Man kann also die Gren:bodingangen. die im Fall fester Grengzen fiir die Ldsung von
(11.69) (oder von (11.66)) zu erfiillen 8ind, 80 zusammenfassen:

(1.86)° w = Dw = DZI = D“' = 0 fiir Z = i%'
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11.5.2. Die LOsuog
Die allgemeine Losung der Gleichung (11.69), die die Randbedingungen (11.86) er-
fillt, kann als Superposition von Lisungen mit dieser Gestalt geschrieben werden:

(11.87) w = et¥5 .

72 ist wegen (11.69) eine Wurzel der folgenden Gleichung:
(11.88) 2 - @(W? - ad) -y} = - R[OP - a®) - k,)a?

Die acht Lésungen y dieser Gleichung sind nun zu suchen und in (11.87) einzusetzen.
Die 80 entstehenden acht partikuléren Lésungen von Gl. (11.69) werden mit acht Konstan-
ten multipliziert und dann addiert. So entsteht die allgemeine Ldsung von (11.69). Dann
bildet man die in (11.86) vorkommenden Ableitungen der allgemeinen Lisung, aus deren
Verschwinden an den Grengzfliéichen man die acht Konstanten bestimmt. Um nichttriviale
Losungen di eses Gleichungssystems zu bekommen, muf die Determinante der Matrix des
Systems verschwinden., Aus dieser Gleichung erhélt man durch numerische Methoden die
Hyperfléiche a = a(R1,k1,k2), aus der man das vorherrschende a (aspect ratio) fir
den Einsatz der Komvektion bestimmen kann. Mit Hilfe der Substitutionen

(1.89) x = vz-azg k3 = R,‘aas kq = R,‘aeka

entsteht aus (11.88)
(11.90) x* -k +kx-k, = 0,

wobei k1, k3 und ku positive Konstanten sind. Mit Hilfe der Substitutionen

(11.91) kg = ko/4 3 ek
und

= - 6K 4 - 8k3 . - 3K3) -
(11.92) A = - 6Kt B = ky-8k3 3 C = kg(ky - 3k2) -k,

erhalten wir aus (11.90)

(11.93) y* + A%+ By +C = 0.

Diese Gleichung 16sen wir durch Fulers Methode (siehe z. B. BURKIEN (1898), 5. 55).
Wir bilden die Resolvente:
g B°

(11.94) 33+-$32+——;rg‘ -ﬂz-m

Sind die Wurzeln dieser Gleichung Zyy 25 und s dann erhalten wir als L&sungen von

(11.93)

N2 EGVRAVR-VE) 1 3, = 2 GV -V V)
(11.95)

BT VR VR VD) 5 oy = 2 -V -V - VE)

wobei die Vorzeichen so zu wihlen sind, dag

(1.9 & vi;vE; = -§
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gilt. Um (11.94) 1&sen zu kénnen, wird in (11.94) durch die Substitution

(1.9 X = z-%5

das zweite Glied gum Verschwinden gebracht. So entsteht

(11.98) X2+ 3X+2c = O,
wobei

1 1 L i ggaad tuie Oy
(1.99) 3 = g(k, -3 k1k3) und 2c = zp(kik, 3 -

Die Gleichungen (11.94) und (11.98) sind einander #quivalent. Die L&sungen von (11.98)
finden wir, indem wir (11.100) einfiihren:

(11.100) X = u+v und u3 + v3 +2c = 0.

2//fc + +/ 02 + b3 und v = }//l c -+ cz + b3.

Wie man durch eine Abschédtzung zeigen kann, gilt

Dann ist_

(11.101) u

(11.102) 2+ 12 >0 .
Weil (11.102) erfiillt ist, fiihren die Cardanschen Formeln (11.103) zur Lodsung.

x1 = Ol g2 A7

(11.103) X, = -su+v) +5 /3 (-

R CREI R BV NCIER oI

Indem man nun die verschiedenen Substitutionen riickgéngig macht, erhdlt man aus (11.103)
in einfacher Weise die Lésungen w von (11.88). Damit hat man auch - wie nach Formel
(11.88) beschrieben - die allgemeine L&ésung des Problems. Da das Hinschreiben sehr ein-
tach, die Formel aber sehr lang ist, soll hier darauf verzichtet werden. Das Problem

ist also analytisch geldst. Es bleibt jedoch noch die Hyperfldche a = a(R1,k1.k2) aus
el ner langen skalaren Gleichung mit numerischen Mitteln zu l10sen, was einer spédteren
Arbeit vorbebalten werden muB. Die Gleichung erhdlt man, wie e€s in dem Absatz unter
(11.88) beschrieben wurde, aus dem Verschwinden einer Determinante.

e,
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12. Eonvektion in einer kompressiblen mikropolaren Fliissigkeit mit Mikrodeformation

12.1. Grundgleichungen

Im vorigen Abschnitt wurden die Griinde dargelegt, weshalb fiir die Konvektion in
einer partiell, d. h. zu 1 bis 2 %, geschmolzenen Asthenosphdre eine mikropolare Fliis-
sigkeit eingefiihrt wurde. Die Kristalle und die dazwischenliegenden diinnen Fliissig-
keitsschichten wurden in 11. als inkompressibel angesehen. Diese Einschrédnkung wird
Jetzt fallengelassen, d. h. wir fiihren jetzt Deformation (stretch) und Mikrodeforma-
tion (microstretch) ein und suchen, das so verallgemeinerte Bénard-Problem zu ldsen.,
Wir stellen zundchst die Feldgleichungen fiir den Geschwindigkeitsvektor, den Mikro-
rotationsgeschwindigkeitsvektor, die Mikrodeformationsgeschwindigkeit, das Mikrotridg-
heitsmoment, die Dichte, die Temperatur und den Druck auf. Dieses System von elf par-
tiellen Differentialgleichungen dient zur Bestimmung von ‘elf unbekannten skalaren Funk-
tionen. Es 8011 auf eine mdglichst weitgehende Entkopplung des Systems hingearbeitet
werden.

Die Dicke der horizontalen Schicht sei mit h bezeichnet. Die untere Grenzfléche
der Schicht wird auf einer konstanten Temperatur To’ die obere auf der konstanten Tem-
peratur ‘1‘1 gehalten, wobei To > T1. Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinaten-
system x,, Ty I3e Der Ursprung liege in der unteren Grenzebene, x4 sei nach oben ge-
richtet. Weil die allgemeine Theorie der Mikrofluide zu viele Freiheitsgrade hat, um
die Bewegungsgleichungen mit vertretbarem Aufwand 16sen zu kdnnen, wollen wir eine
Fliissigkeit (ERINGEN, 1969) benutzen, bei der der Zustand eines Punktes durch elf ska-
lare GroBen beschrieben wird. Neu ist die Benutzung dieser Fliissigkeit in einem Kon-
vektionsproblem. Der Mikrotrédgheitstensor ikl habe folgende Form

(12.1) iy = 3 386,

wobei
1 fir k=1
{0 fUR eeked ]

J 1ist eine skalare GroBe, d. h, die Fliissigkeit ist mikroisotrop. Der Gyrationstensor
0, habe 4 anstatt 9 skalare Funktionen:

(12.2) 1

(12.3) by = Déy + ey,
wobei

1 fir (klr)27le 2 (1 2 3)
(12.8) ey .-= 1-1 fir (k)2 2 (13 2)

0 sonst

n oder n, beze ichne den Mikrorotationsgeschwindigkeitsvektor, n die Mikrodeforma-
tionsgeschwindigkeit. Abb. 12.1 veranschaulicht die Bedeutung dieser Gréfen. In dgr
Zeit t bewegt sich der Punkt R nach v, der Punkt R' nach rt¢'. Der Vektor E&(t)
oder gk(t) ist die Mikrobewegung (micromotion):

-

(12.5) (%; 40 - V)E = D&y = nglel +axl&,;

Vektoren sind durch deutsche Buchstaben oder durch Pfeile iiber den Buchstaben bezeich-
net. o oder v ist die Geschwindigkeit, e ist der Einheitsvektor in 1-Richtung.
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g

>

X4

Abb. 12.1 Translation, Rotation und Mikrodeformation eines Ele-
ments einer kompressiblen mikropolaren Fliissigkeit

-

Gl. (12.5) seigt, dag die totale Zeitableitung von & in einen isotropen Mikrodefor—
mations- und einen Mikrorotationsanteil zerlegt werden kann. Die Mikrorotationsge-
schwindigkeit ist im allgemeinen nicht gleich dem klassischen Wirbelfeld W

2T
(12.6) w, = 3 e, V) x -

Als Abkiirgung verwenden wir die Vereinbarung, dag, falls einem Index ein Komma und
z., B. der Buchstabe k folgt, die Grife partiell nach der Ortskoordinate zk abge-
leitet wird, also: ;

(12.7) vl,k = -5—-‘k &

Es folgen die Grundgleichungen einer kompressiblen mikropolaren Fliissigkeit. Erhaltung
der Masse:

(12.8) R 4+9. (ev) = 0.
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Brhaltung des Mikrotriighel tsmoments:
(129) @g+o-M3-203 = 0,

(12.10) (¢+6)W-n+yvzn+quo-2un+ob = 93(%5*”"7)“'

(12.11) aovzn - (no - Ao)n + ed* = % 93(%"5 + 0.« V0.

Bnergieerbaltung:

(12.12)  ee, g *+ i ;,a,-—t-)" = = pdyy + Andy, + Ay,dy) + (26 4 w)dyydyy +

+ ¥n, - l‘lc)n2 + Ba‘,nmn’k + (32, + Bo)°k1rn1,knr + 2n(wy, - nk)("'k - n) +

®
+amy By g+ By a0y + VD) ) e P X T e Qe

Impulserhaltung:

(12.13) -Vp+1°Vn+(A+u)W- o+(u+u)vzn+uVXn+of = g(-gf+n-\7)n.

Zustandsgleichung:
(12.18) ¢ = ¢, [1 - &(T-1)].

e Tlrane 2fomm ctionatanco. wird mit dkl bezelchnet.
b1
(12.15) a4, = ; (vk.l + vl,k) .

Dabei bedeutet @ Dichte, T absolute Temperatur, p Druck, f spegifische volumen-
proportionale Kraft, d spezifisches volumenproportionales Drehmoment, welches der
Mikrorotation n zugeordnet ist, d* spezifisches volumenproportionales Moment, wel-
ches der Mikrodeformation n zugeordnet ist, ¢, spezifische Wirme bei konstantem Vo-
lumen, %°* Wirmeleitfdhigkeit, Q Wirmeleistungsdichte, , @y @qy B, 30, Yy %y Ngs A,

A, 4 Viskosititskonstanten, § thermischer Ausdehnungskoeffizient, 0 Dichte bei 'l‘o.

(o} (o)

(12.8) bis (12.14) sind elf skalare Gleichungen zur Bestimmung von elf skalaren Unbe-
kannten: Vgr Dys Dy J, 0y Ty, p. Im Gegensatz zur inkompressiblen mikromorphen Pliissig-
keit treten hier n und J als neue gesuchte Punktionen auf. f, > und d°* sind ge-
geben., Wegen dea Zweiten Hauptsatzes der Wirmelehre gelten nach ERINGEN (1969) und
BRDOGAN (1972) folgende Ungleichungen fiir die Stoffkonstanten:

(12.16) R +t2w+x 2 0 u+x 2 04 uZo}wobei
3a + By 2 0; -rySg S y; y 20’ 140
und
2
A
>
(1247) @y 2 03 m -2, 2 03 (ng-ANGBA+ 2w 2 2.

Wir filhren nun einige gut gerechtfertigte Vereinfachungen ein: Die Gréfem b, n und
n sind in der Asthenosphiire so klein, daf wir ihre quadratischen und gemischt quadra-
tischen Glieder vernachlissigen diirfen., Deshalb lassen wir die in den PFormeln (12.10)
bis (12.13) unterstrichenen Glieder weg. Ferner sollen realistischerweise » und d°
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verschwinden. f 8ei gleich g, es wirke also nur die Schwerebeschleunigung. Deshalb
kann man die Grundgleichungen (12.8) bis (12.14) durch (12.18) bis (12.24) ersetzen

(12.18) 38+ 0.V + 7.0 = 0,

(12.19) @ +o0.94-205 = 0,

(12.20) (a + B)VV « n + y7°n + WO X b - 2xn = 0] %% ’
1
(12.21)  « 9% - (n, - Adn = 7 03 5,
(12.22) L+ 0. VP = -cpv - o+ KT+ q,
3D
(12.23) = Vp + AOVn + (A + u)W .o+ (u+ n)Vzo +x X n+e3 = @3
(12.24) e = e, [1-s(T-1)],
wobeil
5 madiy e WM % W al
(12.25) ¢ = chi k = oc, | q = ge.

12.2. Linearisierte Grundgleichungen

Wie es auch bei herkdmmlichen Fliissigkeiten iiblich ist, nehmen wir an, dag die Stro-
mung nach Einsatz der Komvektion stationdr ist. Beim Einsatz (marginal state) sei der
mittlere Zustand gleich dem Gleichgewichtszustand, d. h. alle Grdofen seien als Summe
einer nur von :lt3 abhédngigen statischen Gréfen und einer kleinen Stérung darstellbar,
wobei die Storung von Xy X3 Xg und t abhdngt. Die statischen Grdpfen werden durch
einen Querstrich markiert:

+ p' T = T+ T 3 N E

— [}
(12.26) P = +0'

b =

c ol
B ol

3 n o= ng =

Im Gleichgewicht gibt es per definitionem keine Bewegung:
(12.27) p = 0 n = 0 n = 0.
Damit folgt aus (12.22):

(12.28) V3T = -4 gzg T = -¢,

= T =T
((2L29) NRTEN= & (h13 - x‘;) - —O-F--l Ty + s

Aus (12.23) und (12.27) ergibt sich

(12.30) G = @ g o= -1 T = Wh-x) e

wobei g = —-ge,. Der komstante Druck an der Oberflédche der Schicht heipe Pq- Aus
(12.24) und (12.27) erhalten wir
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(12.31) @ = e [1 - 6T - 2] .

Die anderen Gleichungen werden trivialerweise durch (12.27) erfiillt. Die Relationen
(12.27), (12.29), (12.30)3 und (12.31) sind die Losungen des statischen Falles. Um die
linearisierten Grundgleichungen zu bekommen, setzen wir (12.26) in (12.18) bis (12.24)
ein, wobei die Gleichgewichtsldsungen bekannt sind:

(12.32) S +0.%+3 .0 = 0,

(12.33) H +o0.v3-203 = 0,

= gy

(12.38) (@+ B9 . n+ y%n + xV x b - 2un = 0 5t

(12.35) Vo = v’n+ 2%; 23 g% °

(12.36) 4o . VE = - BV . b+ KVOT

(12.37) - Vp' + A,Vn + e'a + (A + w)VV . o + (¢ + n)Vzo +nxun = 0 g% .
(12.38) @' = - 6 ™

v2 ist durch

(12.39) % = 295——29

definiert. Es ist wegen (12.17) positiv, falls a, > 0. In (12.32) und (12.34) bis
(12.37) vernachlédssigt man alle Produkte der kleinen Stérungen p', T', o', b, n und
n, In (12.36) wurden durch (12.28)1, in (12.37) durch (12.30), Glieder eliminiert. Ab
Jetzt wollen wir uns auf den stationdiren Fall beschrinken. Aus (12.32) bis (12.38) er-
halten wir das System der linearisierten Grundgleichungen:

(12.40) o .Vo+ovV.Dbp = 0,
(12.41) o .93 = 2nj,
(12.42) (@+ B+ Y)W - n -9y x (Vxn) +uwWXxp=-2rn = 0,

(12.43) [ -0 = o,

(12.44) kVaT' = v3 ag—Bi +¢cpV . 0,

(12.45) g°6gT'23 - Vp' + A,Vn + (A +2u+ n)VW . b -

- (u+n)rot Tot D+ Y X n = O .

(12.45) folgt aus (12.37), indem man @' mit Hilfe von (12.38) eliminiert. Die Glei-
chungen (12.32) bis (12.38) bilden ein System von elf partiellen Differentialgleichun-
gen zur Bestimmung von elf unbekannten Funktionen: v, n», n, j, o', T', p'.
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12.3. Reduktion des Problems auf eine gewshnliche Differentialgleichung und Diskussion
der Losung

Wie bereits mit (12.45) begonnen, wollen wir das System jetzt schrittweise entkoppeln,
Zur Elimination von p' 1lassen wir jetzt (- rot rot) auf (12.45) wirken.

2 2

(12.46) -o g6(e, EF?E:; + e, Hia?x_j.) T 4+ 9056e3v3'r +

+ (2 + ) rot rot rot rot o - x rot rot rot n = O,
wobei

2 2

(12.47) V5 = -3;12+g—x§ .
¥ir nehmen an, daf8 die Divergenz der Mikrorotation verschwindet:
(12.48) V.n = 0.
Durch Rotorbildung erhalten wir aus (12.42) und (12.48)
(12.49) -y rot rot rot n + x rot rot o - 2x rot n = O , .

2

(12.50) -x rot rot rot rot n = _,2%_ 2 - ;— rot rot rot o .

Aus (12.40) folgt

(12.51) -v.p = 2-.Y@ _ o d1lng
0 > Ta

Aus (12.44) und (12.51)

(12.52) &P = v,[ch 2&?.2-%’;] .

Durch Rotorbildung folgt aus (12.46)
(12.53) =(u + ») rot rot rot rot rot » =

= 9036(e1 a/axé - ey a/axq)vzr' ~ x rot rot rot rot n .,
Aus (12.50) und (12.53)

2
(12.54) [=(x + ) rot rot + %FJ rot rot rot o =

2
% 2
y V"

Wir lassen den Operator (-sz) auf (12.46) wirken und kombinieren diese Gleichung mit
(12.52) und (12.48):

(12.55) k(u + x) rot rot rot rot vo =

= o.gb[e +e -eVa] [‘ﬁ. -c'ﬁdln—-g-}v - k392 rot n .
o 1 3: 2 EE;EE; 35; -353 3

Der Rotor von (12.54) ergibt
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2
(12.56) [-(u + ») rot rot + %—] rot rot rot rot o =

32
g 086<=13x.,3x,*°23%"3 Vv "—‘72 IS e

Aus (12.56) und (12.52):

2
(12.57) [-(u + x) rot rot + "T] rot rot rot rot V2o =

eo8% a2 2,02 4. _ =41n3 2% g2g2
= % (o 350 aaxa";'”’a)" 1o e L e i

Wir multiplizieren (12.55) mit 2%/yk und subtrahieren hiervon (12.57).
(12.58) [(g + ®») rot rot + » gE-—---] rot rot rot rot Vop =

Q88 3 32 8. ol . = d 1n a7
— (e 35,35, * 2 IEIE, © ey93) [¥% - 2] (5 ‘a.?—g H'x_B]VB .

Damit wurde die Mikrorotation n eliminiert. Unter Verwendung von (12.51) wird jetst
(12.58) umgeformt.

(12.59)  [~(u + V% + x 327—*—"]v2v2[v25 + V(ﬂai—;-z )T

0,86 =
5 +(13—3x “zxx—zax,""a) (v - 103 %;—3 ‘“]" :

Die 3-Komponente davon lautet

(12.60)  [-(u + w)¥° + » 2L X)9202[v2 4 (.1_3; % *

2 - 0. .86 — =
@ (d 1ln g);va i e 4=0 [VZ o %][cp d 1n a_x_]VZv
d.x.3 k 3
Aus (12.60) bestimmt man V3, aus (12.43) ergibt sich n. Falls J nur von xq abhingt,
folgt aus (12.41)
1ln . 2n = 2n
(12.61) 1-1—3-" o~ und 3 = exp(J & ax,) .

Hieraus folgt J, wenn v3 und n s8chon berechnet wurde. Im allgemeinen hiéngt jedoch

J nicht mur wn x,, sondern auch von x, und x, ab. v, wird aus der 1-Komponente
von (12.59) und aus v., v, wird aus der 2-Komponente von (12.59) und eaus v, bestimmt,
Die nunmehr bekannten Funktionen n, Vqs» Vo und AL} werden in (12.41) eingesetzt, wo-
raus J bestimmt werden kann.

Wir wollen nun die entscheidende Differentialgleichung (12.60) der Lésung nidhertiihren.
Aus (12.60), (12.29), (‘I2.3O)3 und (12.31) ergibt sich

Q
(12.62) [(u + %)V - x QE-;-!]vavz[va + 1, '5"3'; 4 f2]v3 = - 1—- [V2 - —]f372v3 X

wobei
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(2 63RO s (1) e <96 g )

J 1 1353 7 x5

A Qs @ dT |2
(12.64) fa = f2(x3) = 63- (\E - 63—(3?3) )it
1 a7

. = = {1 é (b - x,) + =—
(12.65) 2 f3(x3) {1+¢ e (e I, 3 )Ex_3
und

S
(12.68) T = oq{1 - 6l (bx; -2 - 2p1 4,7},

= O
(12.67) gg_a = G -x) -2 1,

Wir nehmen fir (12.62) eine separable Losung an:
(12.68) vy = W(x3)f(x1,22)
mit

2
(12.69) ng(x.‘,xz) o :1 f(x1,22) = 0.

Die Grdofe a/m erweist sich als das Verhiltnis von Hohe 2u Breite einer geschlossenen
Stromlinie. Aus (12.68) und (12.69) folgt

AR a
(12.70)  95vy = -8y,
Wir definieren
x
= - | o)
(12.71) ¢ = 2 und D = & .
Aus (12.70) und (12.71):
2
. 2 o) e 4] 2 2
(Ra72) v2v3 v o3t g;g)VB ¥ o (D° - a vy .

Aus (12.62):

(12.73) [V2 + f.‘ '52—3 + fa][(ﬂ + ’t)vz - % Q—-—;"]vava‘@ +

ov
3 Fii[(“ + 1092 - 3&_%_51V272f1 + valtu + x)V2 - 5 3E—$—5}$gv2f2 s

2 3{3_8_6 £5[v? - £21v2v, -1(_ p 5[v2 - e,

Setzt man den Ansatz (12.68) in (12.73) ein und multipliziert man mit h8/(u + n), so
erhdlt man

(12.74)  [(D2 - &2y . €D + £:][(02 - a?) - k,1(0° - a2y 4

* D + fow = Ry {£g[(D? - &2) - ko] + £g)a%w
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wobel
(12.75) fq, = f4(13) = hf1(13) ’
(12.7) t5 = f5(xy) = b2e,(x,) o
(12.7) g = tg(xy) = B[DP -k )0tti(xy)

(12.78) ty = fp(xy) = n2[0? - xJ0tt,(x;) o

(12.79) g = fg(xy) = ;Eléx ; ’

(12.80) fq = fg(xy) = T;‘g‘m; [D? - k,)t(x,y)
und

(12.81) R, = 86hz§i°+-n§1)g° 3

(12.82) k, = % 3&-}-5 ne 4 k, = %ﬁ n .

R1, k1 und k2 sind dimensionslose Konstanten. FMir verschwindendes n wire R1 die
herkémmliche Rayleigh-Zahl. Alle GréB8en in (12.74) sind dimensionslos. Der Herleitung
von (12.74) bedeutet eine Reduktion des Problems auf eine gewdhnliche Differential-
gleichung achter Ordnung fiir w als Funktion von Z. (12.74) bietet einen giinstigen
Ausgangspunkt fiir eine numerische Losung des Problems. Diese Gleichung igt analytisch
nicht 16sbar, weil die Funktionen f4, ot f9 noch von I abhdngen. In 11. wurde ge-
zeigt, wie in dem Sonderfall einer inkompressiblen mikropolaren Fliissigkeit ohne Mikro-
deformation und ohne innere Wdarmequellen die analytische L&sung und ihre den Randbedin-
gungen entsprechenden Konstanten gefunden werden kodnnen. Falls die inneren Wdrmequellen
in unserem allgemeineren Fall (Abschnitt 12.) verschwinden, ergeben sich einfachere Aus-
driicke fir f4, Sb.on fgz

(12.83) £, = [+ 6, -,

(12.84) £, = - [g+ 67(T, - Rl

(12.85) f5 = [D? - kJ0*(z + 6N, - 27T,

(12.86) t, = - (D% - k1]D“[c + 6"'(1‘o - T1)'1}'2 '

(12.87) fg = - {1 + cse [8h(1 - Q) + T T+ 35%;—; T15§5]} ,

(12.88) g = - [D? - k,]{1 + coo [gh(1 - £) + A 3?%0 = T;ygj]} .

Diese Gleichungen zeigen, daf (12.74) fiir eine kompressible mikropolare Fliissigkeit mit
Mikrodeformation selbst ohne innere Warmequellen nicht analytisch ldsbar ist, weil die
f4, 0000 f9 noch von [ abhédngen. Das Hauptproblem, ndmlich die Reduktion des Systems
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[(12.8) bis (12.14)] von elf partiellen Differentialgleichungen mit elf unbekannten
Punktionen und vier unabhdngigen Variablen auf eine gewdhnliche Dif ferentialgleichung
mit einer gesuchten Funktion wurde Jedoch geldst.

Abschliefend wollen wir die Randbedingungen fiir w herleiten. Es ist klar, dag fir
eine Anwendung auf die Konvektion in der Asthenosphéire der Fall fester Grenzen am wich-
tigsten ist, deshaldb wollen wir ihn hier ausschlieflich voraussetzen. Die Formeln

(12.89) bis (12.95) und (12.97) bis (12.98) gelten nur fiir die Grgnzen & =0 und
53 Uo
(12.89) o = 0 3 n = 03 n = 0.

Weil die Temperatur an den Grenzfldchen konstant bleiben soll, gilt
(12.90) TSN Q=S
Aus (12.89)13

(12-91) w = 0 .

Aus (12.90) folgt T = comst. Daraus und aus (12.31) ergibt sich 9 = const. Daraus,
aus (12.40) und (12.89)1 erhdlt man

(12.92) Dw = 0.
Aus (12.89)2:

an2 an1
(12.93) rot v = - E;j- e, + 3-;; L

Aus (12.46), (12.48), (12.90) und (12.93):

(12.94) 0 = ey - (vot rot rot rot b) = VViv, + vza%(ﬁa%‘_'é v5)

av v

= 2 90 _ 939 _
Wegen 5i1 = 5;%-_ O und -52- =k 20 0 gilt
3 -,
(12.95) +24480 .y - o,
‘;g V3 ;g Ix, "3
Aus (12.48) und (12.49):
(12.96) rot rot b = (2 - % V2) rot n ,
Aus (12.51), (12.93) und (12.96):
(12.97) ey - Tot rot b = g - (W . 0= = - ey - [V(v3 gﬁ%ﬁ) +%] = 0,
2 4
-] d (d 1ln
(12.98) a_x"; vy 4 3;5(-63_2 v3) = 0.

Wir wollen nun an der unteren bzw. oberen Grenze einige Ableitungen bilden:
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2 -1 d1n3 PR,
(12.99) ga%;“ g=0 =B 458 15—“ =1=8 M
2t == 2, =
a°1n - 2 a°1n 9 _ 2
= =h “B —— = h “B
(12.100) 2-2 z=0 o § d?B > q 3
(12.101) -‘fiﬁj =n%, Qﬁ.g..i = v,
. = - . 4
dxy &=0 dx, =1

Die durch diese drei Gleichungen deﬁ.niérten Grépfen ‘o’ 4,, Bo' B, Oo und C4 sind
dimensionslose Konstanten, z. B.

2
(12.102) A, = &{(T, - 1) - $E-)

und
(T, - T,) + qn%/(2K)
(T, - Ty) + 6

(12.103) A

Durch diese sechs Konstanten kinnen die Gleichungen (12.98) und (12.95) wie folgt umge-
forat werden:

(12.108) DPw + ADw+ Bw = O tiir ) und R

(12.105) D%w + A;D3'+C;I = 0 tiir L =0 und - 1.

Damit kénnen die Randbedingungen, die die Lésung w von (12.74) an den Grenzen [ = O
und £ = 1 erfillen muf, so zusammengefaSt werden:

(12.106) w = Dw = (D2+AcD+B;)' E (D4+A;D3+Cc)' =0

Im Sonderfall einer inkompressiblen mikropolaren Fliissigkeit ohne innere Wérmequellen
verschwinden die sechs Konstanten A‘, BC und CC.
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3% Nicht-Newtonsche Mantelkonvektion

13.1. Motivation

PARMENTIER u. a. (1976) und WALZER (1977) untersuchten die Méglichkeit, dag der Man-
telkonvektion nicht das Stoffgesetz einer Newtonschen Fliissigkeit zugrunde liegt (vgl.
auch TURCOTTE, 1979). Es boten sich nichtlineare Stoffgesetze an, die aus Laborversuchen
her gut gesichert sind. Ein etwas erstaunliches Ergebnis ist, daB sich viele Folgerungen
nicht wesentlich von denen mit einer Newtonschen Fliissigkeit gewonnenen unterscheiden.
Hier s0ll im wesentlichen die neue Theorie entwickelt werden.

Doch vorab einiges zur Motivation: Die Vorstellung von Massenstrdmungen im Erdmantel
geht auf die Verschluckungshypothese Otto AMPFERERs (1906) zuriick. In den Alpen konnte
man feststellen, dap die gefalteten Sedimente gegldttet eine bedeutend groBere Fléche
bedecken wiirden als das kristalline Grundgebirge. AMPFERER schlof daraus, daB dieses in
den Narbenzonen nach unten abgestromt sein miisse. Der erste, der die Orogenese durch
thermische Konvektion im Erdmantel zu erklidren suchte, war Robert SCHAWINNER (1919). Ob-
wohl es sich dabei hauptséchlich um qualitative Yberlegungen handelt, ist es doch er-
staunlich, wie viele Ideen zur Mantelkonvektion er bereits vorwegnahm, die erst Jahr-
zehnte spdter wieder aufgegriffen wurden. Auch war wegen der damals in der Geologie
herrschenden Kontraktionslehre der Boden fiir das Wachstum solcher Ideen nicht giinstig.
Diese Lage énderte sich entscheidend durch die Entdeckung des erdumspannenden ozeani-
schen Grabensystems (rift system) und durch die Entwicklung der Paldomagnetik, was eine
Wiederbelebung von Alfred WEGENERS (1920) Idee von der Kontinentaldrift zur Folge hatte.
Um die Verschiebung der kontinentalen und ozeanischen Lithosphirenplatten sowie dile
GroBe des Warmestromes der Erde zu erkldren, wurden verschiedene Konvektionsmodelle
entwickelt. Dabei bezogen sich die meisten Untersuchungen auf Bénard-Konvektion oder
Abwandlungen davon. Waéhrend man in jiingster Zeit zur Erkldrung der Verschiebung und des
Subduktionsmechanismus der Platten auch andere Konvektionsmechanismen in Erwdgung zieht,
kommt man zur Brklédrung des Erdwdrmestroms nicht umhin, den grépten Teil der Warmeabfuhr
durch Bénard-Konvektion zu erklédren, weil die kleinen Gitter- und Strahlungswdrmeleit-
féhigkeiten der Mantelgesteine nur einen kleinen Teil des ozeanischen Wérmestromes zu
erklédren gestatten (RICHTER und PARSONS, 1975; McEKENZIE und WEISS, 1975, vgl. 9.1.).

Mit Mitteln der Kontinuumsmechanik und darin wurzelnden numerischen Methoden wurden
verschiedene Aspekte der Mantelkonvektion untersucht. Dabei setzte man bis in die Jiing-
ste Zeit meist ein lineares Stoffgesetz, d. h. eine Newtonsche Fliissigkeit, voraus.
Die Griinde fiir die Vorherrschaft dieses Stoffgesetzes sind mehr mathematischer als
sachlicher Natur: Die Linearitét bedeutet eine wesentliche Vereinfachung; z. B. ist
der Superpositionssatz fiir IGsungen der linearisierten Differentialgleichungen anwend-
bar. Erste Schritte des Verfassers, neue Stoffgesetze fiir die Mantelkonvektion auszu-
probieren, sind in 11. und 12. dargestellt. Ausgehend von einer méglichen Mikrostruk-
tur der partiell, d. h. zu 1 bis 2 %, geschmolzenen Langsamschicht des oberen iantels
(siehe STOCEKER und ASHBY, 1973) wurde als Mcdell eine mikropolare Fliissigkeit einge-
fihrt.

Doch auch fiir die v61lig ungeschmolzenen Teile des Mantels diirfte die Newtonsche
Fliissigkeit nur eine erste Nédherting fiir das Gesteinskriechen sein: Von festkdrperphysi-
kalischen Betrachtungen ausgehend diskutieren OROWAN (1965) und STACEY (1969) einige
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nichtlineare Stoffgesetze fiir den Mantel, WEERTMAN (1970) findet, dap fiir niedrige
Spannungen (< '10'2 bar) Nabarro-Herring-Kriechen entscheidend ist, welches auf eine
Newtonsche Fliissigkeit als Stoffgesetz fiihrt, wdhrend fiir die Midntel der terrestri-
schen Planeten Versetzungs-Gleitkriechen (creep controlled by dislocatior glide) vor-
herrscht. Das ergibt ein Potenzgesetz, nach dem die Deformationsgeschwindigkeit propor-
tional zur dritten Potenz der Scherspannung ist. Augfihrlicher wird die Rheologie des
Mantels in 4.1. besprochen. Xhnlich wie WEERTMAN (1970) halten STOCKER und ASHBY (1973)
Versetzungskriechen fiir den entscheidenden Deformationsmechanismus im oberen Mantel.

Sie meinen, ein Exponent im Potenzgesetz von n = 4,2 sei am wahrscheinlichsten.

GOETZE und KOHLSTEDT (1973) priiften die Brauchbarkeit der Kriechtheorien im labor. Das
Material waren Olivinkristalle eines Lherzolitxenoliths, dessen Herkunft wvermutlich

der Mantel ist. GOETZE und KOHLSTEDT schliefen aus elektronenmikroskopischen Aufnahmen,
dap die Art und die Verteilung der Versetzungen im untersuchten Olivin Nabarro-Herring-
Eriechen ausschliefen, widhrend Versetzungsklettern (a dislocation climb model) mit den
Beobachtungen vertrdglich ist. Kriechen infolge Versetzungskletterns aber fiihrt nach
WEERTMAN (1970, S. 150) auch auf ein Potenzgesetz, wobei der Exponent n zwischen 4,5
und 6 liegt. KIRBY und RALEIGH (1973) untersuchten empirisch das Fliefen polykristalli-
ner Medien., Dabei fanden sie fiir mittel- bis grobkdrnige Silikate und Oxide Exponenten
im Potenzgesetz zwischen 2,6 und 4,0. Da nach OROWAN (1967) aufgrund des sich extrem
langsam &ndernden thermodynamischen Zustands mit groBen EKristallen im Mantel gerechnet
werden mupB, haben diese Werte fiir den Mantel eine gewisse Wahrscheinlichkeit. Weitere
experimentelle Arbeiten, die das nicht-Newtonsche Fliepverhalten von Gesteinen zeigen,
findet man in der von HEARD u. a. (1972) herausgegebenen Monographie. Die Unsicherheit
beziiglich der Ubertragbarkeit der genannten Laboruntersuchungen auf die geringen EKriech-
geschwindigkeiten im Mantel scheint durch die Untersuchung von POST und GRIGGS (1973)
verringert worden zu sein. POST und GRIGGS (1973) untersuchten den postglazialen Auf-
stieg Fennoscandias. Sie fanden, daB sich der obere Mantel nicht-Newtonsch verhdlt. Sie
erhalten einen Exponenten im Potenzgesetz von n =~ 3, was mit WEERTMANs (1970) theoreti-
scher Vorhersage fiir Versetzungsgleiten ilibereinstimmt, und schlieBfen aus diesem Ergeb-
niss "This suggests that all studies of mantle motion, notably the search for the driv-
ing force for plate tectonics, and all inferences about the viscosity of the earth
should endeavour to incorporate non-Newtonian flow of this kind." Es muf hier betont
werden, daB WEERTMANs Modell auch von BRENNEN (1974) bestéatigt wird, der dazu isostati-
sche Aufstiegsdaten fiir Laurentia und Fennoscandia sowie des Bonneville-Sees benutzte.
Wegen der hohen Wahrscheinlichkeit des Potenzgesetz-FlieBens setzen auch FROIDEVAUX und
SCHUBERT (1975) in ihrem komplexen Modell einen reinen Olivinmantel mit einem Potenzge-
setz mit dem Exponenten n = 3 voraus. Wegen der sich anbahnenden Kldrung der Frage
nach dem Mantel-Stoffgesetz und wegen der erwdhnten Notwendigkeit, zur Erklarung des
ozeanischen Erdwédrmestromes im Mantel Bénard-Konvektion anzunehmen, soll hier die Theo-
rie der Bénard-Konvektion einer Potenzgesetz-Fliissigkeit (power-law fluid) in einer
horizontalen Schicht entwickelt werden, soweit das analytisch mdglich ist. Der Exponent
wird dabel erst méglichet spédt auf n = 3 festgelegt.
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13.2. Das Stoffgesetz

Wir verwenden aus den in 13.1. behandelten geophysikalischen Griinden folgendes nicht-
lineare Stoffgesetz

wobel éi der Deformationsgeschwindigkeitstensor, ai der Spannungsdeviator, T die
Wurzel der zweiten Invariante des Spannungsdeviators ist und B als Konstante ange-
sehen wird.

(13.2) 2 = %(oﬁ + aég + 05%) + cég + mi% + qg .
Wir 16sen Gleichung (13.1) mnach cij auf,

1 =
(13.3) cid = BTD [%(531 + éga + e§3) + 523 + e$3 + efa] eiJ .

Falls eine Pliissigkeit inkompressibel ist und die Richtungen der Hauptachsen des Ten-
sorellipsoids der beiden Tensoren iibereinstimmen, dann ist das folgende Stoffgesetz
(13.4) die allgemeinste isotrope Relation zwischen Spannungstensor und Deformationsge-
§chw}ndigkeitstensor. Denn wenn die Relation hdhere Produkte von éij enthélt als

€im emj’ dann ist es in jedem Fall mbglich, diese Gleichung mit Hilfe des Cayley-Hamil-
tonschen Satzes in (13.4) umzuformen.

(13.4) 0,5 = - pyy + @ (II;,IIT,) éid + aa(IIé,IIIé)émémJ g

Dabei ist 044 der Spannungstensor, p der Druck, 61 der Einheitstensor, a; und
ay sind Funktionen, die von den Invarianten IIé ung IIIé abhéngen.

v, s P '1 . . Z g 1 . . .
U35 IL S (= 5 €161 und III; = 3 &8989 -
ber doppelt auftretende Indizes wird summiert. Um eine nichtnegative Dissipationsfunk-
tion zu haben, muf folgende Zusatzbedingung erfiillt sein.

(13.6) -2 II; + o, III; 2 O .

Gleichung (13.4) definiert eine verellgemeinerte Stokes-Pliissigkeit. Mit

Ll 1-n
(13.7) @ = B ""(--IIé)-zi und @ = 0

erweist sich das Potenzgesetz (13.1) als eine spezielle Stokes-Fliissigkeit. Gleichung
(13.4) und damit auch (13.1) erfiillen die drei Prinzipien der Mechanik nach TRUESDELL
(1965), insbesondere auch das Prinzip der Unabhéngigkeit vom Koordinatensystem. Diese
Bemerkung ist deshaldb nicht trivial, weil in der angewandten Rheologie hHufig Stoff-
gesetze benutzt wurden, die abhingig vom speziellen Bezugssystem, also unzulédssig sind.
Auch (13.6) ist in unserem Spezialfall gewiéhrleistet. Wenn % durch

1 1-n

13.8) v = FBEH ®

definiert wird, dann gilt
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1-n
(13.9) i p6u + 2”(513813) En .

13.3. Die dynamischen Grundgleichungen

Wir gewinnen die neuen Grundgleichungen, indew wir in den ersten sechs Formeln der
ATbeit von WALZER (1973c) die dynamische Scherviskositit 7 durch w(éidém)“'n)/zn
ersetzen und zunichst keine Gliesder weglassen,

Impulssatzs

)
(13.10) Q%{V1+0vksi—kv1 =Qg‘1+6€ak1'

Bnergiesatzs
oV,
) o) SR (- s SRR k
(13.11) Q[s%- + Vk ag](cvf) = ax—k (» sg) P E + 3 + S
Erhaltung der lkassets
a(evy)
(13.12) g-§+—;1:—k = 0.
Zustandsgleichungs
(13.13) e = e,(1 -a(?T-17))),
1-n
(13.18) oy = -pog + w(éijéid)“'n)/?n g + [C - %v(éidéid)ﬁ]éhhau

Deformationsgeschwindigkeitstensors

. ov. ov.
(1345) &y = Hazk+ 50

Bnergiedissipation pro Volumen- und Zeiteinheit:s

1-n
(13.16) & = 2w(éygy) [£gnten - FEee)’]

@ = Dichtes t = Zeit; v, = 9 = Geschwindigkeit; X =r= Ortsvektors ey = spezifische
Wirme bei konstantem Volumen; T = Temperatur [K]; »x = Wirmeleitfihigkeit; Q = Wirme-
leistungsdichte; @ = isobarer Widrmeausdehnungskoeffizient To = konstante Temperatur an
der Unterfldche der horizontalen Schichtj e, = konstante Dichte beil To‘ ' = Kompres-
sionsviskositit 8 =9 =-ge,y = Schwerebeschleunigung; e = 23 = nach oben gerichteter
Binheitsvektor; tyy &5 e3 = orthogonale Einheitsvektoren; T, = konstante Temperatur an
der oberen Fliche der horizontalen Schicht, wobei To > ‘I‘,l; h = Dicke der Schicht. Der
Fullpunkt des Koordinatensystems liegt in der Unterfléche der Schicht.

Wir setzen im folgenden immer eine inkompressible Potenggesetz-Fliissigkeit (power-

law fluid) gem#f Gleichung (13.14) voraus und benutzen die Oberbeck-Boussinesq-Approxi-
mation (vgl. 2.), d. h. nur in dem Term mit den volumenproportionalen Kréften beriicksich-
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tigen wir die temperaturbedingten Dichteschwankungen. Dadurch verschwinden die einfach
unterstrichenen Ausdriicke und (13.12) geht in
avk
(13.17) 5;; = 0
iber. Ferner vernachléssigen wir die zwei doppelt unterstrichenen Terme, wir nehmen al-

so an, dap die Geschwindigkeiten in der Schicht klein sind und die innere Wiérmeproduk-
tion verschwindet. Aus (13.16) entsteht

(13.18) & = gv(eij ;3 yl+(1-n)/2n ,

wobel
(13.19) éijéij = (v;",‘)2 + (v2’2)2 + (v3'3)2 + v2’3v3’2 + va’3v3'1 + va,2v2'1 +

+ 12 [(72’3)2 a7 (73’2)2 7 (V1’3)2 + (73’1 )2 + (v1'2)2 % (72’1 )2] o

Die Kommaschreibweise bedeutet wie iiblich v2’3 = i:% usw,

Nebenbetrachtung: Nimmt man voriibergehend einmal n = 3 und ein einfaches Scherfliefen
an, wobei z. B. nur der Term v, ungleich nullzist dann gilt & = w(v2 3)1+4/3’ wih=
rend fiir eine Newtonsche Fluseigkeit DNI= n(v 3) golte. Im Falle eines Potenzgesetzes
mit n =3 darf man also die Energiedissipation nicht so leicht vernachldssigen wie beil
einer Newtonschen Fliissigkeit oder die Vernachlédssigung bridchte bei gleichem Geschwindi-
keitsgradienten einen gréBeren Fehler mit sich. Aus (13.10) und (13.14) entsteht

av.
(13.20) @ 5z= = - ege - %PI + V(e 4E ..,)(1 B)/2n [ v+
Gi=rn oo e OVplNaVIe 5 o e
+ s (By4849) %, *+ 5%, o, (gnten’] »
wobel
a . .
(13.21) 5;; (eijeij) = 2va'1va'1k + 2v2'2v2'2k + 2v3’3v3’3k +

+ (o *+ V2,40V 2 * Vp,q) +
+ (vﬁ,3k + 173',‘1()(1711'3 + v3'1) +
+ (v2’3k + v3’2k)(v2'3 + v3’2) -

Mir c, = const und # = const folgt aus (13.11) und (13.18)

2
(13.22) & + v g-% % %%‘;; § 7(513 id)1+(‘l—n)/2n '

k
wobel wir folgende Substitutionen verwenden:
13. o= -
(13.23) k 52 und ¥ SR .

Die Gleichung (13.13), (13.17), (13.20) und (13.22) bilden ein System von sechs skalaren
partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung der sechs skalaren unbekannten Funktio-
nen Vi, P, T und e.
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13.4. Reduktion der Gleichungen

Imn folgenden linearisieren wir die Grundgleichungen soweit wie méglich, 4. h, die
physikalisch wesentliche Nichtlinearitét des neuen Stoffgesetzes muf erhalten bleiben.
Weil fiir den Mantel langsame Konvektion wahrscheinlich ist, nehmen wir an, dsp der
mittlere Zustand nach Beginn der Konvektion derselbe ist wie der Gleichgewichtszustand.
Die gesuchten Gréfen seien deshalb Superpositionen der statischen GrdBen mit kleinen
Stérungen. Die statischen Grifen werden mit einem Querstrich bezeichnet und héngen nur
von x4 ab, widhrend die Storungsgrdfen von X Xp x3 und t abhéngen.

Ansatzi

(13.24) p = D+ D' 3 T = T+ e = @+0'; b = b,

Wir suchen jetzt die Ldsungen fiir den statischen Fall. Dieser Fall ist definiert durch
(Q3525) o= N0

Aus (13.20):

B oD
(13.26)  @ge; + 5&;

Aus (13.22)1

4
(13.27) gg—l(gi; = 0.

Aus (13.13):

(13.28) @ = e,(1 - (T - 1)) .
Aus (13.26) entsteht

(13.29) p = @(h - x3) + by,

wobei Pq ein konstanter Druck auf die obere Fliéche der Schicht ist. Aus (1 3.27):

T, -T

(13.30) T = —p—2x, + 1, .

3

(13.25), (13.28), (13.29) und (13.30) sind die Gleichgewichtsltsungen. Jetzt setzen wir
die statischen Ldsungen unter Verwendung von (13.24) in die dynamischen Gleichungen ein,.
Aus (13.20), (13.26) und

(13.31) o' = - o™

erhalten wir
av.
3 R 1 ap’' =
(13.32) = = gel'e; -Qg%l+ (848 13)( n)/2n[ax Fe V1 ¢

+1z=1 O a"l 3
SEx_I g'x_k 1n (éi,‘]éij)] -

Gleichung (13.31) folgt aus (13.13) und (13.28). Aus (13.22), (13.27) und T = E(x3)
L
folgt unter Vernachléssigung von vy g—%;_, d. h. von einem Produkt zweier kleiner Grdpgen,

32m+

o od T 4
(13v33) 51:_ -k rx-a?k- -~ - v3 ?&3 + q(éiJ 13)1‘.'(1 n)/2n -
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’

In dieser Gleichung eliminieren wir ? mit Hilfe von (13.30).

T

(13.34) °

(g - w2l =
p'

13.35) [ -

wobel
2 2
2 a3
13.36) v = = + &
(33 3 a;qz a;g
und
(13.37) ; = -g-{(vrz—ng)x
(o]

+ T—rot rot [(éi;j 13

1
wird eliminiert, indem wir (- rot rot) von (13.32) bilden.
8y 3, )1 -2)/2092)02,

+ V(éijéid)
