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Punkt innerhalb der Erde
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Summary

The representation of the gravitational field by point masses is discussed and classified.
The problem of optimizing the point mass positions will be investigated more detailed.,
For this purpose the point mass potentials will be treated as Hilbert space vectors.

We succeeded in working out an algorithm by means of which a field given by the values

of measurements carried out at the Earth's surface can be approximated by increasing the
number of point masses step by step with the point mass positions being optimal after

each step. Using simulated data, a number of point mass models were computed. Comparisons
with equally distributed point masses and spherical harmonics, the spectral analysis as
well as the modelling of satellite orbits show the advantages of the method.

Peswme

OGcyxmaeTca ¥ KjaccHpMuMpyeTcd NpeNCTaBJeHUe I'DABUTAIIMOHHOIO MOJA 3eMIM MYTEeM HOKDHTUA
NOTEHIUaNOB TOYEeYHHX Macc. bBoJjiee neTajJbHO paccMaTpuBaeTcsa mpolseMa ONTHEMM3ALMA [O3MuMit
TOYEYHHX MacC, C 9TO# LeJpD NMOTEHIMAJH TOYEYHHX MacC NpeNCTaBJAWNTCA KaKk BEKTODH
Tunb6epToBa NMPOCTPAHCTBA. YH@aeTcA pa3padoTaTh ajJl'OpPUTM, NDHE NOMOWM KOTODOI'0, NYyTeM MO-
WaroBOro INOBHINEHME YUCJa TOYEYHHX MacC, MOXHO NpUCJIEEATH [OJie, HNAHHOE B BHEOE DPe3yJbTaTOB
U3MepeHml Ha MOBEpXHOCTM 3eMiM, [[oMueM MO3MHEM TOYEYHHX MacC OOCJe Kaxmoro wara OnTH-
MaJIbHH

YnoTpelssia CUMyJIIMOHHHE NAHHHEe, BHYACJAETCA DAN MoHmeJiei TOYeYHHX MacC, CpaBHeHHe C
DaBHOMEDHO pacnpeleJieHHHMM TOYEeYHHME MaccaMH ¥ mapoBHME QYyHKUWAMA, aHaJE3 CIEKTDOB, Kak
¥ MOZIeJEPOBaHHe ODOHT CIYTHEKOB INEMOHCTDEDYNT NpEeMMymecTBa S8TOrO Cmocolda.

Zusammenfassuna

Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Uberlagerung von Punktmassenpotentialen wird
diskutiert und eingeordnet., s wird das Problem der Optimierung der Punktmassenpositionen
ndher untersucht. Dazu werden die Punktmassenpotentiale als Hilbertraumvektoren aufgefaBt,
Es gelingt, einen Algorithmus zu erarbeiten, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld in
Form von keBwerten auf der Erdoberfldche durch schrittweise Erhdhung der Zahl der Punkt-
maszsen approximiert werden kann, wobei die Punktmassenpositionen nach jedem Schritt
optimal sind.

Anhand simulierter Daten werden eine Reihe von Punktmassenmodellen berechnet. Vergleiche
mit gleichmédBig verteilten Punktmassen und mit Kugelfunktionen, die Analyse der Spektren
sowie die lodellierung von Satellitenbahnen zeigen die Vorteile des Verfahrens,
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1. Wozu Kenntnis und Darstellung des Gravitationsfeldes?

Nach der NEWTONschen Gravitationstheorie ist die Anziehungskraft F zwischen zwei punkt-
formigen Massen p, und Ro durch

(1.» F =g 2L E2
1

gegeben, wobei 1 der Abstand zwischen 8 und By ist. Sie wirkt in Riebtung der Verbindungs=-
linie zwischen beiden Massen, Der Vektor der Anziehungskraft F einer kontinuierlichen
Massenverteilung mit der Dichte @ im Volumen v auf eine punktformige Probemasse p am Ort

P ergibt sich dann durch das Volumenintegral:

1.2 F® =ouf o@ TP, 170, ¢ dvig

v

Dividiert man durch p, so erhdlt man die Beschleunigung &, die unabhéingig von der GrtBe
der Probemasse ist:

1.3 a® = FE =6 o TR, 120, ¢ dvig

v

Jeder solchen Vektorfunktion 3(P) kann eine skalare Funktion V(P), ein Potential, zuge-
ordnet werden, aus der sich die Beschleunigung durch Gradientenbildung ergibt:

(1.4 aP = grad V(P
Aus (1,4) ist ersichtlich, daB V durch & nur bis auf eine additive Konstantebestimmt ist,
Diese Konstante wird in der Geoddsie so gewdhlt, daB8 V im Unendlichen Null ist. Im

Potential ist also die vollstdndige Information iiber das Feld enthalten. Aus (1.2), (1.3)
und (1.4) folgt dann fiir V:

(1.9 VP =6 ol 1P, q dvig

v

Das Gravitationspotential V geniigt auBerhalb der Massenverteilung der LAPLACEschen
Differentialgleichung

(1.8) avV =20

und ist eine harmonische Funktion. Auf der Erdoberflédche wirkt neben der Gravitations-
beschleunigung & noch die Zentrifugalbeschleunigung

(1.7) 2P = vldp
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der ebenfalls ein Potential zugeordnet werden kann, welches allerdings nicht der
LAPLACEschen Differentialgleichung gentigt:

0
1.8 z® = S0 dg

Die Schwerebeschleunigung § auf der Erdoberflidche (oder einfach: die Schwere) ist also
gegeben durch

und das Schwerepotential W durch
(1.1 W=V=+7Z,

so daB wiederum gilt:

(1.11) § = grad W

Die Geoddsie hat die Aufgabe, die Figur und das Schwerefeld der Erde (und anderer Himmels-
kdrper) im Raum und als Funktion der Zeit zu bestimmen und darzustellen. Dabei fiihrt sohon
die Aufgabe der Bestimmung der Geometrie der Erdoberfldche zwangsldufig zur Beschiédftigung
mit der Schwerkraft, denn das Schwerefeld ist Bezugssystem flir den {iberwiegenden Teil der
MeBgrdBen in der klassischen Geoddsie; so ist z.B. die wichtigste Bezugsfldche fiir die
Hohenmessungen das Geoid, also eine Xquipotentialfléche des Schwerefeldes. Aber auch die
modernen Verfahren der Geoddsie, wie die Satellitenmethoden oder die Trégheitsvermessung,
machen eine genaue Kenntnis des Schwerefeldes bzw, (wenn man von der leicht zu modellieren-
den Zentrifugalkraft absieht) des Gravitationsfeldes erforderlich.

Das Gravitationsfeld der Erde hat aber auch in anderen Bereichen, besonders den anderen
Geowissenschaften, eine groBe Bedeutung. Es liefert wichtige Informationen iiber die
Struktur und das Verhalten des Erdinnern,

Die genaue Kenntnis des Jeweiligen Gravitationsfeldes ist notwendig fiir die Vorausberechnung
und Modellierung von Bahnen kiinstlicher Satelliten der Erde, des Mondes oder der anderen
Planeten, die neben den schon erwdhnten Aufgaben in der Geoddsie ganz allgemein der Er-
forschung des Jeweiligen Planeten dienen, Mit all diesen Aufgaben ist natiirlich unmittel=-
bar eine mathematische Darstellung des Gravitationsfeldes verbunden. Dabei geht man in der
Regel von einer Zerlegung des Potentials V in ein Normalpotential U umnd ein StSrpotential

T aus:

.12 Vv=UuU+T

)

wobei U als bekannt angenommen wird und T der zu bestimmende Anteil ist.
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2. YerschiedeneZiele - verschiedene Darstellungsformen fiir das Gravitationsfeld

2¢1s Zum Begriff "Darstellung"

Mit Darstellung ist hier ein Parametersatz gemeint, der in Verbindung mit dem dazuge-
horigen mathematischen Modell eine approximative Berechnung von verschiedenen GrbtBen des
Feldes in einem bestimmten Gebiet des Raumes gestattet. Dabei ktnnen bei entsprechendem
mathematischen Modell die Parameter auch die MeBwerte selbst sein. Unter Darstellungsform
wollen wir das verwendete mathematische Modell, also die Methode der Darstellung, ver-
stehen, Es soll hier versucht werden, zur Einordnung der Punktmassendarstellung und ganz
allgemein zum besseren Versténdnis der Problematik, einige typische Methoden der Be-
rechnung approximativer FeldgrdBen zusammenzustellen., Die Abbildung 2.1, stellt hierzu
gewissermaBen die extreme Kurzfassung dar. Man kann nach verschiedenen Kriterien Ein-
teilungen vornehmen, Eine prinzipielle Mbglichkeit besteht darin, zu unterscheiden, ob
die Darstellungsform zu einer der beiden Zugédnge zur Physikalischen Geoddsie,
"Operational Approach" oder "Model Approach" (auf eine Ubersetzung soll hier verzichtet
werden) gehbrt (siehe: MORITZ, 1978 oder: MORITZ, 1980; S. 221 unds: TSCHERNING, 1979).
Bel ersterem geht man von den vorhandenen ungleichmdBig verteilten Daten unterschied-
lichen Typs aus und versucht, bestmdglich die gewiinschten GrdBen unter Nutzung all
dieser Daten zu approximieren. Die wichtigste Methode ist hier die Kollokation (siehe
Pkte 2¢3014)0

Im zweiten Fall ist der Ausgangspunkt ein mathematisches Modell oder eine Theorie und
man versucht, dieses Modell der Realitdt anzupassen baw, die Daten zu beschaffen, die das
Modell verlangt. Letzteres ist im Prinzip immer mdglich mit Hilfe einer Methode des
"Operational Approach", so daB die Unterscheidung praktisch keine Wertung hinsichtlich
der Eignung der Darstellungsform fiir diese oder jene Aufgabe ist,

Eine andere Moglichkeit der Einteilung ist die Unterscheidung zwischen direkten und in-
direkten Darstellungsformen, Die direkten Methoden liefern die gewiinschten Feldgrden
direkt aus den MeBwerten, bzw. aus meBbarem FeldgroBen, die auch berechnete Ndherungs-
werte sein kbnnen, In diesem Fall sind also die MeBwerte mit den Parametern des Modells
identisch. Bei den indirekten - oder Modellparameterdarstellungen werden aus den MeB-
werten entsprechend dem gewdhlten mathematischen Modell Parameter abgeleitet, welche
dann die Information der MeBwerte (mehr ader weniger vollstdndig) enthalten. Widhrend man
bei der erstgenannten Methode fiir jede Auswertung der Darstellung immer wieder auf die
MeBwerte (im allgemeinen auf alle) zuriickgreifen muB, werden bei den indirekten Methoden
die MeBwerte nur zur Bestimmung der Modellparameter bendtigte

Geht man davon aus, daB die Zahl der Einzelauswertungen einer Darstellung bei der rou-
tinemdBigen Verwendung praktisch gegen Unendlich geht (man denke z.B. an die weltweite
Nutzung einer Darstellung zur numerischen Satellitenbahnintegration), dann haben die
Modellparameterdarstellungen den Vorteil, daB der einmalige Aufwand bei der Bestimmung
der Parameter grof sein kann (solange er prinzipiell bewdltigbar ist), wenn als Resultat
eine effektive Berechnung der FeldgrdBen mit Hilfe dieser Darstellung mbglich ist. Bei
einer vergleichenden Betrachtung verschiedener Darstellungsformen kann man also (in
erster Nidherung) von der Art und Weise der Bestimmung der Parameter absehen. Deshalb ist
dieser wichtige Schritt in Abb. 2.1 nicht untergliedert, und es soll hier nur darauf
verwiesen werden, daB mit der Kollokation, einschlieBlich aller Spezialfiédlle (8.Zz.Be:
MORITZ, 1980) ein leistungsfidhiper mathematischer Apparat flir die Parameterbestimmung

zur Verfligung steht,
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1

Von groBer praktischer Bedeutung ist die Einteilung der Darstellungsformen nach dem Eine
fluBgebiet der Parameter. Daraus ergibt sich ndmlich ihre Eignung zur globalen oder
lokalen Feldapproximation. Zwei bekannte extreme Beispiele sind einerseits die Kugel=-
funktionsentwicklung, bei der jeder Parameter auf der gesamten Kugeloberfldche eine
gleich groBe Wirkung hat und andererseits die Methode der finiten Elemente, wo jeder
Parameter seinen exakt begrenzten EinfluBbereich hat,

2.2, Anforderungen an die Darstellung

Je nach Aufgabenstellung und Anwendungsgebiet konnen sehr verschiedenartige Anforderungen
hinsichtlich folgender Kriterien an die Darstellungsform gestellt werden:

a) Gewlinschte FeldgroBen

Zz+B, eine oder mehrere der folgenden GroBen:

Betrag der Beschleunigung,
Beschleunigungsvektor,

Geoidhdhe,

Schwereanomalie,

Hohere Ableitungen des Potentials

b) Interessierendes Gebiet
Z+B, nur Teil oder gesamte Erdoberfldche,

nur AuBenraum ab einer bestimmten Hohe,
Erdoberfldche + AuBenraum

c) Flexibilitdt hinsichtlich Auflésung
z+Bes hohe Aufldsung in einem bestimmten lokalen Gebiet +
mittlere bis geringe Aufldsung im restlichen Raum

d) Effektivitét
Das Verhdltnis zwischen Genauigkeit und Effektivitédt der Berechnung der FeldgrdBen
durch den Computer spielt bei allen Aufgaben eine groBe Rolle, bei denen eine
wiederholte Auswertung des Modells an vielen Punkten erforderlich ist:
z.B, fiir die numerische Satellitenbahnintegration oder fiir die Berilicksichtigung
der Schwerebeschleunigung bei der Trédgheitsvermessung bzw. Trédgheitsnavigation.

e) Nutzung in analytischen Theorien
z.Bs in deranalytischen Storungstheorie filir Satellitenbahnen

f) Moglichkeit der Nutzung der Parameter in der Geophysik
Die Gravitationsfeldinformation kann z.B, relativ leicht mit anderen geophysikali-
schen Modellen kombiniert werden, wenn sie in Form von Quellenparametern vorliegt. Ein
anderes Beispiel sind die ersten Kugelfunktionskoeffizienten einer entsprechenden

Reihenentwicklung , die als Gesamtmasse der Erde, als Lage des Schwerpunktes, als Ab=-
plattung usw, interpretierbar sind.
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2.3. Einige h#ufig genutzte Darstellungsformen

2.3¢1. Kollokation als direkte Darstellungsform

(Literatur: KRARUP, 1969; MORITZ, 1973, 1980; MORITZ, SUNKEL, 1978)

Die Kollokationsmethode, die von KRARUP (1969) und MORITZ (1973) ausgearbeitet wurde,
kann man auffassen als Verbindung von Ausgleichung, Pr#diktion und Filterung, wobei be-
liebige Typen von MeBwerten verarbeitet werden konnen., Die Beobachtungsgleichung lautet
allgemein:

@.1) 1 =AX+4¢t+q

Dabei ist: 1l = Vektor der MeBwerte
AX = systematischer Anteil, der durch die Modellparameter X
modelliert werden soll
A = Koeffizientenmatrix, die durch das verwendete Modell vor-
gegeben ist
t = unmodellierter Anteil (Signalvektor) an den MeBpunkten
= Vektor der MeBfehler

Die Kollokation liefert die Parameter X und Werte flir den Signalanteil s an nicht ver=-
messenen Punkten unter bestmdglicher Beseitigung der MeBfehler. Die Lusung ist gegeben durch:

2.2 X = ATClmt ATE und
(2.3) s = CauCt A - AX Gt
.4 C=Cy + Cun

Dabei ist: Ctt = Signalkovarianzmatrix

Cnn = Fehlerkovarianzmatrix

CBt = Signalkovarianzmatrix zwischen nicht vermessenen
und vermessenen Punkten,

Bei nicht vorhandenem oder bekanntem systematischen Anteil AX ist Formel (2.3) eine
Darstellungsform, welche aus den MeBwerten 1 die gewlinschten FeldgrdBen liefert. Das
Problem besteht dabei darin, daB8 die Kovarianzmatrizen Cigs Cpp und Cst bekannt sein
miissen und die Matrix C, deren Zeilen~ und Spaltenzahl gleich der Zahl der MeBwerte
ist, invertiert werden muB,

Die Kollokationsmethode ermtdglicht die Berechnung der entsprechenden GroBen mit der
maximalen Genauigkeit, die mit den gegebenen MeBwerten erreichbar ist. Der Aufwand ist
allerdings relativ hoch, so daB diese Darstellungsform hinsichtlich Pkt. 2.2.d) doch
erhebliche Naghteile hat.

Auch die Forderungen in Pkt. 2.2.f) konnen natlirlich von einer direkten Darstellungs-
form nicht erfiillt werden.
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2.3.2., Integralformeln
(Literatur: HEISKANEN, MORITZ, 1967 - im folgenden abgekiirzt mit: H, M)

Eine Berechnung von bestimmten FeldgrtBSen auf der Erdoberflédche und im AuBenraum aus
GréBen, die auf der Erdoberfldche (approximiert durch eine Kugel) vorgegeben sind, ist
durch die bekannten Integralformeln mdglich.

Die wichtigsten sollen hier kurz zusammengestellt werden:

POISSON| - Integral

Flir die Fortsetzung des Potentials nach auBlen (RP:> RQ) gilt:

RE - R3 3
@5 v = —2 (v 17¢,0 do
4  1Rg

(so H, M' Se 35)0

Analog lassen sich die Schwereanomalien nach auBen fortsetzen:

RE - RZ 3
@.6 agP = —= § aq@ 17 @, ® do @
4 mR 3

(8. H, M, S. 246).

Durch Abspalten der Glieder O, und 1. Ordnung erhdlt man aus (2.6) die gebriduchliche
Formel:

1
(2.8a) agP) = ps ([RE-RD1F P, @ - R - 3RgRF cos¥pg] Ag(@) do @

e &

(B. H. M. Se 90)0

STOKESEche Formel

Das Storpotential T bzw. die Geoidhthen N lassen sich aus den Schwereanomalien Ag durch
die folgenden Integralformeln auf der Kugelobherfldche berechnen (RP = RQ):

1
@7 TE) = S (W) ag@ do @
4 nRé Pa’ AgTE <o

(Bo H' M' So 93)'

1
@.8 NP = — S S(¥pg) Ag(@ do (@
4v¥,Ra &

(s. H, M, S. 94).
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Dabei ist ¥, die mittlere Schwere auf der Kugeloberfléche,
Die Verallgemeinerung von PIZETTI fir den AuBenraum (RP - RQ) lautets

1
@9 TE) = § SQRp, vpp) 8g@ do (@

TR o

(s« Hy M, Se 93).

Formeln von VENING MEINES2Z

Die Lotabweichungen & und n lassen sich aus Schwereanomalien wie folgt berechnen
(RP = RQ):

dS(Wpg) |[cosa
{ aga@ =P do (@

@. 13 = B
n 4wRgY, & dvpg sina

(8e Hy M, Ss 114),

Hier sind S(V¥pg) die STOKESsche Funktion (H, M, S. 94), S(Rp, vpg) die verall=-
gemeinerte STOKESsche Funktion (H., M., S. 93) und o das Azimut der Verbindungslinie von
P zu Q. Im Gegensatz zu (H, M) ist hier 4o (Q) das Fldchenelement:

ds (@ = R§ sin® d& da _

Verbesserte Approximationen im Vergleich zu den Formeln von STOKES und VENING MEINESZ
stellen die bekannten Formeln von MOLODENSKIJ (H, M, S, 313) dar, die hier nicht aufge-
fiilhrt werden sollens

Streng genommen miissen die MeBwerte fiir die Anwendung der Integralformeln kontinuierlich
auf der Kugeloberfldche vorliegen, was praktisch nicht mdglich ist. Deshalb wird der
funktionale Verlauf der Ausgangsdaten im allgemeinen durch Blockmittelwerte oder stlick-
weise durch leicht zu integrierende Funktionen (2z.B. Polynome) ersetzt. Die Effektivitdt
der Berechnung dieserDarstellungsformen wird hauptséchlich durch die Art und Weise der
Integralauswertung bestimmt, Dieses Problem wird z.B. in (SUNKEL, 1977) diskutiert, wobei
eine praktische Losung vorgeschlagen wird,

2.3+3. Quellendarstellung

In der Geophysik, vor allem fiir Interpretationsaufgaben, ist es zweckmédBig und teilweise
notwendig, bel der Darstellung des Gravitationsfeldes die physikalische Ursache, die
Massenverteilung, zu beriicksichtigen (siehe z.B.: PICK u.a.,1973; S. 372 ff).

Fiir das Storpotential T gilt dann allgemein (analog zu 1.5)

@I T® =6] o@ 17 P g dvig

W
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(g ist dabei als Stdr- oder Differenzdichte aufzufassen, die formal entsteht, wenn von
der wirklichen Dichte eine "Normaldichte", welche das Normalpotential erzeugt, subtrahiert
wird, Nimmt man als Quellen fiir das Storpotential N diskrete Storkorper mit den Volumen
v; und den Dichten @: (1 =1, «vey N) an, so erhdlt man fir T:

N
@12 T® =6 §oi( 1R, dvig |

i=1
Yy

Meistens setzt man ©; = constant und erhdlt:

N
.13 TP =G6) o § 1P, dviy
i=1

v
1

Bevorzugt werden verstdndlicherweise einfache geometrische Formen flir Vi besonders

wenn dadurch fiir die Volumenintegrale analytische Losungen moglich sind. Ublich sind z.B.
Zylinder mit den Grenzfdllen "Stab" und "Scheibe" oder Kugeln mit dem Grenzfall "Punkt",
So vereinfacht sich (2.,12) flir kugelsymmetrische Dichteverteilungen QﬁRq) und kugel=-
formige Volumen vy zu:

N
@14 TP =6) p; 1P, g0,
i=1

Dabei ist My die Gesamtmasse der i=ten "Storkugel" und Q3 der Mittelpunkt dieser Kugel.
Diese Darstellung entspricht der Uberlagerung von Punktmassenpotentialen., Abgesehen von
den Punktmassendarstellungen (und der noch zu besprechenden Schichtbelegung = Pkt 2.3.6.)
ist eine geoddtische Anwendung der Quellendarstellung relativ selten, So werden in

(WONG u.a., 1971) neben Punktmassen auch scheibenférmige StorkBrper genutzt, um das
Gravitationsfeld des Mondes darzustellen.

2.3.4. Kugelfunktionsentwicklung

(Literatur: z.B, HOBSON, 1931; KAUTZLEBEN, 1965; HEISKANEN, MORITZ, 1967)

Eine ganz hervorragende Position in der Geoddsie, sowohl in theoretischer als auch in
praktischer Hinsicht, nimmt die Darstellung des Gravitationsfeldes durch eine Reihenent-
wicklung nach Kugelfunktionen ein:

Re

Y, &, 9
= ) )

_ oM ©
@19 VR, 9 = 2t Y«

n=l

(]

mit| den Kugelfldchenfunktionen:

n

.18 Y, G, =) [egpcos(m) + sppsin(mad)] P, (cos
m=ﬂ *

Die Kugelfldchenfunktionen Y. sind die Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators auf der
Einheitskugel,
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Die Funktionen

Con )& = cos(mr) P, (cos #)
Q.17

1

Sin Ay 8D sin(ma) P,, (cos &)

nennt man Grundfunktionen der Kugelfldchenfunktionen n=-ten Grades; sie bilden fiir
n=0, 1, 2, eseso und m = 0, 1, 2, eee, N ein vollstdndiges Orthogonalsystem auf der
Oberfléiche der Einheitskugel,

Durch

Er\m ()‘1‘9) _ (n—m)! é_
.18 5. O, [ @-dp g @n+D> (ntm)! ]

Crm 1y
Sp (1)

ist eine Normierung moglich, Fir die zugehdrigen Koeffizienten gilt dann:

G 1 1
@19 |- [— = Gl

Shm (2-dp,p) @n+1)  (hmm)! Shm

Cnm

Verwendet man die Abklirzungen

Re | Com G,
R S, (A,

Com Roa, | 1
@.20 |-~ & o
Sem Ry2, | R

und zieht GM nicht aus den Koeffizienten heraus, dann kann man (2,15) wie folgt
schreiben:

.20 VR A® =9 ) [GomCrn Ry 2,9 + 5,5, R, 2, ]
n=8 m=08

Eine Aufspaltung in Normalpotential and Storpotential ist hier formal einfach durch
Festlegen der Summierungsgrenzen moglich,

Die Kugelfunktionsentwicklung spielte eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung der
Satellitengeodisie, denn die analytische Storungstheorie fiir die Bahnberechnung kiinst-
licher Erdsatelliten basiert auf dieser Darstellungsform des Gravitationsfeldes (siehe
z.B, KAULA, 1966), Ihre Bedeutung auf diesem Gebiet ist aber praktisch durch die An-
wendung der numerischen Satellitenbahnintegration zuriickgedrdngt worden, Diese wurde
notwendig durch die Forderung nach hoheren Genauigkeiten bei der Bahnmodellierung und
moglich durch die Verfiigbarkeit schneller Computer,

Die hdufig gegen die Kugelfunktionsentwicklung vorgebrachten Einwdnde: "langsame
Konvergenz", "zu viele Parameter", "hohe Rechenzeit bei der Auswertung" konnen in dieser
absoluten Form nicht aufrechterhalten werden, Bei der Approximation einer Funktion auf
der gesamten Kugeloberfldche konvergiert die Reihenentwicklung nach Kugelfdchenfunktionen
nicht langsamer als andere Verfahren, wenn keine a priori Information iiber den Funktions-
verlauf vorhanden ist (und genutzt wird) und wenn die Funktion "normale" statistische
Eigenschaften hat (Frequenzspektrum entspricht weiBem oder rotem Rauschen; Phasenlage
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der einzelnen Frequenzen ist zufdllig). Die leichtfertige Behauptung von der langsamen
Konvergenz ist mdglicherweise auf den intuitiven Vergleich mit eindimensionalen
Approximationsproblemen zuriickzufilhren. Es ist klar, daB die Zahl der Parameter im zwei=-
dimensionalen Fall (Kugeloberflidche) etwa dem Quadrat der Parameterzahl bei vergleich=-
barer eindimensionaler Approximation entspricht. Auch der Nachteil der relativ uneffek-
tiven numerischen Auswertung von Kugelfunktionsentwicklungen durch den Computer konnte
durch die Entwicklung schneller Rechenprogramme weitestgehend Uibepwunden werden (siehe:
TSCHERNING, u.a., 1983), so daB heute Reihenentwicklungen von Grad und Ordnung 180 und
dartiber durchaus nutzbar sind. Die Rolle von Kugelfunktionsentwicklungen hohen Grades

in der Geoddsie ist in (TSCHERNING, 1983) ausfiihrlich dargelegt.,

Die Frage, ob die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen filr das duBere Gravitations-
potential auch auf der Erdoberfldche konvergiert, ist mittlerweile so weit geklért,
daB man sagen kann, sie ist vom praktischen oder physikalischen Standpunkt aus be=
deutungslos, Man kann diese Darstellungsform also auch auf der Erdoberflédche nutzen
(siehe z.B.: MORITZ, 1980).

Die Darstellungen, welche flir das globale Gravitationsfeld der Erde praktisch entwickelt
wurden und genutzt werden, basieren fast ausschlieBlich auf der Kugelfunktionsentwicklung.
Einige der neueren Modelle sind: GEM 9 und 10 (LERCH, u.a., 1979), GEM 10 A und B

(LERCH, u.a., 1978), GEM 10 C (LERCH, u.a., 1981), GEM-L2 (LERCH, u.a., 1983), (RAPP, 1981)
und GRIK 3B (REIGBER, u.a., 1983),.

Dabei sind die datailliertesten Modelle GEM 10 C und (RAPP, 1981) vollsténdig bis zu

Grad und Ordnung 180,

Der wichtigste Nachteil der Kugelfunktionsentwicklung ist die Tatsache, daB die Wirkung
jedes Parameters nicht lokal begrenzt ist (oder mit der Entfernung von einem bestimmten
Punkt abklingt), sondern auf der gesamten Kugeloberfldche gleich ist., Sie ist deshalb
nicht gut geeignet fir Darstellungen, die nur in einem begrenzten lokalen oder regionalen
Gebiet Gliltigkeit haben sollen. Trotzdem gibt es auch hier praktische Anwendungen,

NAGY (1981) leitet anhand von 1° x 1° Schwereanomalien Uber Kanada eine Kugelfunktions=
entwicklung bis zu Grad und Ordnung 200 ab, Das Modell ist nur {iber dem genannten Gebiet
gliltig, beinhaltet aber die gleiche Koeffizientenzahl wie ein globales Modell gleicher
Aufldsung. In Bezug auf diese Anwendung ist das (Negativ-) Argument von der hohen Para-
meterzahl also berechtigt.

2.3050 Multigole
(Literatur: z.B, KAUTZLEBEN, 1965)

Es ist bekannt, daB man aus jeder Losung Vo der LAPLACEschen Differentialgleichung (1.6)
durch Bilden des Richtungsdifferentialquotienten nach einer beliebigen Richtung (gekenn-
zeichnet durch den Einheitsvektor 3%)

eine neue Losung

(2.22) V; = C(Gy+ gradVp)
erhdlt, Dabei kann noch mit einer willkiirlichen konstanten C multipliziert werden. Hieraus

folgt unmittelbar, daB auch der Richtungsdifferentialquotient N-ter Ordnung nach N ver-
schiedenen festen Richtungen (multipliziert mit irgendeiner Konstanten C)
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(2.23) Vy = CSy*grad Gyy* grad(... (33 grad Sy graa Sy« gradlg)))...)

eine Losung der LAPLACEschen Differentialgleichung ist. Die Schnittpunkte der Strahlen,

die vom Mittelpunkt einer Kugel ausgehen und parallel zu den Vektoren gﬂ,.... 3& sind,

mit der Kugeloberfldche, nennt man Pole.

Geht man fur V von der Fundamentalldsung der LAPLACEschen Differentialgleichung aus

(also V ﬁ), so erhdlt man durch N-fache Richtungsdifferentiation eine duBere harmonische
Funktion, die homogen vom Grade N ist.

Man kann zeigen, daB jede Kugelfldchenfunktion und jede Kugelfunktion bei Kenntnis der
Lage ihrer Pole als Multipol dargestellt werden kann, Das gilt insbesondere auch fiir die
Grundfunktionen, Wichtig ist, dal jede Summe verschiedener Multipolpotentiale gleich dem
Potential eines einzigen Multipols ist. Eine ausfiihrlichere Darlegung der bis hierher
zusammengefaBten Fakten findet man in (KAUTZLEBEN, 1965).

Fiir die praktische (numerische)Anwendung ist von Bedeutung, daB man jedes Multipol-
potential als Uberlagerung wvon Potentialen, die von Punktladungen (im Fall des Gravita-
tionspotentials - von Punktmassen) erzeugt werden, darstellen kann. Eine exakte Dar-
stellung wird allerdings nur im Grenzfall erreicht, wenn némlich die Abstédnde der Punkt-
massen gegen Null streben und die Massen selbst unendlich groBe (positive und negative)
Werte annehmen, Der Grenziibergang erfolgt dabei durch paarweise Anordnung der Massen an
den Polen und Gegenpolen, wcbei ihre Abstdnde vom Koordinatenursprung so gegen Null und
ihre Massen so gegen (plus oder minus) Unendlich streben, daB gerade die gewiinschten
Momente (Gesamtmasse, Dipolmoment, usw.) entstehen, Kennt man von einer gegebenen Kugel=-
funktionsentwicklung die Lage der Pole - eine Berechnungsmethode wird in (ME§5ERJAKOV,
MARéENKO, 1978) vorgestellt - dann ist eine dquivalente Darstellung durch Punktmassen=-
potentiale moglich. Der Grenziibergang kann natilirlich nicht ezakt vollzogen werden = die
Punktmassen werden so dicht wie numerisch mdglich in den Koordinatenursprung gelegt.
Praktische Beispiele werden in Pkt. 2.4.2, angeflihrt, Ziel solcher Anwendungen ist meist
eine effektive Auswertung von Kugelfunktionsdarstellungen. Es ist offensichtlich, daB
der Hauptnachteil der Kugelfunktionsentwicklung, also der globale Einflufl jedes Para-
meters, bei der Multipoldarstellung voll erhalten bleibt,.

2¢3+6+ Modell einer einfachen Massenschicht

Dieser Punkt gehdrt eigentlich zum Punkt 2.3.3.,, doch die Darstellung des Gravitations-
potentials durch das Potential einer einfachen Massenschicht spielt in der Geod&dsie eine
wichtige (vor allem auch theoretische) Rolle, so daB sie hier eigenstdndig aufgefiihrt
werden soll, Man kann das Storpotential darstellen als Potential einer (fiktiven) Massen-
schicht mit der Fldchendichte X, die iiber die Erdoberflidche o ausgebreitet ist (siehe z.B.
PICK, u.a., 1973, S. 29):

.24 T@E =65X@ 1@, do @

(=3

Diese Darstellung in der Geoddsie zu nutzen, wurde von KOCH (1968) vorgeschlagen. Es ist
moglich, die Fldchendichte X(Q) durch eine analytische Funktion darzustellen. Hierfiir
bietet sich die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen ant

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



19

o n

(.25 XG,® = 0 Te, 00, (0,8 + B S G, 0],

-
h=nB m=0

Die untere Summierungsgrenze ny hédngt vom gewdhlten Normalpotential ab. Mit n, = 0 ist
natlirlich auch eine Darstellung des gesamten Potentials mdglich. Ist das Potential
durch eine Kugelfunktionsentwicklung mit den Koeffizienten Ehm und Enm gemdB (2.15) bis
(2.19) gegeben, so erzeugt gerade eine Fldchedichte

@.26) X, ® = —= 7 5 @) 3. T (8 + 5.8 9
4“1{2 ;‘=|G r;'=b - nm nm ’ -

das gleiche Potential (siehe: FISCHER, 1976). Ein Vergleich von (2.25) und (2.26) fiihrt
auf den einfachen Zusammenhang der Koeffizienten:

s 0| oM =
@27 |° = —— (@ntl) [

Srm OO | AwR2 N

Mit der Form (2.25) bringt die Potentialdarstellung durch eine einfache Massenschicht also
nichts wesentlich Neues gegeniiber der Kugelfunktionsentwicklung des Potentials,

Die praktische Bedeutung der Darstellung (2.24) besteht darin, fiir X(,8) einen stiick-
weise konstanten Funktionsverlauf mit den Werten X, (i =1, 2, vvs, N) einzufiihren,
Fir das Potential folgt dann:

N
@.28) TP =06) X § 17 P, do @
i=1 o *

i

Hier hat jeder Parameter ); eine lokale Bedeutung. Eine mehr oder weniger detaillierte
Darstellung in verschiedenen Gebieten entsprechend der Beobachtungsverteilung ist durch
die Wahl der GroBe der Kompartimente s; leicht moglich, Die Integration iiber die Ober-
fldchenelemente o; wird numerisch geldst durch Unterteilung jedes Elementes o; in
kleinere Elemente, in denen der Wert fiir 1'1, berechnet fiir den Mittelpunkt, als konstant
angesehen wird, so daB das Integral in eine Summe iibergeht. Letztlich ist also die Dar=~
stellung (2.24) bzw. (2.28) (zumindest von der numerischen Realisierung) identisch mit
einer Darstellung durch Punktmassen, die auf der Oberfléche verteilt sind. Um bei Be-
rechnungen auf der Oberfldche Singularitédten von 1-1 zu vermeiden, ist es besser, fiir o
eine Fldche im Inneren der Erde (z.B. BJERHAMMAR-Kugel) zu wdhlen,

Praktische Anwendungen findet man z.B. in (KOCH, MORRISON, 1970) und (WONG, u.a., 1971).
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2¢3¢T+ Samplingfunktionen

(Literatur: GIACAGLIA und LUNDQUIST, 1972; SCHMIDT, 1978)

Wir nehmen an, { bi} ist ein System von Basisfunktionen, welches durch

N

.29 fP = fsP) =) ajb; P
51

die Approximation beliebiger Funktionen f(P) auf der Erdoberflidche durch entsprechende
Wahl der Koeffizienten { aJ} ermdglicht. Im einfachsten Fall sind gerade N MeBwerte
£, = £(P)) (X =1, oo, N) fiir die Bestimmung der N Koeffizienten gegeben.
Die Bedingungsgleichungen lauten dann:
N
2.30) ). a;b; P =f 5 G=1,...,N
j=1
Wenn die N Gleichungen (2.30) linear unabhiéngig sind, lassen sich die Koeffizienten
ay (3 =1, eeey N) B0 bestimmen, daB die MeBwerte £y (L =1, eeey N) exakt dargestellt
werden. Nun kann man solche Basisfunktionen SJ(P) suchen, fiir die gilt:

N

N
2.3 fgP = a;b; (P = £S5, P
S %; 523 %; 323 )

d.h. die gesuchten Koeffizienten sind gerade die MeBwerte selbst. Die neuen Basisfunktionen
SJ(P), die sogenannten Samplingfunktionen, miissen also die Bedingung

2.32) $;(P,) = dy

erflillen, Es ist immer mdglich, aus einer Basis {bj(P)} ein System von Samplingfunktionen
{ SJ(P)} durch eine Linearkombination

N
@.3) S;® =) bl b ®  ; (Gel,..., N
i=1

Zu erzeugen,
Die gesuchten Koeffizienten b;} ergeben sich dabei durch Inversion der Matrix mit den
Elementen

(2.33A biJ = bJ(Pi) s

Der Vorschlag, die urspriinglich nur fiir eindimensionale Probleme entwickelten Sampling-
funktionen auf den zweidimensionalen Fall der Kugeloberfldche zu verallgemeinern und
somit fiir die Darstellung von SchwerefeldgrdBen zu nutzen, wurde von GIACAGLIA und
LUNDQUIST (1972) gemacht. Dabei i{ibernehmen die Kugelfldchenfunktionen die Rolle der
Basis { bj} in (2.33). Vorteil dieser Methode sollte einmal die lokale Wirkung der Para-
meter sein, und zum anderen liegt bei einmal bestimmten Samplingfunktionen mit jedem
neuen Satz von MeBwerten sofort ein neues Modell vor. Allerdings miissen die MeBpunkte
immer die gleichen, die Samplingpunkte, sein.
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Ausfilhrlich wurde die Anwendbarkeit von Samplingfunktionen in der Geoddsie von SCHMIDT
(1978) untersucht. Es stellte sich heraus, daB die Berechnung der Koeffizienten (speziell
die Inversion der Matrix[bid]in (2433)) eines hinreichend hohen Entwicklungsgrades zu
unfangreich ist. AuBerdem traten selbst bei relativ niedrigen Entwicklungsgraden zu
starke Oszillationen der Approximationsfunktion zwischen den Samplingpunkten auf. Die
Hoffnung, Samplingfunktionen zur hochaufldsenden Darstellung des Storpotentials und
abgeleiteter GroBen vorteilhaft einsetzén zu konnen, hat sich nicht erfiillt.

2.3.8. Finite Elemente

(Literatur: MORITZ, SUNKEL, 1978; MEISSL, 1981; JUEKINS und ENGELS, 1979)

Die Methode der Finiten Elemente wurde ursprlinglich zur LOsung verschiedener Spannungs-
und Deformationsprobleme in der elastischen und strukturellen Mechanik entwickelt und
angewandt. Die Grundidee besteht darin, komplizierte Strukturen in eine bestimmte Anzahl
einfacher Elemente zu zerlegen, um eine Berechnung zu ermdglichen. Im eindimensionalen
Pall kann man die Methode der Finiten Elemente auffassen als Approximation durch eine
Linearkombination von Basisfunktionen bi(x)

N
@30 £60 g FrG0 = ), Fiby 6O

i=1

wobei die Funktionen bi(x) immer die Eigenschaft haben, nur in einem endlichen Bereich
verschieden von Null zu sein, Einfachste Basisfunktionen sind in Abb. 2.1a und 2.1b ge-
zeigt, aus denen als Approximation die Treppenfunktion bzw. die stlickweiBe lineare
Anngherung (Polygon) folgt (siehe z.B. MORITZ, SUNKEL. 1978).

b: (%) b, (x)
| ¢ | 1
-1 -1
el — i
i-1 %1 Xi4q i-1 i Ry
Abb. 2.1a: Abb, 2,1b:

Die Anwendung der Finiten Elemente in der Geoddsie wird von MEISSL (1981) ausfiihrlich

diskutiert.

Ein Vorschlag, das Storpotential T mit der Methode der Finiten Elemente im 3-dimensio-

nalen Raum zu approximieren, wird von JUNKINS und ENGELS (1979) gemacht. Das (global

gliltige) Storpotential T wird ersetzt durch lokal giiltige Funktionen Y, die folgende

Form haben;

11 '
Z Wik tijk )

2.3 t =)
=0 k=0

i=@ j
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wobei dietijk’ im Gegensatz zum "Normalfall" der Finiten-Element-Methode, keine
diskreten Knotenwerte, sondern Funktionen mit beliebiger mathematischer Struktur sind und
die "Schwerpunkte ihrer Gilltigkeitsbereiche" ein gleichfdrmiges Gitter im Raum formen.
Die Approximation ¥ ist dann ein gewichtetes Mittel der 8 benachbarten Funktionen tijk
(i,J,ke{ 0, 1) und ist gliltig im Wirfel, der von den 8 benachbarten Gitterpunkten gebildet
wird. Die Gewichtsfunktionen Wiax werden so gewdhlt, daB die Approximationen ¥ an den
Grenzen ihrer Giiltigkeitsbereiche stetig ineinander iibergehen (stetig bis zur n-ten Ab-
leitung - und n hdngt von der Wahl der wijk ab) . Es muB die Bedingung

1 1
@.36 ) )
i=0 =0

M-

w5 ik Gy, 2) =1
']

Fy
1

erfiillt sein. Auf die gleiche Art und Weise ktnnen auch die 3 Komponenten der Stdrbe-
schleunigung approximiert werden.

Wichtigste Vorteile der Darstellung durch Finite Elemente sind die sehr effektive Be-
rechnung der GroBen und die Flexibilitdt hinsichtlich Aufldsung in unterschiedlichen
Gebieten. Es ist sowohl eine globale als auch eine lokale Darstellung mdglich.

Dem gegeniiber steht die Tatsache, daB Finite-Elemente-Approximationen niemals exakt

die LAPLACEsche Differentialgleichung erfHillen kdnnen, da harmonische Funktionen (abge-
sehen von der."Null-Funktion") nicht in mehr als abzéhlbar vielen Punkten Null sein
konnen, Eine gendherte Erfiilllung der LAPLACEschen Gleichung kann durch Zusatzbedingungen
bei der Bestimmung der Modellparameter erreicht werden. Wie sich das praktisch aus=
wirkt, z.B. auf die Gemauigkeit bei der Modellierung von Satellitenbahnen, muB noch
gekldart werden,

Ein anderer Nachteil, der allerdings mit der Nichterfiillung der LAPLACEschen Gleichung
in Zusammenhang steht, besteht darin, daB im Gegensatz zu den Quellenmodellen und der
Kugelfunktionsentwicklung bei der Finite-Elemente-Methode die verschiedenen Feld-
groBen (wie z.B. Potential und die Komponenten des Beschleunigungsvektors) nicht aus
ein und demselben Modell (Parametersatz) berechnet werden konnen.

Trotzdem muB eingeschédtzt werden, daB die Methode der Finiten Elemente eine der erfolg-
versprechendsten bei der Darstellung der Feinstruktur des Gravitationsfeldes fiir
numerisch praktische Aufgaben ist,

2¢3.9. Spline-Funktionen
(Literatur: SPATH, 1973; SUNKEL, 1981a)

Eine spezielle Variante der Finite-Elemente-Methode ist die Interpolation durch Spline-
Funktionen. Die Spline-Funktionen wurden aber unabhédngig davon entwickelt, vor allem in
Zusammenhang mit der graphischen Darstellung von Funktionen durch den Computer. Defini-
tion (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, S. 758 ff):

Gegeben sei ein System von Stiitzstellen (oder Knoten)

8 = X € X4 < see< X, = by, dann heiBt Sy(x) Spline-Funktion vom Grad K 2 0, wenn

SK(x) im Intervall [a,kﬂ (K-1)-mal stetig differenzierbar und fiir x ¢|x 10 X

(J =1, 2y eesy n), ein Polynom héchstens vom Grad K ist. Eine Spline-Funktion Sy(x)

aus der Wenge aller Spline-~Funktionen iiber das gegebene Stiitzstellensystem heit inter-
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polierende Spline-Funktion, wenn sie an den Knoten x = x, (J = Oy 1, eee, n) die vorge=-
gebenen Werte fj = f(xj) einer zu approximierenden Funktion f(x) annimmt,

Mit Abstand die groBte Bedeutung haben die kubischen Spline-Funktionen. Die Ursache dafiir
sind mehrere vorteilhafte Eigenschaften. Unter allen interpolierenden, liber Eaﬂﬂ (min-
destens) zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f(x), macht gerade die interpolieren-
de Spline=Funktion vom Grad 3 das Integral

b 2 b 42
d°S3 (x) 2 d f (.2
@30 ([—=57 dx < [ dx
- dx = L dx
s
zum Minimum, wenn fiir x = X, und x = X, gefordert wird: -—?2 e 0,
dx

Diese Eigenschaft der kubischen Spline-Funktionen hat eine sehr anschauliche physikalische
Bedeutung: Interpoliert man ndmlich die Punkte "graphisch" durch einen diinnen elastischen
Stab, dann entsteht die Kurve durch Minimierung der elastischen (Krlimmungs-)Energie. Die
ist aber (fiir kleine 1. Ableitungen) gerade durch das Integral (2.37) gegeben. Das ist

der Grund daflir, daB8 mit kubischen Spline=Funktionen eine "glatte" Interpolation ohne
"unnotige" Schwingungen (Krlimmungen) mdglich ist.

Stellt man die Spline-Funktionen als Linearkombination von Spline-Basisfunktionen dar,
dann wird der Zusammenhang zu den Finiten Elementen deutlich. Diese Basisfunktionen sind
ndmlich nur in einem endlichen Bereich, der mit wachsendem Grad groBer wird, verschieden
von Nulle. Die beiden Funktionen in Abb. 2.1a und 2.1b sind gerade die Spline-Basisfunk-
tionen vom Grad O und 1. (Eine schidne Darstellung des Aufbaus der Spline-Funktionen aus
Basisfunktionen und den Zusammenhang zu anderen Interpolationsfunktionen findet man in:
SUNKEL, 1981a).

Der Gliltigkeitsbereich der Basisfunktionen erstreckt sich beim kubischen Spline iiber

4 Intervalle, also von X, , bis xj+2.Dieser Bereich ist noch klein genug, so daB sich
die Unbekannten bei der Interpolation sehr effektiv berechnen lassen,

Alle hier aufgefiihrten Eigenschaften 1-dimensionaler Spline-Funktionen lassen sich
sinngemdB in das 2-Dimensionale libertragen. Ganz analog haben hier die bikubischen
Spline~Funktionen die groBte Bedeutung. In der Geoddsie werden sie genutzt, um Schwere-
feldgrdBen auf der Erdoberfldche darzustellen (BHATTACHARYYA. 1969), was besonders zur
Losung geoddtischer Integralformeln vorteilhaft ist (SUNKEL, 1977). Fiir die Approximation
des Potentials im 3-Dimensionalen sind trikubische Spline-Funktionen denkbar, die dann
aber (wie bei der Finite-Elemente-Methode schon erwdhnt) nicht mehr exakt die LAPLACE-
Gleichung erfiillen.

2.3.10, Harmonische Kernfunktionen

(Literatur: MORITZ, SUNKEL, 1978; LELGEMANN, 1979, 1980, 1981)

Eine Methode, das Stdrpotential T darzustellen, ist die Approximation unter Verwendung
harmonischer Kernfunktionen K(P,Q) (LELGEMANN, 1980 und 1981):

(2.38) TP = G

i=

N
a; K, 0,0
=1 ¥
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Die Punkte P und Qiliegen auBerhalb einer Kugel mit dem Radius Rw; die Koeffizienten ay
miissen entsprechend der Approximation oder Interpolation bestimmt werden (die Gravita-
tionskonstante G kann natiirlich auch in den Koeffizienten a; enthalten sein), Im allge=-
meinen legt man die Knoten Qi an die Datenpunkte mit den gemessenen Werten tj und bestimmt
die Koeffizienten durch die Interpolationsbedingungen

N
.39 t5; =T@) =6). a; KA, QD 5 (=l,...,N)

i=1

Der Zusammenhang mit den reproduzierenden Kernen in der Hilbertraumtheorie und mit den
Kovarianzfunktionen bei der Kollokation sowie die Einordnung in die Theorie der verallge-
meinerten Spline-Funktionen soll hier nicht ndher erldutert werden - siehe z.B.:
(MESCHKOWSKI, 1962), (MORITZ, SUNKEL, 1978) und (LELEGEMANN, 1979, 1980, 1981),

In der Regel werden in (2.38) Kernfunktionen der Form

biacd R nt+l
.40 KP,Q) = ) k, (?‘h) P, (cos ¥pg )
n=@ P !

verwendet, Dabei sind Pn die LEGENDREschen Polynome und die Rq werden durch Inversion
i

an der Kugel mit R¢ aus den RQi zu

R§

Q

kS

(2.41) Ry =

berechnet., Die geometrische Bedeutung von Rp und Ypg wird aus Abb. 2,2 klar,

Die Koeffizienten kn = k(n) legen die Kernfunktion fes%; sie miissen die Bedingung

k, 2 0 und Prax (kn) Z -1 erfiillen, wobei ?max(kn) die hochste Potenz von n im expliziten
Ausdruck von k= k(n) ist.

Eine entscheidende Rolle spielen die Radien Rq s die durch die Lage der Knoten Qi'bezug-
lich der Kugel mit Rﬁ gemédB (2,41) bestimmt sind. Sie geben ndmlich die Abstdnde der Pole
der Kernfunktionen vom Kugelmittelpunkt, Die Wahl der Werte fiir R (oder die Wahl des
Parameters R¢ bei vorgegebenen Knoten mit R, ) bestimmt wesentlich das Verhalten der Inter-
polationsfunktion zwischen den Knoten und die Stabilitét bei der numerischen Bestimmung

der Koeffizienten 8. Diese Problematik wird ausfiihrlich in (LELGEMANN, 1980 und 1981) dis-
kutiert. Qualitativ kann man folgendes sagen: Die numerische Stabilitdt bei der Bestimmung
der a, wird schlechter je groBer die Differenz (RQ - Rq ) wird, so daB man bestrebt ist,
die singulédren Punkte oder Pole q; 8o dicht wie moglich unter die Knoten Qi zu legen, Dem
gegeniiber steht, daB die "Glattheit" der Interpolationskurve mit groBer werdender Tiefe

(RQ - Rq ) besser wird - allerdings treten ab einem bestimmten Wert (besonders fiir Rq-' 0)
starke Scﬁwingungen zwischen den Knoten auf, Flir anndhernde Gleichverteilung der Knoten

auf einer Kugel mit RQ (also RQ = RQ), (1 =1, oeey N), ergibt sich ein brauchbarer Wert
fir qu = Hq durch die einfache Formel

1
(242> Rq = Ra = [2 + Spuex ()1 SV 4
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Knoten =
A = Q(Rq, rg, ) Knoten P = P(Rp,hp,&p)

q = q(Rq,AQ,19‘Q>

Abb, 2,2 2Zur geometrischen Veranschaulichung der Kernfunktion

= R. n*l
KP,D =) k, () Pa(oosvr)
n=0 P

und speziell der Funktion fiir kn=2 3

00 R n+] 2
Ko (P, @ = ZZ (— P, (cosV¥pg) = "ﬁ—
~a Re 1(q, P
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wobei dvder sphéirische Abstand der Knoten (in einer Lingeneinheit) ist.

Es ist erwdhnenswert, daB fiir Rq-—. 0 die Interpolation (2.38) mit (2.39) und (2.40)

in die Lagrange = Interpolation iibergeht.

Es s0ll an dieser Stelle noch auf den Zusammenhang mit der Darstellung durch Punkt-
massenpotentiale hingewiesen werden. Dazu betrachten wir die hdufig genutzte Kernfunktion
K2(P,Q), welche durch kn = 2 in (2.40) entsteht. Die unendliche Summe (2.40) kann dann
durch den einfachen Ausdruck

(2.43) Ko (P, Q) =

—in

ersetzt werden, wobei die Abkiirzung

RE Rp i
@.44) LP,® = [ s 2 — cos¥pg + 1]
q q

verwendet wird (siehe z.B.: RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, 6.821),
(Im Prinzip besteht kein Unterschied zu kn =1, Mit kn = 2 erhélt man aber gerade den so=
genannten KRARUP=-Kern (2.43), der in der Hilbertraumtheorie zum Skalarprodukt

s 1§ L ,
\U|V> = §2 R grad U.grad V d9

gehdrt (siehe: HRARUP, 1969),) Da fiir 1(q,P) (unter Verwendung des Kosinussatzes)

L
(2.45) 1(q, P> = [R% + R& - 2R,Rp cosV¥pgJ?

gilt (siehe Abb, 2.2), kann man filir L(P,Q) auch

1(q, P)
(2.48) LGP, Q = —I—

Rq

und somit fiir K2(P,Q)

2R
2. A7) Ko (P, = ——
1 (q, P)

schreiben., Die Darstellung (2.38) unter Verwendung von HRARAUP-Kernen kann man also auch
auffassen als Summe {iber Potentiale von Punktmassen Py welche unterhalb der Knoten Qi
an den Punkten o, = q; (Ry, Mo, #q ) (siehe Abb, 2,2) liegen:

i e 9’ (! i

N N
.48 TP = GZ a; Ko (P, Q) = GZ M 17 (o3, P
i=1 i

i=1
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Dabei gilt offensichtlich die Beziehung
. 49) - Lt |

Die Optimierung der Tiefe der Pole bei der Interpolation (oder Approximation) mit Kern-
funktionen vom Typ (2.43) ist also gleichbedeutend mit der Wahl der optimalen Tiefe der
Massen bei der Darstellung durch Punktmassenpotentiale.

Die Darstellung des Storpotentials durch harmonische Kernfunktionen ist prinzipiell so-
wohl fiir globale als auch flir lokale Aufgabenstellungen geeignet., Die harmonische Fort-
setzung nach auBen ist "automatisch" gesichert. Fiir bestimmte Kernfunktionen gelingt es,
die unendliche Reihe (2.,40) durch einen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Die Felddar-
stellung durch solche Kernfunktionen ist auch numerisch attraktiv. Vom physikalischen
Standpunkt ist die Kernfunktion vom Typ (2.43) (allgemein: k, = constant in (2.40)) am
sinnvollsten.

23411, Multiquadratische Methode

(Literatur: HARDY, 1971, 1972, 1978; HARDY und GOPFERT, 1975; GOPFERT, 1977)

Die Multiquadratische Methode wurde von HARDY (1971) zur Darstellung der Topografie vor-
geschlagen, Das Verfahren ist aber auch zur Interpolation von SchwerefeldgroBen (bzw,
GravitationsfeldgroBen) (z.B.: HARDY und GOPFERT, 1975; GOPFERT, 1977) und zur Modellie-
rung von vertikalen Krustenbewegungen (HARDY, 1978) geeignet., Die Grundidee besteht da-
rin, irgendeine mathematische Fldche bis zu einem gewiinschten Genauigkeitsgrad durch
berlagerung von quadratischen Kernfunktionen K(P,Qi) zu approximieren:

N
2.5 TP =) a KP, Q)

i=1

Die Funktionen K(P,Qi) sind quadratisch in den Koordinaten des Punktes P und zentriert
in den Punkten Qi (i =1, eesy N)o Die Punkte P und Qi liegen auf einer Referenzflédche
(z.B. Ebene, Kugel); die Koeffizienten ay werden im Sinne einer Interpolation oder
Approximation von vorgegebenen (MeB3-) Werten bestimmt, Hdufig genutzte Funktionen sind
(aufgeschrieben fiir den ebenen Fall in kartesischen Koordinaten):

1
(.51 KOt y,xi,y:) = [x=x )% + (y=y; 22 + 4272

-4
(2.52) KOq4yrxiyyid = [Oex)? v (pmyd? + P12

Die hyperboloidischen Formen (2.51) sind zur Darstellung von Funktionen geeignet, die
nicht harmonisch nach auBen fortgesetzt werden sollen. Der Parameter d spielt die Rolle
eines Glattungsmeters., Zur Darstellung von harmonischen Funktionen werden die Formen
(2.52) genutzt. Sie sind interpretierbar als Potentiale von Punktmassen, die in der Tiefe d
unterhalb der Punkte Qi = Q(xi,yi) liegen, Die Darstellung des Storpotentials T(P) mit
Hilfe der Multiquadratischen Methode hat in sphérischen Koordinaten folgendes Aussehen:

N L
5D TP =6), a; (R} + RS - 2ReRqcos¥py )

i=1 .
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Das ist éine Darstellung durch Punktmassenpotentiale, wobei die Punktmassen auf einer
Kugelschale mit dem Radius Rq angeordnet sind und der Punkt P im gesamten Raum RP>-R vari-
ieren kann, Die Koeffizienten ay haben die Bedeutung von Massen. Es zeigt sich, daB ?2.53)
auoh identisch mit der Darstellung des Storpotentials durch harmonische Kernfunktionen

vom KRARUP-Typ ist (siehe Pkt. 2¢3.10,), Analog zur Methode der Kernfunktionen besteht

das wichtigste Problem darin, den Radius R_, oder anders gesagt, die Tiefe der Punktmassen
festzulegen. Eine interessante Losung geben HARDY und GOPFERT (1975) fiir den Fall der Inter-
polation von N (nahezu) gleichméBig auf einer Kugelschale verteilten MeBwerten durch N
jeweils unterhalb der MeBwerte liegende Punktmassen. Die sogenannte "Best R-formula"

-1 - L
e Rp—Ry) ™+ 2(RE+R-2RpRyc0s¥qq )2 ~ 3(RE+RE-2RpRycos¥,)2 = @

m

1 ik
= 22 = - 2
Ay arctan [22 (1 cos\vqlqj) (cos\vc|£c|J cos 2‘1’%%) ]

gibt die Tiefe (RP - Rq) in Abhéngigkeit vom sphérischen Abstand Wqﬁj der Punktmassen
voneinander,

Formel (2.54) ist gleichbedeutend mit folgender Forderungi

Die Interpolationsfunktion soll im Schwerpunkt zwischen 3 (auf der Kugeloberfldche ein
gleichseitiges Dreieck bildenden) benachbarten MeBpunkten gerade das arithmetrische Mittel
der 3 MeBwerte annehmen. Das Ergebnis flir den Radius R_ der "Punktmassen-Schale" ist un-
abhdngig von den konkreten MeBwerten und liefert ebenso wie die auf ganz anderem Weg abge-
leitete LELGEMANNsche Formel (2.42) flir Kernfuktionen einen guten KompromiB zwischen
Stabilitdt der Losung und glattem Verlauf der Interpolationskurve.

HARDY macht darauf aufmerksam (HARDY, 1978), daB die Multiquadratische Methode formal
identisch mit der Prddiktionsformel von HEISKANEN und MORITZ (1967, S. 268) fiir Kovarianz-
funktionen ist und daB man die Kerne (2.52) (die den Punktmassenpotentialen entsprechen )
im Gegensatz zu (2.51) als deterministische Kovarianzfunktionen auffassen kann (siehe

auch Pkt. 2.4.1.9.).

2¢3.12, DIRAC=-Impulsmethode nach BJERHAMMAR

(Literatur: BJERHAMMAR, 1976; BJERHAMMAR in: MORITZ, SUNKEL, 1978)

Die Grundidee der Methode geht auf BJERHAMMAR (1963) zurlick und besteht in folgendem:

Setzt man eine Schwereverteilung Ag*(q) auf einer vollsténdig im Inneren der Erde liegen-
den (BJERHAMMAR-) Kugel oy mit dem Radius Rq als bekannt voraus, so 1ldBt sich die Schwere-
anomalie Ag(P) in einem beliebigen Punkt P auf und auBerhalb der Erdoberfldche durch die
POISSONsche Integralformel (2,6)

2_pe

RE-R . ]
.55 ag® = TEQI E'Ag (@ 1°2P, ¢ dog (g
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berechnen. Bei Vorgabe von MeBwerten Aq(P;) (i =1, ..., M) auf der Erdoberfléche, steht
also zundchst die Aufgabe, die reduzierte Schwere Ag* auf der BJERHAMMAR-Kugel zu berechnen,
Meistens bestimmt man Ag*(q) als stlickweise konstante Funktion.

Nimmt man fiir Ag*(q) eine Uberlagerung von N sogenannten DIRAG-Impulsen

N
(2.56) ag* () = 4nRZ ) agl Slq-qy)

i=1

an den Stellen qy (L =1, ¢esy N) auf der Kugeir 54 an, so vereinfacht sich (2.55) zu einer
vollig diskreten Form:

N
@.57 ag® =) RE-RPRERE' 1P, q0) agi |
i=1

In (2.56) ist d(q-q;) die (2-dimensionale) DIRACsche Deltadistribution, von der uns hier
im wesentlichen nur die folgende Eigenschaft interessiert:

@.58)  §F(@ S(qqi) dog (@ = Flq),

g

wobei q; auf der Kugel oy liegen muS und f£(q) eine beliebige Funktion sein kann,

Mit den Abklirzungen

(2.59) Kg (P, qi) = RE-RPRIRE 17 (P, qu),

wofiir auch gilt:

R oo R n+l
-4 Z @n+1) C—Rﬂ—) P, (oos‘llpq‘>
P

P nh=B

(2.80)  Kgq (P, ;)

und

£O R nt+l
.61 Kr P, q:) = Rqp, %\“fli (—R5—> P, (cos¥pq ),
n=2 P

lassen sich aus den GréBen Ag? die Schwereanomalie Ag(P) (gemdB (2.57)) durch

N
2.62) ag®P) = ). Ky (P, q:) ag)
i=1

und das Storpotential T durch

-

Ky (P, q;) Ag:
1

@.63 TP =

i [>7]

i

1
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berechnen (siehe: BJERRAMMAR, 1976), Gleichung (2.,63) mit (2.61) ist die Diskretisierung
der STOKESschen Integralformel (vergleiche die Reihenentwieklung fiir die STOEESsche Funk=
tion: HEIKANEN, MORITZ, 1967 S. 97).

Die Darstellungsformen (2.62) und (2.63) haben Khnlichkeit mit der Summe iiber harmonische
Kernfunktionen (vergleiche (2.40) mit (2,60) und (2.61)) und mit der Darstellung durch
Punktmassen. Man kann die Punktmassendarstellung nédmlich auch auffassen als Quellendar-
stellung durch eine "“entartete" Dichteverteilung Q:q) im Erdinneren, welche analog zu
(2,56) aus (3-dimensionalen) DIRACschen J -Impulsen zusammengeésetzt ist:

H
@.68) ol = 7. pidlq-q;)
i=1 *

Das Volumenintegral

M
@.65 T@E =611, ¢ (L pidlqqd T dvig
v i=1

geht dann liber in die bekannte diskrete Form:

N
(.66 TP =Gy p;17" (P, q)

i=1
Wie bei der Darstellung durch Kernfunktionen, bestehen die Vorteile der Methode in der
computerorientierten Form und in der Moglichkeit, den EinfluBbereich der Parameter durch
die Wahl des Radius' der BJERHAMMAR-Kugel festzulegen, Dariiber hinaus haben die Para-
meter Ag? in gewissem Sinn eine anschauliche Bedeutung - man kann sie auffassen als
Produkt aus der mittleren Schwere liber ein Fldchenelement der BJERHAMMAR-Kugel mit
diesem FlHchenelement,

2.4, Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Punktmassen

2441, Verschiedene Zugdnge - Beziehungen zu anderen Darstellungsformen

Wie schon an mehreren Stellen angedeutet, kann man das &duBere Gravitationsfeld der Erde
durch Uberlagerung von Feldern, die durch Punktmassen erzeugt werden, darstellen. Eine
am Punkt Qy positionierte Punktmasse Py erzeugt im Punkt P das Potential

.67 T(P,Hi,qi) = Gpi¢i(P>,
wobei die Funktion ¢, (P) gleich dem reziproken Abstand der Punkte P und qy ist
@.68) ¢, P =17 P,q) |

Uberlagert man die Potentiale von N im Inneren der Erde an den Punkten 9y liegenden
Massen py (1 = 1, .., N), 80 entsteht das Potential i
N
(2.69) T® =G,
. T =Gy, pi®; (P )

i=1

welches im gesamten AuBenraum harmonisch ist und bei entsprechender Wahl der Orte ay
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und Massen Py als Darstellung des realen Gravitationspotentials bzw. des Stdrpotentials
der Erde dienen kann,

In Abschnitt 2.3. sind einige Beziehungen zu anderen Darstellungsformen deutlich geworden,
Sie sollen hier zusammengefaBt und die verschiedenen Moglichkeiten des Zugangs zur
Punktmassendarstellung vorgestellt werden,

1.) Grundlosung der LAPLACE-Gleichung

Fiir die Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde auf der Oberfléche und im AuBenraum
kommen nur Funktionen in Betracht, die die LAPLACEsche Differentialgleichung (1.6) er-
fiillen,

Funktionen vom Typ (2.68) bezeichnet man als Grundlosungen oder Fundamentalldsungen der
LAPLACEschen Differentialgleichung (siehe z.,B.: MEINHOLD, MILTZLAFF, 1977, S. 132 ffJ,
Sie sind die einfachsten Losungen von (1.6) und haben zugleich die groBte Bedeutung,
weil sie einen quellenmdBigen Aufbau der Potentialtheorie ermdglichen,

2,) Diskretisierung der 3-dimensionalen Quellendarstellung

Das Potential T einer Massenverteilung ist gegeben durch

@70 T® =65 ol 1P, g dviy

Das Integral (2.70) kann approximiert werden durch die Summe

M
@.7D TP =Gy, alq) 17, q) av,

i=1

wobei Q4 ein Punkt innerhalb des Volumenelements avy iste.
FaBt man zusammen

.72 @fgi) Avi = pi o,
80 gelangt man zur Punktmassendarstellung (2,69),

3.,) Diskretisierung der Massenschicht

Analog zu (2.70) und (2.,71) kann das Modell einer einfachen Massenschicht

@7 T =6 X 1P, do@

(-3

approximiert werden durch
- .

@.74) TP = GAJ X(qi) 1 (P,qi) b6
i=1

Mit

(.75 X(gq:) Ao; = ps

erhdlt man wieder (2.69).

4,) Uberlagerung kugelsymmetrischer Storkdrper

Die Darstellung durch Punktmassen (2.69) kann auch interpretiert werden als Uberlagerung
der Potentiale von kugelsymmetrischen Storkdorpern, von denen nur die Mittelpunkte Qy der
Storkugeln und die Gesamtmassen Py interessieren,
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5.) Kugelfunktionen - Grenzfall der Punktmassendarstellung

In Pkte 2¢3.5. wurde darauf hingewiesen, daB die Kugelfunktionsentwicklung identisch mit
der Darstellung durch Multipole ist und diese wiederum als Grenzfall der Punktmassendar-
stellung aufgefaBt werden kann,

6.) Spezialfall der harmonischen Kernfunktionen

In Pkt. 2.3.10, wurde gezeigt, daB die Darstellung durch harmonische Kernfunktionen (2,38)
der Darstellung durch Punktmassenpotentiale #dquivalent ist, wenn in (2.40) fiir den Para-
meter kn, der die Kernfunktion festlegt, kn = constant gewdhlt wird.

T.) Multiguadratische Methode filr harmonische Funktionen

In Pkt. 2.3.11, ist deutlich geworden, daB die Multiquadratische Methode mit den flir
harmonische Funktionen vorgeschlagenen Kernen nichts weiter als eine Darstellung durch
Punktmassen ist,

8,) Entwicklung von Punktmassenmodellen nach Kugelfunktionen

Das HuBere Potential ¢; (P) einer Punktmasse der Masse 1 am Ort q; innerhaldb der Erde kann
natiirlich wie jede harmonische Funktion nach Kugelfunktionen entwickelt werden (siehe Pkt.
2.3.4,), wobei die Koeffizienten natiirlich vom Ort 9 der Masse abhdngen:

7 (G (G Con P+ 5 (1) (]

m=|

18

2.76) ¢, (P) =

3
11
=
=

Mit der Entwicklung des reziproken Abstands l°1(P,q) nach Kugelfunktionen (HEISKANEN,
MORITZ, 1967, S. 33):

1 &  Ryao
Q.7 ¢, P =171 ®,q) ==, (=) P, (cos¥pg)
Prg  Rp .
und
(2.78) P, (cos¥py ) = ?rTl-?Z_g [Con ps #0)Com (g s 8q) * S Op, 89S0 (g, 80

folgt durch Koeffizientenvergleich fiir die Koeffizienten Ehm(qi) und Enm(qi):

n E“"‘ (g1 .
8. (”q"‘?%)

D.h. die Kugelfunktionskoeffizienten Enm(qi) und Enm(qi) des Feldes, welches von der Punkt-
masse am Ort Qy erzeugt wird, sind im wesentlichen durch den Wert der inneren Kugelfunktionen
am Ort 9 gegeben., Damit kann jedes Potential der Form (2.69) auch als Reihenentwicklung nach
Kugelfunktionen angegeben werdens
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H

2.80) T® =Gy o P
i=1

[ammCrn P + By (P ]

n
i
b1

mit
N -
nm N Chm (ql)
(2.81) = 6L pi | oy
hm i= Shm “9i

Auf der OberflHche der Kugel Rp = R hat T(P) folgende Form:

Qp, 8p, ) + I;nménm O‘Pr‘?‘F’r)]

1]
s
o7s

:(_JI

2.82) T®P

n=0 m=0

mit
@83 |- L |0
) Bnm RE bnm

Nun kann man leicht die Gradvarianzen t, des Punktmassenpotentials (2.69) bzw. (2.80)
berechnen (siehe: SUNKEL, 1981b).

Es gilt ja bekanntlich:

@.86 t, =, (a2 +b3)

n
m=0

Mit €2.83) 1 (2.81) und (2.79) ergibt sich:

GZ \ﬂ| > \ﬂl R n_ 2 \_ﬂl R n._ 2
@85 tn = o7 1 @) {[@1 Pi(iﬂ Con Qg s g0 ] [fl Hi(i») Som (g s 8,0 ] }

Nach Umformen der Quadrate [.... ]2 und Vertauschen der Summation kann man schreiben:

G2 N N R.R n

tn = o @n+1y2) ) {HW =l
e i=l j=1 e

(2. 88)

), [E B 8 30, (g1 8q) * San (s 8, Som Q%,an)]} )

m=0

Unter Verwendung der Entwicklung der LEGENDREschen Polynome nach Kugelfunktionen (2,78)
erhdlt man schliefllich:

[;2 _ N N R.R n
.87 t, = 7 @+ ) ) iy (Z7% ) P (cos¥g )

e i=1l =1 e ¢

Fiir elne dquidistante Verteilung der Punktmassen auf einer Rugelschale 1#B8t sich die
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Doppelsumme in (2,87) sehr effektiv mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation aus-
werten (siehe: SUNKEL, 1981b).

9,) Punktmassen und Kovarianzfunktion

Nimmt man Homogenitdt und Isotropie an, dann hidngt die empirische Kovarianzfunktion K(P,Q)
des Potentials auf der Erdkugel nur vom sphdrischen Abstand der beiden betrachteten
Punkte P und Q ab und man kann sie nach LEGENDREschen Polynomen entwickeln:

.88 K®P,D = KWpg) = ). knP, (cos¥pg) _
n=0

Un der Forderung nach positiver Definitheit (oder Nichtnegativitdt des Spektrums) gerecht
zu werden, mu8 kX 2 O gelten.,
Eine harmonische Fortsetzung von (2.,88) nach auBen ergibt:

o RZ  net
2.8 K®P,® =) k, (=)

B, GeimsPisg)
=0 ReRa cosTe

Mit der Substitution

— R 2n+2
.90 k, = Kk, (ﬁg' (wobei R¢<:Re gilt) erhdlt man fiir (2.89):
= Rg . n+l
2.91) K®,® =) k,( ) P, (cos¥pg)
=0 ReRa

(siehe: MORITZ, 1980, S. 81 ff, und S, 181 ff,). Mit (2.41) ist das gerade die harmonische
Kernfunktion (2.40). Es wurde gezeigt (Pkt. 2.3.10.), daB fiir den einfachsten Fall

kn = constant = C gilts

2.920 K®,® =CRy 17,

(siehe (2.47) und Abb, 2,2). Ebenso folgt aus Griinden der Symmetrie mit

~anstelle von (2,41) auch
= -1
2.84 K®P,® =CR, 17 @, p),

Hdlt man einen der beiden Punkte P oder Q fest, so entspricht die Kovarianzfunktion

(2.92) dem Potential einer Punktmasse (mit der Masse C ¢ Rp bzwe C ¢ R ), die unter diesem
Punkt liegt und deren Tiefe durch Inversion an der BJERHAMMAR-Kugel bestimmt wird, Wghlt
man also fir die Kovarianzfunktion (2,88) bzw., (2.89) die oben beschriebene physikalisch
sinnvolle Form (2,92) oder (2.94), so ist das Spektrum En durch die Wahl von R durch
(2,90) festgelegt. Die Kovarianzfunktion auf der Erdoberfldche (Kugelndherung:

Rp = RQ = Re) (2.,88) hat dann die Form:

. o Ry 2n+2
(2.95) Kwpg) = )y C(R—“> P, (cos¥pn) _
n=0 e
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In diesem Sinn ist offenbar die Bemerkung von HARDY (1978) gemeint (siehe Ende von Pkt.
2.3.114)

Auf der anderen Seite kann man natiirlich nach der Kovarianzfunktion eines durch Punkt-
massen erzeugten Potentials fragen,

Sie ist mit dem Ergebnis fiir die Gradvarianzen aus Pkte. 2.4.1.8.) durch Einsetzen von tn
aus (2.87) in (2.88) bzw. (2.89) (k, = t,) sofort gegeben.,

2.4,2, Bisherige praktische Anwendungen

Die Idee, das Storpotential durch punktférmige, innerhalb der Erde liegende Quellen darzu-

stellen, kurzgesagt, Punktmassen in der Geoddsie zu nutzen, wird im allgemeinen WEIGHTMANN

(1965) zugeschrieben.,

KUPRADZE und ALEKSIDZE bewiesen aber schon 1964 die lineare Unabhidngigkeit und Vollstidndig-
keit von Punktmassenpotentialen fiir den Fall, daB alle Punktmassen auf einer geschlossenen

Fldche innerhalb der Erde liegen und ALEKSIDZE diskutiert in (ALEKSIDZE, 1966) die Moglich-
keit, das Storpotential der Erde durch Punktmassen zu approximieren.

In den ersten praktischen Anwendungen wurde interessanterweise nicht das Gravitationsfeld
der Erde, sondern das des Mondes dargestellt (siehe Tabelle 2,1), Die Grlinde dafiir sind
einmal die Struktur des Mond-Gravitationsfedes, die ja durch sogenannte Mascons gekenn=
zeichnet ist und zum anderen die Tatsache, daB durch die Beobachtbarkeit der Mondsonden
von der Erde aus fiir die Vorderseite wesentlich mehr Gravitationsfeld~Information vorlag
als fur die Rlickseite und man eine addquate Darstellungsform wdhlen muBte,

Die wichtigsten (zugidnglichen) Publikationen iiber praktische Berechnungenvon Punktmassen-
modellen zur Darstellung des Gravitationsfeldes sind in Tabelle 2.1 zusammengefaBt, Die
Motivation flir die meisten dieser Anwendungen und Untersuchungen war die Eignung der
Punktmassen zur Modellierung lokaler Strukturen und die computerorientierte Form der Dar-
stellung, d.h, die Mdglichkeit der effektiven Berechnung der gewiinschten FeldgréBen.

Sieht man von der Verschiedenartigkeit der verwendeten Daten ab, dann kann man eine Unter-
teilung entsprechend der Art und Weise der Puhktmassenanordnung in 3 Gruppen vornehmen:

a) GleichmdBige Verteilung der Punktmassen auf einer Fliche (i,a. Kugel oder Ellipsoid)
b) Anordnung der Punktmassen entsprechend der Multipoltheorie

¢) Anordnung unterhalb der lokalen Extremwerte des Feldes
(Storpotential, Schwereanomalien, Schwerestdrungen o.H.)
an der Oberfldche.

Eine denkbare vierte Variante, bei der die Punktmassen a priori an geophysikalisch be=

kannten Dichteanomalien angeordnet werden, ist beim heutigen Kenntnisstand iiber die Struktur
des Erdinnern nicht erfolgversprechend.
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Tabelle 2.1.: Einige praktische Anwendungen der Gravitationsfedldarstellung durch
Punktmassen

L
Jahr

lAutor Daten Gebiet Punktmassenanordnung
[MULLER, SJOGREN 1968 | Doppler=-Daten von Mondvorderseite Abschdtzung der Orte durch
Mondsonde Einzelanalyse von Profilen
[NEEDHAM 1970 | Schwereanomalien lokales Gebiet Gleichverteilung, einheit-
(Blockmittelwerte) in Nordamerika liche Tiefe vorgegeben
WONG, u.a. 1971 | Doppler-Daten von Mondvorderseite | Gleichverteilung auf der
Mondsonde Oberflache
BALMINO 1972 | gimuliert aus SE II | Erde-global a priori-Anordnung an den
Anomalien anhand der Karte
der Schwereanomalien, Tiefe]
("von Hand") optimiert
[BA LMINO 1974 | simuliert aus SE II |Erde-global — T aee
ISJOGREN u.a. 1975 | Dopplerdaten von Mars-global Gleichverteilung auf der
Marssonde Oberflache
JANARDA 1977 | Dopplerdaten von Mondeglobal Gleichverteilung auf der
Mondsonde Oberflédche
[DROZYNER 1977 | simuliert aus SE II | Erde-global a priori-Anordnung anhand
der Karte der Schwereano-
malien, Tiefe ("von Hand™)
optimiert (flir alle gleich}
REILLY,
HERBRECHTSMEIER 1978 | simuliert aus SE II | Erde-lokal Gleichverteilung auf Kone
Schwereanomalien (Nordamerika) zentrischen Kugelschalen,
Tiefe durch "Best-R-Formel|
von HARDY und GOPFERT
ééERJAKOV, 1979 | simuliert aus SE II | Erde global entsprechend der Multipol-
ARGENKO theorie
o, i
MARCENKO u.a. 1980 | simuliert aus GEM 6 | Erde-global entsprechend der Multipol-
theorie
BARTHELMES 1980 | simuliert aus GEM10 | Erde-global schrittweise an den lokalern
Extremwerten der Schwere- |
storungen, Optimierung der
Orte
HET KKINEN 1981 | Schwereanomalien Erde-global Gleichverteilung, einheit-
(Blockmittelwerte) liche Tiefe vorgegeben (ente
sprechend der BlockgriBe)
MESCERJAKOV u.ad 1981 | simuliert aus Erde-global entsprechend der Multipol-
GRIM II theorie
MARCENKO 1982 | simuliert aus GEM 9 | Erde-global ——— P aea
(b) | und GEM-10B
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Tabelle 2,1.: Fortsetzung

Rutor Jahr Daten Gebiet Punktmassenanordnung
OSTAé, AGAJEWA 1982 simuliert aus GEM 10 Erde-global schrittweise an den lo-
: g kalen Extremwerten der
Schwereanomalien

Optimierung der Orte

[VERMEER 1982 Schwereanomalien Erde-=lokal Gleichverteilung, Tiefe
(Blockmittelwerte) (Finnland) entsprechend der Block=-
groBe
IBARTHELMES , 1983 simuliert aus GEM 10 Erde-global | schrittweise an den lo-
KAUTZLEBEN kalen Extremwerten der

Schwerestorungen, ge-
meinsame Optimierung der

Orte
v ERMEER 1984 Schwereanomalien Erde-global | Gleichverteilung, Tiefe
(Blockmittelwerte) (Finnland) entsprechend der Block-

groBe

Variante a) ist die am hdufigsten verwendete und man kann prinzipiell wieder 2 Fdlle
unterscheiden. Im ersten Fall legt man unter jeden der gleichmédBig auf der Erde verteilten
Datenpunkte eine Punktmasse und bestimmt die Massen so, daB die vorgegebenen Werte exakt
reproduziert werden. Die Zahl der Punktmassen ist also gleich der Zahl der Datenpunkte, Die
Tiefe der Punktmasse muB dabei nach irgendeinem Kriterium vorgegeben werden; ihr EinflufB
wurde in den Punkten 2,3.10., und 2.3.11. im Zusammenhang mit den harmonischen Kernfunktionen
und der Multiquadratischen Methode bereits diskutiert. Die wohl ausfiilhrliehste und auf-
wendigste Anwendung wurde von HEIKKINEN (1981) vorgelegt. Es wird ein globales Punktmassen-
modell filir das Erdgravitationsfeld, bestehend aus 43 305 Massen, durch Anpassung an

5°%5° und 1°x1° Schwereanomalie - Blockmittelwerte abgeleitet. VERMEER (1982, 1984) hat mit
HEIKKINENS Methode ein Punktmassenmodell fiir das Gebiet von Finnland berechnet.

Im Unterschied zur Verteilung unterhalb der Datenpunkte kann man eine bestimmte Zahl von
gleichmdBig verteilten Punktmassen vorgeben (entsprechend der gewiinschten Aufldsung des
Modells) und die Massen unter Verwendung verschiedener zur Verfiigung stehender Daten nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen. Praktische Beispiele bzw. Simulationsstudien
sind die Mondmedelle von WONG u.a. (1971) und ANANDA (1977), das Marsmodell von SJOGREN
ueas (1975) und die Untersuchungen von REILLY und HERBRECHTSMEIER (1978). REILLY und HER=~
BRECHTSMEIER haben zusdtzlich die konzentrische Uberlagerung von Punktmassen auf mehreren
Kugelschalen getestet. Diese Methode bendtigt zwar eine relativ groBe Zahl von Parametern,
ermdglicht jedoch eine schrittweise Verbesserung der Approximation.

Variante a) der Punktmassendarstellung ist also prinzipiell zur globalen und zur lokalen
Gravitationsfeldapproximation geeignet., Die Zahl der Parameter (Punktmassen) héngt im Gegen-
satz zur Kugelfunktionsentwicklung nicht nur von der angestrebten Aufldsung sondern auch von
der GroBe des Gebietes, welches iiberdeckt werden soll, ab., Bei einer Approximation auf der
gesamten Erdkugel ist die Zahl der Punktmassen aber entsprechend dem NYQUISTschen Abtast-
theorem (siehe z.,B., TAUBENHEIM, 1969) etwa gleich der Parameterzahl einer Kugelfunktions-
entwicklung mit vergleichbarer Aufldsung. Sinnvoll ist diese Darstellungsform deshalb
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besonders fiir die Modellierung lokaler Strukturen. Andererseits besteht wegen der lokal
begrenzten Wirkung der einzelnen Massen die Mdglichkeit, bei der punktweisen Auswertung
eines globalen Modells (wie z.B. das von HEIKKINEN berechnete) nicht alle Massen, sondern
nur die angrenzenden bis zu einer bestimmten Entfernung zu beriicksichtigen. Inwieweit das
ohne groBeren Genauigkeitsverlust mdglich ist, wurde aber offenbar noch nicht griindlich
untersucht,

Variante b), die Anordnung der Funktmassen entsprechend der Multipoltheorie, wurde in

Pkt. 2.3.5. erldutert, Interssant sind hier die Arbeiten von MESCERJAKOV und MARGENKO
(siehe Tabelle 2.1.), die darauf gerichtet sind, die Gravitationskraft bei der nume-
rischen Satellitenbahnintegration mdglichst effektiv zu berechnen. Durch die Aufspaltung
des Potentials in einen geraden und einen ungeraden Anteil kann man die Zahl der bendtigten
Punktmassen auf die Hdlfte reduzieren und so die Effektivitdt der Berechnung zusédtzlich
steigern (MARéENKO, 1980; MESCERJAKOV U.a., 1981). Eine griindliche Untersuchung der Rechen-
zeiteinsparung gegeniiber der sonst verwendeten Kugelfunktionsentwicklung anhand realer
Daten steht allerdings noch aus.

Variante c¢) wurde von BAIMINO (1972) numerisch getestet, indem ein Modell fiir die Erde,
bestehend aus 126 Punktmassen, unter Verwendung des Kugelfunktionsmodells SE II abgeleitet
wurde., Die Massen wurden a priori unterhalb der Extremwerte der Schwereanomalien ange-
ordnet und durch eine Anpassung an simulierte Potentialwerte und Schwereanomalien bestimmt,
Als Tiefe der Massen wurde 1300 km gewdhlt und fiir 20 Massen wurde die Tiefe (durch
Variation "von Hand") einzeln optimiert.

In (BAIMINO, 1974) wird die Problematik der Punktmassendarstellung qualitativ diskutiert
und eine Reihe von getesteten Varianten beschrieben. Unter anderem wird die Frage aufge-
worfen, inwieweit sich die Zahl der bendtigten Punktmassen durch eine Optimierung ihrer
Lage verringern l&dBt. Der Versuch einer automatischen Optimierung der Punktmassenposi-
tionen erwies sich allerdings als instabil, so daB eine Losung dieses Problems nicht
méglich war und die Orte wie in (BALMINO, 1972) vorgegeben werden muBten, Die a priori
Positionierung an den groBten Schwereanomalien wurde aber gegeniiber einer Gleichver-
teilung als deutlich besser eingeschédtzt.

In (BARTHEIMES, 1980, 1981) wird ein Algorithmus vorgestellt, mit dessen Hilfe die
Punktmassen automatisch schrittweise an den groB8ten Anomalien angeordnet und anschlieBend
einzeln in ihrer Lage im Sinne der Fehlerminimierung optimiert werden.

Ein numerischer Test unter Verwendung von simulierten Daten zeigt die Uberlegenheit gegen-
liber einer Gleichverteilung der Massen. Die 8imultane Optimierung der Koordinaten und
Massen von 34 Punktmassen wird ebenfalls numerisch getestet und hat eine zusédtzliche
Verbesserung zur Folge, Dieser Algorithmus stellt gewissermaBen den praktischen nume=
rischen Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen dar und ist als einfacher Spezial-
fall im Algorithmus, der in Pkt., 3. erarbeitet und in Pkt. 4. numerisch realisiert wird,
enthalten,

Es ist interessant, daB 0STAS und AGAJEWA (1982) (als Vortrag auf der 1, Orlov-Konferenz
in Kiew 1980 gehalten) einen sehr dhnlichen Algorithmus vorstellen und das Modell GEM 10
durch 137 Punktmassen approximieren.

Die wichtigsten Ergebnisse der folgenden Untersuchungen wurden in Kurzform in (BARTHEIMES,
KAUTZLEBEN, 1983) bereits publiziert,
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2.4,3, Potentielle Moglichkeiten der Darstellung durch Punktmassen

Der Grund fiir die Anwendung so vieler verschiedener Formen fiir die Darstellung des
duBeren Gravitationsfeldes ist die Tatsache, daB bisher keine universelle Darstellungsform

existiert, die allen Anforderungen gleichermaBen gerecht wird.
In Tabelle 2,2 sind die wichtigsten Aussagen beziiglich der Kriterien aus Pkt, 2.2, fiir

einige Modellparameterdarstellungen zusammengefaBte.

Tabelle 2,2 Qualitativer Vergleich einiger Modellparameterdarstellungen
B
©
DAL e g |3
qo [d0o |6 9 |ofe~d q}gfsﬁ g | 8 B
2% |08 |gng |H5es | gces |28 |2 | &
Darstellungsformen oK Ho |Mdwo |oldoAa | Pldo.a g0 8 ]
H® [T7] gmﬂ Hlo:won | do:d o O ~ a8
+ o g0 my |ojgH g ggﬁq @)+ 3 o o
M Hd | H ~Aow o L) gl o |odg
g9 o= hoh§ @Eng [&gng | S5 | 8 |23~
o qdo - O A I+ O~ H oo
[rgien g |HAow |olooo | olooo e 1 g§2%
. . AP~ 40 |~ |LlTOT1 | gdliod S o |[L+o
Bewertungskriterien o4 |og |20 (A | Al a o A s i3
235 |88 (832 4k < lae o | 75 |5 B35
Mo |HH nn— rq’: N - o S mas
Sind die wichtigsten FeldgrodBen
aus einem Parametersatz berechen- ja ja nein nein nein ja ja ja
bar?
Ist die Darstellung auf der Ober- . . . . . . . .
fldche und im AuBenraum giiltig? Ja Ja | nein ;gnggn ;;ng;n Ja Ja Ja
(aber | (aber
nicht nicht
harmo~ | harmo-
nisch) | nisch)
Haben die Parameter lokal be- . . . . . R . .
grenzten EinfluB? nein | Ja | Ja Ja Ja Ja Ja Ja
Ist eine effektive Auswertung der
Darstellung durch den Computer
moglich? 1 -2 2 ) 1 1 1-2 2 1
1 = sehr gut, 2 = gut,
3 = nicht gut
Ist die Darstellung geeignet zur . . . . : . . A
Nutzung in analytischen Theorien? Ja Ja 1810 yaet e Ja Ja a:iée
Haben die Modellparameter geophysi-|
kalische Bedeutung? (l-go) ja nein |nein nein (i.a.)|nein| ja
Ist Kombination mit Geophysik nein nein
leicht mbglich?

Wie aus den aufgezeigten Zusammenhdngen mit anderen Darstellungsformen und den vorteilhaften
Bigenschaften deutlich wird (siehe Tabelle 2,2,.,), nimmt die Punktmassenmethode in gewisser
Weise eine Sonderstellung ein. Mit ihren potentiellen Moglichkeiten kommt sie dem Idealfall
einer universellen Darstellungsform offenbar am ndchsten. Ihre Einfachheit als Summe iiber
reziproke Abstédnde macht sie fiir numerische Anwendungen unter Nutzung der modernen Rechen-
technik besonders attraktiv, Sowohl die Kugelfunktionsdarstellung, bei der jeder Parameter
auf der gesamten Kugeloberfldche eine gleich groBe Wirkung hat, als auch die Darstellung
durch eine Fldchendichte, die wegen des extrem begrenzten Einflusses jedes Fldchenelements
zur Modellierung lokaler Strukturen des Feldes sehr gut geeignet ist, kOnnen als Grenzfélle
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der Punktmassendarstellung aufgefaBt werden., Die Harmonizitdt der Darstellung im AuBenraum
igt automatisch gesichert und alle FeldgroBen sind leicht berechenbar, Auf der anderen
Seite ist die Darstellung durch Uberlagerung von Punktmassenpotentialen als Diskretisie-
rung von kontinuierlichen Dichteverteilungen die natlirlichste, den wirklichen physika-
lischen Ursachen am besten angepaBte Form, So erzeugt jede Punktmasse das gleiche HuBere
Feld wie eine kugelsymmetrische Dichteanomalie und jeder von der Kugelsymmetrie abweichen-
de Storkdrper im Erdinnern (wie z.B. Linienelemente, fldchenhafte Gebilde, Prismen usw,)
kann durch mehrere Punktmassen approximiert werden. Obwohl diese letztgenannten Eigen-
schaften fiir die reine Approximation des &duBeren Gravitationsfeldes von untergeordneter
Bedeutung sind, machen sie doch gerade die Punktmassenmethode zu einer Darstellungsform,
die dazu beitragen kann, Geophysik und Geoddsie zu verbinden und alle verfiigbaren Informa-
tionen zu nutzen, um das Wissen iliber die Beschaffenheit des Erdinnern zu vervollkommnen.
Dieser Punkt soll hier jedoch nicht weiter ausgefiihrt werden; die vorliegende Arbeit be-
schdftigt sich lediglich mit der Aufgabe, die Approximation des duBeren Gravitations-
feldes zu untersuchen,

Wie gezeigt wurde, ist die Ausnutzung der potentiellen Moglichkeiten der Punktmassen-
methode auf diesem Gebiet vor allem mit der Wahl der Punktmassenpositionen verbunden.

Die wichtigsten Fragen in diesem Zusammenhang sind allerdings noch nicht ausreichend
theoretisch und praktisch untersucht bzw. gekldrt worden. Sie sollen hier wie folgt
formuliert werden:

a) Ist es prinzipiell mdglich, bei der Approximation eines #&uBeren Feldes durch Uber=-
lagerung von Punktmassenpotentialen neben den Massen auch die Lage der Punktmassen
zu optimieren?

b) Gelingt es, einen Algorithmus zu erarbeiten, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld
in Form von MeBwerten auf der Erdoberfldche durch schrittweise Erhohung der Zahl der
Punktmassen approximiert werden kann, wobei die Anpassung fiir die jeweilige Zahl der
Massen optimal ist?

c¢) Ist die Approximation mit optimierten Punktmassenpositionen signifikant giinstiger,
als eine Methode bei der eine gleichmédBige Verteilung der Massen angenommen wird?

Einige Aussagen und Losungssédtze zu diesen Problemen sind in (BARTHELMES, 1980, 1981,
1982) und (KAUTZLEBEN, BARTHELMES, 1983), schon enthalten., Dort wird am praktischen
Beispiel gezeigt, daB die Optimierung der Positionen einzelner Punktmassen numerisch un-
problematisch ist und daB auch fiir mehrere Massen (bis zu 34 getestet) die gemeinsame
iterative Verbesserung der Positionen mdglich ist, wenn die Ndherungs- oder Startwerte
fiir die Punktmassenpositionen entsprechend der Lage der Anomalien des Feldes gewdhlt
werden. Der dort vorgestellte Algorithmus ermdglicht auch die in c) geforderte schritt-
weise A;proximation, ohne daB die Anpassung fiir die jeweilige Zahl von Massen aller-
dings optimal ist. Es zeigte sich aber, daB schon die Anordnung der Massen an den groBten
Anomalien ohne eine gemeinsame Optimierung einer Gleichverteilung deutlich liberlegen ist.

Die Losung der oben formulierten Fragen auf der Grundlage der zitierten Voruntersuchungen
steht im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen.
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3. Punktmassenapproximation mit automatischer Optimierung der Orte der Massen

3.1. Punktmassenpotentiale als Basissystem im Hilbertraum

Wie sich zeigen wird, ist die Frage, ob auch die Orte der Punktmassen optimiert werden
konnen, eng verbunden mit der Frage nach der linearen Unabhédngigkeit des betrachteten
Systems von Punktmassenpotentialen., Die Vollstédndigkeit dieses Systems ist wiederum
Voraussetzung dafiir, daB jedes #duBere Feld theoretisch mit einer beliebigen Genauigkeit
dargestellt werden kann, Flir die Diskussion dieser Fragen und flir die mathematische Aus-
arbeitung eines Approximationsalgorithmus' bieten sich die Mittel der Funktionalanalysis
an,

3e1e1. Einige Definitionen aus der Funktionalanalysis

Die folgenden Definitionen kann man z.B. in (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, Ergidnzungs-
band, Pkt. 8.1.1.), in (MORITZ, SUNKEL, 1978, Beitrag von TSCHERNING) oder in (ACHIESER,
1953) nachlesen.

Definition 1:

Eine Menge R von Elementen U,V, ... heiBt ein reeller (oder komplexer) linearer Raum,
wenn in R die Operationen Addition und Multiplikation mit reellen (oder komplexen)
Zahlen a,b erkldrt sind und folgenden Axiomen geniigen:

1) Zu zwei beliebigen U, V&R ist eindeutig die Summe
U + V&R erkldrt und es gilt (fiir WeR) (U+V) + W =U + (V+W), U+ V =V + U,
Es existiert ein Nullelement O ¢R mit der E’genschaft O + U = U fiir alle U <R
und zu jedem U €R existiert ein Element - U€&R mit der Eigenschaft U + (=U) = O.
2) Zu jedem U €R und jeder reellen (oder komplexen) Zahl a ist erkldrt: alU = a ¢ U<R.
Diese Verkniipfung erfiillt die Regeln
a(U+ V) = aU + aV, (a+b) U = aU + bU; U, VER; a, b reell (oder komplex)
(ab) U = a (bU)
1 ¢U0=1U,
Definition 23

N Elemente U1, ey UN(ER heiBen linear unabhéngig, wenn
N
ZaiUi=@ nur for ay Tax = ... =a, =0
i=1

richtig ist.
Ein unendliches System heit linear unabhéngig, wenn je endlich viele verschiedene
Elemente des Systems linear unabhéngig sind.

Defintion 3:
Ein linearer Raum R heit normierter Raum, wenn jedem Element U ¢R eine reelle Zahl

lul 2 0, die Norm des Elements U, zugeordnet ist und diese Norm folgende Eigenschaften
hat:

1e Il =0 nur fir v = 0
2, laull = |a] Ul fiir alle reellen zahlen a
3. Jlusvfl S Jull + |v] (Dreiecksungleichung)
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Definition 4:

Ein reeller linearer Raum R heift ein Raum mit Skalarprodukt, wenn jedem Elementepaar
U, VER eine reelle Zahl <iU|V:> , das Skalarprodukt der Elemente U und V mit folgenden
Eigenschaften zugeordnet ist:

1. <:U|V:> reell, <iU|V:> 20, <:U|U2> = 0 nur fiir U =0

2. <Ulv> = Qvlu>

3. <ialU1 + 02U2¥V2> = a1<:U1|V:> i 02<:U2|V:> 1

In einem Raum R mit Skalarprodukt kann man die Norm immer durch ”UH = <iUlU:;
definieren, so daB R auch ein normierter Raum ist. Solche Ridume nennt man unitidr. Mit
”U —V” ist in R eine Abstandsdefinition gegeben.

Definition 5:

Zwei Elemente U, V eines unitdren Raumes heiBlen zueinander orthogonal, wenn <iU‘V:> =0
ist. Eine endliche oder abzidhlbare Menge von Elementen {IJl,Ug,..., Uk,...} bildet ein
Orthonormalsystem, wenn <:Ui|UJ:> = dij .

Definition 6:
Ein System von Elementen ¢ Ui} heiBt vollstdndig im normierten Raum R, wenn zu jedem

U0 R und jeder reellen Zahl £>0 eine Linearkombination U der Elemente Ui existiert

e U - gl <t

Definition 7:

Eine Folge {;} (Uing) heiBt Fundamentalfolge oder CAUCHYfolge, wenn es zu jeder

reellen Zahl £>0 eine natiirliche zahl N(¢) gibt, so daB fiir alle i, j > N(g) gilt
”Ui - Uj” < £

Definition 8:

Der Raum R heifBt vollstidndig, wenn jede Fundamentalfolge in R einen Grenzpunkt hat,.
.Definition 9:

Ein vollstdndiger normierter Raum mit Skalarprodukt heiBt Hilbertraum.

Nun wollen wir die Menge H aller Funktionen V betrachten, fiir die folgendes gilt:

|ﬁa) V ist 2mal stetig differenzierbar im AuBenraum 2 und auf der

| (regularisierten) Erdoberflédche 6 , dap heift im Gebiet Q
b) V erfollt die LAPLACE Gleichung in @ : aV =0

3.0 ) V ist regular im Unendlichen, d.h.

vy | = 0(Re') & 0 = LANDAU - Symbol

lgrad VY| = 0(RF?)

Die Menge H ist offenbar ein reeller linearer Raum (vgl., Def. 1),
Diesen linearen Raum H kann man mit folgendem Skalarprodukt ausstatten:

3.2 <UV>=72-fwd : UveH,

o

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



43

wobei o eine Kugel mit dem Radius Ry ist und die Elemente von H guadratintegrable Rand-
werte haben miissen. Mit diesem Skalarprodukt ist H ein vollstdndiger Raum und somit ein
Hilbertraum, der die Bezeichnung Hy erhalten soll (siehe: KRARUP, 1969 oder auch den
Beitrag von TSCHERNING in: MORITZ, SUNKEL, 1978).

3.1.2, Vollstdndigkeit der Punktmassenpotentiale

Die Bedeutung der Vollstdndigkeit eines Systems von Elementen wird aus Definition 6
sofort klar. Nun steht die Frage, ob Punktmassenpotentiale im Raum HK ein vollsténdiges
System bilden kdnnen. In (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (FREEDEN, 1980) wird gezeigt,
daB Punktmassenpotentiale ein vollstidndiges System in HK bilden, wenn die Massen dicht
auf einer reguldren Fldche innerhalb ¢ liegen. Unter "dicht" versteht man hier, daBl es
in beliebig kleiner Umgebung jedes beliebigen Punktes der Fldche noch Punktmassen gibt,
Eine wichtige Eigenschaft des Hilbertraumes HK ist die Separabilitdt, d.h. seine Di-
mension ist unendlich aber abzdhlbar, Das folgt unter anderem aus der bekannten Tat-
sache, daB das System der Kugelfunktionen, welches ja eine vollstdndige orthonormale
Basis in HK ist, ebenfalls abzdhlbar ist. Fiir die Darstellung eines beliebigen Feldes
durch Punktmassen sind also im allgemeinen abzidhlbar unendlich viele Punktmassen not-
wendig.,

3.1.3. Lineare Unabhidngigkeit

Fiir die Potentiale ¢(P) € H (Pe() von abzdhlbar vielen Punktmassen (i =1, ..., N),
welche auf einer geschlossenen Fldche innerhalb o , also in E3\§21iegen, wurde die
lineare Unabhdngigkeit in (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (MAR&ENKO, 1982a) bewiesen,

Fiir beliebige Anordnungen der Punktmassen in E3\Q haben STROHMEYER und BALLANI (1984)

2 Beweise fiir die lineare Unabhidngigkeit vorgelegt. Das heiBt, 2 Konfigurationen von
endlich vielen Punktmassen im Erdinnern erzeugen im AuBenraum immer verschiedene Poten-
tiale, wenn nicht beide Punktmassenkonfigurationen identisch sind. Das ist ein sehr
wichtiges Ergebnis, denn es ist die theoretische Voraussetzung fiir den praktischen
Versuch, bei der Gravitationsfeldapproximation durch Punktmassen auch die Orte der
Massen als freie (zu bestimmende) Parameter anzusehen,

Im Zusammenhang mit dem Inversen Problem der Potentialtheorie ist das Ergebnis unter
folgendem Gesichtspunkt interessant:

Die Losung der Inversen Aufgabe ist zwar flr kontinuierliche Massenverteilungen viel-
deutig, aber fiir endlich viele punktfdrmige oder kugelsymmetrische Quellen ist sie ein-
deutig. Man konnte sogar den SchluB3 ziehen, das Inverse Problem fiir die Erde sei ein-
deutig, da sie ja aus endlich vielen Atomen, die man als kugelsymmetrische Massenver-
teilungen ansehen kann, besteht. Abgesehen davon, daB dieser SchluB3 wegen der Bewegung
der Atome und wegen der quantentheoretischen Grenze der MeBgenauigkeit nicht richtig ist,
und abgesehen davon, daB diese Zahl der Atome natiirlich numerisch nicht beherrschbar

ist, macht sich die Vieldeutigkeit der Losung fiir kontinuierliche Massenverteilungen

bei der Approximation durch Punktmassen in einer mit der Zahl der Punktmassen steigen-
den numerischen Instabilitdt bemerkbar.,

Um einerseits einen besseren theoretischen Einblick zu vermitteln und weil andererseits
fiir die Gravitationsfelddarstellung durch Punktmassenpotentiale deren lineare Unabhédngig-
keit von so groBler Bedeutung ist, soll dieses Problem doch noch etwas ausfiihrlicher
behandelt werden, Wie aus Definition 2 ersichtlich, ist die Eigenschaft der linearen Unab-
héngigkeit nicht an eine Skalarproduktdefinition gebunden, d.h. verschiedene Skalarprodukt-
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definitionen dndern nichts an dieser Eigenschaft (wohl aber im allgemeinen an der Ortho-
gonalitdt eines Systems von Elementen). Im folgenden soll eine Variante des Beweises

der linearen Unabhidngigkeit vorgestellt werden, die sich etwas von den in (STROHMEYER,
BALLANI, 1984) vorgestellten Beweisfilhrungen unterscheidet und die eine Skalarprodukt-
definition voraussetzt.

Die Elemente ¢; (i = 1, «e., N) eines Hilbertraumes H sind dann und nur dann linear unab-
hdngig, wenn flir die GRAMsche Determinante D gilt:

- lopler> <oyl ... <¢1|¢N>“
<oplo > <eple> oo <oaloy>

(3.3 D = det . * 0

|_<¢’N|¢1> <¢N|¢2> <¢’N[¢N>‘

Ist {h ein vollstidndiges Orthonormalsystem in H, so kann jedes Element ¢ durch
1 i

oo

(3.4) ¢, =) a;h
1=1

dargestellt werden und die Koeffizienten sind durch
3.5 ay = <o b D>

gegeben. Fiir die Elemente der GRAMschen Determinante (3.3) ergibt sich aus (3.4) wegen

<hilhe > = G

[sre]
@.6 <ole,> = ; as1aj
Mit
aiy 912 .-
apg) 4Agz
@7 A=
anNit  ane

folgt fiir (3.3):

(3.8 D = det AAT)

erden jetzt die Elemente R mit den Punktmassenpotentialen
3.9 ¢, P =1"(q, ™

identifiziert und der Raum H mit HK' dann ist mit den Kugelfunktionen Enm und §;m
(siehe Pkt. 2.3.4. (2.17) bis (2.20)) ein vollstdndiges Orthonormalsystem in Hy bekannt.
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Mit der Zuordnung

(hy () = Cag P ., ha® =S;,P

ha (P = Cyg (P , he® =S, P

hs (P = Cy; (P ., hg® =S,

hy P = €5 (P) . hg® =S5 P
(3.1 . .

hi P = Cpp (P ;R P =5.,®

_mi’c k=n(h+1) +2m+1 mit 1=n(h+1)+2m

kann (3.4) explizit angegeben werden. Die. Elemente der Matrix A (siehe (3.5) und (3.7))
sind durch (2679) und der Zurodnung aus (3.10) gegeben:

R, n = ~
ac = o (G = g (52 T Ghg, 89+ Kol +2me
3. 1D .«
a = a (q) = 1 (Bﬁ#) S (Mg ,%q) : l=n(n+1)+2m
ajl qa)l \qi 2n+1 R nm 9 9

Findet man zu jeder Matrix A, also zu jeder beliebigen Verteilung der Punktmassenorte
qi = (Rq‘, Aqi,f}qi) s immer eine Matrix B, so daB die (N ¢ N) - Einheitsmatrix I durch

12> AB =1

erzeugt werden kann, dann ist (3.3) gezeigt, denn aus (3.12) folgt, daB8 A den Rang N hat.
Dann hat auch die (N ¢ N)-Matrix (anT ) den vollen Rang N und es gilt D = det (AAT) # 0,

Mit (3.11) erkennt man, daB die i-te Zeile [11 sy 855y eeo] der Matrix A gerade das voll-
stdndige System der inneren Kugelfunktionen (multipliziert mit dem Faktor §-—f), ausgewer-
tet fiir den Ort der i-ten Punktmasse, darstellt. Wenn fiir beliebige Anordnung von N Punkten
(q1, Qps eeey Qy) innerhalb der Kugel o immer Funktionen Uy (q), (k = 1, ..., N) existieren,
die im Inneren von o harmonisch sind und die Eigenschaft

3.13) Uk (q;) = Sk

haben, dann ist die lineare Unabhidngigkeit von Potentialen, die durch Punktmassen an den
Orten 93 (i =1, essy N) erzeugt werden, gezeigt. Wegen der Vollstidndigkeit der inneren
Kugelfunktionen beziliglich aller im Inneren von o harmonischen Funktionen existiert dann

ja auch immer die Reihenentwicklung von Uk(q) nach inneren Kugelfunktionen, welche unter
Verwendung von (3,11) die Form

B.14) U (@ = . bia (@
1=1

hat.
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Es existieren also immer solche Koeffizienten blk’ daB (3.13) erfiillt ist. Die Koeffizien-

ten blk gind dann aber gerade die Elemente der gesuchten Matrix B in (3.12). Der Beweis
reduziert sich also darauf, zu zeigen, daB immer harmonische Funktionen mit der Eigenschaft

(3.13) existieren. LdBt man fiir die Lage der Punkte q; nur eine konzentrische Kugelfldche op
im Inneren von s zu, dann ist der Beweis jetzt einfach, da in (3.14) iliber Kugelfldchen-
funktionen summiert wird und damit jede stetige Funktion auf op darstellbar ist. Diese
Aussage kann man sofort auf alle Fldchen innerhalb ¢ verallgemeinern, auf die eine ein-
deutige radiale Projektion von o aus moglich ist. Die Existenz einer Funktion, welche

im Inneren von ¢ harmonisch ist und gleichzeitig die Eigenschaft (3.13) fiir beliebige

Punkte 93 besitzt, ist nicht von vornherein klar.

Es ist interssant, daB der entscheidende Punkt der Beveisfiihrung in (STROHMEYER, BALLANI,
1984) ebenfalls mit der Konstruktion einer solchen Funktion zusammenhingt. Sie wird dort

in folgender Form gefunden:

(3. 19 Uk (CH) = Uk <><11)’1721) =

N

1
=Re [TT (CyGexq) + Caly=y)) + 1(C34C3)2 (z-21)) |
14k
1=1

wobei C1 und 02 beliebig rell sind, i = ‘Y:? die imagindre Einheit ist und Re [...] den
Realteil des Klammerausdrucks bedeutet (Uk(qk) = 1 kann durch Normierung immer erreicht
werden). Es ist bemerkenswert, daB dieser Beweis der linearen Unabhdngigkeit von Punkt-
massenpotentialen leicht auf beliebige Kernfunktionen der Form (2.40), welche ihre Pole
in q; (i =1, ..., N) haben, iibertragen werden kann. Mit (2.78) kann man sie ebenfalls
nach Kugelfunktionen entwickeln und die resultierenden Kugelfunktionskoeffizienten, die
hier mit a;m(kn) und gim(kn) bezeichnet werden sollen, unterscheiden sich von den Koeffi-

zienten fiir Punktmassenpotentiale Eim und §im in (2.79) nur durch den Faktor k R,
i

Cia (k) = ClokaRy
(3. 16)
§I (k,) = SiL Kk.R

nm''‘n qi

was nichts an der Beweisfiihrung &ndert.

3.2, Ausarbeitung eines Approximationsalgorithmus?®

3.2.1. Formulierung des Algorithmus'

Das Problem soll zuerst anschaulich erldutert werden.

Wir nehmen an, das Gravitationsfeld ist auf der (regularisierten) Erdoberflidche vorgegeben
und soll durch Punktmassen im Erdinneren approximiert werden. Dabei werden wir hier als
Randwerte entweder Potentialwerte (entsprechend der Skalarproduktdefinition (3.2)) oder
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(wie sich spdter als giinstiger herausstellen wird) Normalenableitungen bzw. Gradienten
entsprechend der 1. oder 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie in Betracht ziehen.

Aus der linearen Unabhidngigkeit ergibt sich die Tatsache, daB flir beliebig vorgegebene
Punktmassenpositionen die Massen im Sinne einer Approximation immer eindeutig bestimmbar
sind. Das heiBt aber auch, daB durch die Kenntnis eines Feldes (d.h. seiner Randwerte),
welches aus endlich vielen Punktmassen erzeugt wird, die Orte der Massen ebenfalls eindeu =
tig festgelegt sind, denn es gibt ja nur eine einzige Punktmassenverteilung, die gerade
dieses Feld erzeugt. Uber eine Methode, wie diese Orte praktisch bestimmt werden konnen,
igt damit natiirlich noch nichts ausgesagt.

Bei der Approximation eines realen Feldes durch Uberlagerung einer endlichen Zahl von
Punktmassenpotentialen steht nun die Aufgabe, moglichst die Punktmassenpositionen zu
finden, welche nach Bestimmung der Massen den Restfehler (d.h. die entsprechende Norm)
minimieren., Wdhrend die Berechnung der Massen bei vorgegebenen Orten ein lineares Problem
darstellt und somit leicht 1ldsbar ist, fiihrt die Bestimmung der Positionen auf ein nicht-
lineares Gleichungssystem (vgl. Pkt. 4.3. bzw. 4.4.).

Betrachtet man den Restfehler in Abhidngigkeit von den Punktmassenpositionen, wobei die
Massen selbst jeweils optimal sein sollen, so wird diese zu minimierende Funktion im all-
gemeinen mehrere lokale Minima besitzen., Es steht nun die Aufgabe, einen Algorithmus zu
entwickeln, mit dessen Hilfe die Punktmassenpositionen gefunden werden, die dem "besten"
lokalen Minimum, also dem globalen Minimum, entsprechen,

Bei derartigen Approximationsaufgaben ist es bekanntlich kein Problem, fiir irgendwelche
Startwerte das ndchstgelegene lokale Minimum zu finden. Es miissen also solche Start-
werte fiir die Orte der Punktmassen gefunden werden, welche das globale Minimum liefern.
Fiihrt man sich vor Augen, daB die Zahl der Punktmassen fiir sinnvolle Anwendungen meist
die GroBenordnung 100 (teilweise sogar betridchtlich) iiberschreiten wird, dann wird deut-
lich, wie kompliziert die Aufgabe ist, das globale Minimum unter vielen lokalen Minima in
einem Raum zu finden, dessen Dimension die 300 iibersteigt (jeder Punktmassenposition ent-
sprechen ja 3 Unbekannte)., Brschwert wird die Aufgabe noch, weil es nicht ausgeschlossen
ist, daB zwei (oder mehrere) Punktmassenkonfigurationen (die unterschiedliche Felder er-
zeugen) das vorgegebene Feld im Sinne der numerischen Rechengenauigkeit gleichermaBen

gut approximieren,

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen ist es aber gar nicht notwendig, um jeden Preis

das "beste" Minimum zu erreichen,

Es ist vollig ausreichend, die Aufgabe zu stellen, ein lokales Minimum zu finden, welches

dem Restfehler des globalen Minimums nahe kommt und in irgendeinem Sinn ausgezeichnet ist,
go daB es numerisch "auffindbar" ist. Es ist ja ohnehin immer moglich, die Approximations-~
genauigkeit durch ErhShung der Zahl der Punktmassen zu verbessern.

Bei einer Normdefinition, welche letztlich auf die Methode der kleinsten Quadrate fiihrt,
konnte man z.B, die Zusatzforderung stellen, gerade das lokale Minimum zu suchen, welches
der kleinsten maximalen (punktweisen) Abweichung der beiden Felder auf dem Rand entspricht,
Diese Forderung erscheint durchaus sinnvoll und ist je nach praktischer Anforderung an die
Approximation mdglicherweise sogar der Suche nach dem globalen Minimum vorzuziehen. Daf3

ein solches lokales Minimum bei bestimmten Eigenschaften des zu approximierenden Feldes so=-
gar mit groBer Wahrscheinlichkeit mit dem globalen Binimum zusammenf#@llt oder zumindest
einen vergleichbaren Restfehler liefert, wird noch diskutiert.,
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Nach der Vorbereitung in Pkt. 3.1. kann jetzt die Approximationsaufgabe im Hilbertraum HK
formuliert werden. Einer der wichtigsten Vorteile besteht dabei darin, daB die Gesetze
und Vorstellungen aus dem 3-dimensionalen kuklidischen Vektorraum im wesentlichen ins
Mehrdimensionale iibertragbar sind.

Aber bevor wir uns der Approximation des Potentials (bzw. des Stdrpotentials) T GHK durch
Punktmassenpotentiale zuwenden, soll die Approximation durch ein Orthonormalsystem

{hye He + ¢i=1,2,...0} erldutert werden.

Der Auswahl von N optimalen Punktmassenpositionen aus der unendlichen Vielfalt von Nog-
lichkeiten entspricht jetzt folgende analoge Aufgabe:

Aus der Menge der orthonormalen Basisvektoren {h; , (i=1,2,...)} sollen N Vektoren so
ausgewdhlt werden, daB (fiir ein festes N) der Vektor T am besten approximiert wird. Das
kann man folgendermaBen aufschreiben (NZ ist die Menge der natiirlichen Zahlen):

N N
@19 T = ) <Tlhg >hy |l = MIN {IIT =) LTl Dbl e ke Nz}
1=1 1=1 .

VW egen der Orthonormalitdt sind die Koeffizienten durch die Skalarprodukte der Basisvek-
toren mit dem zu approximierenden Vektor T, also durch Projektion von T auf den ent-
sprechenden Basisvektor, sofort gegeben. Die Porderung (3.19) kann umgeformt werden, indem
die Norm durch ihre Definition liber das Skalarprodukt, ”UH = <:U|U:>V2, ersetzt wird:

i 2
a.20 1 - 121 UL L

N N
= MIN{ <T = IZ:I <T|hk1>hk1 T - 12::1 <T|hk1>hk1> : Kk € Ny }-

Fiir die rechte Seite ergibt sich:

N

). <Tlhkl>hkl> + 1231 <hkl|hkl><T|hkl>2] : ke NZ}

1=1

3.2D MIN{[<TIT> - 2<T

und mit <:hk1|hk1:> =1

N 2
(3.22) MIN{ T - Y <Tlhe >+ ke Nz}
1=1

Da die Norm in (3.19), also auch die Differenz in (3.22), positiv sein muB, kann man die

Basisvektoren hi auch durch
1

N 2 N 2
3.2 ) <Tlh, > = MAX{Z Thhe> 0 ke Nz}
1=1 1=1

bestimmen.
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Die gestellte Minimierungsaufgabe (3.19) kann man also ldsen, indem aus der abzdhlbar
unendlichen Menge der orthonormalen Basisvektoren {h, , (i=1,2...)} jene ausgewdhlt
werden, welche die betragsmaBlig groBten Skalarprodukte mit dem zu approximierenden Vektor
haben. Das ist ein bekanntes, und in Analogie zum 3-dimensionalen Euklidischen Vektor-
raum auch anschauliches Ergebnis, das hier zum besseren Verstdndnis des folgenden noch
einmal aufgezeigt wurde.

Soll nun die Approximation schrittweise erfolgen indem die Zahl der beriicksichtigten
Basisvektoren bis zu einer vorgegebenen Approximationsgenauigkeit erhtoht wird, dann muB
man in jedem Schritt jeweils aus der noch nicht berlicksichtigten Menge von Basisvektoren
den Vektor auswdhlen, der das betragsmdBig groBte Skalarprodukt mit dem Vektor T liefert.
Sind also schon (N-1) Basisvektoren { hﬁ , G=l, ..., N-D} ausgewdhlt, so findet
man den ndchsten durch:

2 2
(3.24) <Tlh,N> =MAX{<T|hkN> : kye N2\ iy, ... ,iN_l}}

Will man den N-ten Basisvektor aber aus der gesamten Menge { h; , (i=1,2,...)} aus-
widhlen, dann kann man (3.24) ersetzén durch:

2

hkn> H RNG Nz}

Das ist unter der Voraussetzung der Orthogonalitdt offensichtlich, wenn man beriick-
sichtigt, daB das HuBere Skalarprodukt in (3.25) fiir die Pdlle ky = i, (1 =1, eeey N=1)
den Wert Null annimmt, da diese Komponenten ja bereits von T subtrahiert worden sind.
(3.25) liefert also den gleichen Vektor hiN wie (3.24).

2 N-1
@.25 <Tlhy> = MAX{ <T - <Tlhxl>h;,
1=1

Als Bezug zur Praxis sei die Darstellung durch die orthonormalen Kugelfunktionen erwdhnt.
Die schrittweise Approximation durch die Basisfunktionen mit dem jeweils groBten EinfluB
ist dort wegen der spektralen Ligenschaft des realen Gravitationsfeldes der Erde im
wesentlichen durch die natlirliche Reihenfolge der Kugelfunktionen gegeben.

Nun soll die uns eigentlich interessierende Approximation durch Punktmassenpotentiale
untersucht werden., Hier ist das Problem komplizierter. Zum einen sind die Punktmassenpoten-
tiale als Basisvektoren nicht orthogonal (vgl. Pkt. 3.2.2.) und zum anderen liegen sie
nicht von vornherein durchnummeriert vor. Jeder Punktmassenposition q: € Eg\é (also inner=-
halb der Erde gelegen) entspricht ein Basisvektor

B.28) &, (P = 6P, q) = 1P, qp

mit einer bestimmten Richtung im unendlichdimensionalen Hilbertraum HK. Hier entsteht
scheinbar ein Widerspruch zwischen der Auswahl der Punktmassenorte aus der Menge E2\Q ’
also einer iliberabzdhlbaren Menge (jeder Position entspricht ja ein Koordinaten-Tripel aus
der Menge der reellen Zahlen) und der Tatsache, daB die Dimension von HK abzdhlbar ist,
also auch eine abzdhlbare Menge von Punktmassen zum Aufspannen des Raumes Hy ausreicht
(siehe Pkt. 3.1.2.). Beriicksichtigt man aber, daB die abzihlbare Menge der rationalen
Zahlen in der Menge der reellen Zahlen dicht liegt (vgl. z.B.: ACHIESER, 1953, S. 14),
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dann kann man die Auswahl der Punktmassenpositionen aus der Menge E3\Q als Auswahl aus
einer abzdhlbaren lenge auffassen. In diesem Sinn ist der Index "i" der Punktmassenorte
q; in (3.26) zu verstehen., Denkt man auBerdem daran, daB die Stellenzahl der (in Dual=-,
Dezimal- oder einer anderen Form) verwendeten rationalen Zahlen in der Praxis immer end-
lich ist, dann erfolgt die Auswahl der Punktmassenpositionen sogar aus einer endlichen
Menge. Doch diese {Uberlegungen dienen vor allem gedanklicher Klarheit; das Problem wird
dadurch nicht einfacher, da eine natilirliche Reihenfolge der Punktmassenpotentiale als
Basisvektoren, wie es bei den Kugelfunktionen der Fall ist, hier fehlt,

Die Aufgabe, fiir vorgegebene Punktmassenorte ay die Massen By (i=1, +eey, N) im Sinne
einer Approximation zu bestimmen, 1dBt sich wie folgt formulieren (E ist die Menge der
reellen Zahlen):

N N
@27 T -3 wel = MIN{ IT -3 awroll = ule E}
i=1 i=1 .

Wir wollen hier und im folgenden vereinbaren, daB die Gravitationskonstante C in den
Punktmassen Py enthalten sein soll,

Sollen auch die Positionen der N Massen variiert werden, dann hat die Forderung folgen-
de Form:

N N
.28 [T-) wol = MIN{ Ity - ) piee, gl = ple B qie Ea\ﬁ}
i=1 i=l .

Die praktische Realisierung dieser Forderung fiir vorgegebenes N fiihrt aber auf die schon
erlduterten Schwierigkeiten der Wahl der Startwerte filir die Bestimmung der a3 (CIRN=T| PP ) B

Wie ist nun die Situation bei einer Approximation durch schrittweise krhdhung der Zahl N
der Punktmassen? Angenommen, fiir ein festes N sind die optimalen Punktmassenorte bekannt,
dann hat die Nichtorthogonalitdt der Punktmassenpotentiale zur TFolge, daB bei Hinzunahme
einer neuen Masse, also Erhohung der Zahl von N-1 auf N, streng genommen alle Positionen
neu bestimmt werden miissen. Nun liegt der Gedanke nahe, daB der EinfluB der neuen Punkt-
masse auf die restlichen nicht zu grofl ist, so daB die bisherigen N-1 Positionen als
Startwerte fiir die neue Optimierung verwendet werden konnen. Bleibt die Frage nach dem
Startwert fiir die N-te Position. Ihn kdnnte man wie im orthogonalen Fall (vgl. (3.25))
bestimmen, also durch Suche nach der Punktmasse, deren Potential das betragsmaBig groBte
Skalarprodukt mit dem noch zu approximierenden Feldanteil hat,

Dieses Vorgehen ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn die meisten der verwendeten
Punktmassenpotentiale "fast" orthogonal zum N-ten Punktmassenpotential sind, d.h. wenn
die Winkel zwischen den entsprechenden Basisvektoren im Hilbertraum in der Ndhe von

90° liegen., Wie in Pkt. 3.2.2. gezeigt wird, kann durch Einfiihren einer neuen Skalar-
produktdefinition diese Forderung besser erfiillt werden.
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Um den hier verbal angedeuteten Approximationsalgorithmus mathematisch zu formulieren,
ist es vorteilhaft, anstelle der Punktmassenpotentiale d, normierte Potentiale ¢, und
damit auch normierte Koeffizienten B; 2zu verwenden:

@29 &, = o flo It v o= lledd

AuBlerdem soll der Fakt, daB mit jeder neuen Gesamtzahl N von Punktmassen alle Orte Q3
(i =1, «ovy N) (und damit alle N Basisvektoren ¢, und Koeffizienten By ) wieder ver-—
andert werden, bei der Bezeichnung der Orte qN der Potentiale ‘IJT und Koeffizienten
B durch einen oberen Index beriicksichtigt werden.

Kommen wir nun zur Formulierung des Approximationsalgorithmus', wobei die Abkilirzungen:

gk = 8P, o und & =8P, 9"

verwendet werden:

1. Schritt

Bestimmung von qi und damit @, sowie pi durch:

<qu>}>2 = MAX { <T|<I>*>2 : qte B\Qp und i o= <Tlet>
2. Schrikt

a)Bestimmung des Naherungswertes §% bzw. &% durch:

3% = gl also &% = 8}

b) Bestimmung des Naherungswertes d3 bzw. ®3 durch:

3.30Y <T - el | $§)>2 = MAX{ <T - ulat | ci>">2 : qte B\Q)
o) Bestimmung von qf bzw. 5, ui i g3 bzw. 83, u3 durch:
(I il wia?| = MmNt - Zzl piefll 2 gqle ENQ: pleE)

N-ter Schritt

a) Bestimmung der Ndherungswerte aT bzw. $T (i=1,...,N-1) durche:

q? = q?ﬂ also 5? = 5?4
b) Bestimmung des Néherungswertes qn bzw. &N durch:

N-1
1=
i=1

2

N-1
$§:>> = MAX{ <i:T = ) uitelt
i=1

@*::> . q'e Ea\é}>
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52
c) Bestimmung von q? bzw. @T und &T (i=1,...,N) durch:

N N
It =5 ol = MIN{IIT -y prell : qie EN\Q: ple E, (i=1,...,N)}
i=1 i=1

Bevor wir zur Diskussion des vorgeschlagenen Algorithmus', insbesondere zur Diskussion
der "Fast"~Orthogonalitdt oder Quasiorthogonalitdt und der Konvergenz kommen, soll die
Skalarproduktdefinition und das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale, sowie die Be-
stimmung des N&dherungswertes jeder neuen Punktmasse betrachtet werden.

3.2.2. Wahl des Skalarprodukts/Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale

Im Pkt. 3.1. wurden in Definition 4 die Eigenschaften genannt, die ein Skalarprodukt er-
fiillen muB, Es ist allgemein iiblich, die NMenge der auBerhalb von o harmonischen und im
Unendlichen reguldren Funktionen (siehe (3.1)) mit dem Skalarprodukt (3.2) auszustatten.
Dem liegt die 1. Randwertaufgabe der Potentialtheorie zugrunde (vgl., z.B.: MEINHOLD,
MILTZLAFF, 1977 oder SIEGL, 1973), kurz gesagt also der Fakt, daB 2 Potentiale identisch
sind, wenn sie auf dem Rand iibereinstimmen. Im Zusammenhang mit der Theorie der Hilbert-
rdume mit reproduzierendem Kern (siehe z.B.: MESCHKOWSKI, 1962) sind auch die Skalarpro-
duktdefinitionen

3.3 <ulv>

3.3 <ulv> rad U+ grad V dQ

N D D
[@e}

@.33  <Ulv> -% grad U - grad V d9

bekannt (siehe z.B.: LELGLMANN, 1979), bei denen die Integration iiber den gesamten
AuBenraum QQ ausgefiihrt wird.

Fir Approximationsaufgaben, bei denen das zu approximierende Feld nur auf dem Rand vor-
gegeben ist, was in der Praxis der allgemein vorliegende Fall sein wird, sind sie aller-
dings nicht geeignet. Fiir unsere Aufgabenstellung ist folgendes Skalarprodukt denkbar:

.36 <UIV>4 = 3= grad U+ grad V do
(=3 -

Dieser Definition liegt die 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie zugrunde, die be-
sagt, daB 2 Potentiale mit den Eigenschaften (3.1), deren Normalableitungen auf dem Rand
o {ibereinstimmen, auch im gesamten AuBenraum (2 identisch sind. Eine Unbestimmtheit in
Form einer additiven Konstanten tritt nicht auf, sie wiirde die in (3.1) geforderte Regu-
laritdt verletzen (vgl.: MEINHOLD, MILTZLAFF, 1977, S. 151). Es 148t sich leicht nach-
priifen, daB die Eigenschaften in Def. 4 von (3.34) erfiillt werden,

Man kann den linearen Raum H der Funktionen mit den Eigenschaften (3.1) also auch mit
dem Skalarprodukt (3.34) ausstatten,

Der zugehorige Hilbertraum soll die Bezeichnung H_erhalten.

Eine Approximation entsprechend (3.34), bei der nicht wie im Fall der klassischen geo-
ddtischen Randwertaufgabe Schwereanomalien auf einer erst (mit Hilfe der Schweremessungen)
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zu bestimmenden Fléche gegeben sind, sondern das Feld in Form der Gradienten auf der be-
kannten Erdoberfléche vorgegeben ist, kdnnte zunehmend praktische Bedeutung erlangen

(vgl. auch: FREEDEN, KERSTEN, 1980). Denn durch die Methoden der Satellitengeoddsie, ins-
besondere durch das "Global Positioning System" (siehe z.B.: FELL, 1980 oder: BOCK,
COUNSELMAN, 1984) ist ja heute eine schnelle und genaue Ortsbestimmung weitestgehend unab-
hédngig vom Gravitationsfeld der Erde mdglich,

Die Nutzung von (3.34) hdtte auch den Vorteil, daB nicht die integrale GrtBe des Poten-
tials, sondern die physikalisch eigentlich wirksame GrdBe, ndmlich die Kraft selbst,
approximiert wird. AuBerdem werden die hoherfrequenten Anteile des Feldes durch den
Gradienten besser widergespiegelt als durch das Potential,

Es wurde schon gesagt, daB die Winkel zwischen den Basisvektoren @T (1 =1, eeey N)

untereinander (also zwischen den Punktmassenpotentialen) im entsprechenden Hilbertraum

(HK oder H_) von Bedeutung fiir den Approximationealgorithmus sind. Im folgenden werden

die beiden Skalarprodukte (3.2) und (3.34) fiir 2 Punktmassenpotentiale ¢, und ¢ bzw,
$, und QJ in Abhédngigkeit von den Punktmassenorten Qy und ay ausgewertet.

3.2.2.,1, Das Skalarprodukt ulv> =2%§ W do fiir Punktmassenpotentiale in Ab~
hédngigkeit vom Ort der Punktmgbsen

Mit (3.2), (3.26) und der Abkiirzung 1; = 1(P,q;) erhdlt man
. -1 gt
.35 <oilo;> = o5 § 171 13 do @,

Nimmt man fiir o die Oberfldche der Einheitskugel an und verwendet die sphérischen Koor-
dinaten R, 2,® (Radius, Liénge und Kobreite) fiir den Laufpunkt P=(R,r, & und den Ort der
Punktmasse q; = q; (R;,2;,%;) , dann gilt mit dem Kosinussatz ( v; = Vap ist der sphd-
rische Abstand der i-ten Punktmasse zum Laufpunkt P; Ri = qu‘und R=1):

) 8
(3.36) 1, = 1(P,q) = (I + R} -2R,cosv;)?

Fiir (3.35) kann man dann schreiben:

2n w

3.3 <o, 16> = ;&; Sg Sg(1+R§—2Ricoswi)
A=0 8=

=

1 -
2 (1+R;=2Rjcos¥ ;) 2 sin® dr d9

Da wegen der Kugelsymmetrie nur die relative Lage zwischen den beiden Punktmassen interes-
siert, kann man ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit setzen:

(3.38) A, =03 9, =0 ; Aj = g .

Unter Verwendung des Kosinussatzes der sphédrischen Trigonometrie erhélt man:
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cosV; = cosd
(3.39

cosV; = cos? cos¥;; + sind sinV¥;; cosX

wobei v, der sphdrische Abstand zwischen beiden Punktmassen ist.

Verwendet man die bekannte Reihenentwicklung nach LEGENDREschen Polynomen:

- L
2

G.40 171 = A + R - 2Ricosv,) 2 =) RIP, (cos¥,)

18

3
1]
=

go folgt aus (3.37), (3.39) und (3.40):

<¢i l¢j> =
(3. 4D

00 ©0
o ;11—8 S Z Z RIRY P, (cos®) P, (cosd cosV;j * sind sinV¥;; cosA)sind dr d%
Nutzt man die Beziehung:

P. (cos® cosV;; + sind sinV,; cosA) =

(3. 42)
Ch=m) |

] Pam (cos®) P, (coswij) cosA

= P, (cos® P, (coswij) i 221

(RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No. 6.834, S. 365) und die Orthogonalitdtsrelation fiir LEGENDRE-
sche Polynome:

+1
3.4 (P @ P, ) dt =
S

2 __
2n+1 Som )

dann kann man (3.41) vereinfachen und es folgt:

L S| "
@4 <oy le,> = Z=B 5.7 RRPO™ P, (cos¥, )
als Losung., Liegen beide Punktmassen am selben Ort (Ri = Rj’ Py m @), so bekommt (3.37)
die Form

2n

¢, > = -4—1— fdr § (1 + R% - 2R, coem ™ cing do
Tp

3.45) <o,

und kann leicht geldst werden. Mit der Substitution
t =1+ R? - 2R, cos?

(3. 46)
dt = 2R;sin® do
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folgt
1 1+R;
(3. 47 o [ > 8 — lp——
< 9.5 2R; 1-R;
3.2.2.2. Das Skalarprodukt <UIv>4 =3Lgs"miu'5"miV€’ fiir Punktmassenpotentiale

T s

in Abhdngigkeit vom Ort der Punktmassen

Piir das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale entsprechend (3.34) gilt:

@48y <oy lo>y = L § grad (17 e grad (1) do

Fiir das Produkt der beiden Gradienten (Skalarprodukt zweier Vektoren im 3-dimensio-
nalen Buklidischen Raum) gilt:

(3.49) grad(17) egrad(1]) = (1,1,7% cos¥;

wobei ¥ij der Winkel zwischen den beiden Verbindungslinien der Punktmassen zum Lauf-
punkt P auf o ist (siehe Abb. 3.1.).

Abb. 3.1+8 Zur Geometrie bei der Integration des Skalarprodukts zweier Punktmassen-
potentiale

Mit dem Kosinussatz erhdlt man:

12+1%-12,
(3.50) cos¥;; = —1—
J 21,1 .
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Flir den Abstand lij zwischen den beiden Punktmassen ergibt sich wieder mit dem
Kosinussatz

3.5 155 = Rf + R§ - 2R;Rjcos¥;;

Faft man (3.48) bis (3.51) zusammen, so erhdlt man

(3. 52) <¢i|¢j>g = _81_“. |: S 1;1 133 dos + S 1;3131 do - liJS 1;3133 do‘:|
o

a -] °

Platziert man die Punktmassen wieder entsprechend (3.38), so daB (3.39) gilt, und nimmt
man analog zu (3.40) eine Reihenentwicklung

njw

(3.5 17 = (1 + R? - 2Roos¥;) 2 = ) ky,P, (cos¥;)
n=0

mit den Koeffizienten k, als bekannt an, so folgt aus (3.52) analog zu (3.41) bis (3.44):

8

.58 <oy le,>, =—§_: -—-21] Rk + Rikin = kinkjn15)) P (oos¥iy)
n=0

1]

Nun miissen die Koeffizienten kin der Reihenentwicklung (3.53) bestimmt werden. In (SACK,
1964) wird zwar fiir beliebige Potenzen von 1 eine allgemeine Losung der Reihenentwicklung
nach LEGENDREschen Polynomen angegeben , doch ist die Ldsung liber die hypergeometrische
Funktion gegeben und 18Bt sich nur schwierig fiir den Fall l'3 spezifizieren, Im folgen-
den sollen die Koeffizienten kin aus (3.53) auf anderem Weg bestimmt werden.

Dazu wird die darzustellende Funktion 1"3 auf die entsprechenden LEGENDREschen Polynome
P, (n=1, 2, ees) projiziert:

+1

2 - -3
@59 ol _Sll P, k) db

Dabei gilt t = cos¥ und der Index "i" oder "j" wird aus Ubersichtlichkeitsgriinden hier
weggelassen. (3.55) kann partiell integriert werden:

2 * ¢ dP,
(3.56) =S—k, = [F(t) P, (t>:] = [ Fw dt
2n+1 - S dt

wobei fiir die Funktion F(t) gelten muB:

3.57) - =178

Man findet leicht:
(3.58) F@&) =R1'17!
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Dadurch bekommt (3.56) die Form:

P
(3. 59) [R“l p (t)] - Lt
S sy +1 R 1 de .

Verwendet man fiir l"1 die Entwicklung (3.40) und setzt die beiden Grenzen +1 und -1 fiir
t ein, so kann man fiir den ersten Teil der rechten Seite von (3.59) unter Beriicksichti-

gung von

1 fir n gerade
P (1)=1 und P _(-1) =€ 4 ¢y schreiben:

1 filir n ungerade
+1 0
3. 60) [R“l"an <t>J . %Z Re[1 - D]
. L .

liit (3.40) und der Vertauschung von Summe und Integral wird aus dem 2, Teil der rechten
Seite von (3.59):

(3.6 L +§1 b S gy Z [R"‘ { P *
3.60 R 2 m L
Mit .

*dpP, _ <f 0 for m 2 n
3.6 . = e

2 dt L 1-¢D For m < n

(siehe: GRUBNRi, HOFREITER, 1973, No. 171,5, S. 23) erhdlt man fur (3.61):

+1 n—1

-4 1 S = - Y R [1-cD™n
3.63) - & ._811 T . ZB [ ]-

FaBt man (3.60) und (3.63) zusamnen, dann ergibt sich fiir (3.59):

3
1
—

(3. 64) T n.= % Y R [1-¢-n] - % R [1-¢1nm]

=
L]

m= m

und scnlief3lich:

3.65) k, = 2ﬂ+1z Re [ 1= -1 ]
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Zieht man R

auch schreiben:

aus der Summe und beginnt die Summierung bei Null, dann kann man fiir (3.65)

(3.66 kn = 2h2+1 R" Z Rm"l I:l__(_l)m+2n] .

r)
Beriicksichtigt man, daB (—1)2n = 1 gilt, dann folgt
o0

@.67) k, = @n+D) R" ). R®
=0 .

Nutzt man schlieBlich die bekannte Reihenentwicklung

.68 — ~ =) R for Rl <D
1-R =D

80 erhdlt man als Ergebnis

@n+1R"
1 -R® .

(3.6 k, =

Mit R = Ri bzw. R = Rj sind durch (3.69) also die Koeffizienten kin bzw. kjn in (3.54)
bekannt und (3.48) ist geltst.

Man kann das Ergebnis noch weiter vereinfachen., Setzt man den Ausdruck (3.51) fiir 1..

in (3.54) ein und beriicksichtigt auBerdem, daB P; (cos¥) = cosV gilt, dann erhdlt (3.54)
die Form:

a1

@78 <op e, > =% Ky * Rlkin ~ kinksn (RS + RS - 2R,R,P1) ] P,

bzw,:
1 = " " .
<¢ I¢ >g = Ez Bl +1 [R J,—, + R - kmk (RT + RJ.) ] Pa (cos\PiJ) +
3.7D
—é_ = _l‘ ZRiRJkinkJnPI (COSW‘J>Pn (cos‘\;lij) = A + B .

Wir wollen nun die beiden Teile der rechten Seite mit A und B bezeichnen und einzeln um-
formen, Mit

(3.72) P,P, = Piast

n+1 n
O— + ——
e
(siehe: RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No. 6.815,5, Se. 361; gpezifiziert fiir m = 1) folgt fiir B:
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_ in n+1 n
G.79 B =RiRy ), —J—2n+1 o P * Pl

und
(3.74) B = R;R; [ L—J—— (h+1) P Kinkjn P ]
f a2 L7 L e "R

Ersetzt man in der ersten Summe n durch (n-1) und in der zweiten Summe n durch (n+1),
dann bleiben die Ergebnisse der unendlichen Summen unverdndert und man kann beide Summen
zusammenfassen zu:

k kx n'l*lk n+l
.75) B = RyR, [—14—— Tl MV L S <+1>] P.
@ nz_ﬂ @02 "7 T @ne? .

Setzt man nun das Ergebnis (3.69) fiir k;, ein, dann ergibt sich nach einigen einfachen
Unformungen fiir (3.75), also fiir den 2, Teil der rechten Seite von (3.71):

® o+ (W+DRERE
i
(3.76) B =RR, ). :

R; 2
d & (-RD AR .

TFiir den 1. Teil der rechten Seite von (3.71) erhdlt man nach Einsetzen von (3.69):

2n+1 @n+1)?
[ —_— 2n+3 + RORD ntl RIR? n _ (R§A+R§>] P,

_ 1y
Q.77 A= 22 SO J1-RZ (1-R) (1-R%

” 2n+l

Nach Ausklammern von R?Rg, Bilden des Hauptnenners und Ausklammern von (Rf + R?) erhdlt
man:
1- (n+1) RE+RY)
2 2
(1-R{Y (1-Ry

n

(3.78) Z RIR

PaBt man die Ergebnisse fiir A und B, (3.76)und (3.78), wieder zusammen, dann ergibt sich
fiir (3.71) der Ausdruck:

nt (n*1) RyR;DZ+1-(n+1) (RE+RY
(1 = REY €1 = R

3.79 <o ]e, >4 = Zﬂ (RyR;" o (cos¥ )
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Man erkennt leicht, daB von dem Bruch nur der Faktor (n+1) iibrigbleibt, so daB gilt:

3.80 <4 [9,>5 = ) D) RRP" P, (cosV )
n=0

Man kann die Unendliche Reihe in (3.80) auch als geschlossenen Ausdruck angeben (vgl.:
HEISKANEN, MORITZ, 1967, S. 35).
Mit der Abkilirzung

3.8 L% = [1+ RRRDP? - 2R,R; cos¥y; |

gilt analog zu (3.40):

@82 L =) RRP" P, (cosy,)
n=0

oder

(3.83) R;R;L7! = Zﬂ RR™ P, (cosv,y)

Durch Differentiation beider Seiten nach (RiRj) erhdlt man

3.84) L™ - R{Rj(R;Rj=cos¥, ) L= =) (n+1) RRP" P, (cosvy)

n=0
was sich leicht umformen 1ldB8t zu:
e L2 - (RyRD2 + 1 1 - R
(3.85) ) (n+D) R;RP" P,(cos¥;) = KR = C?f"s“’u .
n=0

Damit steht als Endergebnis fiir das Skalarprodukt (3.34) zweier Punktmassenpotentiale
der geschlossene Ausdruck

rojw

3.88) <o,[6,>5 = (1 - R;Rjoosv,,) [1 + RRp? - 2RiRJcos’\PUj|

zur Verfiigung. Fir v,; = @ erhdlt man:

3.87) <#,|o,>, = (1 - RRP?
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3.2.2.3. Diskussion der beiden Skalarprodukte

Zur Ubersichtlichkeit sollen die Ergebnisse flir das Sklarprodukt zweier Punktmassen-~
potentiale ¢, und ¢J. entsprechend der beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2) und (3.34)
noch einmal zusammengefaBt werden, (zur Unterscheidung wird das Skalarprodukt

<*|*>k nach (3.2) mit dem Index "k" versehen):

<oy 16, = 41—“5 b6y ds 1 by = #lq, P = 17 (g, P

o

<oloy>i = ) 5o RRP™ P Ccosvy )

n=B
(3. 88) .

1 1+R, \ 2 .
N P e A L1

i |

1
L 1+R, 1+R.\ 2 & 1 .

<8,18,>Kk = 2RR? <1n -y ln 1_—R3L Zﬁ 57 RiRp" Py (cos¥, )
Lo lo>q = ﬁﬂ grad ®,-grad &, ds 5 & = #(q,P) = 17 (g, P)

(-3

<o lo >y = Z@ (1) RR" Py (cos¥y )
= 1 ,
3.89 [<#,[6,>4 = (1 = RiRjoosvy) L7 = 5 [L2 - RRp? + 1] L7

L? =1 + RRp? - 2R;Rjcoev

241 ~
(1-RY) s 8 = ¢, le, g

“‘1’1 Ig =

8, >y = A-RH U-R) U - R;Rjcosv; ) L7

<&;

Die normierten Punktmassenpotentiale &; miiBten eigentlich noch einen Index erhalten, der
kenngeichnet, bezliglich welcher Normdefinition die Normierung erfolgte, Da das aus dem

Zusami.enhang aber jeweils deutlich wird, soll darauf verzichtet werden.
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Wie im 3-dimensionalen Euklidischen Vektorraum, kann man auch im abstrakten Hilbertraum

einen Vinkel o

ij zwischen den beiden Hilbertraumvektoren $; und ¢ iiber

(3.9 <¢i |¢J> . ”4’1” ”‘b_]“ cosa; j
einfiihren. Piir die normierten Vektoren &; und éJ gilt danni
3.9 <&, ]8> = cosay;

In diesem Sinn haben die Skalarprodukte zwischen zwei Punktmassenpotentialen auch eine
anschauliche Bedeutung.

Die Abbildungen 3.2 und 3.3 zeigen den Verlauf des Skalarprodukts zweier normierter
Punktmassenpotentiale in Abhéngigkeit des sphdrischen Abstandes Vi der beiden Punkt=-
massenorte und ihrer Radien Ri und R. fiir die beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2 und
(3.34). Man sieht, daB die Punktmassenpotentiale "fast" orthogonal sind, wenn sie rela-

tiv dicht unter der Erdoberflidche liegen und einen nicht zu kleinen sphdrischen Abstand
haben. Diese Eigenschaft ist wesentlich ausgepridgter fiir die Skalarproduktdefinition (3.34).
Deshe die Approximation der Kridfte auf der Erdoberflidche wird filir den vorgestellten
Algorithmus gilinstiger sein als eine Approximation von Potentialwerten. Wie die Verhdlt-
nisse bei einer praktischen Anwendung des Algorithmus' hinsichtlich der Quasiorthogonali-
tdt sein werden, wird im Pkt. 3.3.2. quantitativ abgeschdtzt.

3.2.3. Die Bestimmung des Anfangortes jeder neuen Punktmasse

Eine der wichtigsten Fragen im Zusammenhang mit dem Algorithmus (3.30) ist bisher noch
nicht diskutiert worden, ndmlich die praktische Bestimmung eines Ndherungswertes fiir den
Ort jeder neuen Punktmasse. Es wurde vorgeschlagen, im N-ten Approximationsschritt den
Ndherungswert aﬁ durch die Bedingung

- 2 =
3.9 <Tyg|8N> = Max{ <y [8*> " € E2\Q}

zu bestimmen, wobei hier die Abkiirzung
N-1

(3.83) Tyy =T -y ultel?
i=1

verwendet wurde., Da in diesem Fall nur eine Punktmasse variiert wird, spielt die Nicht-
orthogonalitédt der Punktmassenpotentiale keine Rolle und man kann analog zu (3.19) bis
(3.23) zeigen, daB (3.92) fiir die Auswahl von an gleichbedeutend mit

@90 [Ty - ZNENI = MIN T - el 2 pt e B g e ERN\Q)
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Abb, 3.2.: Skalarprodukt <§Ji I‘I>J>k flir 2 Punktmassenpotentiale filir verschiedene

R = Rq = Rq in Abhéngigkeit vom sphdhrischen Abstand der beiden Punktmassen
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Abb, 3,3.: Skalarprodukt <n1>i |@J>s fiir 2 Punktmassenpotentiale fiir verschiedene

R = Rq = Rq in Abhédngigkeit vom sphdrischen Abstand der beiden Punktmassen
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ist. Minimierungsaufgaben vom Typ (3.94) sind aber, wie schon gesagt, ldsbar, wenn ein
Ndherungswert vorhanden ist. Das bedeutet, daB (3.92) nicht exakt geldst werden muB, es
geniigt, wenn iiber (3.92) gewissermaBen ein Nidherungswert fiir den Ndherungswert 5“ ge-
funden wird, der dann durch (3.94) weiter prdzisiert werden kann.

Wie sieht die Forderung (3.92) unter Verwendung des Skalarprodukts (3.34) nun aus und
wie kann sie praktisch realisiert werden? Setzt man (3.34) in (3.92) ein, dann lautet
die liaximierungsaufgabe (unter Verwendung der Abkiirzung (3.93)):

~ 2
I: E grad Ty-1 (P) + grad @m (P) do (P):l =
(3. 95) . s e
- MAX{[ § grad Tyt )+ grad 8* @) do P ] . o €E \Q}
(-4

Das bedeutet folgendes:

Eine Punktmasse soll in ihrer Lage im Inneren von o so variiert werden, daB das liber die
Kugeloberfliche o gemittelte Quadrat des Produkts ihrer Kraft (genauer gesagt: der Be-
schleunigungswirkung entsprechend ihres normierten Potentials) mit der Kraft (Beschleuni-
gung) des zu approximierenden (Rest-) Stdrfeldes TN-1’ maximal wird. Zur Losung dieser
Maximierungsaufgabe soll hier auf exakte theoretische Untersuchungen zugunsten von
gualitativen, anschaulichen Uiberlegungen verzichtet werden, weil einerseits solche
theoretischen Untersuchungen relativ aufwendig erscheinen und andererseits, wie gezeigt
wurde, ohnehin keine exakte Ltsung von (3.95) notwendig ist.

Das (Rest-) Storpotential TN-1 wird auf der Oberfldche o sowohl positive als auch negative
Werte annehmen. Es gibt also Gebiete auf o, in denen die Vektoren grad Ty_,(P) nach innen
zeigen und solche, in denen sie nach auBen gerichtet sind. Man kann sich nun leicht vor-
stellen, daB das Quadrat des Integrals in (3.95) dann groB wird, wenn die N-te Punktmasse
unterhalb einer mdglichst groBen "Beule" des Vektorfeldes grad TN_1(P) liegt.

Es ist bekannt, da im Spektrum des realen Gravitationspotentials der Erde die Amplituden
mit steigender Frequenz abnehmen, AuBerdem wird in der Praxis das Spektrum des zu approxi-
mierenden Feldes immer nach oben begrenzt sein, allein schon durch die endliche Zahl von
MeBwerten. Die Anomalien von Ty_, (und somit auch von grad TN-1) mit den groBten Ampli-
tuden werden also mit groBer Wahrscheinlichkeit auch die ausgedehntesten sein. Die For=-
derung (3.95) kann demzufolge ndherungsweise erfiillt werden durch Positionierung der
N-ten Punktmasse unterhalb des groB8ten Wertes von grad TN_1(P)| s P € 5.Die Wahl der
Tiefe ist nicht problematisch, sie darf nur nicht so groB sein, daB bei der nachfolgen-
den Prdzisierumng der Position durch die Minimierung (3.94) die Punktmasse, bildlich ge-
sprochen, in eine benachbarte "Beule rutscht", Die Maximierungsaufgabe in jedem Schritt
des Algorithmus' (3.30) (d.h. (3.92)) ist also letztlich zuriickgefiihrt worden auf die
Suche des groBten Wertes von |grad TN-1| auf der Kugeloberfldche und das Losen der
Minimierungsaufgabe (3.94).,
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Selbst wenn die Postionierung der Punktmassen nach oben beschriebener Methode nicht den
Startwert liefert, der zum globalen Minimum fithrt (vgl. Diskussion am Anfang von Pkt,
3.2.1,), 80 filhrt er aber auf das lokale Minimum, welches die maximale (punktweise) Ab-
weichung minimiert.

3.3. Diskussion des Algorithmus'

3.3.1. Zur Auswahl der N-ten Punktmasse aus der Menge Ea\é

Es ist gezeigt worden, daB fiir eine Orthogonale Basis {h; , (i=1,2,...)} die beiden
Forderungen (3.24) und (3.25) dquivalent sind. Das kann man nicht auf die nichtorthogo-
nalen Punktmassenpotentiale iibertragen. Die Forderung

~ 2 2 . —
a6 <TIEE> = Max{ <1le*> : q° € (Ea\Q)\{qT,...,quhl}}

zur Bestimmung des Ndherungsortes aﬁ fiir die N-te Punktmasse wdre nicht anwendbar. In
der Menge, aus der aﬁ ausgewdhlt werden soll, fehlen zwar die bereits bestimmten Punkt-
massenpositionen, aber in der Menge E3\Q die ja ein Kontinum darstellt (und praktisch
durch die im Kontinum dicht liegende abz&hlbare Menge der rationalen Zahlen realisiert
wird) existieren unendlich viele Positionen,die beliebig dicht bei q} liegen. Die
Maximierung (3.96) wiirde also praktisch immer wieder die Position qq lieferh, Diese
Probleme umgeht man bei Verwendung von

=t £ N-1
(3.87) <T - ) el ‘ ¢N> = M,\X{<T S g
i=l i=1

2
c1>*> : q*eEg\ﬁ}

im Algorithmus (3.30).

3.3.2. Abschdtzung der Quasiorthogonalitdt - Wahl des Normalfeldes

Im Pkt. 3.2.1. wurde festgestellt, daB die durch die Maximierungsaufgabe (3.30b) oder
(3.97) gefundenen Niherungswerte fiir die Punktmassenpositionen dann iiber die anschlieBende
Minimierung (3.30c) zu den optimalen Positionen fiihren, wenn die Punktmassenpotentiale
quasiorthogonal sind. Das ist allerdings nur eine qualitative Aussage., Eine exakte theore-
tisch begriindete Quantifizierung im Zusammenhang mit dem hier vorgestellten Algorithmus
diirfte kompliziert sein. Es erscheint sinnvoll, diese Frage durch ohnehin notwendige
praktisch numerische Untersuchungen zu kléren., Trotzdem sind an dieser Stelle noch einige
tiefergehende Uberlegungen niitzlich.

Das Skalarprodukt zweier normierter Punktmassenpotentiale, also der eingeschlossene Winkel
der beiden abstrakten Hilbertraumvektoren (siehe (3.90) und (3.91)) héngt, wie in Pkt.
3.2.2. gezeigt, von den Orten der beiden Punktmassen ab. Die Orte der Punktmassen werden
aber letztlich durch die Struktur des zu approximierenden Feldes bestimmt. Betrachten wir
den idealisierten Fall der Approximation eines Storpotentials, welches nur aus einer Kugel=-
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fldachenfunktion (vgl. 2.3.4.) vom Grail N besteht. Man kann nun das Skalavprodukt zwischen
jenen beiden Punktmassenpotentialen awvschitzen, deren Punktmassen den geriagsten apnériachen
Abstand haben. Da die Tiefe aller Punktmassen hier einheitlich sein wird, liefern liese
beiden Punktmassenpotentiale unter allen das groflite Skalarprodukt.

Hinsichtlich der gewiinschten Quasiortaogonalitiit ist das also eine Abschidtzung fiir den
unglinstigsten Fall., Abb. 3.4 verdeutlicnt die Lage der Punktmassen bei dieser Abschdtzung.

Abb., 3.4.: Geometrische Verhdltnisse bei der Abschdtzung der Quasiorthoponalitdt

Der Vinkel v ist abhiingig vom Grad N des Storpotentials:
1808°
N

(3.98) ¥

Die Tiefe @ bzw. der Radius R = R1 = Ry wird vem Winkel ¥ und damit vom Grad N ab-
hdngen:

(3.99 R =R,

Doch wie sieht diese Abhéngigkeit aus? F, und [, sind die Betrdge der Beschleunigungen,
die von der Punktmasse B4 in den beiden in Abb. 3.4. gekennzeichneten Punkten auf der
Oberflédche erzeugt werden. VWir nehmen an, dafB fiir eine vorgegebene Konstante C die Tiefe
o so0 gewdhlt wird, daB gilt:

F
(3. 182 F—Q = (C; C = konstant > 1,

1

) -2 -2 Li1+s
Wegen Fq ~ g und F; ~ ] 2 gilt:

12
3.1 —=2C

0

Nit dem Kosinussatz

(3.102) 12 =1 + R® - ZRCO%-

folgt unter Beriicksichtigung von o = 1 — IN

2 2C = 2cos(v/2) )
(3.183) R° + R T - ¢ + 1 =10
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nle LOsung dieser qguadratischen Gleichung erhdlt man schlieflich unter Verwendung von
(3.98):

© N ] 3 40 2
3. 104y R = L= cos@@/N) ( C - ces(OI'/N). _ |
C-1 \ C - 1 .
sefen ®y = Ry = R bekommt (3.89) die Form

njw

3.105) <8 [8,>4 = (1 - RD? (1 - RPcos¥yp) (1 + R* - 2R% cosW a)

und liefert mit (3.104) das Skalarprodukt zweier (normierter) Punktmassenpctentiale
$, und $, in ibhingigkeit vom Grad N,

Abbildung 3.5. zeigt den Verlauf dieser dbhdngigkeit filir verschiedene C-\'erte. Ohne iliber

1.8
N\
o
e.g |l @
@
B.8 1 W
2.7 L
n.s.L
.5 1
.4+ c=2
2.3 |
2.2 C=3
z.x,.\\\H““--—_h__ C=5
2.0 fuser . -
& ] ]
& v B B S
Grad N
Ablb, 3.5.: dbschiitzung des Skalarproduktes zweier benachbarter Punktmassenpotentiale,

deren Positionen durch das Feld einer Kugelfl&dchenfunktion vom Grad N
festegelegt werden

einen exakten wWert von C zu diskutieren, der sicher groBer als 2 sein wird, macht die Ab-
bildvng deutlich, daB im realen Fall die niedrigsten Frequenzen, die noch im Spektrum
enthalten sind, zur Abschdtzung des ungiinstigsten Falls herangezogen werden miissen, und
daB selbst zwei benachbarte Punktmassen nur einen relativ kleinen Vert filir das Skalar-
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produkt liefern. AuBlerdem zeigen die Kurven, daB der Grad N von einem bestimmten VWert
ab praktisch keinen EinfluB mehr hat. Eine Grenzwertbetrachtung von (3.105) (auf deren
Herleitung hier verzichtet wird) liefert:

njw

3.108) lim <8, |8, >, = C

Das ist ein interessantes und wichtiges Ergebnis., Zeigt es doch, daB die Quasiorthogo-
nalitdt nicht wesentlich verbessert wird, wenn vom zu approximierenden Potential ein
Normalfeld hohen Grades subtrahiert wird. Wie einfach dagegen das Normalfeld sein kann,
ob z.B. die Subtraktion einer Entwicklung bis N =2 ausreicht (in Abb., 3.5. wdre dann der
Wert fir N = 3 signifikant), muB die numerische Untersuchung kldren.

3.3.3. Einige Uberlegungen zur Konvergenz des Algorithmus'

Um zu zeigen, daB der Algorithmus (3.30) fiir N-»oco konvergiert, daB also jedes Potential
mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann, miiBte man zeigen, daB die Folge
{’I‘N , (N =1, 2, «o.)bmit

N
(.18 Ty =T - ) e}

=1
eine Nullfolge ist, d.h., daB

(3. 108 &i: ITyll = @

gilt. Da die Punktmassenorte {q?} , und damit auch die Potentiale ¢ é?} » durch das zu
approximierende Feld T festgelegt werden, wird eine theoretisch exakte Konvergenzab-
schdtzung filir den allgemeinen Fall erschwert. Deshalb wollen wir uns hier auf einige
prinzipielle Uberlegungen beschrinken,

Betrachten wir einen einfacheren Algorithmus. Innerhalb der Kugeloberfldche o sei eine

Punktfolge ai} und damit eine Menge 51 , (i=1,2,...)} von Punktmassenpotentialen
vorgegeben, Die Approximation des Storpotentials T kann nun nach folgendem Schema ab-
laufen:

[ 1. Schritts Bestimmung des ersten Koeffizienten gi durchs

It - aia, 0l = mIN{lIT - W&, : " eE}

(3.10941 .

N-ter Schritt: Bestimmuﬁg von ET (i=1,..., N> durch:

i=1 1=1

N N i
T -3 aY¥e, =MIn{lIT - 2 widll & pleE, G=l...,N0)
.
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In jedem Schritt werden die Massen im Sinne einer bestmdglichen Approximation bestimmt, die
Punktmassenorte werden dagegen nicht variiert. Sorgt man nun dafiir, da8 die Punktfolge

{q: » (i=1,2,...)} dicht auf einer reguldren Fléche innerhalb o liegt, dann bilden die
zugehSrigen Punktmassenpotentiale { ¢,} ein vollsténdiges Basissystem (siehe Pkt. 3.1.2.).
In diesem Fall ist (3.108) erfiillt, denn die Vollstdndigkeit beinhaltet ja gerade, daB
jedes Potential beliebig genau durch Linearkombination dargestellt werden kann,

Eine solche dichte Punktfolge kinnte man z.,B, wie folgt konstruieren: Auf einer zuo konzen-
trischen inneren Kugelschale cg seien schon N-1 Punkte verteilt. Man sucht nun auf cgden
groBtmoglichen Kreis, der noch keinen dieser N-1 Punkte einschlieBt. In den Mittelpunkt
dieses Kreises (auf og) wird der N-te Punkt platziert,

Man kann sich leicht iiberlegen, daB der Algorithmus (3.30) nur besser sein kann als die
einfache Variante (3.109) in Zusammenhang mit der eben genannten Verteilungsvorschrift flir
die Punktmassen. Erstens werden durch (3.30) die Punktmassen nicht einfach nach irgend-
einer geometrischen Vorschrift angeordnet, sondern jeweils dort positioniert, wo der groBte
Beitrag der entsprechenden Punktmasse zur Approximation zu erwarten ist, und zweitens wird
die zusdtzliche Verbesserung dieser Orte die Konvergenz natiirlich beschleunigen,

Ein anderer Gesichtspunkt ist, daB in der Praxis das zu approximierende Feld nur durch
endlich viele MeBpunkte reprédsentiert wird und somit der Restfehler spdtestens dann Null
wird, wenn die Zahl der Punktmassen die Zahl der MNeBwerte erreicht hat.

Es soll an dieser Stelle nochmal betont werden, daB die Quasiorthogonalitédt der Punkt-
massenpotentiale fiir die Konvergenz des Algorithmus' nicht notwendig ist. Sie sichert aber,
daB die Punktmassenpositionen optimal werden und beschleunigt dadurch die Konvergenz, d.h.
eine bestimmte Approximationsgenauigkeit wird schon durch eine geringere Anzahl von Punkt-
massen erreicht,

3.3.4. Einige Bemerkungen zur Anwendung des SCHMIDTschen Orthomormalisierungsverfahrens
auf Punktmassenpotentiale

In (FREEDEN, 1983) wird ein Approximationsalgorithmus vorgeschlagen, der darauf beruht,
eine vorgegetene lenge von (endlich vielen) Punktmassen (-potentialen) beziiglich einer

die Erdoberfldche approximierenden Fldche o zu orthonormalisieren. Das ist durch das
SCHLIDTsche Orthonormalisierungsverfahren leicht mbglich (siehe z.B.: FREEDEN, 1983,

S. 43 oder BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983); es miissen dazu die Skalarprodukte zwischen allen
Punktmassenpotentialen beziiglich der Fldche o berechnet werden. Die Koeffizienten zu jedem
orthonormalen Basisvektor ergeben sich dann durch das Skalarprodukt dieses Basisvektors
mit dem zu approximierenden Vektor des Potentials, was durch numerische Integration mdglich
ist. ¥s wird weiterhin gezeigt, daB unter Anwendung der CHOLESKY-Faktorisierung die
Approxiwation ohne eine explizite Berechnung der orthonormierten Basisvektoren moglich ist.
Das ist einleuchtend, denn das Approximationsergebnis bei Verwendung der (auf der Grunde
lage von Punktmassenpotentialen) orthonormalisierten Basisfunktionen muB ja das gleiche
sein, wie im Fall der Approximation durch Bestimmung der Massen fiir die vorgegebenen
Punktmassenorte, wenn in beiden Fédllen die gleiche Norm minimiert wird. Die Bestimmung

der Massen im letzten Fall geschieht durch Aufldsen eines linearen Gleichungssystems, was
durch die Mevhode von CHOLESKY sehr effektiv moglich ist (vgl. Pkt. 4.3.).

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



70

Wdhlt man fiir die Flidche o eine Kupel, dann liegen mit (3.88) und (3.89) die analytischen
Losungen fiir Funktmagsenpotentiale fiir die beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2) und
(3.34) vor., Bescnders unter Verwendung des Skalarprodukts (3.34), also der Losung (3.89),
ist eine (numerisch) sehr schnelle Orthonormalisierung von Funktmassenpotentialen beziig-
lich einer Kugelflache mdglich. Tiir die Approximation eines I'eldes durch vorgegebene
Punkimassen, die in ibrer Lage nicht variiert werden sollen, kann man das mit Vorteil
nutzen, Will man aber auch die Urte optimieren, dann ist eine Orthonormalisierung nicht
von Nutzen, da jede orthonormierte Basisfunktion ja eine Linearkombination aus den vorge-
gebener, Punktwassenpotentialen ist und die Potentisle jeder einzelnen Punktmasse gar

nicht mehr explizit auftreten.

3¢3.5. Anwendbarkeit des Alporithmus' suf anc - Approximationsauvfgaben

Die vorgestellte Approximationsmethode ist se formuliert worden, daB egie prinzipiell auch
fiir andere Approximaticnsaufgaben anvwendbar ist, wenn nichtorthogonale Basisfunktionen ver-
wendet werden sollen. Voraussetzung ist erstens, dafl die einzelnen Basisfunktionen stetig
von einem Parameter abhédngen, so wie die Punktmassenpotentiale vom Ort der FPunktmasse und
znweitens, daB Wiherungswerte fir diese Parameter auf irgendeine Art und Weise bestimmt
werden kdnnen.,

Der Algorithums isl praktisch unverdndert anwendbar filir die Gravitationsfeldapproximation
durch harronische Kernfunktionen (vgle. Pkte 2.3.10.). Dem Ort der Punktmasse entspricht
dabei der Ort dea Folg der Keralunktion (vgl. Aob. 2.2). Hinsichtlich der Ouasiorthogona-
litdt sind Kernfunktionen mit pmax(kn) >1 (siehe Pkt. 2.3.10.) sogar besser geeignet als
Punktmassen, weil {ir gleiche Tiefe des Pols der Kernfunktion und der Position der Punkt-
rnasce der wert der Lernfunktion mit wachsendem spharischen Abstand von ihrem Pol schneller

cbnimmt als der U«rt des Punktmassenpotentials im Equivalenten Fall,

bz in Pkt. 3.7.3., aucn die lineare Unabhdngigkeit voa Kernfunkiionen filir beliebige Lage
shrer Pole gezeigt wurde, steht einer Anwendung des Algorithlmus' (3,30) nichts im Wegs

3.4, Darstelluns des Normalpotentials durcii Punktwassen

Flir die Anweaduny Jes algoritimus' ist es notwendig, von dea Rzndwerten auf der Flidche
ein Normalfeld zu 3ubtrahierea, #o dal "nur" der Stéranteil approzimiert werden mufi.

Es ist iiblich, zu dicssem Zweck eine Kugelf unktionzentwicklung bis zu elnew (meist relativ
niedrigen) Grad L zu subtrahieren.

dus Abb. 3.5, in Pkt. 3.3.2. kann npan ablesen, dal ein Wert fiir N, der ungefidhr zwischen

-

2und 7 liegt, verniaftig ist.

23 wdre nua vorteilhaft (vor allem fiir die Einheitlichkeit dec¢ Darstellung), wenn es ge-
ldange, auch das Norwalpotential durch Punktinassen darzustellen, In Fkt. 2.3.9. wurde dar-
gelegt, daB jede Kuga2lfunktionsentwicklung dvcch Liulfipele dargestellt wecden kaon und
daB diese wiederum numerisch durch Punktmassen realisierbar sind. Praktische Anwendungen
sind in Tabelle 2,1, aufgefiihrt,
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Im folgenden soll gezelgt werden, dail es sehr einfach wiglich ist, durch 3 Punktmassen die
ersten 4 zonalen Glieder der Kugelfunktionsentwicklung der Erde darzustellen. Es ist be=-
kannt (siehe z.Be.: WEIGHTMAN, 1965), daB Punktmassen avf der z-Achse (Symmetrieachse der
Brde) mit den Koordinaten z; und den liassen pg (i =1, «vey N) zonale Harmonische J, in
{'olgender Veice erzeugen:

Jg =1
M
G LD GMI, = ) wi Gy n o>
i=]
Ll
GM = Pi
i=] o

GM 1st das Produkt aus Gesambmasse der Erde und Geravitationskonstante (wir hatten ja
vereinopart, daB G in Py eath~z)lten sein soll) und di si die Togsitione der Liassa2a auf Jdi-

38

3roBe dea mittleren Ecdéiguatorradiug! iy bevogen:

(3,11 d, = f&' P P )

e

»

a2y 2Zusammenhang mit den normalisicerten ku: elfunktionskosffizienten nu ser Ordnung ¢
D 2 enhang t d o 1 t & Lfunktion:! ent 1it ord g ¢,

z
iet megeben durch:

N

@S2 J,o=- @n D

Positioniert man 2 Punktmassen Py ound pn an dea Puskton 2 uind Gn (z1 + 2,) aui der

[ [3 L4
z-ichse, dann snllte es mdgiich sein, die & Loastaaten G, J1, J, and J3 exaxt darzustellan,
Man erhidlt folgende 4 Gleichungen:

[GM =y + w2

- GMJ; = Hldl # (‘.L(rdg =0
(3.113)
= OMJz = )+ ps (dp) @

~ GMJg

1

prdpd? + o W?
llach einigen Umformungen, die hier nicht wiedergeg:ten werlen sollen, erhdlt man:

-

n

i .
- (Jg + A

!
" o,

l
da e (Jg,v - A

G i1 = o - =

s\, J
pe = %1‘ {1 ga—) i ait
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Es ist offensichtlich, daB nur fiir (J32 -4 J23)
Erde gilt J3 <0; J, > 0 und

2 0 reelle Losungen existieren. Fiir die

|J2|;>|J3| , 80 daB obige Bedingung nicht erfiillt ist.

Nimmt man zusétzlich eine Punktmasse Pg im Ursprung (also 24 = 0) an, so ldBt sich diese

Schwierigkeit umgehen und man erhdlt die Ldsung:

dl = - (Jg + A*)
2
ds = E Jg - A
2 7357, 3
GM - Js
@ 11Dy = ——2& a-=
GM ~ ug J3 5
M2 e ——2—— (1 + K*_) ’ mit
4GM %
* J2 . ___J':]
LA ( 3 GM -~ np 2> .

Die Masse Pg spielt die Rolle eines freien Parameters, der vorher festgelegt werden muS3,

3 2
WVegen J2 > J3

wird die Wurzel in (3.115) nur reell, wenn kg4 die Bedingung pp > GM (>0)

erfiillt. Unter dieser Voraussetzung produzieren die Punktimassen mit den Massen und Posi-
tionen aus (3.115) gemeinsam mit Py die zonalen Kugelfunktionen (einschlieBSlich des kugel-

symmetrischen Anteils) bis zum Grad 3 exakte.

Sie produzieren aber auch Terme hdherer Ordnung.
pg 8° groB wie numerisch mdglich gewdhlt werden,
die Massen und Positionen:

- Js
lim CI1 =
g oo
lim dp =
00

@ 11840

lim

= - G0M %
Mg oo i

Um diese mtglichst klein zu halten muB
Fiir den Grenziibergang Pg> o0 folgt fiir

Die hoheren Glieder verschwihden dabei nicht, sie sind gegeben durch:

(n—2)

3,117 Jn i > D

J én"S)

Fiir die Werte des Modells GEM 10: J, = 1082,6267
liefert (3.115)

[N
Ve e
]

= 5,9387 . 1079 und

-1,3909 - 10~11

<y
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Diese Tatsache ist aber praktisch ohne Belang, da die Werte erstens sehr klein sind und
zweitens die realen zonalen Glieder J4 und J5 ja ohnehin durch die nachfolgende Approxi=-
mation mit dargestellt werden miissen,

Sollte diese Darstellung des Normalfeldes, welche nur die Abplattung und die "Birnenform"
der Erde enthdlt, ausreichen, dann wdren alle Voraussetzungen erfiillt, eine einheitliche
Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde durch Punktmassen zu realisieren,

4. Numerische Realisierung des Algorithmus

Um den vorgestellten Approximationsalgorithmus numerisch zu realisieren, miissen im wesent-
lichen folgende Teilaufgaben geldst werden:

. Beschaffung von Randwerten auf o entsprechend der Skalarproduktdefinition (3.34)

. Umwandlung der Normminimierung (3.27) in ein lineares Gleichungssystem

. Numerische Losung des linearen Gleichungssystems

. Umwandlung der Normminimierung (3.28) in ein nichtlineares Gleichungssystem

o Numerische Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

. Numerische Losung der Bestimmung der Niherungswerte entsprechend (3.92) bzw. (3.95) als
Voraussetzung fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

. EDV-gerechte Formulierung des Algorithmus'

» Programmierung der einzelnen Teile fiir EDVA

« Vereinigung der Bausteine zum EDV-Programm fiir die Berechnung von Punktmassenmodellen

4,17, Simulation der zu approximierenden Randwerte

Bei Verwendung der Skalarproduktdefinition (3.34) werden als Randwerte auf o Beschleuni-
gungsvektoren des Storfeldes, also Vektoren der Schwerestdorungen, vorausgesetzt. Mit Hilfe
der Subroutine FORCE des Programmsystems POTSDAM=-4 (GENDT, MONTAG, 1981) wurden aus dem

in Kugelfunktionsentwicklung vorliegenden Erdmodell GEM-10 (LERCH u.a., 1979) Beschleuni=-
gungsvektoren punktweise berechnet. Es wurden 2 Datensédtze generiert. In beiden Féllen
erfolgte die Auswertung der Kugelfunktionsentwicklung bis einschlieBlich Grad und Ordnung
20, Bei Satz 1 wurde ein Normalpotential bis einschlieBlich Grad und Ordnung 4 subtrahiert,
d.h, die entsprechenden Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung wurden einfach Null
gesetzt., Fiir Satz 2 kam das in Pkt. 3.4. beschriebene, durch 3 Punktmassen modellierte
Normalfeld zum Einsatz, welches die Gesamtmasse der Erde, die Abplattung und den J3-Term
("Birnenform") beriicksichtigt. Fiir die Massen und Positionen der 3 auf der z-Achse ange-
ordneten Punktmassen wurden folgende Werte ermittelt (M ist die Gesamtmasse der Erde und
Re der mittlere Erddquatorradiug):

Ry = 101 GM (vorgegeben)
By = =33,23475 GM

B, = -66,76525 GM

2, = -4,6635692 « 1077 R,
2, = 2,3214555 * 1072 k.
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Die Berechnung der Werte erfolgte auf einem Netz von nahezu dquidistanten Punkten auf der
Kugelschale mit dem Radius Re‘

Eine solche gendherte Gleichverteilung kann man auf folgende Art und Weise erreichen:
Eine Anzahl K von &dquidistanten Breitenwerten e, (i=1,...,K) , die symmetrisch beziig-
lich des Aquators liegen und die Kugel gleichm#éBig iiberdecken, wird vorgegeben. Als Zahl
der Punkte auf jedem Breitenring wird die ganze Zahl genommen, die dem Viert (2K cos®;)

am ndchsten liegt. Der sphédrische Abstand Yy benachbarter Punkte in Abhdngigkeit von K
betrdgt ndherungsweise:

80
U1 vy = 852

K7 K-1 .
Soll eine Kugelfunktionsentwicklung mit dem maximalen Grad N ohne Informationsverlust reprid-
sentiert werden, dann darf der maximale sphdrische Abstand wNy(N) benachbarter Punkte ent-
sprechend dem Nyquist-Theorem (siehe z.B.: TAUBENHEIM, 1969, S. 266) nicht groBer sein
als:

180°
I

Der hier gewdhlte Wert von N = 20 liefert YNy = 9°.

Es erwies sich als ausreichend, fiir die Berechnung der beiden Sdtze von Randwerten, einen
Wert von K = 44 zu wdhlen, was zu einem sphdrischen Abstand benachbarter Punkte von

V44 = 4° fithrt. Dieser Verteilung entsprechen 2584 Beschleunigungsvektoren oder 7752
skalare Werte.

4,2, Praktische Bestimmung der Startwerte fiir die Punktmassenpositionen

Das Ergebnis der Diskussion in Pkt. 3.2.3. war, daB im N-ten Schritt der Startwert EN fiir
den Ort der N-ten Punktmasse wie folgt gefunden werden kann:

1) Suche des Punktes Pmax auf der Kugeloberfldche c mit dem groBten Wert fiir |grad TN_1(P) N
Da die Randwerte grad T(Pi) (i =1, eesy M) diskret vorliegen (M ist die Gesamtzahl
der Randwerte: M = 2584), ist die entsprechende Aufgabe:

(4.3 |grad Tyg Ppod | = MAX{ |grad T PO ¢ 1 € {1,000, M} }

numerisch sehr einfach zu l0sen.

2) Bestimmung des Ndherungswertes aﬁ fiir die N-te Punktmassenposition durch Platzierung

unterhalb von Pmax:

4.4 N =GN (R=Rq, a=rp _, 8% ) , (it Ry <R,

max

wobei (Re -~ R ) die Tiefe unterhalb der Kugelschale o ist.

Um einen Wert fiir R_ abzuschédtzen, kann man an die Uberlegungen in Pkt. 3.3.2. ankniipfen,
die fiir ein idealisiertes Storfeld ausgefiihrt wurden. Gleichung (3.104) gibt den Radius
fir den Ort der Punktmasse in Abhdngigkeit vom Grad der Kugelfunktionsentwicklung und vom
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Verhdltnis C der Krdfte in dem Punkt direkt oberhalb der Punktmasse und in einem Punkt am
Rand der betrachteten Anomalie, deren Ausdehnung dem Grad der Entwicklung entspricht
(siehe Abb. 3.4). In Pkt. 3.2.3. wurde diskutiert, daB der Radius R_ filir den Startwert der
Punktmassenposition nicht zu klein sein darf, wogegen zu grofle Werte zum gleichen Ergeb-
nis bei der Ortsverbesserung fithren., In Gleichung (3.104) muB also der hdchste Grad des

zu approximierenden StOrpotentials eingesetzt werden. Setzt man fiir C die beiden Werte

2 und 5 ein und beriicksichtigt den maximalen Grad 20, so ergeben sich fiir den Radius

lerte von 0,85 bzw. 0,92 bezogen auf Re. PFiir die praktischen Berechnungen der Punktmassen-
modelle hat sich ein Wert von 0,95~Re bewdhrt,

4.3, Die Bestimmung der Massen filir vorgegebene Orte

Die Aufgabe, filir vorgegebene Orte qj die optimalen Massen Fj (3 =1, eeey N) zu finden:

N N
@45 e =) uePqpl = MIN{IIT(P) -y i@ gl 2 pj e E, (j=1,...,N)}
=1 =1

hat mit der Skalarproduktdefinition (3.34) die Form:

-4

N

§[grad T® - Y pj grad ¢<P,qj>]2 ds P) =
1

(4.6

N 2
= MIN{ §[grad T® = ) p) grad P, 0] ¢+ p) € B, (Golyooy }
] g=1

Die Verwendung der normierten Punktmassenpotentiale @i und der zugehdrigen Koeffizienten
Bj (was fir die theoretischen Uberlegungen vor allem aus Griinden der Normierung des Skalar-
produkts wichtig war) ist flir die praktischen Berechnungen nicht notwendig.

Da das zu approximierende Feld nur in einer endlichen Zahl M von Punkten auf o gegeben ist,
geht das Integral in (4.6) in eine Summe iiber:

M N 2 M N 2
@D Y [& - ) wfyl = MIN{Z1 [3 - lejpuj ey € E, GELaa oD } ,
Rig! i= J=

1=1

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:

4.8 & = |au| = grad TP ¢ G=1, 000, M
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und
R inJ
4.9 FiJz ‘FyiJ = grad ¢(P1,qj) | G=lL,...,M; =L, ..., .
£
ZlJ

Da wir nur den Fall M > N betrachten, sind die Massen p, (j =1, ..., N) durch die Methode
der kleinsten Quadrate (siehe z,B. BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983) zu bestimmen, Das fiihrt
auf das lineare Gleichungssystem (siehe z.B. LUDWIG, 1969):

4.18) F'FX = FTY
mit dem Vektor der zu bestimmenden Parameter:

!
401y X ;

1

E*N )

dem Vektor der vorgegebenen Randwerte:

4.12 Y=

und der Matrix

