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Summary 

The representation of the gravitational field by point masses is discussed and classified. 

The problem of optimizing the point mass positions will be investigated more detailect. 

For this purpose the point mass potentials will be treated as Hilbert space vectors. 

Vle succeeded in working out an algorithm by means of which a field given by the values 

of measurements carried out at the Earth's surface can be approximated by increasing the 

number of point masses step by step with the point mass positions being optimal after 

each step, Using simulated data, a number of point mass models were computed. Comparisons 

with equally distributed point masses and spherical harmonics, the spectral analysis as 

well as the modelling of satellite orbits show the advantages of the method. 

Pes10Me 

06C�'AaeTCH H KJiaCCM!plinliJ)YeTCH IlP8'ACTaBReHHe rpaBHT�HOHHoro IlOJllI 3eMJIH nyTeM IlOKpliTIDI 

IlOTeHqHaJIOB TO�eqHl,IX Macc. EoRee 'AeTaJibHO paccMaTpKBaeTCH npo6ReMa OllTHM!d8�Hl'I Il08HnHR 

Toqe�Hl:ilX Macc. C STOH qeRbD IlOT8HqHaJW ToqeqHWC Macc npe'ACTaBJIIIIOTCH KaK B8KTOpli 

rMh6epTOBa npocTpaHCTBa. Y'AaeTCH paspa6oTaTb aJiropHTM, npz IlOMOIIIH KOTOporo, rryTeM no

waroBoro n9BumeHHe qHc�a ToqeqHWC Macc, MOZHo npH6JimKaTh no�e, 'AaHHOe B BB.D;e ·pesy�bTaToB 

H8MepeHmi Ha IlOBepXHOCTH 3eMJIH. IloHqeM Il08Hnl!l'I ToqeqHHX Macc IlOCRe Kal!'AOro wara OilTH

MaJibHI,i • 

YnoTpe6Jillll CHMYJllIQHOHHl:ile 'AaHHble, BuqzcJllleTCH pii'A MO�e�eH ToqeqHHX Macc. CpaBH8HRe C 

paBHOMepHO pacnpe,n;e�eHHUMH ToqeqIWMH Macca.MR H mapOBliMR q)yHKqWIMR, aH�8 cneKTpOB, KaK 

H MO,n;eRRpOBaHRe op6RT cnyTHHKOB 'A8MOHCTpzpym npeßMYiileCTBa 9Toro cnoco6a. 

Zusammenfassung 

Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Überlagerung von Punktmassenpotentialen wird 

diskutiert und eingeordnet. Es wird das Problem der Optimierung der Punktmassenpositionen 

näher untersucht. Dazu werden die Punktmassenpotentiale als Hilbertraumvektoren aufgefaßt. 

Es Relingt, einen AlgoritP�1us zu erarbeiten, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld in 

Form von i1ießwerten auf de1· Erdoberfläche durch schrittweise Erhöhung der Zahl der Punkt

massen approximiert werden kann, wobei die Punktmassenpositionen nach jedem Schritt 

optimal sind. 

Anhand simulierter DRten werden eine Reihe von Punktmassenmodellen berechnet. Vergleiche 

mit gleichmäßig verteilten Punktmassen und mit Kugelfunktionen, die Analyse der Spektren 

sowie die �odellierung von Satellitenbahnen zeigen die Vorteile des Verfahrens. 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



1. Wozu Kenntnis und Darstellung des Gravitationsfeldes?

Nach der NEWTONschen Gravitationstheorie ist die Anziehungskraft F zwischen zwei punkt
förmigen Massen p1 und p2 durch

( 1. 1) F G 

7 

gegeben, wobei 1 der Abstand zwischen µ1 und p2 ist. Sie wirkt in Riohtung der Verbindungs
linie zwischen beiden Massen. Der Vektor der Anziehungskraft F einer kontinuierlichen 
Masaenverteiiun.e; mit der Dichte e im Volumen v auf eine punktförmige Probemasse p. am Ort 
P ergibt sich dann durch das Volumenintegral: 

(1. 2) F (P) G1-1 � Q (9) 1 (P, 9) 1 -3 CP, 9) dv (9) •
V 

Dividiert man durch p, so erhält man die Beschleunigung t, die unabhängig von der Größe 
der Probemasse ist: 

Cl. 3) ;; CP) G � eC9) 1 (P, 9) 1-3 CP, 9) dvC9) •
V 

Jeder solchen Vektorfunktion l(P) kann eine skalare Funktion V(P), ein Potential, zuge
ordnet werden, aus der sich die Beschleunigung durch Gradientenbildung ergibtz

Cl. 4) ;; CP) = grad V CP) 

Aus (1 .4) ist ersichtlich, daß V durch it nur bis auf eine additive Konstante;bestimmt ist. 
Diese Konstante wird in der Geodäsie so gewählt, daß V im Unendlichen Null ist. Im 
Potential ist also die vollständige Information über das Feld enthalten. Aus (1.2), (1.J} 
und (1.4) folgt dann für V: 

Cl. 5) V CP) G � e C9) 1 -! (P, 9) dv (9) •
V 

Das Gravitationspotential V genügt außerhalb der Massenverteilung der LAPLACEschen 
Differentialgleichung 

(1. 6) 6 V = 0 

und ist eine harmonische Funktion. Auf der Erdoberfläche wirkt neben der Gravitations
beschleunigung t noch die Zentrifugalbeschleunigung 

(1. 7) 
➔ 2 ➔ 

z CP) = w dp J 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



8 

der ebenfalls ein Potential zugeordnet werden kann, welches allerdings nicht der 
LAPLACEschen Differentialgleichung genUgt: 

Cl. 8) Z CP) 

Die Schwerebeschleunigung g auf der Erdoberfläche (oder einfach: die Schwere) ist also 
gegeben durch 

Cl. 9) g = ; + i 

und das Schwerepotential W durch 

C 1. 10) W = V + Z , 

so daß wiederum gilt: 

C 1. 11) g = grad W • 

Die Geodäsie hat die Aufgabe, die Figur und das Schwerefeld der Erde (und anderer Himmels
körper) 1m Raum und als Funktion der Zeit zu bestimmen und darzustellen. Dabei fUhrt sohon 
die Aufgabe der Bestimmung der Geometrie der Erdoberfläche zwangsläufig zur Beschäftigung 
mit der Schwerkraft, denn das Schwerefeld ist Bezugssystem ftir den Uberwiegenden Teil der 
Meßgrößen in der klassischen Geodäsie; so ist z.B. die wichtigste Bezugsfläche für die 
Höhenmessungen das Geoid, also eine lquipotentialfläche des Schwerefeldes. Aber auch die 
modernen Verfahren der Geodäsie, wie die Satellitenmethoden oder die Trägheitsvermessung, 
machen eine genaue Kenntnis des Schwerefeldes bzw. (wenn man von der leicht zu modellieren
den Zentrifugalkraft absieht) des Gra�itationsfeldes erforderlich. 
Das Gravitationsfeld der Erde hat aber auch in anderen Bereichen, besonders den anderen 
Geowissenschaften, eine große Bedeutung. Es liefert wichtige Informationen Uber die 
Struktur und das Verhalten des Erdinnern. 
Die genaue Kenntnis des jeweiligen Gr�vitationsfeldes ist notwendig für die Vorausberechnung 
und Modellierung von Bahnen künstlicher Satelliten der Erde, des Mondes oder der anderen 
Planeten, die neben den schon erwähnten Aufgaben in der Geodäsie ganz allgemein der Er
forschung des jeweiligen Planeten dienen. Mit all diesen Aufgaben ist natUrlich unmittel
bar eine mathematische Darstellung des Gravitationsfeldes verbunden. Dabei geht man in der 
Regel von einer Zerlegung des Potentials V in ein Normalpotential U 1111d ein Störpotential 
T aus: 

C 1. 12) V = U + T , 

wobei U als bekannt angenommen wird und T der zu bestimmende Anteil ist. 
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2. VerschiedeneZiele - verschiedene Darstellungsformen fUr das Gravitationsfeld

2.1 . Zum Begriff "Darstellung" 

Mit Darstellung ist hier ein Parametersatz gemeint, der in Verbindung mit dem dazuge
hörigen mathematischen Modell eine approximative Berechnung von verschieden811 Größen des 
Feldes in einem bestimmten Gebiet des Raumes gestattet. Dabei können bei entsprechendem 

mathematischen Modell die Parameter auch die Meßwerte selbst sein. Unter Darstellungsform 

wollen wir das verwendete mathematische Modell, also die Methode der Darstellung, ver

stehen. Es soll hier versucht werden, zur Einordnung der Punktmassendarstellung ·und ganz 

allgemein zum besseren Verständnis der Problematik, einige typische Methoden der Be
rechnung approximativer Feldgrößen zusammenzustellen. Die Abbildung 2.1. stellt hierzu 
gewissermaßen die extreme Kurzfassung dar. Man kann nach verschiedenen Kriterien Ein
teilungen vornehmen. Eine prinzipielle Möglichkeit besteht darin, zu unterscheiden, ob 
die Darstellungsform zu einer der beiden Zugänge zur Physikalischen Geodäsie, 

"Operational Approach" oder "Model Approach" (auf eine Ubersetzung soll hier verzichtet 
werden) gehört (siehe: MORITZ, 197 8 oder: MORITZ, 1980; s. 221 und: TSCHERNING, 1979). 
Bei ersterem geht man von den vorhandenen ungleichmäßig verteilten Daten unterschied

lichen Typs aus und versucht, bestmöglich die gewlinschten Größen unter Nutzung all 

dieser Daten zu approximieren. Die wichtigste Methode ist hier die Kollokation (siehe

Pkt. 2.J.1 .). 

Im zweiten Fall ist der Ausgangspunkt ein mathematisches Modell oder eine Theorie und 

man versucht, dieses Modell der Realität anzupassen bzw. die Daten zu beschaffen, die das 

Modell verlangt. Letzteres ist im Prinzip immer möglich mit Hilfe einer Methode des 
"Operational Approach", so daß die Unterscheidung praktisch keine Wertung hinsichtlich 
der Eignung der Darstellungsform fUr diese oder jene Aufgabe ist. 

Eine andere Möglichkeit der Einteilung ist die Unterscheidung zwischen direkten und in
direkten Darstellungsformen. Die direkten Methoden liefern die gewUnschten Feldgrößen 

direkt aus den Meßwerten, bzw. aus meßbarem Feldgrößen, die auch berechnete Näherungs
werte sein können. In diesem Fall sind also die Meßwerte mit den Parametern des Modells 

identisch. Bei den indirekten - oder Modellparameterdarstellungen werden aus den Meß
werten entsprechend dem gewählten mathematischen Modell Parameter abgeleitet, welche 
dann die Information der Meßwerte (mehr oder weniger vollständig) enthalten. Während man 
bei der erstgenannten Methode fUr jede Auswertung der Darstellung immer wieder auf die 
Meßwerte (im allgemeinen auf alle) zurückgreifen muß, werden bei den indirekten Methoden 

die Meßwerte nur zur Bestimmung der Modellparameter benötigt. 
Geht man davon aus, daß die Zahl der Einzelauswertungen einer Darstellung bei der rou
tinemäßigen Verwendung praktisch gegen Unendlich geht (man denke z.B. an die weltweite 
Nutzung einer Darstellung zur numerischen Satellitenbahnintegration), dann haben die 

Modellparameterdarstellungen den Vorteil, daß der einmalige Aufwand bei der Bestimmung 
der Pa�ameter gro�, sein kann (solange er prinzipiell bewältigbar ist), wenn als Resultat 

eine effektive Berechnung der Feldgrößen mit Hilfe dieser Darstellung möglich ist. Bei 
einer vergleichenden Betrachtung verschiedener Darstellungsformen kann man also (in 

erster Näherung) von der Art und Weise der Bestimmung der Parameter absehen. Deshalb ist 
dieser wichtige Schritt in Abb. 2.1 nicht untergliedert, und es soll hier nur darauf 

verwiesen werden, daß mit der Kollokation, einschließlich aller Spezialfälle (s.z.B.: 
MORITZ, 1980) ein leistungsfähiger mathematischer Apparat fUr die Parameterbestimmung 
zur VerfUgung steht. 

9 
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Information über Potential 

(lfteßwert e) 

Methoden der Parameterbestimmung 
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1 

1 

1 
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Approximation von Feldgrößen 

Integralformeln 

Abb. 2.1.: Überblick über einige Methodender Berechnung approximativer Feldgrößen 

aus Meßwerten 

1 

Kernfnnktionen 

I mpulsme thode 
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Von großer praktischer Bedeutung ist die Einteilung der Darstellungsformen nach dem Ein

flußgebiet der Parameter. Daraus ergibt sich nämlich ihre Eignung zur globalen oder 

lokalen Feldapproximation. Zwei bekannte extreme Beispiele sind einerseits die Kugel

funktionsentwicklung, bei der jeder Parameter auf der gesamten Kugeloberfläche eine 

gleich g.roße Wirkung hat und andererseits die Methode der finiten Elemente, wo jeder 

Parameter seinen exakt begrenzten Einflußbereich hat. 

2.2. Anforderungen an die Darstellung 

Je nach Aufgabenstellung und Anwendungsgebiet können sehr verschiedenartige An!orderungen 

hinsichtlich folgender Kriterien an die Darstellungsform gestellt werden: 

a) GewUnschte Feldgrößen

z.B. eine oder mehrere der folgenden Größen:

Betrag der Beschleunigung, 

Beschleunigungsvektor, 

Geoidhöhe, 

Schwereanomalie, 

Höhere Ableitungen des Potentials 

b) Interessierendes Gebiet

z.B. nur Teil oder gesamte Erdoberfläche,

nur Außenraum ab einer bestimmten Höhe,

Erdoberfläche + Außenraum

c) Flexibilität hinsichtlich Auflösung

z.B. hohe Auflösung in einem bestimmten lokalen Gebiet+

mittlere bis geringe Auflösung im restlichen Raum

d) Effektivität

Das Verhältnis zwischen Genauigkeit und Effektivität der Berechnung der Feldgrößen

durch den Computer spielt bei allen Aufgaben eine große Rolle, bei denen eine

wiederholte Auswertung des Modells an vielen Punkten erforderlich ist:

z.B. für die numerische Satellitenbahnintegration oder für die Berücksichtigung

der Schwerebeschleunigung bei der Trägheitsvermessung bzw. Trägheitsnavigation.

e) Nutzung in analytischen Theorien

z.B. in deraaalytischen Störungstheorie für Satellitenbahnen

f) Möglichkeit der Nutzung der Parameter in der Geophysik

Die Gravitationsfeldinformation kann z.B. relativ leicht mit anderen geophysikali

schen Modellen kombiniert werden, wenn sie in Form von Quellenparametern vorliegt. Ein

anderes Beispiel sind die ersten Kugelfunktionskoeffizienten einer entsprechenden

Reihenentwicklung , die als Gesamtmasse de; Erde, als Lage des Schwerpunktes, als Ab

plattun� usw. interpretierbar sind.
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2.3. Einige häufig genutzte Darstellungsformen 

2.3.1. Kollokation als direkte Darstellungsform 

(Literatur: KRARUP, 1969; MORITZ, 1973, 1980; MORITZ, SUNKEL, 1978) 

Die Kollokationsmethode, die von KRARUP (1969) und MORITZ (1973) ausgearbeitet wurde, 
kann man auffassen als Verbindung von Ausgleichung, Prädiktion und Filterung, wobei be
liebige Typen von Meßwerten verarbeitet werden können. Die Beobachtungsgleichung lautet 
allgemein: 

(2. 1) 1 = AX + l + a 

Dabei ist& l � Vektor der Meßwerte
AX = systematischer Anteil, der durch die Modellparameter X 

modelliert werden soll 
A = Koeffizientenmatrix, die durch das verwendete Modell vor

gegeben ist 
t = unmodellierter Anteil (Signalvektor) an den Meßpunkten 
n = Vektor der Meßfehler 

Die Kollokation liefert die Parameter X und Werte flir den Signalanteil s an nicht ver
messenen Punkten unter bestmöglicher Beseitigung der Meß fehler. Die Lösung ist gegeben durch: 

(2. 2) X 

(2. 3) s 

<2. 4) E 

Dabei ist: 

(AT c-1 A) -! AT c- 1 1 

Cel C-1 (1 - AX) 

und 

mit 

Ctt = Signalkovarianzmatrix
C

nn 
= Fehlerkovarianzmatrix 

Gst = Signalkovarianzmatrix zwischen nicht vermessenen 
und vermessenen Punkten. 

Bei nicht vorhandenem oder bekanntem systematischen Anteil AX ist Formel (2.3) eine 
Darstellungsform, welche aus den Meßwerten l die gewlinschten Feldgrößen liefert. Das 
Problem besteht dabei darin, daß die Kovarianzmatrizen Ctt' C

nn 
und Cst bekannt sein

mlissen und die Matrix�. deren Zeilen- und Spaltenzahl gleich der Zahl der Meßwerte 
ist, invertiert werden muß. 
Die Kollokationsmethode ermöglicht die Berechnung der entsprechenden Größen mit der 
maximalen Genauigkeit, die mit den gegebenen Meßwerten erreichbar ist. Der Aufwand ist 
allerdings relativ hoch, so daß diese Darstellungsform hinsichtlich Pkt. 2.2.d) doch 
erhebliche Naohteile hat. 
Auch die Forderungen in Pkt. 2.2.f) können natlirlich von einer direkten Darstellungs
form nicht erfilllt werden. 
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2.).2. Integralformeln 

(Literatur: HEISKANEN, MORITZ, 1967 - im folgenden abgekUrzt mit: H, M) 

Eine Berechnunp; von bestimmten Feldgrtlßen auf der Erdoberfläche und im Außenraum aus 

Größen, die auf der Erdoberfläche (approximiert durch eine Kugel) vorgegeben sind, ist 

durch die bekannten Integralformeln möglich. 

Die wichtigsten sollen hier kurz zusammengestellt werden: 

POISSONI - Integral 

FUr die Fortsetzung des Potentials nach außen (Rp> R
Q
) gilt:

(2. 5) V (P) = 
R� - R5 

4rrRa 

(s. H, M, S. 35). 

V (Q) 1-3 (P, Q) do- (Q) 

Analog lassen sich die Schwereanomalien nach außen fortsetzen: 

(2. 6) llg (P) 
R2 R2 p - Q 

4rrRp 

(e. H, M, S. 246). 

� t19 (Q) 1-3 (P, Q) do-(Q) 
C1 

Durch Abspalten der Glieder o. und 1. Ordnung erhält man aus (2.6) die gebräuchliche 

Formel: 

(2. 6a) t19 (P) -
4

1 

R 
� [ (R� -R5) 1 -3 (P, Q) - Rp1 - 3Ra Rp2 cos'!I pa] llg (Q) do- (Q) 

TT p C1 

(s. H, M, s. 90). 

STOKESeche Formel 

1) 

Das Störpotential T bzw. die Geoidhöhen N lassen sich aus den Schwereanomalien i'lg durch

die folgenden Integralformeln auf der Kugeloberfläche berechnen (Rp = R
Q
)a 

(2. 7) T<P) 
1 

4rrRa 

(s. H, M, S. 93), 

(2. 8) N (P) 

(s. H, M, S. 94) • 

� S('llpa) t19(Q) do-(Q) 

1 
4irYmRa I S('l!lpo) t,.g(Q) do-(Q) 
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Dabei ist Y
m 

die mittlere Schwere auf der Kugeloberfläche. 
Die Verallgemeinerung von PIZETTI fUr den Außenraum (Rp - RQ) lautet1

(2. 9) T (P) � S (Rp, 'ljl pa) llg (Q) der (Q) 
4rrRa .<r 

(s. H, M, S. 93). 

Formeln von VENING MEINESZ 

Die Lotabweichungen �und� lassen sich aus Schwereanomalien wie folgt berechnen 
(Rp RQ) 1 

(2. 10) [:] 
1 --2-4rrRa Y m 

(s. H, M, s. 114). 

[cosa] 
. der (Q)

s1na 

Hier sind S('lj/pa) die STOKESsche Funktion (H, M, S. 94), S(Rp, 'ljlpa) die verall-
gemeinerte STOKESsche Funktion (H., M., s. 93) und. a Jas Azimut der Verbindungslinie von 
P zu Q. Im Gegensatz zu (H, M) ist hier �er(Q) das Flächenelement: 

der(Q) = R� sin� d� dA 

Verbesserte Approximationen im Vergleich zu den Formeln von STOKES und VENING MEINESZ 
stellen die bekannten Formeln von MOLODENSKIJ (H, M, s. 313) dar, die hier nicht aufge
führt werden sollen. 
Streng genommen müssen die Meßwerte für die Anwendung der Integralformeln kontinuierlich 
auf der Kugeloberfläche vorliegen, was praktisch nicht möglich ist. Deshalb wird der 
funktionale Verlauf der Ausgangsdaten im allgemeinen durch Blockmittelwerte oder stück
weise durch leicht zu integrierende Funktionen (z.B. Polynome) ersetzt. Die Effektivität 
der Berechnung dieserDarstellungeformen wird hauptsächlich durch die Art und Weise der 
Integralauswertung bestimmt. Dieses Problem wird z.B. in (StlNKEL, 1977) diskutiert, wobei 
eine praktische Lösung vorgeschlagen wird. 

2.3.3. Quellendarstellung 

In der Geophysik, vor allem für Interpretationsaufgaben, ist es zweckmäßig und teilweise 
notwendig, bei der Darstellung des Gravitationsfeldes die physikalische Ursache, die 
Massenverteilung, zu berücksichtigen (siehe z.B.:'PICK u.a.,1973; s. 372 ff). 

Für das Störpotential T gilt dann allgemein (analog zu 1.5) 

(2. 11) T CP) = G � Q C9) 1 -! CP, 9) dv c9) •

= 

~ llgCQ) dS('ljlpa) 

d'ljlpa 
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eC9) ist dabei als Stör- oder Differenzdichte aufzufassen, die formal entsteht, wenn von 
der wirklichen Dichte eine "Normaldichte", welche das Normalpotential erzeugt, subtrahiert 
wird. Nimmt man als Quellen für das Störpotential N diskrete Störkörper mit den Volumen 
vi und den Dichten Qi (i = 1, •••• N) an. so erhält man fUr T: 

N 
(2. 12) TCP) cI: � Qi C9) l-1CP,9) dv C9) • 

i=l v, 

Meistens setzt man Qi = constant und erhält: 

N 
(2. 13) TCP) cI: Qi 1 -l CP ) '9 dv C9) 

i=l v, 

Bevorzugt werden verständlicherweise einfache geometrische Formen fUr vi, besondere

wenn dadurch filr die Volumenintegrale analytische Lösungen möglich sind. Ublich sind z.B. 
Zylinder mit den Grenzfällen "Stab" und "Scheibe" oder Kugeln mit dem Grenzfall "Punkt". 
So vereinfacht sich (2.12) filr kugelsymmetrische Dichteverteilungen efR

9
) und kugel

förmige Volumen vj zu: 

(2. 14) TCP) 
N 

GL /J-i 1-1 <P, 9i).
i=l 

Dabei ist P.i die Gesamtmasse der i-ten "Störkugel" und qi der Mittelpunkt dieser Kugel.
Diese Darstellung entspricht der Uberlagerung von Punktmassenpotentialen. Abgesehen von 
den Punktmassendarstellungen (und der noch zu besprechenden Schichtbelegwig - Pkt. 2.3.6.) 
ist eine geodätische Anwendung der Quellendarstellung relativ selten. So werden in 
(WONG u.a., 1971) neben Punktmassen auch scheibenförmige Störkijrper genutzt, um das 
Gravitationsfeld des Mondes darzustellen. 

2.3.4. Kugelfunktionsentwicklung 

(Literatur: z.B. HOBSON, 1931; KAUTZLEBEN, 1965; HEISKANEN, MORITZ, 1967) 

Eine ganz hervorragende Position in der Geodäsie, sowohl in theoretischer als auch in 
praktischer Hinsicht, nimmt die Darstellung des Gravitationsfeldes durch eine Reihenent
wicklung nach Kugelfunktionen eins

(2.15) VCR,>.1$-) GM � (� )n 

R L Y n (>., $-) 
n=0 R 

mitlden Kugelflächenfunktionen1 

n 

(2.16) Yn (>.,$-) = L [cnmcos(m>.) + snm sin(m>.)] Pnm (cos $-) 
m=0 

Die Kugelflächenfunktionen Yn sind die Eigenfunktionen des LAPLACE-Operators auf der 
Einheitskugel. 
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Die Funktionen 

(2. 17) 

nennt man Grundfunktionen der Kugelflächenfunktionen n-ten Grades; sie bilden für 
n = O, 1, 2, ••• und m = O, 1, 2, ••••n ein vollständiges Orthogonalsystem auf der 
Oberfläche der Einheitskugel. 
Durch 

(2. 18) 
_nm '

= [ (2-d ) (2n+l)_Q-� ]2 

[ C 
(
;>. ,9-

)

l 
( 

- ) 1 .1 

S (;>1 ,9-) m, ° Cn+m) ! nm , 

ist eine Normierung möglich. FUr die zugehörilgen Koeffizienten gilt dann, 

(2. 19) [�nm
]

=
8nm 

[ 
1 

(2-dm, 0) C2n+ 1) 

Verwendet man die AbkUrzungen 

und zieht GM nicht aus den Koeffizienten heraus, dann kann man (2.15) wie folgt 
schreiben, 

C2. 21) V CR,;,., '9-) 
00 ' 

L L [;;nm cnm CR, ;,.,,9-) + Snm snm CR, ;>.,'9-)] 
n=0 m=0 

Eine Aufspaltung in Normalpotential ind Störpotential ist hier formal einfach durch 
Festlegen der Summierungsgrenzen möglich. 
Die Kugelfunktionsentwicklung spielte eine entscheidende Rolle bei der Entwicklung der 
Satellitengeodäsie, denn die analytische Störungstheorie fUr die Bahnberechnung künst
licher Erdsatelliten basiert auf dieser Darstellungsform des Gravitationsfeldes (siehe 
z.B. KAULA, 1966). Ihre Bedeutung auf diesem Gebiet ist aber praktisch durch die An
wendung der numerischen Satellitenbahnintegration zurückgedrängt worden. Diese wurde
notwendig durch die Forderung nach höheren Genauigkeiten bei der Bahnmodellierung und
möglich durch die Verfügbarkeit schneller Computer.
Die häufig gegen die Kugelfunktionsentwicklung vorgebrachten Einwände: "langsame
Konvergenz", "zu viele Parameter", "hohe Rechenzeit bei der Auswer.tung" können in dieser
absoluten Form nicht aufrechterhalten werden. Bei der Approximation einer Funktion auf
der gesamten Kugeloberfläche konvergiert die Reihenentwicklung nach Kugelfächenfunktionen
nicht langsamer als andere Verfahren, wenn keine a priori Information über den Funktions
verlauf vorhanden ist (und genutzt wird) und wenn die Funktion "normale" statistische
Eigenschaften hat (Frequenzspektrum entspricht weißem oder rotem Rauschen;·Phasenlage

(2. 20) 
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der einzelnen Frequenzen ist zufällig). Die leichtfertige Behauptung von der langsamen 

Konvergenz ist möglicherweise auf den intuitiven Vergleich mit eindimensionalen 

App�oximationsproblemen zurUckzufUhren. Es ist klar, daß die Zahl der Parameter im zwei

dimensionalen Fall (Kugeloberfläche) etwa dem Quadrat der Parameterzahl bei vergleich

barer eindimensionaler Approximation entspricht. Auch der Nachteil der relativ uneffek

tiven numerischen Auswertung von Kugelfunktionsentwicklungen durch den Computer konnte 

durch die Entwicklung schneller Rechenprogramme weitestgehend UbePwunden werden (siehe: 

TSCHERNING, u.a., 1 983), so daß heute Reihenentwicklungen von Grad und Ordnung 1 80 und 

darUber durchaus nutzbar sind. Die Rolle von Kugelfunktionsentwicklungen hohen Grades 

in der Geodäsie ist in (TSCHERNING, 1983) ausführlich dargelegt. 

Die Frage, ob die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen filr das äußere Gravitations

potential auch auf der Erdoberfläche konvergiert, ist mittlerweile so weit geklärt, 

daß man sagen kann, sie ist vom praktischen oder physikalischen Standpunkt aus be

deutungslos. Man kann diese Darstellungsform also auch auf der Erdoberfläche nutzen 

(siehe z.B.: MORITZ, 1 980). 

11 

Die Darstellungen, welche fUr das globale Gravitationsfeld der Erde praktisch entwickelt 

wurden und genutzt werden, basieren fast ausschließlich auf der Kugelfunktionsentwicklung. 

Einige der neueren Modelle sind: GEM 9 und 1 0 (LERCH, u.a., 1 979), GEM 1 0 A und B 

(LERCH, u.a., 1 978), GEM 1 0 C (LERCH, u.a., 1 981 ), GEM-12 (LERCH, u.a., 1 983), (RAPP, 1 981 ) 

und GRIM JB (REIGBER, u.a., 1 983). 

Dabei sind die datailliertesten Modelle GEM 10 C und (RAPP, 1 981 ) vollständig bis zu 

Grad und Ordnung 1 80. 

Der wichtigste Nachteil der Kugelfunktionsentwicklung ist die Tatsache, daß die Wirkung 

jedes Parameters nicht lokal begrenzt ist (oder mit der Entfernung von einem bestimmten 

Punkt abklingt), sondern auf der gesamten Kugeloberfläche gleich ist. Sie ist deshalb 

nicht gut geeignet filr Darstellungen, die nur in einem be�renzten lokalen oder regionalen 

Gebiet GUltigkeit haben sollen. Trotzdem gibt es auch hier praktische Anwendungen. 

NAGY (1981) leitet anhand von 1° x 1
° Schwereanomalien Uber Kanada eine Kugelfunktions

entwicklung bis zu Grad und Ordnung 200 ab. Das Modell ist nur Uber dem genannten Gebiet 

gUltig, beinhaltet aber die gleiche Koeffizientenzahl wie ein globales Modell gleicher 

Auflösung. In Bezug auf diese Anwendung ist das (Negativ-) Argument von der hohen Para

meterzahl also berechtigt. 

2.3.5. Multipole 

(Literatur: z.B. KAUTZLEBEN, 1 965) 

Es ist bekannt, daß man aus jeder Lösung V
0 

der LAPLACEschen Differentialgleichung (1.6) 

durch Biiden des Richtungsdifferentialquotienten nach einer beliebigen.Richtung (gekenn

zeichnet durch den Einheitsvektor s
1
)

eine neue Lösung 

(2. 22) V 1 = C CS1 • gradV0) 

erhält. Dabei kann noch mit einer willkUrlichen konstanten C multipliziert werden. Hieraus 

folgt unmittelbar, daß auch der Richtungsdifferentialquotient N-ter Ordnung nach N ver

schiedenen festen Richtungen (multipliziert mit irgepdeiner Konstanten C) 
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➔ ➔ ➔ ➔ ➔ 

(2. 23) VN = CSN • grod (SN-1 • grod (. .. (S3 • grod CS2 • groa (S 1 • 9rodU0))) ... ) 

eine Lösung der LAPLACEschen Differentialgleichung ist. Die Schnittpunkte der 
die vom Mittelpunkt einer Kugel ausgehen und parallel zu den Vektoren s

1
, •••• 

mit der Kugeloberfläche, nennt man Pole. 

Strahlen, 
SN sind,

Geht man flir V0 von der Fundamentallösung der LAPLACEechen Differentialgleichung aus
(also v

0 
= !>, so erhält man durch N-fache Richtun�sdifferentiation eine äußere harmonische

Funktion, die homogen vom Grade N ist. 

Man kann zeigen, daß jede Kugelflächenfunktion und jede Kugelfunktion bei Kenntnis der 
Lage ihrer Pole als Multipol dargestellt werden kann. Das gilt insbesondere auch flir die 
Grundfunktionen. Wichtig ist, daß jede Summe verschiedener Multipolpotentiale gleich dem 
Potential eines einzigen Multipole ist. Eine ausflihrlichere Darlegung der bis hierher

zusammengefaßten Fakten findet man in (KAUTZLEBEN, 1965). 

Flir die praktische (numeriache)Anwendung ist von Bedeutung, daß man jedes Multipol
potential als Uberlagerung von Potentialen, die von Punktladungen (im Fall des Gravita
tionspotentials - von Punktmassen) erzeugt werden, darstellen kann, Eine exakte Dar
stellung wird allerdings nur im Grenzfall erreicht, wenn nämlich die Abstände der Punkt
massen gegen Null streben und die Massen selbst unendlich große (positive und negative) 
Werte annehmen. Der Grenzlibergang erfolgt dabei durch paarweise Anordnung der Massen an 
den Polen und Gegenpolen, wobei ihre Abstände vom Koordinatenursprung eo gegen Null und 
ihre Massen so gegen (plus oder minus) Unendlich streben, daß gerade die gewlinschten 
Momente (Gesamtmasse, Dipolmoment, usw.) entstehen. Kennt man von einer gegebenen Kugel
funktionsentwicklung die Lage der Pole - eine Berechnungsmethode wird in (MESCERJAKOV, 
MARCENKO, 1 978) vorgestellt - dann ist eine äquivalente Darstellung durch Punktmassen
potentiale möglich. Der Grenzlibergang kann natlirlich nicht exakt vollzogen werden - die 
Punktmassen werden so dicht wie numerisch möglich in den Koordinatenursprung gelegt, 
Praktische Beispiele werden in Pkt, 2,4,2, angeflihrt, Ziel solcher Anwendungen ist meist 
eine effektive Auswertung von Kugelfunktionsdarstellungen. Es ist offensichtlich, daß 
der Hauptnachteil der Kugelfunktionsentwicklung, also der globale Einfluß jedes Para
meters, bei der Multipoldarstellung voll erhalten bleibt. 

2,J.6. Modell einer einfachen Massenschicht 

Dieser Punkt gehört eigentlich zum Punkt 2.3,3,, doch die Darstellung des Gravitations
potentials durch das Potential einer einfachen Massenschicht spielt in der Geodäsie eine 
wichtige (vor allem auch theoretische) Rolle, so daß sie hier eigenständig aufgeflihrt 
werden soll, Man kann das Störpotential darstellen als Potential einer (fiktiven) Massen
schicht mit der Flächendichte X, die Uber die Erdoberfläche 6 ausgebreitet ist (siehe z.B. 
PICK, u,a., 1973, S. 29): 

(2. 24) T (P) = G �X (Q) 1-1 (?, Q) ci6 (Q) 

Diese Darstellung in der Geodäsie zu -nutzen, wurde von KOCH (1 968) vorgeschlagen, Es ist 
möglich, die Flächendiohte X(Q) durch eine analytische Funktion darzustellen, Hierflir 
bietet eich die Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen an: 

- -

., 
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(2. 25) X (;,,, ,9-) 
00 

\� = I 

n " 
[cnm C:X) Cnm CA, ,9-) + snm CX) Snm (;,,, ,9-) � • I 

- ' 

m=ll 

Die unt�re Summierungsgrenze n� hängt vom gewählten Normalpotential ab. Mit n
� 

= 0 ist
natürlich auch eine Darstellung des gesamten Potentials möglich. Ist das Pot'ential 
durch eine Kugelfunktionsentwicklung mit den Koeffizienten Önm und änm gemäß (2.15) bis 
(2.19) gegeben, so erzeugt gerade eine Flächedichte 

(2. 25) :X (;-,, ,9-) 
G" I'. 

oo n 

" " 

! , 1 C2n+l) 
n=0 m=fl 

r-· -c C +-· Cnm nm A, ,9-) 

das gleiche Potential (siehe: FISCHER, 1976). Ein Vergleich von (2.25) und (2.26) führt 
auf den einfachen Zusammenhang der Koeffizienten: 

[
Cnm (:X)

l
GM 

[Cnml(2. 27) _ = -2 C2n+l) 
Snm (:X) 4rrRe Snm • 

19 

Mit der Form (2.25) bringt die Potentialdarstellung durch eine einfache Massenschicht also 
nichts wesentlich Neues gegenüber der Kugelfunktionsentwicklung des Potentials. 

Die praktische Bedeutung der Darstellung (2.24) besteht darin, für :X(;,,,,9-) einen stück
weise konstanten Funktionsverlauf mit den Werten :X; (i = 1, 2, •• , , N) einzuführen. 
Für das Potential folgt dann: 

(2. 28) TCP) GL X;� 1-1 CP,Q) do-CQ)
i=l 61 

Hier hat jeder Parameter X; eine lokale Bedeutung, Eine mehr oder weniger detaillierte 
Darstellung in verschiedenen Gebieten entsprechend der Beobachtungsverteilung ist durch 
die Wahl der Größe der Kompartimente 6; leicht möglich. Die Integration über die Ober
flächeneleme:1te o- i wird numerisch gelöst durch Unterteilung jedes Elementes o- i in

kleinere Elemente, in denen der Wert für 1-1
, berechnet für den Mittelpunkt, als konstant 

angesehen wird, so daß das Integral in eine Summe übergeht. Letztlich ist also die Dar
stellung (2.24) bzw, (2.28) (zumindest von der numerischen Realisierung) identisch mit 
einer Darstellung durch Punktmassen, die auf der Oberfläche verteilt sind. Um bei Be
rechnungen auf der Oberfläche Singularitäten von 1-1 zu vermeiden, :Ist es besser, für o
eine Fläche im Inneren der Erde (z.B. BJERHAMMAR-Kugel) zu wählen. 
Praktische Anwendungen findet man z.B. in (KOCH, MORRISON, 1970) und (WONG, u.a., 1971). 

N 
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2.J.7. Samplingfunktionen

(Literatur: GIACAGLIA und LUNDQUIST, 1972; SCHMIDT, 1978)

Wir nehmen an, { b i} ist ein System von Baaiafunktionen, welches durch 

C2. 29) f CP) :::: fs CP) 

die Approximation beliebiger Funktionen f(P) auf der Erdoberfläche durch entsprechende 
Wahl der Koeffizienten,{ aj} ermöglicht. Im einfachsten Fall sind gerade N Meßwerte 
fi = f(Pi) (1 = 1, •••• N} für die Bestimmung der N Koeffizienten gegeben.
Die Bedingungsgleichungen lauten dannz 

N 

(2. 30) L aj b j CP i) = f i Ci = 1, ... , N) 
j=l 

Wenn die N Gleichungen (2.JO) linear unabhängjgsind, lassen sich die Koeffizienten 
aj (j = 1, ••• , N) eo bestimmen, daß die Meßwerte fi (i = 1, •••• N) exakt dargestellt
werden. Nun kann man solche Basisfunktionen Sj(P) suchen, fUr die gilt: 

(2. 31) fs CP) 
N N 

L aj b j CP) = L f j S j CP) 
j=l j=l J 

d.h. die gesuchten Koefßzienten sind gerade die Meßwerte selbst. Die neuen Basisfunktionen
Sj(P), die sogenannten Samplingfunktionen, müssen also die Bedingunp;

erfüllen. Es ist immer möglich, aus einer Basis ( bj CP)} ein System von Samplingfunktionen 
{ S j (P)} durch eine Linearkombina tion 

C2. 33) S J CP)

zu erzeugen. 

N 

L b�j b; (P) Cj= 1, ... , N) 
i=l 

Die gesuchten Koeffizienten b1; ergeben sich dabei durch Inversion der Matrix mit den
Elementen 

C2. 33A) b iJ

Der Vorschlag, die ursprünglich nur flir eindimensionale Probleme entwickelten Sampling
funktionen auf den zweidimensionalen Fall der Kugeloberfläche zu verallgemeinern und 
somit fUr die Darstellung von Schwerefeldgrößen zu nutzen, wurde von GIACAGLIA und 
LUNDQUIST (1972) gemacht. Dabei Ubernehmen die Kugelflächenfunktionen die Rolle der 
Basis { b) in (2.JJ). Vorteil dieser Methode sollte einmal die lokale Wirkung der Para
meter sein, und zum anderen liegt bei einmal bestimmten Samplingfunktionen mit jedem 
neuen Satz von Meßwerten sofort ein neues Modell vor. Allerdings mlissen die Meßpunkte 
immer die gleichen, die Samplingpunkte, sein. 
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Ausführlich wurde die Anwendbarkeit von Samplingfunktionen in der Geodäsie von SCHMIDT 
(1978) untersucht. Es stellte sich heraus, daß die Berechnung der Koeffizienten (speziell 
die Inversio� der Matrix[bij]im (2.33)) eines hinreichend hohen Entwicklungsgrades zu
umfangreich ist. Außerdem traten selbst bei relativ niedrigen Entwickl.,ungsgraden zu 
starke Oszillationen der Approximationsfunktion zwischen den Samplingpunkten auf. Die 
Hoffnung, Samplingfunktionen zur hochauflösenden Darstellung des Störpotentials und 
abgeleiteter Größen vorteilhaft einsetzen zu können, hat sich nicht erfüllt. 

2.J.8. Finite Elemente

(Literatur: MORITZ, SÜNKEL, 1978; MEISSL, 1981; JUUKINS und ENGELS, 1979)

Die Methode der Finiten Elemente wurde ursprUnglich zur Lösung verschiedener Spannungs
und Deformationsprobleme in der elastischen und strukturellen Mechanik entwickelt und 
angewandt. Die Grundidee besteht darin, komplizierte Strukturen in eine bestimmte Anzahl

einfacher'Elemente zu zerlegen, um eine Berechnung zu ermöglichen. Im eindimensionalen 
Fall kann man die Methode der Finiten Elemente auffassen als Approximation durch eine 
Linearkombination von Basisfunktionen bi(x)

(2. 34) f Cx) ;:; f F Cx) L f i bi Cx) 
J 

i=l 

wobei die Funktionen bi(x) immer die Eigenschaft haben, nur in einem endlichen Bereich
verschieden von Null zu sein. Einfachste Basisfunktionen1 sind in Abb. 2.1a und 2.1b ge
zeigt, aus denen als Approximation die Treppenfunktion bzw. die stückweiBe lineare 
Annäherung (Polygon) folgt (siehe z.B. MORITZ, SÜNKEL. 1978). 

b1(x) bi(xJ

Abb. 2.1a: Abb. 2.1bs 

Die Anwendung der Finiten Elemente in der Geodäsie wird von MEISSL (1981) ausflihrlich 
diskutiert. 
Ein Vorschlag, das Störpotential T mit der Methode der Finitan Elemente im )-dimensio
nalen Raum zu approximieren, wird von JUNKINS und ENGELS (1979) gemacht. Das (global 
gültige) Störpotential T wird ersetzt durch lokal gültige Funktionen t, die folgende 
Form haben& 

1 1 1 

(2. 35) l = L L L wijk lijl� J 
i=0 j=0 li=0 

N 
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wobei die tijk' im Gegensatz zum "Normalfall" der Finiten-Element-Methode, keine
diskreten Knotenwerte, sondern Funktionen mit beliebiger mathematischer Struktur sind und 
die "Schwerpunkte ihrer GUltigkeitebereiche11 ein gleichförmiges Gitter im Raum formen. 
Die Approximation l'. ist dann ein gewichtetes Mittel der 8 benachbarten Funktionen tijk 
Ci, J, kE{ 0, 1}) .und ist gUltig im Wlirfel, der von den 8 benachbarten Gitterpunkten gebildet 
wird. Die Gewichtsfunktionen wijk werden eo gewählt, daß die Approximationen t an den 
Grenzen ihrer GUltigkeitebereiohe stetig ineinander Ubergehen (stetig bis zur n-ten Ab
leitung - und n hängt von der Wahl der wijk ab). Ee muß die Bedingung

1 1 1 

(2. 36) L L L wijk Cx, y, z) 1 
1=0 j=0 k=0 

erfUllt sein. Auf die gleiche Art und Weise können auch die 3 Komponenten der Störbe
schleunigung approximiert werden. 

Wichtigste Vorteile der Darstellung durch Finite Elemente sind die sehr effektive Be
rechnung der Größen und die Flexibilität hinsichtlich Auflösung in unterschiedlichen 
Gebieten. Ee ist sowohl eine globale als auch eine lokale Darstellung möglich. 
Dem gegenUber steht die Tatsache, daß Finite-Elemente-Approximationen niemals exakt 
die LAPLACEeche Differentialgleichung erfüllen können, da harmonische Funktionen (abge
sehen von der."Null-Funktion") nicht in mehr als abzählbar vielen Punkten Null sein 
können. Eine genäherte ErfUllung der LAPLACEechen Gleichung kann durch Zusatzbedingungen 
bei der Bestimmung der Modellparameter erreicht werden. Wie eich das praktisch aus
wirkt, z.B. auf die G81lauigkeit bei der Modellierung von Satellitenbahnen, muß noch 
geklärt werden. 
Ein anderer Nachteil, der allerdings mit der NichterfUllung der LAPLACEschen Gleichung_ 
in Zusammenhang steht, besteht darin, daß im Gegensatz zu den Quellenmodellen und der 
Kugelfunktionsentwicklung bei der Finite-Elemente-Methode die verschiedenen Feld
g�ößen (wie z.B. Potential und die Komponenten des Beschleunigungsvektors) nicht aus 
ein und demselben Modell (Parametersatz) berechnet werden können. 
Trotzdem muß eingeschätzt werden, daß die Methode der Finiten Elemente eine der erfolg
versprechendsten bei der Darstellung der Feinstruktur des Gravitationsfeldes ftir 
numerisch praktische Aufgaben ist. 

2.3.9. Spline-Funktionen 

(Literatur: SPÄTH, 1973; SÜNKEL, 1981a) 

Eine spezielle Variante der Finite-Elemente-Methode ist die Interpolation durch Spline
Funktionen. Die Spline-Funktione_n wurden aber unabhi,ingig davon entwickelt, vor allem in 
Zusammenhang mit der graphischen Darstellung von Funktionen durch den Computer. Defini
tion (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, S. 758 ff): 
Gegeben sei ein System von Sttitzetellen (oder Knoten) 
a = x

0
< x1 < ••• < xn = bi, dann heißt SK(x) Spline-Funktion vom Grad K � o, wenn

SK(x) im Intervall [a,b] (K-1)-mal stetig differenzierbar und fUr x,E[xj_1, x�,
(j • 1, 2, •••• n), ein Polynom höchstens vom Grad K ist. Eine Spline-Funktion SK(x)
aus der Menge aller Spline-Funktionen Uber das gegebane Sttitzstellensyetem heißt inter,-

.. 
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polierende Spline-Funktion, wenn sie an den Knoten x = xj (j = O, 1, •••• n) die vorge
gebenen Werte fj = f(xj) einer zu approximierenden Funktion f(x) annimmt. 

23 

Mit Abstand die größte Bedeutung haben die kubischen Spline-Funktionen. Die Ursache daflir 
sind mehrere vorteilhafte Eigenschaften. Unter allen interpolierenden, Uber [a,bJ (min
destens) zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f(x), macht gerade die interpolieren
de Spline-Funktion vom Grad 3 das Integral 

(2. 37) < 

d
2

S 

zum Minimum, wenn für x = x
0 

und x = xn ge�ordert wird::::? e O. 
dx 

Diese Eigenschaft der kubischen Spline-Funktionen hat eine sehr anschauliche physikalische 
Bedeutung: Interpoliert man nämlich die Punkte "graphisch" durch einen dünnen elastischen 
Stab, dann entsteht die Kurve durch Minimierung der elastischen (KrUmmungs-)Energie. Die 
ist aber (für kleine 1. Ableitungen) gerade durch das Integral (2.37) gegeben. Das ist 
der Grund dafür, daß mit kubischen Spline-Funktionen eine "glatte" Interpolation ohne 
"unnötige" Schwingungen (Krümmungen) möglich ist. 

Stellt man die Spline-Funktionen als Linearkombination von Spline-Basisfunktionen dar, 
dann wird der Zusammenhang zu den Finiten Elementen deutlich. Diese Basisfunktionen sind 
nämlich nur in einem endlichen Bereich, der mit wachsendem Grad größer wird, verschieden 
von Null. Die beiden Funktionen in Abb. 2.1a und 2.1b sind gerade die Spline-Basiefunk
tionen vom Grad O und 1. (Eine schöne Darstellung des Aufbaus der Spline-Funktionen aus 
Basisfunktionen und den Zusammenhang zu anderen Interpolationsfunktionen findet man in: 
SÜNKEL, 1981 a) • 
Der Gültigkeitsbereich der Basisfunktionen erstreckt sich beim kubischen Spline über 
4 Intervalle, also von xj_2 bis xj+2.Dieser Bereich ist noch klein genug·,, so daß sich
die Unbekannten bei der Interpolation sehr effektiv berechnen lassen. 
Alle hier aufgeführten Eigenschaften 1-dimensionaler Spline-Funktionen lassen eich 
sinngemäß in das 2-Dimensionale übertragen. Ganz analog haben hier die bikubischen 
Spline-Funktionen die größte Bedeutung. In der Geodäsie werden sie genutzt, um Schwere
feldgrößen auf der Erdoberfläche darzustellen (BHATTACHARYYA, 1969), was besonders zur 
Lösung geodät_ischer Integralformeln vorteilhaft ist (SÜNKEL, 1977). Für die Approximation 
des Potentials im )-Dimensionalen sind trikubische Spline-Funktionen denkbar, die dann 
aber (wie bei der Finite-Elemente-Methode schon erwähnt) nicht mehr exakt die LAPLACE
Gleichung erfüllen. 

2.3.10. Harmonische Kernfunktionen 

(Literatur: MORITZ, SUNKEL, 1978; LELGEMANN, 1979, 1980, 1981) 

Eine Methode, das Störpotential T darzustellen, ist die Approximation unter Verwendung 
harmonischer Kernfunktionen K(P,Q) (LELGEMANN, 1980 und 1981): 

N 

(2. 38) T (P) GL O; K (P, Qi) 
i=I 
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Die Punkte P und �liegen außerhalb einer Kugel mit dem Radius R1; die Koeffizienten ai
müssen entsprechend der Approximation oder Interpolation bestimmt werden (die Gravita
tionskonstante G kann natürlich auch in den Koeffizienten ai enthalten sein). Im allge
meinen legt man die Knoten Q

i an die Datenpunkte mit den gemessenen Werten tj und bestimmt
die Koeffizienten durch die Interpolationsbedingungen 

N 

(2. 39) l j GL a1 KCQj,Q i ) 
i=l 

Cj=l, ... ,N). 

Der Zusammenhang mit den reproduzierenden Kernen in der Hilbertraumtheorie und mit den 
Kovarianzfunktionen bei der Kollokation sowie die E�nordnung in die Theorie der verallge
meinerten Spline-Funktionen soll hier nicht näher erläutert werden - siehe z.B.: 
(MESCHK0WSKI, 1962), (M0RITZ, SÜNKEL, 1978) und (LELEGEMANN, 1979, 1980, 1981). 
In der Regel werden in (2.38) Kernfunktionen der Form 

(2. 40) 
R n+l 

( �) P n (cos 'II PQ ) 
Rp , 

verwendet. Dabei sind Pn die LEGENDREschen Polynome und die Rq
i 

werden durch Inversion
an der Kugel mit R� aus den ¾i zu 

(2. 41) 
R� 

Ra 
l 

berechnet. Die geometrische Bedeutung von Rp und 
Die Koeffizienten kn = k(n) legen die Kernfunktion 
kn � 0 und �

lll&
X (k

0
)? -1 erfüllen, wobei �max(kn) 

Ausdruck von kn = k(n) ist. 

'l'pa wird aus Abb. 2.2 klar. 
1 

fest; sie müssen die Bedingung 
die höchste Potenz von n im expliziten 

Eine entscheidende Rolle spielen die Radien Rq
i

' die durch die Lage der Knoten Q
i 

'bezüg
lich der Kugel mit R0 gemäß (2.41) bestimmt sind. Sie geben nämlich die Abstände der Pole
der Kernfunktionen vom Kugelmittelpunkt. Die Wahl der Werte fUr R (!oder die Wahl des q

i PaPameters R0 bei vorgegebenen Knoten mit RQi
) bestimmt wesentlich das Verhalten der Inter-

polationsfunktion zwischen den Knoten und die Stabilität bei der numerischen Bestimmung 
der Koeffizienten an• Diese Problematik wird ausführlich in (LELGEMANN, 1980 und 1981) di'B
kutiert. Qualitativ kann man folgendes sagen: Die numerische Stabilität bei der Bestimmung 
der an wird schlechter je größer die Differenz (RQ - Rq ) wird, so daß man bestrebt ist, 
die singulären Punkte oder Pole q

i so dicht wie möllich �ter die Knoten Q
i zu legen. Dem 

geg�nüber steht, daß die "Glattheit" der Interpolationskurve mit größer werdender Tiefe 
(RQi 

- Rq ) besser wird - allerdings treten ab einem bestimmten Wert (besonders fUr Rq-o)
starke scAwingungen zwischen d�n Knoten auf. Für annähernde Gleichverteilung der Knotefi 
auf einer Kugel mit RQ (also RQ1 

= RQ), (i = 1, •••• N), ergibt sich ein brauchbarer Wert
für Rq = Rq durch die einfache Formel 

i 

C2. 42) Rq = Ra - [ 2 + 1 'Pmax (kn) J ö'II J 
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Knoten 
Q 

Abb. 2.2 Zur geometrischen Veranschaulichung der Kernfunktion 

oo R n+l 

KCP,Q) = L kn (� P n Ccos'ljlpa) 
n=0 Rp 

und speziell der Funktion tUr kn=2,

2� R n+l 2R
9 K2CP,Q) = L_, (_'.l_) Pn (cos'ljlpa) = -

n=0 Rp 1 <9, P) 

25 

p CRp' ;\ P' s?-p) 
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wobei cl'II der sphärische Abstand der Knoten (in einer Längeneinheit) ist. 
Es ist erwähnenswert, daß fUr Rq- 0 die Interpolation (2.38) mit (2.39) und (2.40)
in die Lagrange - Interpolation Ubergeht. 
Es soll an dieser Stelle noch auf den Zusammenhang mit d�r Darstellung durch Punkt
massenpotentiale hingewiesen werden. Dazu betrachten wir die häufig genutzte Kernfunktion 
K2(P,Q), welche durch kn = 2 in (2.40) entsteat. Die unendliche Summe (2.40) kann dann
durch den einfachen Ausdruck 

C2. 43) K2 CP, Q) 2 
L 

ersetzt werden, wobei die AbkUrzung 

C2. 44) L CP, Q) 
R2 Rp 

1 
[-_P _ ]2- 2- - cos"\jlpQ + 1 

R� R9 

verwendet wird (siehe z.B.1 RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, 6.821). 
(Im Prinzip besteht kein Unterschied zu kn = 1. Mit kn = 2 erhält man aber gerade den so
genannten KRARUP-Kern (2.43), der in der Hilbertraumtheorie zum Skalarprodukt 

(ulv) 1 \' 1 � b 
R 

grad U • grad V dQ

gehört (siehe1 KRARUP, 1969).) Da fUr l(q,P) (unter Verwendung des Kosinussatzes) 

(2. 45) 1 C9, P) = [R� + R� - 2R
9

Rp cos"\jlpaJ2

gilt (siehe Abb. 2.2), kann man fUr L(P,Q) auch 

(2. 46) LCP, Q) = 

und somit fUr K2(P,Q)

(2. 47) K2 CP, Q)

schreiben. Die Darstellung (2.38) unter Verwendung von KRARAUP-Kernen kann man also auch 
auffassen als Summe Uber Potentiale von Punktmassen Pi• welche unterhalb der Knoten Qi
an den Punkten 9 i = 9 i (R

91
, :>.a,,.9-a,> (siehe Abb. 2.2) liegen:

N N 

(2. 48) TCP) GL a i K2CP,Q i ) G[ f-1- i 1-1 C9i, P)
i=l i=I 
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Dabei gilt offensichtlich die Beziehung 

(2. 49) a i 

� 

2R
91 

Dfe Optimierung der Tiefe der Pole bei der Interpolation (oder Approximation) mit Kern
funktionen vom Typ (2.43) ist also gleichbedeutend mit der Wahl der optimalen Tiefe der 
Massen bei der Darstellung durch Punktmassenpotentiale. 
Die Darstellung des Störpotentials durch harmonische Kernfunktionen ist prinzipiell so
wohl flir globale als auch flir lokale Aufgabenstellungen geeign,et. Die harmonische Fort
setzung nach außen ist "automatisch" gesichert. Flir bestimmte Kernfunktionen gelingt es, 
die unendliche Reihe (2.40) durch einen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Die Felddar
stellung durch solche Kernfunktionen ist auch numerisch attraktiv. Vom physikalischen 
Standpunkt ist die Kernfunktion vom Typ (2.43) (allgemein: kn = constant in (2.40)) am 
sinnvollsten. 

2.3.11. Multiguadratische Methode 

(Literatur: HARDY, 1971, 1972, 1978; HARDY und GÖPFERT, 1975; GÖPFERT, 1977) 

Die Multiquadratische Methode wurde von HARDY (1971) zur Darstellung der Topografie vor
geschlagen. Das Verfahren ist aber auch zur Interpolation von Schwerefeldgrößen (bzw. 
Gravitationsfeldgrößen) (z.B.: HARDY und GÖPFERT, 1975; GÖPFERT, 1977) und zur Modellie
rung von vertikalen Krustenbewegungen (HARDY, 1978) geeignet. Die Grundidee besteht da
rin, irgendeine mathematische Fläche bis zu einem gewünschten Genauigkeitsgrad durch 
Überlagerung von quadratischen Kernfunktionen K(P,Qi) zu approximieren:

(2. 50) TCP) 

i=l 

Die Funktionen K(P,Qi) sind quadratisch in den Koordinaten des Punktes P und zentriert 
in den Punkten Qi (i = 1, ••• , N). Die Punkte P und Qi liegen auf einer Referenzfläche
(z.B. Ebene, Kugel); die Koeffizienten ai werden im Sinne einer Interpolation oder 
Approximation von vorgegebenen (Meß-) Werten bestimmt. Häufig genutzte Funktionen sind 
(aufgeschrieben flir den ebenen Fall in kartesischen Koordinaten): 

(2.51) KCx,y,x;,yi) = [Cx-x;)2 + Cy-yi)2 + d2]2

(2.52) KCx,y,x;,y;) = [Cx-xi)2 + Cy-yi)2 + d2]2

Die hyperboloidischen Formen (2.51) sind zur Darstellung von Funktionen geeignet, die 
nicht harmonisch nach außen fortgesetzt werden sollen. Der Parameter d spielt die Rolle 
eines Glättungsmeters. Zur Darstellung von harmonischen Funktionen werden die Formen 

27 

(2.52) genutzt. Sie sind interpretierbar als Potentiale von Punktmassen, die in der Tiefe d 
unterhalb der Punkte Qi = Q(xi,yi) liegen. Die Darstellung des Störpotentials �(P) mit
Hilfe der Multiquadratischen Methode hat in sphärischen Koordinaten folgendes Aussehen: 

(2. 53) TCP) 

N 

G\" L ai 
i=l 

( R2P + R9
2 - 2R R )- 2 

p 9 cos'lj/p9 l 
• 
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Das ist eine Darstellung durch Punktmassenpotentiale, wobei die Punktmassen auf einer 
Kugelschale mit dem Radius Rq angeordnet sind und der Punkt P im gesamten Raum Rp>R vari
ieren kann. Die Koeffizienten ai haben die Bedeutung von Massen. Es zeigt sich, daß (2.53) 
auoh identisch mit der Darstellung des Störpotentials durch harmonische Kernfunktionen 
vom KRARUP-Typ ist (siehe Pkt. 2.3.10.). Analog zur' Methode der Kernfunktionen besteht 
das wichtigste.Problem darin, den Radius R ,  oder anders gesagt, die Tiefe der Punktmassen 
festzulegen. Eine interessante Lösung gebe� HARDY und GÖPFERT (1975) fUr den Fall der Inte�
polation von N (nahezu) gleichmäßig auf einer Kugelschale verteilten Meßwerten durch N 
jeweils unterhalb der Meßwerte liegende Punktmassen. Die sogenannte "Best R-formula" 

0 
(2. 54) 

arclan [ 2 2 ( 1 - cos'\jl 9,9/ Ccos'\jl 9,9J 
-

gibt die Tiefe (Rp - R )  in Abhängigkeit vom sphärischen Abstand 
q 

voneinander. 

Formel (2.54) ist gleichbedeutend mit folgender Forderungs 
Die Interpolationsfunktion soll im Schwerpunkt zwischen 3 (auf der Kugeloberfläche ein 
gleichseitiges Dreieck bildenden) benachbarten Meßpunkten gerade das arithmetrische Mittel 
der 3 Meßwerte annehmen. Das Ergebnis fUr den Radius Rq der "Punktmassen-Schale" ist un
abhängig von den konkreten Meßwerten und liefert ebenso wie die auf ganz anderem Weg abge� 
leitete LELGEMANNsche Formel (2.42) fUr Kernfuktionen einen guten Kompromiß zwischen 
Stabilität der Lösung und glattem Verlauf der Interpolationskurve. 

HARDY macht darauf aufmerksam (HARDY, 1978), daß die Multiquadratische Methode formal 
identisch mit der Prädiktionsformel von HEISKANEN und MORITZ (1967, s. 268) fUr Kovarianz
funktionen ist und daß man die Kerne (2.52) (die den Punktmassenpotentialen entsprechen ) 
im Gegensatz zu (2.51) als deterministische Kovarianzfunktionen auffassen kann (siehe 
auch Pkt. 2.4.1.9.). 

2.).12. DIRAC-Impulsmethode nach BJERHAMMAR 

(Literatur: BJERHAMMAR, 1976; BJERHAMMAR in: MORITZ, SUNKEL, 1978) 

Die Grundidee der Methode geht auf BJERHAMMAR (1963) zurUck und besteht in folgendem: 
Setzt man eine Schwereverteilung 69* (9) auf einer vollständig im Inneren der Erde liegen
den (BJERHAMMAR-) Kugel o0 

mit dem Radius Rq als bekannt voraus, so läßt sich die Schwere
anomalie 69(P) in einem beliebigen Punkt P auf und außerhalb der Erdoberfläche durch die 
POISSOBsche Integralformel (2.6) 

(2. 55) 69 CP) 
4nRp 

� 69* C9) 1� CP,9) do0 C9) 
<;,r 

2 2 _l_ 2 2 _l_ 
+ 2CRp+R9 -2RpR9 cos~ 9~J)2 - 3CRp+R9 -2RpR9 cos~m)2 

1 

cos 2~ 9,9J-) 2 J 

R~ - R2 =- ___ 9_ 
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berechnen. Bei Vorgabe von Meßwerten t.9 (P 1) (i = 1 , ••• , M) auf der Erdoberfläche, steht 
also zunächst die Aufgabe• die reduzierte Schwere t.g* ·auf der BJERHAMMAR-Kugel zu berechnen. 
Meistens bestimmt man t.9* (9) als stückweise konstante Funktion. 
Nimmt man für t.9* (9) eine Uberlagerung von N sogenannten DIRAC!-Impulaen 

4nR� L, t.97 d <9-91) 
1=1 

an den Stellen qi (i = 1, •••• N) auf der Kuge� 60 an, eo vereinfacht eich (2.55) zu einer
völlig diskreten Form: 

N 

(2. 57) t,9 CP) L CR�-R�)R�Rp 1 1-3 CP, 91) t,97
1=1 

In (2.56) ist öC9-9;) die (2-dimenaionale) DIRAO:Sche Deltadistribution, von der uns hier 
im wesentlichen nur die folgende Eigenschaft interessiert: 

(2. 58) �f C9) d <9-91) d60 C9) = f C91) 1 
"o 

wobei qi auf der Kugel o·0 liegen muß und f(q) eine beliebige Funktion sei n kann.

Mit den Abkürzungen 

2 R2) R2 R- 1 1-3 CP ) (2. 59) K9 (P, 91 ) = CRp - 9 9 P , 91 >

wofür auch gilt: 

(2. 60) 

und 

C2. 61) Kr CP, 91) 

R = 
:..:_g_ L (2n+l) 
Rp n=0 

R n+ l 
( __:_:_g__) P n (cos"'l-'p91)Rp 

Loo 

.f_n .:':.l ( �)n+ 1 
R Pn (cos"'l-' p91) J9 n-1 Rp n=2 

lassen eich aus den Größen '-'-C?; die Schwereanomalie t,9 (P) (gemäß (2.57)) durch 

N 

(2. 62) llg CP) = L K
9 

CP, 91) llg7 
i=l 

und das Störpotential T durch 

M 
(2. 63) TCP) = L Kr CP, 91) t.97

1=1 

N 
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berechnen (siehe: BJERHA.MMAR, 1976). Gleichung (2.63) mit (2.61) ist die Diskretisierung 
der STOKESschen Integralformel (vergleiche die Reihenentwieklung fUr die STOKESsche Funk
tion: HEIKANEN, MORITZ, 1967 S. 97). 
Die Darstellungsformen (2.62) und (2.63) haben Ähnlichkeit mit der Summe Uber harmonischP 
Kernfunktionen (vergleiche (2.40) mit (2.60) und (2.61)) und mit der Darstellung durch 
Punktmassen. Man kann die Punktmassendarstellung nämlich auch auffassen als Quellendar
stellung durch eine "entartete" Dichteverteilung Q:9) im Erdinneren, welche analog zu 
( 2. 56) aus ()-dimensionalen) DIRACschen cl •Impulsen zusammengt:1setzt ist: 

L /J- i d C9-9 i ) 
i=l 

Das Volumenintegral 

M 

(2. 65) TCP) G �1-1 CP, 9) n::: /-'- i dC9-9i)] dvC9)
V i�l 

geht dann Uber in die bekannte diskrete Form: 

(2. 66) TCP) = GL /-'-i 1-1 CP, 9i) •
i=l 

Wie bei der Darstellung durch Kernfunktionen, bestehen die Vorteile der Methode in der 
computerorientierten Form und in der Möglichkeit, den Einflußbereich der Parameter durch 
die Wahl des Radius' der BJERHAMMAR-Kugel festzulegen. DarUber hinaus haben die Para
meter �97 in gewissem Sinn eine anschauliche Bedeutung - man kann sie auffassen als 
Produkt aus der mittleren Schwere Uber ein Flächenelement der BJERHA.MMAR-Kugel mit 
diesem Flächenelement. 

2.4. Die Darstellung des Gravitationsfeldes durch Punktmassen 

2.4.1. Verschiedene Zugänge - Beziehungen zu anderen Darstellungsformen 

Wie schon an mehreren Stellen angedeutet, kann man das äußere Gravitationsfeld der Erde 
durch Überlagerung von Feldern, die durch Punktw�ssen erzeugt werden, darstellen. Eine 
am Punkt qi positionierte Punktmass_e p.i erzeugt im Punkt P das Potential

(2.67) TCP,JJ- i ,9i) 

wobei die Funktion q, i (P) gleich dem reziproken Abstand der Punkte P und qi ist

(2. 68) q, i CP) = 1-1 CP, 9 i ) •

Überlagert man die Potentiale von N im Inneren der Erde an den Punkten qi liegenden
Massen p1 (i = 1, ••• , N), eo entsteht das Potentials

(2. 69) 
N 

" TCP) = GL.. /J-i q, i CP) , 
i = l 

welches im gesamten Außenraum harmonisch ist und bei entsprechender Wahl der Orte qi

N 
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und Massen Pi als Darstellung des realen Gravitationspotentials bzw. des StHrpotentials
der Erde dienen kann. 
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In Abschnitt 2.3. sind einige Beziehungen zu anderen Darstellungsformen deutlich geworden. 
Sie sollen hier zusammengefaßt und die verschiedenen Möglichkeiten des Zugangs zur 
Punktmassendarstellung vorgestellt werden. 

1.) Grundlösung der LAPLACE-Gleichung 

Für die Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde auf der Oberfläche und im Außenraum 
kommen nur Funktionen in Betracht, die die LAPLACEsche Differentialgleichung (1.6) er
füllen. 
Funktionen vom Typ (2.68) bezeichnet man als Grundlösungen oder Fundamentallösungen der 
LAPLACEschen Differentialgleichung (siehe z.B.: MEINHOLD, MILTZLAFF, 1977, S. 132 ffJ. 
Sie sind die einfachsten Lösungen von (1 .6) und haben zugleich die größte Bedeutung, 
weil sie einen quellenmäßigen Aufbau der Potentialtheorie ermöglichen. 

2.) Diskretisierung der )-dimensionalen Quellendarstellung 

Das Potential T einer Massenverteilung ist gegeben durch 

Das Integral (2.70) kann approximiert werden durch die Summe 

N 
(2. 71) TCP) = GL 12 C9;) 1-1 CP, 9;) 6v;

i=l 

wobei qi ein Punkt innerhalb des Volumenelements t:.·v
i 

ist.
Faßt man zusammen 

(2. 72) 12(9;) ÖV; = /J-i 1 

so gelangt man zur Punktmassendarstellung (2.69). 

3.) Diskretisierung der Massenschicht 

Analog zu (2.70) und (2.71) kann das Modell einer einfachen Massenschicht 

(2. 73) TCP) = G � X C9) 1-1 CP, 9) do- (9) 
(5 

approximiert werden durch 
N 

(2. 7 4) TCP) 

Mit 

GI: XC9;) 1- 1 cP,9;) 60"; 

i=l 

(2. 75) X C9;) M; = /J-i 

erhält man wieder (2.69). 

4.) Uberlagerung kugelsymmetrischer Störkörper 

Die Darstellung durch Punktmassen (2.69) kann auch interpretiert werden als Uberlagerung 
der Potentiale von kugelsymmetrischen Störkörpern, von denen nur die Mittelpunkte qi der
Störkugeln und die Gesamtmassen fi interessieren.

(2. 70) TCP) 
V 
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5.) Kugelfunktionen - Grenzfall der Punktmassendarstellung 

In Pkt. 2.J.5. wurde darauf hingewiesen, daß die Kugelfunktionsentwicklung identisch mit 
der Darstellung durch Multipole ist und diese wiederum als Grenzfall der Punktmassendar
stellung aufgefaßt werden kann. 

6.) Spezialfall der harmonischen Kernfunktionen 

In Pkt. 2.J.1O. wurde gezeigt, daß die Darstellung durch harmonische Kernfunktionen (2.38) 
der Darstellung durch Punktmassenpotentiale äquivalent ist, wenn in (2.40) für den Para
meter kn, der die Kernfunktion festlegt, kn = constant gewählt wird.

7.) Multiguadratische Methode filr harmonische Funktionen 

In Pkt. 2.3.11. ist deutlich geworden, daß die Multiquadratische Methode mit den flir 
harmonische Funktionen vorgeschlagenen Kernen n_ichts weiter als eine Darstellung durch 
Punktmassen ist. 

8.) Entwicklung von Punktmassenmodellen nach Kugelfunktionen 

Das äußere Potential �i CP) einer Punktmasse der Masse 1 am Ort qi innerhalb der Erde kann
natürlich wie jede harmonische Funktion nach Kugelfunktionen entwickelt werden (siehe Pkt. 
2.J.4.), wobei die Koeffizienten natürlich vom Ort qi der Masse abhängen:

oo n 

C2. 76) � i CP) Z Z [cnm(9i)C nm (P) + Snm(9i)Sn m (P)] 
n =0 m=0 

Mit der Entwicklung des reziproken Abstands 1-1(P,q) nach Kugelfunktionen (HEISKANEN,
MORITZ, 1967, S, 33): 

(2. 77) � i CP) 

und 

(2. 78) P n Ccos'lllp91) 2}+ l z [ cn m (;>. P, &p) cnm (;>. 9, ;& 9,) + sn m (;>. p, &p) sn m (;>. 9,, & 9,) ] 
m=0 

folgt durch Koeffizientenvergleich für die Koeffizienten cnm(qi) und snm(qi)
:

(2. 79) 

D,h. die Kugelfunktionskoefr'izienten cnm(qi) und snm(qi) des Feldes, welches von der Punkt
masse am Ort qi erzeugt wird, sind im wesentlichen durch den Wert der inneren Kugelfunktionen 
am Ort qi gegeben, Damit kann jedes Potential der Form (2,69) auch als Reihenentwicklung nach
Kugelfunktionen angegeben werden� 

" 
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(2. 80) TCP) 

mit 

(2. 81) 

GL p.; cp; (P) 
i= l 

oo n 

L L [anmcnm (P) + bn3'nm (P) J
n=0 m=0 

Auf der Oberfläche der Kugel Rp = Re hat T(P) folgende Form:

(2. 82) TCP) 

mit 

(2. 83) 

oo n 

I: I c ;;nm cnm e:>, p, �p, ) + 6nm snm (;\ p, �p, ) J
n=0 m=0 

Nun kann man leicht die Gradvarianzen tn des Punktmassenpotentials (2.69) bzw. (2.80)
berechnen (siehe: StiNKEL, 1981b). 

Es gilt ja bekanntlich: 

" c-2 -2 (2. 84) tn = L_, 0nm + 6nm) 
m=0 

Mit (2.83) '(2.81) und (2.79) ergibt sich: 

(2. 85) 

Nach Umformen der Quadrate[•••• ]
2 und Vertauschen der Summation kann man schreiben:

(2. 86) 

Unter Verwendung der Entwicklung der LEGENDREschen Polynome nach Kugelfunktionen (2.78) 
erhält man schließlich: 

(2. 87) tn 
G2 

N N 
R R n 

R
2 (2n+ 1T

1 L L /J-i/J-j (� ) Pn (cos'IJl9,i9 ) 
e i=l j=l Re J • 

Für eine äqUidistante Verteilung der Punktmassen auf einer Kugelschale läßt sich die

33 

N 

n 
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Doppelsumme in (2.87) sehr effektiv mit Hilfe der schnellen Fouriertransformation aus
werten (siehe: SUNKEL, 1981b). 

9.) Punktmassen und Kovarianzfunktion 

Nimmt man Homogenität und Isotropie an, dann hängt die empirische Kovarianzfunktion K(P,Q) 
des Potentials auf der Erdkugel nur vom sphärischen Abstand der beiden betrachteten 
Punkte P und Q ab und man kann sie nach LEGENDREschen Polynomen entwickeln:

(2. 88) K(P, Q) = K('\j! pQ ) = I: kn Pn Ccos'\j! pQ ) 
n=0 

• 

Um der Forderung nach positiver Defini thei t (oder Nichtnegativität. des Spektrums) gerecht 
zu werden, muß in� 0 gelten.
Eine harmonische Fortsetzung von (2.88) nach außen ergibt: 

(2. 89) 

Mit der Substitution 
R0 

2n+2 

(2. 90) kn = k ( -) 
n Re 

(2. 91) K CP, Q) 

(wobei R
/ll

< Re gilt) erhält man für (2.89):

(siehe1 M0RITZ, 1980, s. 81 ff. und s. 181 ff.). Mit (2.41) ist das gerade die harmonische 
Kernfunktion (2.40). Es wurde gezeigt (Pkt. 2.3.10.), daß für den einfachsten Fall 
kn = constant = C gilt:

(2. 92) K CP, Q) = C R
9 

1 -l CP, 9) 

(siehe (2.47) und Abb. 2.2). Ebenso folgt aus Gründen der Symmetrie mit 

(2. 93) 
R� 

R = -
f> Rp

anstelle von (2.41) auch

(2. 94) K CP, Q) = C R
11 

1-1 CO, ,p)

Hält man einen der beiden Punkte P oder Q fest, so entspricht die Kovarianzfunktion 
(2.92) dem Potential einer Punktmasse (mit .der Masse C • R

,p 
bzw. C • Rq), die unter diesem

Punkt liegt und deren Tiefe durch Inversion an der BJERHAMMAR-Kugel bestimmt wird. Wählt 
man also fUr die Kovarianzfunktion (2.88) bzw. (2.89) die oben beschriebene physikalisch 
sinnvolle Form (2.92) oder (2.94) 9 so ist das Spektrum in durch die Wahl von R0 durch
(2.90) festgelegt. Die Kovarianzfunktion auf der Erdoberfläche (Kugelnäherung: 
Rp = RQ = Re) (2.88) hat dann die Form:

(2. 95) 

00 

K <P, Q) 
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In diesem S�nn ist offenbar die Bemerkung von HARDY (1978) gemeint (siehe Ende von Pkt. 
2.3.11.). 

Auf der anderen Seite kann man natilrlich nach der Kovarianzfunktion eines durch Punkt
massen erzeugten Potentials fragen. 
Sie ist mit dem Ergebnis filr die Gradvarianzen aus Pkt. 2.4.1.8.) durch Einsetzen von tn
aus (2.87) in (2.88) bzw. (2.89) (K

n 
= tn) sofort gegeben.

2.4.2. Bisherige praktische Anwendungen 
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Die Idee, das Störpotential durch punktförmige, innerhalb der Erde liegende Quellen darzu
stellen, kurzgesagt, Punktmassen in der Geodäsie zu nutzen, wird im allgemeinen WEIGHTMANN 
(1965) zugeschrieben. 
KUPRADZE und ALEKSIDZE bewiesen aber schon 1964 die lineare Unabhängigkeit und Vollständig
keit von Punktmassenpotentialen flir den Fall, daß alle Punktmassen auf einer geschlossenen 

Fläche innerhalb der Erde liegen und ALEKSIDZE diskutiert in (ALEKSIDZE, 1966) die Möglich
keit, das Störpotential der Erde durch Punktmassen zu approximieren. 

In den ersten praktischen Anwendungen wurde interessanterweise nicht das Gravitationsfeld 
der Erde, sondern das des Mondes dargestellt (siehe Tabelle 2.1). Die Grlinde daflir sind 

einmal die Struktur des Mond-Gravitationsfedes, die ja durch sogenannte Mascons gekenn
zeichnet ist und zum anderen die Tatsache, daß durch die Beobachtbarkeit der Mondsonden 
von der Erde aus filr die Vorderseite wesentlich mehr Gravitationsfeld-Information vorlag 
als filr die Rückseite und man eine adäquate Darstellungsform wählen mußte. 

Die wichtigsten (zugänglichen) Publikationen über praktische Berechnungen von Punktmassen
modellen zur Darstellung des Gravitationsfeldes sind in Tabelle 2.1 zusammengefaßt. Die 
Motivation für die meisten dieser Anwendungen und Untersuchungen war die Eignung der 
Punktmassen zur Modellierung lokaler Strukturen und die computerorientierte Form der Dar
stellung, d.h. die Möglichkeit der effektiven Berechnung der gewünschten Feldgrößen. 

Sieht man von der Verschiedenartigkeit der verwendeten Daten ab, dann kann man eine Unter
teilung entsprechend der Art und Weise der Punktmassenanordnung in 3 Gruppen vornehmen: 

a) Gleichmäßige Verteilung der Punktmassen auf einer Fläche (i.a. Kugel oder Ellipsoid)

b) Anordnung der Punktmassen entsprechend der Multipoltheorie

c) Anordnung unterhalb der lokalen Extremwerte des Feldes
(Störpotential, Schwereanomalien, Schwerestörungen o.ä.)
an der Oberfläche.

Eine denkbare vierte Variante, bei der die Punktmassen a priori an geophysikalisch be
kannten Dichteanomalien angeordnet werden, :Ist beim heutigen Kenntnisstand über die Struktur 
des Erdinnern nicht erfolgversprechend. 
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Tabelle 2.1.: Einige praktische Anwendungen der Gravitationsfedldarstellung durch 
Punktmassen 

Autor Daten Gebiet Punktmassenanordnung Jahr 

MULLER, SJOGREN 1968 Doppler-Daten von Mondvorderseite Abschätzung der Orte durch 
Mondsonde Einzelanalyse von Profilen 

NEEDHAM 1970 Schwereanomalien lokales Gebiet Gleichverteilung, einheit-
(Blockmittelwerte) in Nordamerik� liehe Tiefe vorgegeben 

WONG, u.a. 1971 Doppler-Daten von .Mondvorderseite Gleichverteilung auf der 
Mondsonde Oberfläche 

BAU.UNO 1972 äimuliert aus SE II Erde-global a priori-Anordnung an den 
Anomalien anhand der Karte 
der Schwereanomalien, Tiefe 
("von Hand") optimiert 

BALMIN.O 1974 simuliert aus SE II Erde-global --,- II ---

SJOGREN u.a. 1975 Dopplerdaten von Mars-global Gleichverteilung auf der 
Marssonde Oberfläche 

ANANDA 1977 Dopplerdaten von Mond,,.global Gleichverteilung auf der 
Mondsonde Oberfläche 

DROzyNER 1977 simuliert aus SE II Erde-global a priori-Anordnung anhand 
der Karte der Schwereano-
malien, Tiefe ("von Hand") 
optimiert (flir alle gleich, 

IREILLY, 
aERBRECHTSMEIER 1978 simuliert aus SE II Erde-lokal Gleichverteilung auf Kon-

Schwereanomalien (Nordamerika) zentrischen Kugelschalen, 
Tiefe durch "Best-R-Formel' 
von HARDY und GÖPFERT 

MESCERJAKOV' 1979 simuliert aus SE II Erde global entsprechend der Multipol-
MARCENKO theorie 

MARCENKO u.a. 1980 simuliert aus GEM 6 Erde-global entsprechend der Multipol-
theorie 

BARTHELMES 1980 simuliert aus GEM10 Erde-globa;l. schrittweise an den lokaler 
Extremwerten der Schw,ere-
störungen, Optimierung der 
Orte 

aEIKKINEN 1981 Schwereanomalien 
(Blockmittelwerte) 

Erde-global Gleichverteilung, einheit-
liehe Tiefe vorgegeben (en1� 
sprechend der Blockgröße) 

r.IBSCERJAKOV u.a 1981 simuliert aus Erde-global entsprechend der Multipol-
GRIM II theorie 

., 

Erde-global . ---IIARCENKO 1982 simuliert aus GEM 9 ---

(b) und GEM-10B

1 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 
r 

' 

1 
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Tabelle 2.1.: Fortsetzung 

Autor Jahr 

OSTAC, AGAJEWA 1982 

VERMEER 1982 

BARTHELMES, 1983 
KAUTZLEBEN 

�ERMEER 1984 

Daten 

simuliert aus GEM 10 

Schwereanomalien 
(Blockmittelwerte) 

simuliert aus GEM 10 

Schwereanomalien 
(Blockmittelwerte) 

37 

Gebiet Punktmassenanordnung 

Erde-global schrittweise an den lo-
kalen Extremwerten der 
Schwereanomalien 
Optimierung der Orte 

Erde-lokal Gleichverteilung, Tiefe

(Finnland) entsprechend der Block-
größe 

Erde-global schrittweise an den lo-
kalen Extremwerten der 
Schwerestörungen, ge-
meinsame Optimierung deI 
Orte 

Erde-global Gleichverteilung, Tiefe 
(Finnland) entsprechend der Block-

größe 

Variante a) ist die am häufigsten verwendete und man kann prinzipiell wieder 2 Fälle 
unterscheiden, Im ersten Fall legt man unter jeden der gleichmäßig auf der Erde verteilten 
Datenpunkte eine Punktmasse und bestimmt die Massen so, daß die vorgegebenen Werte exakt 
reproduziert werden, Die Zahl der Punktmassen ist also gleich der Zahl der Datenpunkte. Die 
Tiefe der Punktmasse muß dabei nach irgendeinem Kriterium vorgegeben werden; ihr Einfluß 
wurde in den Punkten 2.3.10, und 2.3.11. im Zusammenhang mit den harmonischen Kernfunktionen 
und der Multiquadratischen Methode bereits diskutiert, Die wohl ausführliehste und auf
wendigste Anwendung wurde von HEIKKINEN (1981) vorgelegt, Es wird ein globales Punktmassen
modell für das Erdgravitationsfeld, bestehend aus 43 305 Massen, durch Anpassung an 
5°x5° und 1°x1° Schwereanomalie - Blockmittelwerte abgeleitet, VERMEER (1982, 1984) hat mit 
HEIKKINENS Methode ein Punktmassenmodell für das Gebiet von Finnland berechnet, 

Im Unterschied zur Verteilung unterhalb der Datenpunkte kann man eine bestimmte Zahl von 
gleichmäßig verteilten Punktmassen vorgeben (entsprechend der gewünschten Auflösung des· 
Modells) und die Massen unter Verwendung verschiedener zur Verfügung stehender Daten nach 
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen, Praktische Beispiele bzw. Simulationsstudien 
sind die Mondmedelle von WONG u,a, (1971) und ANANDA (1977), das Marsmodell von SJOGREN 
u.a, (1975) und die Untersuchungen von REILLY und HERBRECHTSMEIER (1978), REILLY und HER
BRECHTSMEIER haben zusätzlich die konzentrische Überlagerung von Punktmassen auf mehreren
Kugelschalen getestet, Diese Methode benötigt zwar eine relativ große Zahl von Parametern,
ermöglicht jedoch eine schrittweise Verbesserung der Approximation,

Variante a) der Punktmassendarstellung ist also prinzipiell zur globalen und zur lokalen 
Gravitationsfeldapproximation geeignet, Die Zahl der Parameter (Punktmassen) häJl&t im Gegen
satz zur Kugelfunktionsentwicklung nicht nur von der angestrebten Auflösung sondern auch von 
der Größe des Gebietes, welches überdeckt werden soll, ab, Bei einer Approximation auf der 
gesamten Erdkugel ist die Zahl der Punktmassen aber entsprechend dem NYQUISTschen Abtast
theorem (siehe z.B. TAUBENHEIM, 1969) etwa gleich der Parameterzahl einer Kugelfunktions
entwicklung mit vergleichbarer Auflösung. Sinnvoll ist diese Darstellungsform deshalb 

1 
1 

1 

1 
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besonders filr die Modellierung lokaler Strukturen. Andererseits besteht wegen der lokal 
begrenzten Wirkung der einzelnen Massen die Möglichkeit, bei der punktweisen Auswertung 
eines globalen Modells (wie z.B. das von HEIKKINEN berechnete) nicht alle Massen, sondern 
nur die angrenzenden bis zu einer bestimmten Entfernung zu berilcksichtigen, Inwieweit das 
ohne größeren Genauigkeiteverluet möglich ist, wurde aber offenbar noch nicht grilndlich 
untersucht. 

Variante b), die Anordnung der Punktmassen entsprechend der Multipoltheorie, wurde in 
Pkt, 2.3.5. erläutert. Interssant sind hier die Arbeiten von MESCERJAKOV und MARCENKO 
(siehe Tabelle 2.1.), die darauf gerichtet sind, die Gravitationskraft bei der nume
rischen Satellitenbahnintegration möglichst effektiv zu berechnen, Durch die Aufspaltung 
des Potentiale in einen geraden und einen ungeraden Anteil kann man die Zahl der benötigten 
Punktmassen auf die Hälfte reduzieren und so die Effektivität der Berechnung zusätzlich 

„ vv 

steigern (MARCENKO, 1980; MESCERJAKOV u.a., 1981). Eine gründliche Untersuchung der Rechen-
zeiteinsparung gegenUber der sonst verwendeten Kugelfunktionsentwicklung anhand realer 
Daten steht allerdings noch aus. 

Variante c) wurde von BALMINO (1972) numerisch getestet, indem ein Modell für die Erde, 
bestehend aus 126 Punktmassen, unter Verwendung des Kugelfunktionsmodells SE II abgeleitet 
wurde. Die Massen wurden a priori unterhalb der Extremwerte der Schwereanomalien ange
ordnet und durch eine Anpassung an simulierte Potentialwerte. und Schwereanomalien bestimmt. 
Als Tiefe der Massen wurde 1300 km gewählt und für 20 Massen wurde die Tiefe (durch 
Variation "von Hand") einzeln optimiert. 

In (BALMINO, 1974) wird die Problematik der Punktmassendarstellung qualitativ diskutiert 
und eine Reihe von getesteten Varianten beschrieben, Unter anderem wird die Frage aufge
worfen, inwieweit sich die Zahl der benötigten Punktmassen durch eine Optimierung ihrer 
Lage verringern läßt. Der Versuch einer automatischen Optimierung der Punktmassenposi
tionen erwies eich allerdings als instabil, so daß eine Lösung dieses Problems nicht 
möglich war und die Orte wie in (BALMINO, 1972) vorgegeben werden mußten, Die a priori 
Positionierung an den größten Schwereanomalien wurde aber gegenüber einer Gleichver
teilung als deutlich besser eingeschätzt. 

In (BARTHELMES, 1980, 1981) wird ein Algorithmus vorgestellt, mit dessen Hilfe die 
Punktmassen automatisch schrittweise an den größten Anomalien angeordnet und anschließend 
einzeln in ihrer Lage im Sinne der Fehlerminimierung optimiert werden, 
Ein numerischer Test unter Verwendung von simulierten Daten zeigt die Überlegenheit gegen
Uber einer Gleichverteilung der Massen, Die Simultane Optimierung der Koordinaten und 
Massen von 34 Punktmassen wird ebenfalls numerisch getestet und hat eine zusätzliche 
Verbesserung zur Folge, Dieser Algorithmus stellt gewissermaßen den praktischen nume
rischen Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchungen dar und ist als einfacher Spezial
fall im Algorithmus, der in Pkt, 3. erarbeitet und in Pkt, 4, numerisch realisiert wird, 
enthalten, 

Es ist interessant, daß OSTAC und AGAJEWA (1982) (als Vortrag auf der 1, Orlov-Konferenz 
in Kiew 1980 gehalten) einen sehr ähnlichen Algorithmus vorstellen und das Modell GEM 10 
durch 137 Punktmassen approximieren. 
Die wichtigsten Ergebnisse der folgenden Untersuchungen wurden in Kurzform in (BARTHELMES, 
KAUTZLEBEN, 1983) bereits publiziert. 
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2. 4 .J. ;Potentielle Möglichkeiten der Darstellung durch Punktmassen

Der Grund für die Anwendung so vieler verschiedener Formen für die Darstellung des 
äußeren Gravitationsfeldes ist die Tatsache, daß bisher keine universelle Darstellungsform 
existiert, die allen Anforderungen gleichermaßen gerecht wird. 
In Tabelle 2.2 sind die wichtigsten Aussagen bezüglich der Kriterien aus Pkt. 2.2. für 
einige Modellparameterdarstellungen zusammengefaßt. 

Tabelle 2.2: Qualitativer Vergleich einiger Modellparameterdarstellungen 
.µ 
0 

1 
� :a o-1 

C1 Q) •ri 0 
Q) .µ Ql Ol 
[1 Ol C1 Darstellungsformen o H H Ql 
·ri <II Ql Ol 
.µ 'O [1 Ol 
,.;j o-1 ·ri al 
3 & Q):,.

'H •ri o-1 C1o-1 .µ,....... o-1 Q) Bewertungskriterien Q) o-1 b() Q) .c:
�iJ 3 

'O 0 
o m 

;,::: ....... o-1 ;::a 'H 

Sind die wichtigsten Feldgrößen 
aus einem Parametersatz berechen- ja ja 
bar? 

Ist die Darstellung auf der Ober- ja ja fläche und im Außenraum gültig? 

Haben die Parameter lokal be- nein ja grenzten Einfluß? 

Ist eine effektive Auswertung der 
Darstellung durch den Computer 1 2 2 möglich? -
1 = sehr gut, 2 = gut,
3 = nicht gut 

Ist die Darstellung geeignet zur ja ja Nutzung in analytischen Theorien? 

Haben die Modellparameter geophysi-
(i.a.) kalische Bedeutung? ja 

Ist Kombination mit Geophysik nein 
leicht möglich? 

C1 C1 
Q) 0 

C1 I>,....... 
0 C1 

•ri III Ql 
.µ •ri C: 
,.;j 111 0 
3 <ll•ri 

i:q .µ 
'H ,.;j 
bO H § 

C1 Q) 
•ri 'O 'H 
o-1 o-1 
O.'H Q) 
� ::s b() "'::s 

Cl) ...... �. 

nein 

nein 

ja 

3 

nein 

nein 

o-1 o-1 
Ql <11,....... III 
.µ C1 Q) C1 
C1 0 ..Cl 0 
Ql •ri 0 •ri 

a111:a101 
a>C:.-iC: 

o-1 Q) 'H Q) 
li'l a Ha 

•ri Ql ·ri 
Ql'O.O'O 
4> 1 0 1 
•rilN.__.."' C1 
·ri ........ ,....... 
J:ti,- N 

nein 

1)nein
2) ja
(aber
nicht
harmo-
nisch)

ja 

1 

nein 

nein 

C1 

�� ....... � C: 
0C1GlC1 Q) 
•ri 0..Q 0 Q) C: 
4> •ri 0 •ri .s:: 0 
,.;j III :al m 0•ri 
§ C1 o-1 C1 {/) .µ 

Q) 'H Q) •ri� 
1:t a Ha §§ 1 •ri Ql •ri 
Q) 'O .0 'O s 'H 

C1 1 0 1 H C: 
•ri N-....,<"I m H 
o-1 .c: Q) 
Of-°' ,....... ;,::: 

Cl) ,.... N 

nein ja 

1 )nein ja 
2) ja
(aber
nicht
harmo-
nisch)

ja ja 

1 1-2

nein ja 

nein (ioa,) 
nein 

'O Q) 
0 ..Cl 
..Cl 0 
.µ III 
Q) •ri 

a .µ 
Ol <II 
o-1 C1 H ::s Q) 'O
0. III al 
a Ol ::s,..-... 
H 

� O' 
Q) 

1 •ri 'O 
0 i:t; � _g III 
H § 

::s 
.µ 

•ri IP◄ :,. Q) 
A ....... :,. 

ja ja 

ja ja 

ja ja 

2 1 

ja teil-
weise 

nein ja 

Wie aus den aufgezeigten zusammenhängen mit anderen Darstellungsformen und den vorteilhaften 
Eigenschaften deutlich wird (siehe Tabelle 2.2.), nimmt die Punktmassenmethode in gewisser 
Weise eine Sonderstellung ein. Mit ihren potentiellen Möglichkeiten kommt sie dem Idealfall 
einer universellen Darstellungsform offenbar am nächsten. Ihre Einfachheit als Summe über 
reziproke Abstände macht sie für numerische Anwendungen unter Nutzung der modernen Rechen
technik besonders attraktiv. Sowohl die Kugelfunktionsdarstellung, bei der jeder Parameter 
auf der gesamten Kugeloberfläche eine gleich große Wirkung hat, als auch die Darstellung 
durch eine Flächendichte, die wegen des extrem begrenzten Einflusses jedes Flächenelements 
zur Modellierung lokaler Strukturen des Feldes sehr gut geeignet ist, können als Grenzfälle 

..q e

1 

1 1 
1 
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der Punktmassendarstellung aufgefaßt werden. Die Harmonizität der Darstellung im Außenraum 

ist automatisch gesichert und alle Feldgrößen sind leicht berechenbar. Auf der anderen 

Seite ist die Darstellung durch Überlagerung von Punktmassenpotentialen als Diskretisie

rung von kontinuierlichen Dichteverteilungen die natürlichste, den wirklichen physika

lischen Ursachen am besten angepaßte Form. So erzeugt jede Punktmasse das gleiche äußere 

Feld wie eine kugelsymmetrische Dichteanomalie und jeder von der Kugelsymmetrie abweichen

de Störkörper im Erdinnern (wie z.B. Linienelemente, flächenhafte Gebilde, Prismen usw.) 

kann durch mehrere Punktmassen approximiert werden. Obwohl diese letztgenannten Eigen

schaften für die reine Approximation des äußeren Gravitationsfeldes von untergeordneter 

Bedeutung sind, machen sie doch gerade die Punktmassenmethode zu einer Darstellungsform, 

die dazu beitragen kann, Geophysik und Geodäsie zu verbinden und alle verfügbaren Informa

tionen zu nutzen, um das Wissen über die Beschaffenheit des Erdinnern zu vervollkommnen. 

Dieser Punkt soll hier jedoch nicht weiter ausgeführt werden; die vorliegende Arbeit be

schäftigt sich lediglich mit der Aufgabe, die Approximation des äußeren Gravitations

f�ldes zu untersuchen. 

Wie gezeigt wurde, ist die Ausnutzung der potentiellen Möglichkeiten der Punktmassen

methode auf diesem Gebiet vor allem mit der Wahl der Punktmassenpositionen verbunden. 

Die wichtigsten Fragen in diesem Zusammenhang sind allerdings noch nicht ausreichend 

theoretisch und praktisch untersucht bzw. geklärt worden. Sie sollen hier wie folgt 

formuliert. werden: 

a) Ist es prinzipiell möglich, bei der Approximation eines äußeren Feldes durch Über

lagerung von Punktmassenpotentialen neben den Massen auch die Lage der Punktmassen

zu optimieren?

b) Gelingt es, einen Algorithmus zu erarbeiten, mit dessen Hilfe ein vorgegebenes Feld

in Form von Meßwerten auf der Erdoberfläche durch schrittweise Erhöhung der Zahl der
Punktmassen approximiert werden kann, wobei die Anpassung für die jeweilige Zahl der

Massen optimal ist?

c) Ist die Approximation mit optimierten Punktmassenpositionen signifikant günstiger,

als eine Methode bei der eine gleichmäßige Verteilung der Massen angenommen wird?

Einige Aussagen und Lösungssätze zu diesen Problemen sind in (BARTHELMES, 1980, 1981, 

1982) und (KAUTZLEBEN, BARTHELMES, 1983), schon enthalten. Dort wird am praktischen 

Beispiel gezeigt, daß die Optimierung der Positionen einzelner Punktmassen numerisch un

problematisch ist und daß auch für mehrere Massen (bis zu 34 getestet) die gemeinsame 

iterative Verbesserung der Positionen möglich ist, wenn die Näherungs- oder Startwerte 

für die Punktmassenpositionen entsprechend der Lage der Anomalien des Feldes gewählt 

werden. Der dort vorgestellte Algorithmus ermöglicht auch die in c) geforderte schritt

weise A,·:proximation, ohne daß die Anpassung für die jeweilige Zahl von Massen aller

dings optimal ist. Es zeigte sich aber, daß schon die Anordnung der Massen an den größten 

Anomalien ohne eine gemeinsame Optimierung einer Gleichverteilung deutlich überlegen ist. 

Die Lösung der oben formulierten Fragen auf der Grundlage der zitierten Voruntersuchungen 

steht im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen. 
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3. Punktmassenapproximation mit automatischer Optimierung der Orte der Massen

3.1. Punktmassenpotentiale als Basissystem im Hilbertraum 

Wie sich zeigen wird, ist die Frage, ob auch die Orte der Punktmassen optimiert werden 
können, eng verbunden mit der Frage nach der linearen Unabhängigkeit des betrachteten 
Systems von Punktmassenpotentialen. Die Vollständigkeit dieses Systems ist wiederum 
Voraussetzung dafür, daß jedes äußere Feld theoretisch mit einer beliebigen Genauigkeit 
dargestellt werden kann. Für die Diskussion dieser Fragen und für die mathematische Aus
arbeitung eines Approximationsalgorithmus• bieten sich die Mittel der Funktionalanalysis 
an. 

3.1.1. Einige Definitionen aus der Funktionalanalysis 

Die folgenden Definitionen kann man z.B. in (BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, Ergänzungs
band, Pkt, 8.1.1.), in (MORITZ, StiNKEL, 1978, Beitrag von TSCHERNING) oder in .(ACHIESER, 
1953) nachlesen. 

Definition 1: 

Eine Menge R von Elementen U,V, ••• heißt ein reeller (oder komplexer) linearer Raum, 
wenn in R die Operationen Addition und Multiplikation mit reellen (oder komplexen) 
Zahlen a,b erklärt sind und folgenden Axiomen genügen: 

1) Zu zwei beliebigen U, VER ist eindeutig die Summe
U + VER erklärt und es gilt (für WER) (U+V) + W = U + (V+W), U + V =  V +  U.
Es existiert ein Nullelement OE R mit der E:' genschaft O + U = U für alle U ER
und zu jedem U ER existiert ein Element - U ER mit der Eigenschaft U + (-U) = o.

2) Zu jedem UER und jeder reellen (oder komplexen) Zahl a ist erklärt: au= a • UER.
Diese Verknüpfung erfüllt die Regeln
a(U+ V) = au+ aV, (a+b) U = au+ bU; u, VER; a, b reell (oder komplex)
(ab) U = a (bU)
1 • U = u. 

Definition 2: 

N Elemente u1, ••• , UNE R heißen linear unabhängig, wenn
N 

2:: ai u i = 0 nur für a1 = a2 = . . . = an 0 
i=l 

riehtig ist. 
Ein unendliches System heißt linear unabhängig, wenn je endlich viele verschiedene 
Elemente des Systems linear unabhängig sind. 

Defintion 3:

Ein linearer Raum R heißt normierter Raum, wenn jedem Element UER eine reelle Zahl 
IIU II � 0, die Norm des Elements U, zugeordnet ist und diese Norm folgende Eigenschaften 

hat: 

1 • 

2. 

3. 

llull 

Uaull 
Uu+vll 

0 nur für U = 0 

= lal 
s nun 

llull 
+ 

für alle reellen Zahlen a 
lfvll (Dreiecksungleichung) 
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Definition 4: 

Ein reeller linearer Raum R heißt ein Raum mit Skalarprodukt, wenn jedem Elementepaar 
U, V ER eine reelle Zahl <u IV) , das Skalarprodukt der Elemente U und V mit folgenden
Eigenschaften zugeordnet ist: 

1 • 

2. 

3. 

<ulv> reell, <ulv> � o, <ulu> = 0 nur für U = 0 
<ulv) = <vlu) 
<a1 U1 + a2 U2 I v> = a1 <u1 1 v> + a2 <u2 1 v> 

In einem Raum R mit Skalarprodukt kann man die Norm immer durch llul\ = <u \uj" 
definieren, so daß R auch ein normierter Raum ist. Solche Räume nennt man unitär. Mit 
\1 U -VI! ist in R eine Abstandsdefinition gegeben.

Definition 5: 

Zwei Elemente u, V eines unitären Raumes heißen zueinander orthogonal, wenn <u\v) = 0
ist, Eine endliche oder abzählbare Menge von Elementen { U1, U2, ... , Uk, ... } bildet ein 
Orthonormalsystem, wenn <u i I U j) = d ij 

. 
Definition 6: 

Ein System von Elementen { U;} heißt vollständig im normierten Raum R, wenn zu jedem 
U

0 �. 
und jeder reellen Zahl s>0 eine Linearkombination U der Elemente u1 existiert

mit 71 U - U0 II < E •

Definition 7: 

Eine Folge { U;} 
reellen Zahl s>0 

llu i - u)I < s •
Definition 8: 

(U. ER) heißt Fundamentalfolge oder CAUCHYfolge, wenn es zu jeder 
]. 

eine natürliche Zahl N(s) gibt, so daß für alle i, j > N(s) gilt 

Der Raum R heißt vollständig, wenn jede Fundamentalfolge in R einen Grenzpunkt hat • 
. Definition 9: 

Ein vollständiger normierter Raum mit Skalarprodukt heißt Hilbertraum. 

Nun 'ffollen wir die Menge Haller Funktionen V betrachten, für die folgendes gilt: 

a) V isl 2mal sleli9 differenzierbar im Außenraum Q und auf der
Cregularisierlen) Erdoberfläche 6 ,  daß heißl im Gebiel Q

b) V erfülll die LAPLACE Gleichung in Q: nV = 0

(3. 1) c) V isl regular im Unendlichen, d.h.

1 V CP) 1 = 0 ( Rr1 ) ; 0 C *) 

1 grad V CP) 1 = 0 ( R;;2 ) 

LANDAU - Symbol 

Die Menge H ist offenbar ein reeller linearer Raum (vgl. Def. 1). 
Diesen linearen Raum H kann man mit folgendem Skalarprodukt ausstatten: 

C3. 2) <u I v) = }Tl � uv d6 U, V E H , 

< 

L 

<1 
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wobei 6 eine Kugel mit dem Radius Re ist und die Elemente von H quadratintegrable Rand
werte haben müssen. Mit diesem Skalarprodukt ist H ein vollständiger Raum und somit ein 
Hilbertraum, der die Bezeichnung HK erhalten soll (siehe: KRARUP, 1969 oder auch den
Beitrag von TSCHERNING in: MORITZ, SÜNKEL, 1978). 

3.1.2. Vollständigkeit der Punktmassenpotentiale 

Die Bedeutung der Vollständigkeit eines Systems von Elementen wird aus Definition 6 
sofort klar, Nun steht die Frage, ob Punktmassenpotentiale im Raum HK ein vollständiges
System bilden können. In (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (FREEDEN, 1980) wird gezeigt, 
daß Punktmassenpotentiale ein vollständiges System in HK bilden, wenn die Massen dicht
auf einer regulären Fläche innerhalb 6 liegen. Unter "dicht" versteht man hier, daß es 
in beliebig kleiner Umgebung jedes beliebigen Punktes der Fläche noch Punktmassen gibt. 
Eine wichtige Eigenschaft des Hilbertraumes HK ist die Separabilität, d.h. seine Di
mension ist unendlich aber abzählbar. Das folgt unter anderem aus der bekannten Tat
sache, daß das System der Kugelfunktionen, welches ja eine vollständige orthonormale 
Basis in HK ist, ebenfalls abzählbar ist. Für die Darstellung eines beliebigen Feldes
durch Punktmassen sind also im allgemeinen abzählbar unendlich viele Punktmassen not
wendig. 

3,1,3, Lineare Unabhängigkeit 

Für die Potentiale <HP) E H CPEQ) von abzählbar vielen Punktmassen (i = 1, •.• , N), 
welche auf einer gesc�lossenen Fläche innerhalb 6 , also in E3 \Q liegen, wurde die 
lineare Unabhängigkeit in (KUPRADZE, ALEKSIDZE, 1964) und (MARCENKO, 1982a) bewiesen, 
Für beliebige Anordnungen der Punktmassen in E3 \Qhaben STROHMEYER und BALLANI (1984) 
2 Beweise für die lineare Unabhängigkeit vorgelegt. Das heißt, 2 Konfigurationen von 
endlich vielen Punktmassen im Erdinnern erzeugen im Außenraum immer verschiedene Poten
tiale, wenn nicht beide Punktmassenkonfigurationen identisch sind. Das ist ein sehr 
wichtiges Ergebnis, denn es ist die theoretische Voraussetzung für den praktischen 
Versuch, bei der Gravitationsfeldapproximation durch Punktmassen auch die Orte der 
Massen als freie (zu bestimmende) Parameter anzusehen. 
Im Zusammenhang mit dem Inversen Problem der Potentialtheorie ist das Ergebnis unter 
folgendem Gesichtspunkt interessant: 
Die Lösung der Inversen Aufgabe ist zwar fUr kontinuierliche Massenverteilungen viel
deutig, aber für endlich viele punktförmige oder kugelsymmetrische Quellen ist sie ein
deutig. Man könnte sogar den Schluß ziehen, das Inverse Problem für die Erde sei ein
deutig, da sie ja aus endlich vielen Atomen, die man als kugelsymmetrische Massenver
teilungen ansehen kann, besteht. Abgesehen davon, daß dieser Schluß wegen der Bewegung 
der Atome und wegen der quantentheoretischen Grenze der Meßgenauigkeit nicht richtig ist, 
und abgesehen davon, daß diese Zahl der Atome natürlich numerisch nicht beherrschbar 
ist, macht sich die Vieldeutigkeit der Lösung für kontinuierliche Massenverteilungen 
bei der Approximation durch Punktmassen in einer mit der Zahl der Punktmassen steigen
den numerischen Instabilität bemerkbar. 
Um einerseits einen besseren theoretischen Einblick zu vermitteln und weil andererseits 
für die Gravitationsfelddarstellung durch Punktmassenpotentiale deren lineare Unabhängig
keit von so großer Bedeutung ist, soll dieses Problem doch noch etwas ausführlicher 
behandelt werden. Wie aus Definition 2 ersichtlich, ist die Eigenschaft der linearen Unab
hängigkeit nicht an eine Skalarproduktdefinition gebunden, d.h. verschiedene Skalarprodukt-
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definitionen ändern nichts an dieser Eigenschaft (wohl aber im allgemeinen an der Ortho
gonalität eines Systems von Elementen). Im folgenden soll eine Variante des Beweises 
der linearen Unabhängigkeit vorgestellt werden, die sich etwas von den in (STROHMEYER, 
BALLANI, 1984) vorgestellten Beweisführungen unterscheidet und die eine Skalarprodukt
definition voraussetzt. 
Die Elemente �i (i = 1, •••• N) eines Hilbertraumes H sind dann und nur dann linear unab
hängig, wenn für die GRAMsche Determinante D gilt: 

C3. 3) D det 

< � 1 1 � 1 > < � 1 1 �2 > 

< �2 1 � 1 > < �2 1 �2 > 

* 0

Ist {h1} ein vollständiges Orthonormalsystem in H, so kann jedes Element �i durch

C3. 4) �i = [ ai1h1 
1=1 

dargestellt werden und die Koeffizienten sind durch 

gegeben. Für die Elemente der GRAMschen Determinante (3.3) ergibt sich aus (3,4) wegen 

<h1 lhk) = d1k : 

Mit 

C3. 7) A 

00 

ON\ ON2 ••• 

folgt für (3,3): 

(3. 8) 0 = det CAAT ) 

Werden jetzt die Elemente �- mit den Punktmassenpotentialen 
l 

identifiziert und der Raum H mit HK' dann ist mit den Kugelfunktionen C
nm 

und S
nm 

(siehe Pkt, 2,3.4, (2.17) bis (2.20)) ein vollständiges Orthonormalsystem in HK bekannt. 

00 

(3. 9) q, i CP) 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



Mit der Zuordnung 

h1 (P) �00 (P) h2 (P) �10 (P) 
h3 (P) �10 (P) h4 CP) �II (P) 
hs CP) �II (P) h5 CP) �20 CP) 
h7 CP) = C 20 CP) hs CP) S 21 CP) 

(3. 10) 

hk CP) C nm (P) h1 CP) S nm (P) 
mit k=nCn+l)+2m+l mit l=n(n+D+2m 

kann (J,4) explizit angegeben werden, Die Elemente de.r Matrix A (siehe (J,5) und (3,7)) 
sind durch (2.79) und der Zurodnung aus (3.10) gegeben: 

a;k = Ok C9;) 

(3. 11) 
a;J a1 C9;) 

1 R n 

2n+l (t) 
1 R n 

2n+l Ct) 

Cnm (;>. 91
' .?-9,) k=nCn+1)+2m+l 

Snm (?.91
' .?-9,) l=n Cn+l) +2m 

. 

Findet man zu jeder Matrix A, also zu jeder beliebigen Verteilung der Punktmassenorte 
9; = CR91, ?.91,.?-91) , immer eine Matrix B, so daß die (N • N) - Einheitsmatrix I durch 

(3. 12) AB = I 

45 

erzeugt werden kann, dann ist (3,3) gezeigt, denn aus (3.12) folgt, daß A den Rang N hat, 
Dann hat auch die (N • N)-Matrix (AAT) den vollen Rang N und es gilt D = det (AA!) 1 0, 
Mit (3,11) erkennt man, daß die i-te Zeile [ai1, ai2, •• J der Matrix A gerade das voll
ständige System der inneren Kugelfunktionen (multipliziert mit dem Faktor 2n!1), ausgewer
tet für den Ort der i-ten Punktmasse, darstellt. Wenn für beliebige Anordnung von N Punkten 
(q1, q2, ••• , qN) innerhalb der Kugel cr immer Funktionen Uk(q), (k = 1, ••• , N) existieren, 
die im Inneren von 6 harmonisch sind und die Eigenschaft 

haben, dann ist die lineare Unabhängigkeit von Potentialen, die durch Punktmassen an den 
Orten qi (i = 1, •••• N) erzeugt werden, gezeigt. Wegen der Vollständigkeit der inneren
Kugelfunktionen bezüglich aller im Inneren von cr harmonischen Funktionen existiert dann
ja auch immer die Reihenentwicklung von Uk(q) nach inneren Kugelfunktionen, welche unter
Verwendung von (3.11) die Form 

00 

(3. 14) uk (9) = L b1ka1 (9) 
l=l 

hat, 

(3. 13) 
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Es exist ieren also immer solche Koeffizienten blk' daß (J.13) erfüllt ist. Die Koeff iz ien
ten blk s ind dann aber gerade die Elemente der gesuchten Matrix B in (J.12). Der Beweis
reduziert sich also darauf, zu zeigen, daß immer harmonische Funktionen mit der Eigenschaft 
(J.13) existieren. Läßt man für d ie Lage der Punkte qi nur e ine konzentrische Kugelfläche 60

im Inneren von 6' zu, dann ist der Bewe is jetzt e infach, da in (J.14) über Kugelflächen
funktionen summiert w ird und dam it jede stetige Funktion auf 60 darstellbar ist. Diese 
Aussage kann man sofort auf alle Flächen innerhalb 6 verallgemeinern, auf d ie eine ein
deut ige radiale Projektion von 6 aus möglich ist. Die Existenz e iner Funkt ion, welche 
im Inneren von 6 harmonisch ist und gleichzeitig die Eigenschaft (J.13) für belieb ige 
Punkte q

i 
besitzt, ist nicht von vornhere in klar. 

Es ist interssant, daß der entscheidende Punkt der Be•1.eisführung in (STROHMEYER, BALLANI, 
1984) ebenfalls mit der Konstruktion einer solchen Funkt ion zusammenhängt. S ie wird dort 
in folgender Form gefunden: 

Re 

N 

[TT 
l*k 
1=1 

wobei c1 und c2 bel iebig rell sind, i = "'{7(' d ie imaginare Einheit ist und Re [ ••• ] den 
Realteil des Klammerausdrucks bedeutet (Uk(qk) = 1 kann durch Norm ierung immer erreicht
werden), Es ist bemerkenswert, daß dieser Beweis der linearen Unabhängigkeit von Punkt
massenpotentialen le icht auf belieb ige Kernfunktionen der Form (2.40), welche ihre Pole 

in q
i 

(i = 1, ... , N) haben, übertragen werden kann. Mit (2.78) kann man sie ebenfalls 
nach Kugelfunktionen entwickeln und d ie resultierenden Kugelfunktionskoeff iz ienten, die 
hier mit C

nm

i (kn) und S i (k ) bezeichnet werden so·llen, unterscheiden sich von den Koeffi-
nm n . . ' 

zienten für Punktmassenpotentiale C1 und s1 in (2.79) nur durch den Faktor k Rnm nm n qi 

(3. 16) 
S�

m 
Ck

,,
) 

was nichts an der Beweisführung ändert. 

J.2. Ausarbeitung eines Approximationsalgorithmus•

J.2,1. Formulierung des Algorithmus'

Das Problem soll zuerst anschaul ich erläutert werden. 
Wir nehmen an, das Gravitationsfeld ist auf der (regularis ierten) Erdoberfläche vorgegeben 
und soll durch Punktmassen im Erdinneren approximiert werden. Dabei werden wir hier als 
Randwerte entweder Potentialwerte (entsprechend der Skalarproduktdef init ion (3.2)) oder 
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(wie sich später als günstiger herausstellen wird) Normalenableitungen bzw. Gradienten 

entsprechend der 1. oder 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie in Betracht ziehen. 

47 

Aus der linearen Unabhängigkeit ergibt sich die Tatsache, daß flir beliebig vorgegebene 

Punktmassenpositionen die Massen im Sinne einer Approximation immer eindeutig bestimmbar 

sind, Das heißt aber auch, daß durch die Kenntnis eines Feldes (d.h. seiner Randwerte), 

welches aus endlich vielen Punktmassen erzeugt wird, die Orte der Massen ebenfalls eindeu

tig festgelegt sind, denn es gibt ja nur eine einzige Punktmassenverteilung, die gerade 

dieses Feld erzeugt, Über eine Methode, wie diese Orte praktisch bestimmt werden können, 

ist damit natlirlich noch nichts ausgesagt. 

Bei der Approximation eines realen Feldes durch Überlagerung einer endlichen Zahl von 

Punktmassenpotentialen steht nun die Aufgabe, möglichst die Punktmassenpositionen zu 

finden, welche nach Bestimmung der Massen den Restfehler (d,h, die entsprechende Norm) 

minimieren. Während die Berechnung der Massen bei vorgegebenen Orten ein lineares Problem 

darstellt und somit leicht lösbar ist, flihrt die Bestimmung der Poaitionen auf ein nicht

lineares Gleichungssystem (vgl. Pkt. 4.3. bzw. 4.4,). 

Betrachtet man den Restfehler in Abhängigkeit von den Punktmassenpositionen, wobei die 

Massen selbst jeweils optimal sein sollen, so wird diese zu minimierende Funktion im all

gemeinen mehrere lokale Minima besitzen, Es steht nun die Aufgabe, einen Algorithmus zu 

entwickeln, mit dessen Hilfe die Punktmassenpositionen gefunden werden, die dem "besten" 

lokalen Minimum, also dem globalen Minimum, entsprechen, 

Bei derartigen Approximationsaufgaben ist es bekanntlich kein Problem, flir irgendwelche 

Startwerte das nächstgelegene lokale Minimum zu finden, Es müssen also solche Start

werte .flir die Orte der Punktmassen gefunden werden, welche das globale Minimum liefern, 

Flihrt man sich vor Augen, daß die Zahl der Punktmassen für sinnvolle Anwendungen meist 

die Größenordnung 100 (teilweise sogar beträchtlich) überschreiten wird, dann wird deut

lich, wie kompliziert die Aufgabe ist., das globale Minimum unter vielen lokalen Minima in 

einem Raum zu finden, dessen Dimension die 300 Ubersteigt (jeder Punktmassenposition ent

sprechen ja 3 Unbekannte). Erschwert wird die Aufgabe noch, weil es nicht ausgeschlossen 

ist, daß zwei (oder mehrere) Punktmassenkonfigurationen (die unterschiedliche Felder er

zeugen) das vorgegebene Feld im Sinne der numerischen Rechengenauigkeit gleichermaßen 

gut approximieren. 

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen ist es aber gar nicht notwendig, um jeden Preis 

das "beste" Minimum zu erreichen. 

Es ist völlig ausreichend, die Aufgabe zu stellen, ein lokales Minimum zu finden, welches 

dem Restfehler des globalen Minimums nahe kommt und in irgendeinem Sinn ausgezeichnet ist, 

so daß es numerisch "auffindbar" ist. Es ist ja ohnehin immer möglich, die Approximations

genauigkeit durch Erhöhung der Zahl der Punktmassen zu verbessern. 

Bei einer Normdefinition, welche letztlich auf die Methode der kleinsten Quadrate führt, 

könnte man z.B. die Zusatzforderung stellen, gerade das lokale Minimum zu suchen, welches 

der kleinsten maximalen (punktweisen) Abweichung der beiden Felder auf dem Rand entspricht. 

Diese Forderung erscheint durchaus sinnvoll und ist je nach praktischer Anforderung an die 

Approximation möglicherweise sogar der Suche nach dem globalen Minimum vorzuziehen. Daß 

ein solchea lokales Minimum bei bestimmten Eigenschaften des zu approximierenden Feldes so

gar mit großer Wahrscheinlichkeit mit dem globalen Minimum zusammenfällt oder zumindest 

einen vergleichbaren Restfehler liefert, wird noch diskutiert. 
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Nach der Vorbereitung in Pkt. 3.1. kann jetzt die Approximationsaufgabe im Hilbertraum HK
formuliert werden, Einer der wichtigsten Vorteile besteht dabei darin, daß die Gesetze 
und Vorstellungen aus dem 3-dimensionalen Euklidischen Vektorraum im wesentlichen ins 
Mehrdimensionale übertragbar sind. 
Aber bevor wir uns der Approximation des Potentials ( bzw, des Störpotentials) TE HK durch
Punktmassenpotentiale zuwenden, soll die Approximation durch ein Orthonormalsystem 
{ h 1 E Hk : Ci=l, 2, •.• )} erläutert werden, 
Der Auswahl von N optimalen Punktmassenpositionen aus der unendlichen Vielfalt von Mög
lichkeiten entspricht jetzt folgende analoge Aufgabe: 
Aus der Menge der orthonormalen Basisvektoren { h1 , Ci=l, 2, ..• )} sollen N Vektoren so 
ausgewählt werden, daß (für ein festes N) der Vektor T am besten approximiert wird. Das 
kann man folgendermaßen aufschreiben (Nz ist die Menge der natürlichen Zahlen): 

N N 

(3.19) \IT - I: <Tlh 1 1
)h1

) = MIN { \IT - I: <T!hk
1
)hk1 II : h1 E Nz}

· 
l=l l=l 

• 

Wegen der Orthonormalität sind die Koeffizienten durch die Skalarprodukte der Basisvek-
toren mit dem zu approximierenden Vektor T, also durch 
sprechenden Basisvektor, sofort gegeben. Die Forderung 
die Norm durch ihre Definition über das Skalarprodukt, 

N 
2 

(3. 20) !IT - I: <TI hi )h i II =
1=1 1 1 

Für die rechte Seite ergibt sich: 

Projektion von T auf den ent
(3.19) kann umgeformt werden, indem 

llull = <ulu)112, ersetzt wird:

Da die Norm in (3,19), also auch die Differenz in (3,22), positiv sein muß, kann man die 
Basisvektoren h. auch durch 

1.1 

(3. 23) 

bestimmen, 
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Die gestellte Minimierungsaufgabe (J.19) kann man also lösen, indem aus der abzählbar 
unendlichen Menge der orthonormalen Basisvektoren { h 1 , (i=l, 2 .•. )} jene ausgewählt 
werden, welche die betragsmaßig größten Skalarprodukte mit dem zu approximierenden Vektor 
haben. Das ist ein bekanntes, und in Analogie zum )-dimensionalen Euklidischen Vektor
raum auch anschauliches Ergebnis, das hier zum besseren Verständnis des folgenden noch 
einmal aufgezeigt wurde. 

Soll nun die Approximation schrittweise erfolgen indem die Zahl der berücksichtigten 
Basisvektoren bis zu einer vorgegebenen Approximationsgenauigkeit erhöht wird, dann muß 
man in jedem Schritt jeweils aus der noch nicht berücksichtigten Menge von Basisvektoren 
den Vektor auswählen, der das betragsmäßig größte Skalarprodukt mit dem Vektor T liefert. 
Sind also schon (N-1) Basisvektoren { h i , (i=l, ... , N-1)} ausgewählt, so findet 

l man den nächsten durch: 

2 
{ 

2 
<3. 24) <rlhi > = MAX <rlhk) 

N N 

Will man den N-ten Basisvektor aber aus der gesamten Menge { h; , Ci=l, 2, ... )} aus
wählen, dann kann man (3.24) ersetzen durch: 

(3. 25) 

Das ist unter der Voraussetzung der Orthogonalität offensichtlich, wenn man berück
sichtigt, daß das äußere Skalarprodukt in (3.25) für die Fälle kN = i1 (1 = 1, ••• , N-1)
den Wert Null annimmt, da diese Komponenten ja bereits von T subtrahiert worden sind. 
(3.25) liefert also den gleichen Vektor hi wie (3.24).

N 

Als Bezug zur Praxis sei die Darstellung durch die orthonormalen Kugelfunktionen erwähnt, 
Die schrittweise Approximation durch die Basisfunktionen mit dem jeweils größten Einfluß 
ist dort wegen der spektralen Eigenschaft des realen Gravitationsfeldes der Erde im 
wesentlichen durch die natürliche Reihenfolee der Kugelfunktionen gegeben. 
Nun soll die uns eigentlich interessierende Approximation durch Punktmassenpotentiale 
untersucht werden, Hier ist das Problem komplizierter. Zum einen sind die Punktmassenpoten
tiale als Basisvektoren nicht orthogonal (vgl. Pkt. J.2.2.) und zum anderen liegen sie 
nicht von vornherein durchnummeriert vor. Jeder Punktmassenposition 9;E E3 \Q (also inner
halb der Erde gelegen) entspricht ein Basisvektor 

mit einer bestimmten Richtung im unendlichdimensionalen Hilbertraum HK. Hier entsteht 
3 -scheinbar ein Widerspruch zwischen der Auswahl der Punktmassenorte aus der Menge E \Q ,

also einer überabzählbaren Menge (jeder Position entspricht ja ein Koordinaten-Tripel aus 
der Menge der reellen Zahlen) und der Tatsache, daß die Dimension von HK abzählbar ist,
also auch eine abzählbare Menge von Punktmassen zum_Aufspannen des Raumes HK ausreicht
(siehe Pkt� 3,1,2,), Berücksichtigt man aber, daß die abzählbare Menge der rationalen 
Zahlen in der Menge der reellen Zahlen dicht liegt (vgl. z.B.: ACHIESER, 1953, S, 14), 

(3. 26) q:,; (P) = <i> (P, 9;) 
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dann kann man die Auswahl der Punktmassenpositionen aus der Menge E3 \Q als Auswahl aus 
einer abzählbaren Menge auffassen, In diesem Sinn ist der Index "i" der Punktmassenorte 
qi in (3.26) zu verstehen. Denkt man außerdem daran, daß die Stellenzahl der (in Dual-, 
Dezimal- oder einer anderen Form) verwendeten rationalen Zahlen in der Praxis immer end
lich ist, dann erfolgt die Auswahl der Punktmassenpositioneh sogar aus einer endlichen 
Menge, Doch diese Überlegungen dienen vor allem gedanklicher Klarheit; das Problem wird 
dadurch nicht einfacher, da eine natürliche Reihenfolge der Punktmassenpotentiale als 
Basisvektoren, wie es bei den Kugelfunktionen der Fall ist, hier fehlt. 

Die Aufgabe, für vorgegebene Punktmassenorte qi die N.assen µi (i = 1, ••• , N) im Sinne 
einer Approximation zu bestimmen, läßt sich wie folgt formulieren (E ist die Menge der 
reellen Zahlen): 

N 

c3. 27) 11T - Z ri ctii II
i=l 

Wir wollen hier und im folgenden vereinbaren, daß die Gravitationskonstante C in den 
Punktmassen Pi enthalten sein soll. 
Sollen auch die Positionen der N Massen variiert werden, dann hat die Forderung folgen
de Form: 

N 

c3. 2s) 11T - Z ri ctii II 
i= l 

N 

MIN{ IITCP) - I r7cticP, 97) II
i=l 

Die praktische Realisierung dieser Forderung für vorgegebenes N führt aber auf die schon 
erläuterten Schwierigkeiten der Wahl der Startwerte für die Bestimmung der qi (i = 1, .,.,N), 

Wie ist nun die Situation bei einer Approximation durch schrittweise Erhöhung der Zahl N 
der Punktmassen? Angenommen, für ein festes N sind die optimalen Punktmassenorte bekannt, 
dann hat die Nichtorthogonalität der Punktmassenpotentiale zur Folge, daß bei Hinzunahme 
einer neuen Masse, also Erhöhung der Zahl von N-1 auf N, streng genommen alle Positionen 
neu bestimmt werden müssen, Nun liegt der Gedanke nahe, daß der Einfluß der neuen Punkt
masse auf die restlichen nicht zu groß ist, so daß die bisherigen N-1 Positionen als 
Startwerte für die neue Optimierung verwendet werden können. Bleibt die Frage nach dem 
Startwert für die N-te Position, Ihn könnte man wie im orthogonalen Fall (vgl, (3,25)) 
bestimmen, also durch Suche nach der Punktmasse, deren Potential das betragsmäßig größte 
Skalarprodukt mit dem noch zu approximierenden Feldanteil hat. 
Dieses Vorgehen ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn die meisten der verwendeten 
Punktmassenpotentiale "fast" orthogonal zum N-ten Punktmassenpotential sind, d.h. wenn 
die Winkel zwischen den entsprechenden Basisvektoren im Hilbertraum in der Nähe von 
90° liegen, Wie in Pkt. 3.2.2. gezeigt wird, kann durch Einführen einer neuen Skalar
produktdefinition diese Forderung besser erfüllt werden. 
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Um den hier verbal angedeuteten Approximationsalgorithmus mathematisch zu formulieren, 
ist es vorteilhaft, anstelle der Punktmassenpotentiale �i normierte. Potentiale �i und
damit auch normierte Koeffizienten Ui zu verwenden:

/:!,i = /J-i ll�i II 

Außerdem soll der Fakt, daß mit jeder neuen Gesamtzahl N von Punktmassen alle Orte qi 
(i = 1, ••• , N) (und damit alle N Basisvektoren. �i und Koeffizienten ai) wieder ver
ändert werden, bei der Bezeichnung der Orte q�, der Potentiale �� und Koeffizienten 
�! durch einen oberen Index berücksichtigt werden, 

Kommen wir nun zur Formulierung des Approximationsalgorithmus', wobei die Abkürzungen: 

verwendet werden: 

1. Schri H

(3. 30) 

Bestimmung von 9 i und' dam i l � i , sowie /:!, i durch: 

und 

2. Schrill

1 
/:!, 1 

2 -2 a)Beslimmung des Näherungswertes 91 bzw. �l durch:

also 

2 -2 6) Bestimmung des Näherungswertes 92 bzw. �2 durch:

1 �*> 
2 

c) Bestimmung 2 bzw. �I, 
2 2 bzw. �t 

2 durch:von 91 /:!,l 92 /:!,2 
2 2

IIT L !:!,T�f II MIN{IIT - L /:!,:�: II 97 E E3 \Q : f:!,7EE}
i=l i=l 

N-ler Schrill:.

a) Bestimmung der Näherungswerte 9� bzw. i� ( i = 1, .. , , N-1) durch:

-N
9i 

N-1 9i also iN = iN-1 
l l 

N -N 6) Bestimmung des Naherungswerl:.�s 9N bzw. �N durch:

51 

(3. 29) 4> i 

-2 1 
91 91 

MAX{ < T 

N-1 
\' N-1 ,.,N-1 
L, /::': i 'i' i 
i=l 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



52 

o) Bestimmung von 9� bzw. 4>� und �� ( i = 1, ••• , N) durch:

N N 

IIT = L ��q,� II = MIN{IIT - L �;q,; II 
i = l i = l 

�7 E E , Ci = l, ... , N)}

Bevor wir zur Diskussion des vorgeschlagenen Algorithmus', insbesondere zur Diskussion 
der "Fast"-Orthogonalität oder Quasiorthogonalität und der Konvergenz kommen, soll die 
Skalarproduktdefinition und das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale, sowie die Be
stimmung des Näherungswertes jeder neuen Punktmasse betrachtet werden. 

3,2.2. Wahl des Skalarprodukts/Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale 

Im Pkt, 3.1. wurden in Definition 4 die Eigenschaften genannt, die ein Skalarprodukt er
füllen muß. Es ist allgemein üblich, die Menge der außerhalb von 61harmonischen und im 
Unendlichen regulären Funktionen (siehe (3.1)) mit dem Skalarprodukt (3.2) auszustatten. 
Dem liegt die 1. Randwe�taufgabe der Potentialtheorie zugrunde (vgl. z.B.: MEINHOLD, 
MILTZLAFF, 1977 oder SIEGL, 1973), kurz gesagt also der Fakt, daß 2 Potentiale identisch 
sind, wenn sie auf dem Rand übereinstimmen. Im Zusammenhang mit der Theorie der Hilbert
räume mit reproduzierendem Kern (siehe z.B.: MESCHKOWSKI, 1962) sind auch die Skalarpro-
duktdefinitionen 

(3. 31) <ulv) 1 
� UV dQ 

4TT 
Q 

(3. 32) <ulv) _1 
� grod U • grod V dQ

4TT 
Q 

(3. 33) <ulv) = l � 
R
l grad U , grad V dQ

4TT 
Q 

bekannt (siehe z.B.: LELG1MANN, 1979), bei denen die Integration über den gesamten 
Außenraum Q ausgeführt wird. 
Für Approximationsaufgaben, bei denen das zu approximierende Feld nur auf dem Rand vor
gegeben ist, was in der Praxis der allgemein vorliegende Fall sein wird, sind sie aller
dings nicht geeignet, Für unsere Aufgabenstellung ist folgendes Skalarprodukt denkbar: 

(3. 34) 
1 

4TT 
grod U • grod V d6 

<1 

Dieser Definition liegt die 2. Randwertaufgabe der Potentialtheorie zugrunde, die be
sagt, daß 2 Potentiale mit den Eigenschaften (3.1), deren Normalableitungen auf dem Rand 
6 übereinstimmen, auch im gesamten Außenraum bi!!identisch sind. Eine Unbestimmtheit in 
Form einer additiven Konstanten tritt nicht auf, sie würde die in (3.1) geforderte Regu
larität verletzen (vgl.: !ViEINHOLD, MILTZLAFF, 1977, S. 151). Es läßt sich leicht nach
prüfen, daß die Eigenschaften in Def. 4 von (3.34) erfüllt werden. 
Man kann den linearen Raum H der Funktionen mit den Eigenschaften (3,1) also auch mit 
dem Skalarprodukt (3.34) ausstatten. 
Der zugehörige Hilbertraum soll die Bezeichnung Hg erhalten.
Eine Approximation entsprechend (3.34), bei der nicht wie im Fall der klassischen geo
dätischen Randwertaufgabe Schwereanomalien auf einer erst (mit Hilfe der Schweremessungen) 

* 3 -9i E E \Q : 

( u\v) 9 = - ~ 
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zu bestimmenden Fläche gegeben sind, sondern das Feld in Form der Gradienten auf der be
kannten Erdoberfläche vorgegeben ist, könnte zunehmend praktische Bedeutung erlangen 
(vgl. auch: FREEDEN, KERSTEN, 1980). Denn durch die Methoden der Satellitengeodäsie, ins
besondere durch das "Global Poeitioning System" (siehe z.B.: FELL, 1980 oder: BOCK, 
COUNSELMAN, 1984) ist ja heute eine schnelle und genaue Ortsbestimmung weitestgehend unab
hängig vom Gravitationsfeld der Erde möglich. 

Die Nutzung von (3.34) hätte auch den Vorteil, daß nicht die integrale Größe des Poten
tials, sondern die physikalisch eigentlich wirksame Größe, nämlich die Kraft selbst, 
approximiert wird. Außerdem werden die höherfrequenten Anteile des Feldes durch den 
Gradienten besser widergespiegelt als durch das Potential. 

Es wurde schon gesagt, daß die Winkel zwischen den Basisvektoren q,� (i = 1, ••• , N) 
untereinander (also zwischen den Punktmassenpotentialen) im entsprechenden Hilbertraum 
(HK oder Hg) von Bedeutung fUr den Approximationealgorithmus sind. Im folgenden werden
die beiden Skalarprodukte (3.2) und (3.34) fUr 2 Punktmassenpotentiale �i und �j bzw.

4'; und q, j in Abhängigkeit von den Punktmassenorten qi und qj ausgewertet.

3.2.2.1. Das Skalarprodukt <ulv) = i
1r 

� UV dc1 

hängigkeit vom Ort der Punktmassen 
fUr Punktmassenpotentiale in Ab-

Mit (3.2), (3.26) und der AbkUrzung li = l(P,qi) erhält man

-1 � r:-
1 1 -: 1 do- CP)

4TT 
l j • 

Nimmt man fUr o- die Oberfläche 'der Einheitskugel an und verwendet die sphärischen Koor-
dinaten R, A,� (Radius, Länge und Kobreit�fUr den Laufpunkt P=CR, A,�) und den Ort der 
Punktmasse 9; = 9; CR;, A;,�-i ) , dann gilt mit dem Kosinussatz ( 'ljl

i = 'lj/
9.P ist der sphä

rische Abstand der i-ten Punktmasse zum Laufpunkt P; R. = R 'llnd R = 1): 
l. qi

C3. 36) 1; = 1 CP, 9;) = Cl + Rf -2R; oos'ljl;) 2

FUr (3.35) kann man dann schreiben: 

_1 
21T lT ! 1 

� � Cl+Rf-2R i cos'\jl;)-2 Cl+RJ-2RJoos'\jl)-2 sin� dA d�
4rr �=0 8'=0 

Da wegen der Kugelsymmetrie nur die relative Lage zwischen den beiden Punktmassen interes
siert, kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen: 

(3. 38) A i = 0 :· � i = 0 : A j = 0 

Unter Verwendung des Kosinussatzes der sphärischen Trigonometrie erhält man: 
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(3. 39) 

cos'lj/; cos&-

wobei 'lj/ iJ der sphärische Abstand zwischen beiden Punktmassen ist. 

Verwendet man die bekannte Reihenentwicklung nach LEGENDREschen Polynomen: 

L R7 P n Ccos'lj/ i )
1 n=0 

so folgt aus (3,37), (3,39) und (3,40): 

(3. 41) 
2rr lT 00 00 

}TT � � L L R?Rj Pn Ccos&-) Pm Ccos&- cos'lj/ ij 
+ sin&- sin'ljl ij cos:>i)sin&- d:>i d&-

� =0 Q-=0 n=0 m=0 

Nutzt man die Beziehung: 

(3. 42) 

P n Ccos&-) P n Ccos'lj/ i
j

) + 
m=l Cn+m) ! P nm Ccos&-) P nm Ccos'lj/ ij) cos:>i

(RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No, 6,834, S, 365) und die Orthogonalitätsrelation für LEGENDRE
sche Polynome: 

(3. 43) 
+l 

� P n ( l) Pm ( l) dl 
= 2}+ 1 Önm

-1 

dann kann man (3,41) vereinfachen und es folgt: 

L 2n
1
+l CR;Rj

)n Pn Ccos'lj/ ij)
n=0 

als Lösung. Liegen beide Punktmassen am selben Ort (R1 
die Form 

2,r " 

irr ld
:>i 

l Cl + RT - 2R;cos&-)-l sin&- d&-

und kann leicht gelöst werden. Mit der Substitution 

l = 1 + RT - 2R;cos&-
(3. 46) 

dl = 2R;sin&- d&-

0), so bekommt (3,37) 

cos'\j/ j cos~ cos'\j/ij + sin~ sin'ljiij cosA 

(3. 40) 

• 

00 

(3. 44) < qii lqij > = 

= Rj' '\j/ij = 

(3. 45) < qiilqii > = 
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J,2,2,2, Das Skalarprodukt <ulv>
9 

� -4
1 )9rad U • 9rad V c!� 
TT • flir Punktmassenpotentiale 

in Abhängigkeit vom Ort der Punktmassen 

Flir das Skalarprodukt zweier Punktmassenpotentiale entsprechend (J,34) gilt: 

4
� � grad Cl �1

) , grad Cl :;1
) der

Flir das Produkt der beiden Gradienten (Skalarprodukt zweier Vektoren im 3-dimensio
nalen Euklidischen Raum) gilt: 

wobei y .. der Winkel zwischen den beiden Verbindungslinien der Punktmassen zum Lauf•J 
punkt P auf er ist (siehe Abb, J,1,), 

p 

Abb. 3.1., Zur n�ometrie bei der Integration des Skalarprodµkts zweier Punktmassen

potentiale 

Mit dem Kosinussatz erhält man: 

(3. 50) cosY ij = lf+l�-lL
2li l

J 
• 

55 

1 1 +Ri 
- ln 
2Ri 1-Ri 
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Für den Abstand lij zwischen den beiden Punktmassen ergibt sich wieder mit dem 
Kosinussatz 

Faßt man (3.48) bis (3.51) zusammen, so erhält man 

(3. 52) -
3
1-

1 
d 1 11 J 6 - ij 

Platziert man die Punktmassen viieder entsprechend (3.38), so daß (3.39) gilt, und nimmt 
man analog zu (3.40) eine Reihenentwicklung 

(3. 53) 
- 1-

2 L k1hPh Ccos'\jli) 
h=0 

mit den Koeffizienten kin als bekannt an, so folgt aus (3.52) analog zu (3.41) bis (3.44): 

00 

(3. 54) <<Pi l<t>j)g = 1 L Znl+l CR7kjn + R'.}k1n - kinkjn l7j) Pn Ccos'\jlij),
n=0 

Nun müssen die Koeffizienten kin der Reihenentwicklung (3.53) bestimmt werden. In (SACK, 
1964) wird zwar für beliebige Potenzen von 1 eine allgemeine Lösung der Reihenentwicklung 
nach LEGENDREschen Polynomen angegeben , doch ist die Lösung über die hypergeometrische 
Funktion gegeben und läßt sich nur schwierig für den Fall 1-3 spezifizieren. Im folgen
den sollen die Koeffizienten kin aus (3.53) auf anderem Weg bestimmt werden. 
Dazu wird die darzustellende Funktion 1-3 auf die entsprechenden LEGENDREschen Polynome 
P

0 
( n = 1, 2, ••• ) projiziert: 

(3. 55) 

Dabei gilt -1:. = cos'\jl und der Index "i" oder "j" wird aus Übersichtlichkei tsgründen hier 
weggelassen. (3.55) kann partiell integriert werden: 

(3. 56) 

wobei für die Funktion F(t) gelten muß: 

(3. 57) dF
d-1:. 

Man findet leicht: 

(3. 58) F (-1:.) = R-l 1-l 

+1 

r dPn 
J FC-1:.) - d-1:.

-1 d-1:. l 

(3. 51) R~ + R~ - 2Ri RJcos'lj/iJ • 

00 
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Dadurch bekommt (J.56) die Form: 

(3. 59) 

+1 [ R-11-1 Pn (l) J +-1
1 

- l. � 1-1 dPn 
dl 

R _
1 

dl 

Verwendet man für 1-1 die Entwicklung (J,40) und setzt die beiden Grenzen +1 und -1 für
t ein, so kann man für den ersten Teil der rechten Seite von (J.59) unter Berücksichti
gung von 

{ 
1 für n gerade 

} 
Pn(1)=1 und Pn

( -1) = -1 für n ungerade

(3. 60) [ R-1 1-1 p n Cl) J :: 

schreiben: 

�it (J.40) und der Vertauschung von Summe und Integral wird aus dem 2. Teil der rechten 
Seite von (J. 59): 

(3. 61) 

Mit 

(3. 62) 

- l.

0 
+l dP 

{ 
� _n Pm(l) dl =
-1 dt 1-(-1) m+n

für m c': n } 

für m < n 

( siehe: GRÖBi�Eit, HOFREITER, 1973, No. 171 ,5, S. 23) erhält man für (J.61): 

(3. 63) 
1 
R 

T 1-l 
dPn dl
dl --1 

Faßt man (J.60) und (J,63) zusarr@en, dann ergibt sich für (J,59): 

(3. 64) 
_2_k 
2n+l n 

und schließlich: 

oo n-1 

� L Rm [1-(-l)n+m] _ � L Rm [1-(-l)m+n]
m=0 m=0 

(3. 65) k,. = 2�� l f Rm [ 1 -(-1) n+m J
m

=
n 

-t-1 

~ 1-1 dP n dl 
R _1 dl 

00 -t-1 

_ _l L [ Rm ~ p m ( l) dP n &] 
R m=0 -1 dl • 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



58 

Zieht man Rn+1 aus der Summe und beginnt die Summierung bei Null, dann kann man für (3,65) 
auch schreiben: 

00 

(3. 66) L Rm-1 [ 1- (-1) m+2n J
m=0 

Berücksichtigt man, daß (-1 ) 2n = 1 gilt, dann folgt 

(3. 67) kn (2n+l) Rn L R2m

m=0 

Nutzt man schließlich die bekannte Reihenentwicklung 

(3. 68) 
1

1-R2

00 

L R2m 
m=0 

so erhält man als Ergebnis 

(3. 69) kn 
(2n+l) Rn

1 - R2

(für IRI < 1) 

Mit R = Ri bzw. R = Rj sind durch (3.69) also die Koeffizienten kin bzw. kjn 
in (3,54)

bekannt und (3.48) ist gelöst. 
Man kann das Ergebnis noch weiter vereinfachen. Setzt man den Ausdruck (3.51) für lij 
in (3.54) ein und berücksichtigt außerdem, daß P1 (cos'I-') = cos'I-' gilt, dann erhält (3.54) 
die Form: 

bzw.: 

(3. 71) 

+ ½ �
0 2

}+1 2RiRjkinkjnp l Ccos'1-' 1)Pn Ccos'l-'ij) A + B 
• 

Wir wollen nun die beiden Teile der rechten Seite mit A und B bezeichnen und einzeln um
formen. Mit 

(3. 72) 

(siehe: RYSHIK, GRADSTEIN, 1963, No. 6.815,5, S. 361; spezifiziert für m = 1) folgt für B: 

00 

00 
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(3. 73) B 

und 

(3. 7 4) B [ � k;nkjn � k;nkjn R; Rj L., 2 Cn+D Pn+l + L_, 2 n
n=0 (Zn+ 1) n=0 (Zn+ 1) 

59 

Ersetzt man in der ersten Summe n durch (n-1) und in der zweiten Summe n durch (n+1), 
da.rµi bleiben die Ergebnisse der unendlichen Summen unverändert und man kann beide Summen 
zusammenfassen zu: 

(3. 75) B 
f [ ki,n-lkj,n-1

n=0 (2n-1) 2 
ki,n+lkj,n+l 

n + 
(2n+3) 2

Cn+l)] Pn

Setzt man nun das Ergebnis (3.69) für kin ein, dann ergibt eich nach einigen einfachen 

Umformungen für (3.75 ), also für den 2. Teil der rechten Seite von (3.71): 

(3. 76) B 

2R2n + Cn+DR1 .i

Cl-Rf) C1-R3) 

Für den 1. Teil der rechten Seite von (3.71) erhält man nach Einsetzen von (3.69): 

(3. 77) A 21 [ 
n=0 Zn+ 1

2n+l --+
1-R�

j 

2n+l (2n+1)2

J 
RnRn RnRn -�,------=- (R2,.+R2

J) p 
i J l -R7 - i J Cl -Rf) Cl -RJ) n 

• 

Nach Ausklammern von RnRn Bilden des Hauptnenners und Ausklammern von (Ri? + R2

J
.) erhälti j' 

man: 

(3. 78) A 

n=0 • 

Faßt man die Ergebnisse für A und B, (3.76) und (3.78), wieder zusammen, dann ergibt sich 
für (3.71) der Ausdruck: 

Pn-1] 

00 

_ 1_ [ R':Rn 
l j 

~ 1- Cn+ 1) CR 2 +R 2 ) 
L R7 R'.] 2 1 2 ) p n 

Cl-R 1 ) Cl-Rj ) 

(3. 79) 
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Man erkennt leicht, daß von dem Bruch nur der Faktor (n+1) übrigbleibt, so daß gilt: 

00 

(3, 80) <<P1 \<Pj)9 := L (n+l) <R1R)n Pn (cos"\Jlij)
n=0 

Man kann die Unendliche Reihe in (3.80) auch als geschlossenen Ausdruck angeben (vgl,: 
HEISKANEN, M0RITZ, 1967, S. 35). 
Mit der Abkürzung 

gilt analog zu (3.40): 
00 

(3. 82) L-1 L (RiRj)n Pn <cos"\Jlij)
n=0 

oder 

00 

(3. 83) R- R .L-1
l j L (R1 Rj) n+l P n (cos"\JI ij)

n=0 

Durch Differentiation beider Seiten nach (RiRj) erhält man

00 

L (n+l) (RiRj)n Pn(cos"\Jl1)

was sich leicht umformen läßt zu: 

(3,85) L (n+l) (RiRj)n Pn(cos"\Jlij)
n=0 

n=0 

L 2 - (Ri R.) 2 + 1

2L3
1 - R1R1cos"\Jlij

L3 

Damit steht als Endergebnis für das Skalarprodukt (3.34) zweier Punktmassenpotentiale 
der geschlossene Ausdruck 

(3. 86) 

zur Verfügung. Für � iJ 0 erhält man:

(1 - R- R .) -2
l j 

• 

-
.1
2 

C3. 81) L 2 

00 
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3,2,2,3, Diskussion der beiden Skalarprodukte 

Zur Übersichtlichkeit sollen die Ergebnisse für das Sklarprodukt zweier Punktmassen
potentiale q, 1

und q,J entsprechend der beiden Skalarproduktdefinitionen (3,2) und (3,34) 
noch einmal zusammengefaßt werden, (zur Unterscheidung wird das Skalarprodukt 

<·*l*)k nach (3,2) mit dem Index "k" versehen): 

(3. 88) 

(3. 89) 

_l } q,1 q,J de!
4TT 

<q, i lq,j)k = L 2}+l 
(R!Rj) n Pn (cos'\JliJ)

n=0 

<q,i lq,J>s _1 grad <J, 1 ,9rad q,j de! 
4rr " 

<q,i lq,J>s I: Cn+ 1) CR 1 RJ) n P n Ccos'\JI ij) 
n=0 

<'P; lq,J>s ( 1 ) -3 - R 1 R
j

cos'\Jl 1J L 1 [ L2 

Cl -Rf) -I q> i 

q, i = <J,C9 1 ,P) 1 -I C91, P) 

- CR 1 RJ) 2 
+ 1] L-3

61 

Die normierten Punktmassenpotentiale 4> 1 müßten eigentlich noch einen Index erhalten, der 
kennzeichnet, bezüglich welcher Normdefinition die Normierung erfolgte, Da das aus dem 
Zusamrr,enhang aber jeweils deutlich v1ird, soll darauf verzichtet werden, 

"" 

00 

" 

1 

1 +R1 ) 2 ln --
l-R1 

1 

l+R 1)- 2 f 1 
1 n 1-R J n=0 2n+ 1 
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Wie im )-dimensionalen Euklidischen Vektorraum, kann man auch im abstrakten Hilbertraum 
einen Winkel a

iJ zwischen den beiden Hilbertraumvektoren �i und �
J 

über

einführen. Für die normierten Vektoren �i und �J gilt dann:

In diesem Sinn haben die Skalarprodukte zwischen zwei Punktmassenpotentialen auch eine 
anschauliche Bedeutung. 

Die Abbildungen J.2 und J.J zeigen den Verlauf des Skalarprodukts zweier normierter 
Punktmassenpotentiale in Abhängigkeit des sphärischen Abstandes � iJ der beiden Punkt
massenorte und ihrer Radien R. und R. für die beiden Skalarproduktdefinitionen (J.j und . 

1 J 
(3.34). Man sieht, daß die Punktmassenpotentiale "fast" orthogonal sind, wenn sie rela-
tiv dicht unter der Erdoberfläche liegen und einen nicht zu kleinen sphärischen Abstand 
haben. Diese Eigenschaft ist wesentlich ausgeprägter für die Skalarproduktdefinition (J.34\ 
D.h. die Approximation der Kräfte auf der Erdoberfläche wird für den vorgestellten
Algorithmus günstiger sein als eine Approximation von Potentialwerten. Wie die Verhält
nisse bei ei.ner praktischen Anwendung des Algorithmus' hinsieht lieh der Quasiorthogonali
tät sein werden, wird im Pkt. J.J.2. quantitativ abgeschätzt.

J.2.J. Die Bestimmung des Anfangortes jeder neuen Punktmasse

Eine der wichtigsten Fragen im Zusammenhang mit dem Algorithmus (3.30) ist bisher noch 
nicht diskutiert worden, nämlich die praktische Bestimmung eines Näherungswertes für den 
Ort jeder neuen Punktmasse. Es wurde vorgeschlagen, im N-ten Approximationsschritt den 
Näherungswert cfN durch die Bedingung 

zu bestimmen, wobei hier die Abkürzung 

(3. 93) T N-1 

N-1 
T _ \' N-1 ..,N-1 

L �l '±'i 
i =l 

verwendet wurde. Da in diesem Fall nur eine Punktmasse variiert wird, spielt die Nicht
orthogonalität der Punktmassenpotentiale keine Rolle und man kann analog zu (3,19) bis 
(3.23) zeigen, daß (3.92) für die Auswahl von 9� gleichbedeutend mit 

(3. 94) II T N-1 - iN iN II �* E E 
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ist. Minimierungsaufgaben vorn Typ (3.94) sind aber, wie schon gesagt, lösbar, wenn ein 
Näherungswert vorhanden ist. Das bedeutet, daß (3.92) nicht exakt gelöst werden muß, es 
genügt, wenn über (3.92) gewissermaßen ein Näherungswert für den Näherungswert 9N ge
funden wird, der dann durch (3.94) weite.r präzisiert werden kann. 

Wie sieht die Forderung (3,92) unter Verwendung des Skalarprodukts (3,34) nun aus und 
wie kann sie praktisch realisiert werden? Setzt man (3.34) in (3,92) ein, dann lautet 
die 11\aximierungsaufgabe ( unter Verwendung der Abkürzung (3. 93)): 

(3. 95) 

2 
[ � grad T N-1 CP) • grad iN CP) dö" CP)] 

MAX{ [ � grad T N-1 CP) • grad 4>* CP) 

Das bedeutet folgendes: 

2 

dö" CP)] 

Eine Punktmasse soll in ihrer Lage im Inneren von ö" so variiert werden, daß das über die 
Kugeloberfliche ö" gemittelte Quadrat des Produkts ihrer Kraft (genauer gesagt: der Be
schleunigungswirkung entsprechend ihres normierten Potentials) mit der Kraft (Beschleuni
gung) des zu approximierenden (Rest-) Störfeldes TN_1, maximal wird, Zur Lösung dieser
Maxi�ierungsaufgabe soll hier auf exakte theoretische Untersuchungen zugunsten von 
qualitativen, anschaulichen Überlegungen verzichtet werden, weil einerseits solche 
theoretischen Untersuchungen relativ aufwendig erscheinen und andererseits, wie gezeigt 
wurde, ohnehin keine exakte Lösung von (3,95) notwendig ist. 

Das (Rest-) Störpotential TN_1 wird auf der Oberfläche ö" sowohl positive als auch negative 
Werte annehmen, Es gibt also Gebiete auf ö" , in denen die Vektoren grad TN_1 (P) nach innen 
zeigen und solche, in denen sie nach außen gerichtet sind. Man kann sich nun leicht vor
stellen, daß das Quadrat des Integrals in (3,95) dann groß wird, wenn die N-te Punktmasse 
unterhalb einer möglichst großen "Beule" des Vektorfeldes grad TN_1(P) liegt. 

Es ist bekannt, daß im Spektrum des realen Gravitationspotentials der Erde die Amplituden 
mit steigender Frequenz abnehmen. Außerdem wird in der Praxis das Spektrum des zu approxi
mierenden Feldes immer nach oben begrenzt sein, allein schon durch die endliche Zahl von 
Meßwert.an. Die Anomalien von TN_1 (und somit auch von grad TN_1) mit den größten Ampli
tuden werden also mit großer Wahrscheinlichkeit auch die ausgedehntesten sein. Die For
derung (3,95) kann demzufolge näherungsweise erfüllt werden durch Positionierung der 
N-ten Punktmasse unterhalb des größten Wertes von lgrad TN_1(P)I , PE ö ,Die Wahl der
Tiefe ist nicht problematisch, sie darf nur nicht so groß sein, daß bei der nachfolgen
den Präzisierl.lllg der Position durch die Minimierung (3,94) die Punktmasse, bildlich ge
sprochen, in eine benachbarte "Beule rutscht". Die Maximierungsaufgabe in jedem Schritt 
des Algorithmus• (3,30) (d,h. (3,92)) ist also letztlich zurückgeführt worden auf die 
Suche des größten Wertes von lgrad TN_1j auf der Kugeloberfläche und das Lösen der 
Minimierungsaufgabe (3,94), 

" 
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Selbst wenn die Postionierung der Punktmassen nach oben beschriebener Methode nicht den 
Startwert liefert, der zum globalen Minimum führt (vgl. Diskussion am Anfang von Pkt. 
3.2.1.), so führt er aber auf das lokale Minimum, welches die maximale (punktweise) Ab
weichung minimiert. 

3.3. Diskussion des Algorithmus' 

3.3.1. Zur Auswahl der N-ten Punktmasse aus der Menge E3 \Q 

Es ist gezeigt worden, daß für eine Orthogonale Basis { h
i 

, (i=l, 2, ... )} die beiden 
Forderungen (3.24) und (3.25) äquivalent sind. Das kann man nicht auf die nichtorthogo
nalen Punktmassenpotentiale übertragen. Die Forderung 

2 2 

c3.96) <rli�) = MAX{ <rl�*) 

zur Bestimmung des Näherungsortes 9� für die N-te Punktmasse wäre nicht anwendbar. In 
der Menge, aus der 9� ausgewählt werden soll, fehlen zwar die bereits bestimmten Punkt
massenpositionen, aber in der Menge E3 \Q die ja ein Kontinum darstellt (und praktisch 
durch die im Kontinum dicht liegende abzählbare Menge der rationalen Zahlen realisiert 
wird) existieren anendlich viele Positione.1,1,die beliebig dicht bei q� liegen. Die 
Maximierung (3.96) würde also praktisch immer wieder die Position q� lieferh. Diese 
Probleme umgeht man bei Verwendung von 

(3. 97) 

< N-1 
T - �1 ��-1 �tl 

im Algorithmus (3.30). 

3.3.2. Abschätzung der Quasiorthogonalität - Wahl des Normalfeldes 

65 

Im Pkt. 3.2.1. wurde festgestellt, daß die durch die Maximierungsaufgabe (3.JOb) oder 
(3.97) gefundenen Näherungswerte für die Punktmassenpositionen dann über die anschließende 
Minimierung (J.3Oc) zu den optimalen Positionen führen, wenn die Punktmassenpotentiale 
quasiorthogonal sind. Das ist allerdings nur eine qualitative Aussage. Eine exakte theore
tisch begründete Quantifizierung im Zusammenhang mit dem hier·vorgestellten Algorithmus 
dürfte kompliziert sein. Es erscheint sinnvoll, diese Frage durch ohnehin notwendige 
praktisch numerische Untersuchungen zu klären. Trotzdem sind an dieser Stelle noch einige 
tiefergehende Überlegungen nützlich. 
Das Skalarprodukt zweier normierter Punktmassenpotentiale, also der eingeschlossene Winkel 
der beiden abstrakten Hilbertraumvektoren (siehe (J.9O) und (3.91)) hängt, wie in Pkt. 
3.2.2. gezeigt, von den Orten der beiden Punktmassen ab. Die Orte der �unktmassen werden 
aber letztlich durch die Struktur des zu approximierenden Feldes bestimmt. Betrachten wir 
den idealisierten Fall der Approximation eines Störpotentials, welches nur aus einer Kugel-

3 - N N }} 9* E CE \Q)\{ 91, •.. ' 9N-l 
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flächenfunktion (vgl. 2.3.4.) vom Grad N besteht. Man kann nun das Skalarprodukt zwischen 
jenen beiden Punktmassenpotentialen absch�tzen, deren Punktmassen den gerinesten sphärischen 

Abstand haben. Da die Tiefe aller Punktmassen hier einheitlich sein wird, liefern diese 
beiden Punktmassenpotentiale unter allen das grHßte Skalarprodukt. 
Hinsichtlich der gewünschten Quasiorthogonalittit ist das also eine Abschätzung für den 
ungünstigsten Fall. Abb. 3.4 verdeutlicht clie Lage der Punktmassen bei dieser Abschätzung. 

Abb. 3.4.: Geometrische Verhältnisse bei der Abschätzung der Quasiorthoßonalität 

Der Winkel� ist abhängig vom Grad N des StHrpotentials: 

(3. 98) 
180°

N 

Die Tiefe Q bzw. der Radius R 
hängen: 

(3. 99) R = R CN) • 

R2 wird vom Winkel� und damit vom Grad N ab-

Doch wie sieht diese Abhängigkeit aus? F
Q 

und F1 sind die Beträge der Beschleunigungen, 
die von der Punktmasse p1 in den beiden in Abb. 3.4. gekennzeichneten Punkten auf der
Oberfläche erzeugt werden. Wir nehmen an, daß flir eine vorgegebene Konstante C die Tiefn 
Q so gewählt wird, daß gi1 t: 

F 
(3. 100) ..JL = C C = konstant > 

F1 
Wegen F

Q 
~ Q-2und Fi ~ 1-2 gilt:

12 
(3. 101) 2 = 

C 
Q 

Mit dem Kosinussatz 

(3. 102) 1 2 = 1 + R2 
- 2Roos; 

folgt unter Berücksichtigung von Q 1 - R 

(3. 103) 
2C - 2oos ('!' /2) 

R2 + R ------- + 1 = 0
1 - C 

'III == -

= R1 

l 

== 
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ld.s Lösung dieser quadr:1ti13chen Gleichung erhält man schließlich unter Verwendung von 
(J. 98): 

(3. 104) R C - cos (90
° 

/N) 
C - 1 (. C - cos (90

°

/N)
C - 1 

,.er;cn 111 = n2 = R bekommt (J,89) die Form

3 
(3.105) <'Pi lcJl2)9 = Cl - R

2 ) 2 
Cl - R

2 cos·ljl12) Cl + R
4 - 2R

2 cos'1112 )- 2

ttnd liefert mit (J, 104) das Skalarprodukt zweier (normierter) Punktmassenpotentiale 
11 und t

2 
in Abhängigkeit vom Grad N. 

Abbildung J,5, zeir;t den Verlauf dieser Abhängigkeit für verschiedene C-Werte. Ohne über 
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Abb, 3 ,5.: i\bscl1iitzung des Skalarproduktes zweier benachbarter Punktmassenpotentiale 
deren Positionen durch das Feld einer Kugelflächenfunktion vom Grad N 

' 

festegelegt werden 

67 

einen exakten Wert von C zu diskutieren, der sicher größer als 2 sein wird, macht die Ab
bildung deutlich, daß im realen Fal_l die niedrigsten Frequenzen, die noch im Spektrum 
enthalten sind, zur Abschätzung des ungünstigsten Falls herangezogen werden müssen, und 
daß selbst zwei benachbarte Punktmassen nur einen relativ kleinen Wert für das Skalar-

tr) 

/\ 

V 

ISl 
N 
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produkt liefern. Außerdem zeigen die Kurven, daß der Grad N von einem bestimmten Wert 
ab praktisch keinen Einfluß mehr hat. Eine Grenzwertbetrachtung von (J.105) (auf deren 
Herleitung hier verzichtet wird) liefert: 

Das ist ein interessantes und wichtiges Ergebnis. Zeigt es doch, daß die Quasiorthogo
nalität nicht wesentlich verbessert wird, wenn vom zu approximierenden Potential ein 
Normalfeld hohen Grades subtrahiert wird, Wie einfach dagegen das Normalfeld sein kann, 
ob z.B. die Subtraktion einer Entwicklung bis N =2 ausreicht (in Abb. 3.5, wäre dann der 
Wert für N = 3 signifikant), muß die numerische Untersuchung klären. 

).).), Einige Uberlegungen zur Konvergenz des Algorithmus' 

Um zu zeigen, daß der Algorithmus (3.30) für N➔.oo konvergiert, daß also jedes Potential 
mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann, müßte man zeigen, daß die Folge 

{TN , (N = 1, 2, ••• )}mit

(3. 107) T - L 

eine Nullfolge ist, d,h., daß 

gilt, Da die Punktmassenorte { 9�} , und damit auch die Potentiale { q,n , durch das zu 
approximierende Feld T festgelegt werden, wird eine theoretisch exakte Konvergenzab
schätzung für den allgemeinen Fall erschwert. Deshalb wollen wir uns hier auf einige 
prinzipielle Überlegungen beschränken. 

Betrachten wir einen einfacheren Algorithmus, Innerhalb der Kugeloberfläche cr sei eine 
Punktfolge { 9

i
} und damit eine Menge { i

1
, Ci =1, 2, .•. ) } von Punktmassenpotentialen 

vorgegeben. Die Approximation des Störpotentials .T kann nun nach folgendem Schema ab
laufen: 

(3. 109) 

1. Schritt: Bestimmung des ersten Koeffizienten �i durohr

N-1:.er Sohr i t t:

�* E E}

Beet i mmung von f � ( i = 1, ..• , N) du roh: 

MIN{llr - I: �;� 1 II �7 E E Ci =1, ••• , N)} 
t=l 

•

N 

N 
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In •jedem Schritt werden die Massen im Sinne einer bestmöglichen Approximation bestimmt, die 
Punktmassenorte werden dagegen nicht variiert. Sorgt man nun dafür, daß die Punktfolge 
{ 9 i 

, Ci=l, 2, ... )} , dicht auf ei,,_ner regulären Fläche innerhalb er liegt, dann bilden die
zugehörigen Punktmassenpotentiale { � i } ein vollständiges Basissystem (siehe Pkt. 3.1,2.). 
In di�sem Fall ist (3.108) erfüllt, denn die Vollständigkeit beinhaltet ja gerade, daß 
jedes Potential beliebig genau durch Linearkombination dargestellt werden kann. 

Eine solche dichte Punktfolge könnte man z.B. wie folgt konstruieren: Auf einer zucrkonzen
tris.chen inneren Kugelschale cr0 seien schon N-1 Punkte verteilt. Man sucht nun auf cr0 den 
größtmöglichen Kreis, der noch keinen dieser N-1 Punkte einschließt. In den Mittelpunkt 
dieses Kreises ( auf cr0J) wird der N-te Punkt _platziert. 
Man kann sich leicht überlegen, daß der Algorithmus (3.30) nur besser sein kann als die

einfache Variante (3.109) in Zusammenhang mit der eben genannten Verteilungsvorschrift für

die Punktmassen, Erstens werden durch (3.30) die Punktmassen nicht einfach nach irgend
einer geometrischen Vorschrift angeordnet, sondern jeweils dort positioniert, wo der größte 
Beitrag der entsprechenden Punktmasse zur Approximation zu erwarten ist, und zweitens wird 
die zusätzliche Verbesserung dieser Orte die Konvergenz natürlich beschleunigen. 

Ein anderer Gesichtspunkt ist, daß in der Praxis das zu approximierende Feld nur durch 
endlich viele Meßpunkte repräsentiert wird und somit der Restfehler spätestens dann Null 
wird, wenn die Zahl der Punktmassen die Zahl der Meßwerte erreicht hat. 

Es soll an dieser Stelle nochmal betont werden, daß die Quasiorthogonalität der Punkt
massenpotentiale für die Konvergenz des Algorithmus' nicht notwendig ist. Sie sichert aber,

daß die Punktmassenpositionen optimal werden und beschleunigt dadurch die Konvergenz, d.�. 
eine bestimmte Approximationsgenauigkeit wird schon durch eine geringere Anzahl von Punkt
massen erreicht. 

3,3,4. Einige Bemerkungen zur Anwendung des SCHMIDTschen Orthonormalisierungsverfahrens 
auf Punktmassenpotentiale 

In (FREEDEN, 1983) wird ein Approximationsalgovithmus vorgeschlagen, der darauf beruht, 
eine vorgege1'ene Menge von (endlich vielen) Punktmassen (-potentialen) bezüglich einer 
die Erdoberfläche approximierenden Fläche er zu orthonormalisieren. Das ist durch das 
SCHI;,IDTsche Orthonormalisierungsverfahren leicht möglich ( siehe z.B.: FREEDEN, 1983, 
S, 43 oder BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983); es müssen dazu die Skalarprodukte zwischen allen 
Punktmassenpotentialen bezüglich der Fläche o, berechnet werden. Die Koeffizienten zu jedem 
orthonormalen Basisvektor ergeben sich dann durch das Skalarprodukt dies.es Basisvektors 
mit dem zu approximierenden Vektor des Potentials, was durch numerische Integration möglich 
ist. Es wird weiterhin gezeigt, daß unter Anwendung der CHOLESKY-Faktorisierung die 
ApproxLuation ohne eine explizite Berechnung der orthonormi'erten Basisvektoren möglich ist. 
Das ist einleuchtend.t denn das Approximationsergebnis bei -Verwendung der. (auf der Grund
lage von Punktmassenpotentialen) orthonormalisierten Basisfunktionen muß ja das gleiche 
sein, wie im Fall der Approximation durch Bestimmung der Massen für die vorg'egebenen 
Punktmassenorte, wenn in beiden Fällen die gleiche Norm minimiert wird. Die Bestimmung 
der Massen im letzten Fall geschieht durqh Auflösen eines linearen caeichungssystems, was 
durch die Me·,hode von CHOLESKY sehr effektiv möglich ist (vgl. Pkt .• 4.3.). 
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Wählt man für die Fläche c5 eine Kugel, dann J.iec;en mit (3.88) und (3.89) die analytischen 

Lösungen für Punktmassenpotentiale für die beiden Skalarproduktdefinitionen (3.2) und 

(3,34) vor, Besonders unter Verwendung des Skalarprodukts (3,34), also der Lösung (3.89), 

ist eine (numerisch) sehr schnelle Orthonormalisierung von Punktmassenpotentialen bezüg

lich einer Kugelfläche möglich. FUr die Approximation eines Feldes durch vorgegebene 

Punktmassen, di.- in ihrer Lage nicht variiert werden sollen, kann man das mit Vorteil 

nutzen, Will man aber auch die Orte optimieren, dann ist eine Orthonormalisierung nicht 

von Nutzen, da ,jede orthonormierte Basisfunktion ja eine Linearkombination aus den vorge

gebenen Punktmassenpotentialen ist und die Potentiale jeder einzelnen Punktmasse gar 

nicht mehr explizit auftreten. 

3 ,3, 5. Anwendbarkeit des Algorithmus' auf anc __ :.5
_,_
.JUu,roxima tionsaufgaben 

Die vorgestellte Approximationsmothode ist so formnlLert worden, daß FJie prinzipiell auch 

für andere Approximationsaufgaben anwendbar ist, wenn nichtorthOGOnale Basisfunktionen ver

wendet werden sollen. Voraussetzung ist erstens, daß die einzelnen BaGisfunktionen stetig 

von einem Parameter aLhängen, so wie die PunkLmassenpotentiale vom Ort der Punktmasse und 

zweitens, daß Näherungswerte für diese Parameter auf irgendeine Art uhd Weise bestimmt 

werden können. 

Der Algorithums is \; p.raktisch unverändert anwendbar flir die Gravitationsfeldapproximation 

durch harmonische Ker1Jfunktionen (v,s;l. Pkt, 2,3,10,), Dem 0!:'t der Punktmasse entspricht 

dabei der Ort de<1 Pols der l\ernfllnktion (vgl, Abb, 2,2), Hinsichtlich der Ouasiorthogona

lität sind Kernfu.11ktionen mit Prnax(kn) > 1 (siehe Pkt. 2,3,10,) sogar besser geeignet als

Punktmassen, weil fUr cleicl1e Tiefe des Pols der Kernfunktion und der Position der Punkt

n,asue der \-:ert de;· Ec.rnfunk1,i on mit wachsendem sphärischen Abstand von ihrem Pol scl1neller 

c,bn:imrnt als dP.�' ·;;,:el: des Punktmassenpotentials im äquivalenten Fall. 

Da in Pkt, J.1 ,3, ..1uc.c, die lineare Unabhängigkeit voJ Kernfunktionen für beliebige Lage 

i.hrer Pole gezeie;t viurde, steht. einer Anwendune; des AlgorithrnuE:1 1 (J,30) nichts im Weg•

3,4. Darstellung des Normalpotentials durcl1 Punktmaesen 

Für die Anwendung des Algoritloous' ist es notwendig, von den ß�ndwerten auf der Fläche 

ein Normalfeld zu s1.1btrahieren, so daß "nur" l\er StöranteU. approximiert werden muß, 

Es ist üblich, zu di.esern Zwecl, eine Kugelf unktion entwickl.ung bis zu· e1.ne1n (meist relativ 

niedrigen) Grad 1 zu subtrahieren. 

Aus Abb, 3,5. in Pkt. 3.3.2, kann ruan ablesen, daß ein Wur\; für N, der Llng,fähr 2,wischen 

2 und 7 liegt, vernünftig ist, 

Es wäre nun vorteilhaft (vor allem für die Einheitlichkeit der Darstellung), wenn es ge

länge, auch das Jor1nalpotential durch PtrnktmassE:n arzustelJ.eD, In Fkt. 2,3,'3. wurde dar

gelegt, daß jede Kug?.lfunktionsentwicklung du:cch I/Ju.ltipc,Je dare,estellt werden kann und 

daß diese wiederum ntlmerisch dLu'ch Punktmassen realisierbar s:i.nd. Praktische Anwendungen 

sind in Tabelle 2,1.aufgeführt, 

., 

$ 
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Im folgenden soll gezeigt werden, daf3 es rehr einfach mugli ch 1st, durch J Punktmassen die 
ersten 4 zom1len Glieder der Kugelfunktionsentwicklung der Erde darzustellen. Es ist be
kannt ( siehe z.B.: VIEIGHTinAN, 1965), daß Punktmassen auf der z-Achse (Symmetrieachse der 
Erde) mit den Koordinaten zi und den iiassen p1 ( i = 1, ••• , N) zonale Harmonische J0 in
folgender Weise erzeugen: 

M 

(3.110) GMJ„ I: /-li Cd1 ', tl n > D 
i=l 

II 

GM I f-li 
1=! •

GM ist das Produkt aus Gesamtu,asse der Erde und G.cavi tationskonstan te (wir hatten ja 
vereinbart, daß Gin /li entlrnl.t:en sein soll) und di sind clLe Positione der I1Iass9t1 auf di,,
Größe dea mittleren Er, 2.quat.or·1•a.Ll.Lus' Re bezogen: 

(i•0 1,, .. ,l'D , 

Der· Zusammenhang mit den nor111,1lisi.Jrten Ku, el.funktion:-ikoP-ffi zienten nullter Ordnung c0)1J'
ist gegeben durch: 

l 
(3,112) Jn = - (2n � [) °2" ;:;n ·. 

Po:Jitioniert man 2 Punktmrnrnen f-ll und ,�
2 

ar, den Punkten z
1 

unJ z
2 

(z
1 

4- z
2

) auf der
z-Achse, dann sollte es möglich sein, clill '> ,:onst,rnten l,M, J.

1
, ,J

2 
lltld ,J

3 
exakt darzustellen,

Man erhält folgende 4 Gleichungen: 

GM = 1-11 + /-12 

- GMJ1
(3. 113) 

Nach einigen Umformungen, die l1ier nicht wiedergeg�bnn werJen uollen, erhält man: 

(3. 114) /-11 = 

/-12 = 

A 

l 

2J;� 

fili 
2 

GM 
2 

(J§ 

(1 - Ja
)

A 

(1 J3 
. -t- -) ,oit 

A ./ 

- 4J�) ?.

C:-l . 11 1) d 1 

- GMJ 2 = 1..11 (d1) 2 , . 1-1-2 (dz ) 2 

Ch - A) 
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Es ist offensichtlich, daß nur flir (J3
2 

- 4 J2
3) � 0 reelle Lösungen existieren. Flir die

Erde gilt J3 < O; J2 > 0 und !J21 > !Jjl , so daß obige Bedingung nicht erfüllt ist. 

Nimmt man zusätzlich eine Punktmasse p� im Ursprung (also z� = 0) an, so läßt sich diese 
Schwierigkeit umgehen und man erhält die Lösung: 

d1 = (J3 + A*)
2J2 

1 
- A *)d2 = (J3

2J2 

GM - /J-0 Jg 
(3. 115) /J-1 = (1 - - ) 

2 A* 

GM - /J-0 
(1 + 

J3
. mit /J-2 = -) 

2 A* 

4GM 
JO

2 
A* = ( J§ 

-

GM - ,-.,.0 • 

Die Masse p� spielt die Rolle eines freien Parameters, der vorher festgelegt werden muß. 
Wegen J/ > J/ wird die Wurzel in (3,115) nur reell, wenn p.16 die Bedingung ,-.,.0 > GM (>O) 
erflillt, Unter dieser Voraussetzung produzieren die Punk�massen mit den Massen und Posi
tionen aus (3.115) gemeinsam mit p.

fd 
die zonalen Kugelfunktionen (einschließlich des kugel

symmetrischen Anteils) bis zum Grad 3 exakt. 

Sie produzieren aber auch Terme höherer Ordnung. Um diese möglichst klein zu halten muß 
p

fd 
so groß wie numerisch möglich gewählt werden. Flir den GrenzUbergang p

fd
-+oo folgt flir 

die Massen und Positionen: 

lim d1 
J3 

µ0 ➔
00 J2 

lim d2 0 

(3. 116) ,,-.,.0 ➔00 

J� 
lim /J-1 = - GM 

J§'fl,0 ➔oo 

1 im /J-2 = - 00 

,-.,.0
➔00 • 

Die höheren Glieder verschwihden dabei nicht, sie sind gegeben durch: 

(3. 117) J* n 

J�n-2)

J�n-3) (n > 1)

Flir die Werte des Modells GEM 10: J2 = 1082,6267. 10-6 und J3 = - 2,5356351 • 10-6

liefert (3 .115) 

J: = 5,9387 • 10-9 und

J; = -1 ,3909 • 10-11

l. 

= 

= ~----
• 
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Diese Tatsache ist aber praktisch ohne Belang, da die Werte erstens sehr klein sind und 
zweitens die realen zonalen Glieder J4 und J5 ja ohnehin durch die nachfolgende Approxi
mation mit dargestellt werden müssen, 
Sollte diese Darstellung des Normalfeldes, welche nur die Abplattung und die "Birnenform" 
der Erde enthält, ausreichen, dann wären alle Voraussetzungen erfüllt, eine einheitliche 
Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde durch Punktmassen zu realisieren, 

4, Numerische Realisierung des Algorithmus 

Um den vorgestellten Approximationsalgorithmus numerisch zu realisieren, müssen im wesent

lichen folgende Teilaufgaben gelöst werden: 

• Beschaffung von Randwerten auf 6 entsprechend der Skalarproduktdefinition (3,34)
, Umwandlung der Normminimierung (3,27) in ein lineares Gleichungssystem
• Numerische Lösung des linearen Gleichungssystems
• Umwandlung der Normminimierung (3,28) in ein nichtlineares Gleichungssystem
, Numerische Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems
, Numerische Lösung der Bestimmung der Näherungswerte entsprechend (3,92) bzw, (3,95) als

Voraussetzung für die Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems 
, EDV-gerechte Formulierung des Algorithmus' 
, Programmierung der einzelnen Teile für EDVA 
, Vereinigung der Bausteine zum EDV-Programm für die Berechnung von Punktmassenmodellen 

4,1, Simulation der zu approximierenden Randwerte 

Bei Verwendung der Skalarproduktdefinition (3,34) werden als Randwerte auf 6 Beschleuni
gungsvektoren des Störfeldes, also Vektoren der Schwerestörungen, vorausgesetzt, Mit Hilfe 
der Subroutine FORCE des Programmsysteme POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) wurden aus dem 
in Kugelfunktionsentwicklung vorliegenden Erdmodell GEM-10 ( LERCH u,a,, 1979) Beschleuni
gungsvektoren punktweise berechnet, Ee wurden 2 Datensätze generiert, In beiden Fällen 
erfolgte die Auswertung der Kugelfunktionsentwicklung bis einschließlich Grad und Ordnung 
20, Bei Satz 1 wurde ein Normalpotential bis einschließlich Grad und Ordnung 4 subtrahiert, 
d,h, die entsprechenden Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung wurden einfach Null 
gesetzt, Für Satz 2 kam das in Pkt, 3,4, beschriebene, durch 3 Punktmassen modellierte 
Normalfeld zum Einsatz,_welchee die Gesamtmasse der Erde, die Abplattung und den J3-Term
("Birnenform") berücksichtigt, Für die Massen und Positionen der 3 auf der z-Achse ange
ordneten Punktmassen wurden folgende Werte ermittelt (M ist die Gesamtmasse der Erde und 
Re der mittlere_ Erdäquatorradiuij):

P.0 
= 101 GM (vorgegeben) 

P1 = -33, 23475 GM

P2 
= -66, 76525 GM

z1
= -4,6635692 • 10-3 Re

z2 = 2,3214555 • 10-3 he . 
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Die Berechnung der Werte erfolgte auf einem Netz von nahezu äquidistanten Punkten auf der 
Kugelschale mit dem Radius Re•
Eine solche genäherte Gleichverteilung kann man auf folgende Art und Weise erreichen: 
Eine Anzahl K von äquidistanten Breitenwerten � 1 Ci = l, ..• , K) , die symmetrisch bezüg-
lich des Äquators liegen und die Kugel gleichmäßig überdecken, wird vorgegeben. Als Zahl 
der Punkte auf jedem Breitenring wird die ganze Zahl genommen, die dem l'lert (2K oos�,) 
am nächsten liegt. Der sphärische Abstand �K benachbarter Punkte in Abhängigkeit von K 
beträgt näherungsweise: 

(4. 1) �K 
= 180

K-1 

Soll eine Kugelfunktionsentwicklung mit dem maximalen Grad N ohne Informationsverlust reprä
sentiert werden, dann darf der maximale sphärische Abstand �Ny CN) benachbarter Punkte ent
sprechend dem Nyquist-Theorem (siehe z.B.: TAUBENHEIM, 1969, s. 266) nicht größer sein 
als: 

(4. 2) �Ny = 
180°

N 

Der hier gewählte Wert von N = 20 liefert �Ny = 9
° 

• 

Es erwies sich als ausreichend, für die Berechnung der beiden Sätze von Randwerten, einen 
Wert von K = 44 zu wählen, was zu einem sphärischen Abstand benachbarter Punkte von 
�44 = 4° führt. Dieser Verteilung entsprechen 2584 Beschleunigungsvektoren oder 7752 
skalare Werte. 

4.2. Praktische Bestimmung der Startwerte für die Punktmassenpositionen 

Das Ergebnis der Diskussion in Pkt. 3.2.3. war, daß im N-ten Schritt der Startwert 9N für 
den Ort der N-ten Punktmasse wie folgt gefunden werden kann: 

1) Suche des Punktes Pmax auf der Kugeloberfläche o mit dem größten Viert für lgrad TN_1(P)j.
Da die Randwerte grad T(Pi) (i = 1, ••• , M) diskret vorliegen (Mist die Gesamtzahl
der Randwerte: M = 2584), ist die entsprechende Aufgabe:

(4. 3) 1 grad T N-1 CP max) J i E { 1, ... , M} } 

numerisch sehr einfach zu lösen. 
~N 2) Bestimmung des Näherungswertes 9N für die N-te Punktmassenposition durch Platzierung

unterhalb von Pmax:

(4. 4) ~N - ~N (R-R 11=11p , �=�p )9 N - 9 n - '1 ' max max 

wobei (Re - Rq) die Tiefe unterhalb der Kugelschale o ist.
Um einen Wert für Rq abzuschätzen, kann man an die Überlegungen in Pkt. 3.3.2. anknüpfen,
die für ein idealisiertes Störfeld ausgeführt wurden, Gleichung (3.104) gibt den Radius 
für den Ort der Punktmasse in Abhängigkeit vom Grad der Kugelfunktionsentwicklung und vom 
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Verhältnis C der Kräfte in dem Punkt direkt oberhalb der Punktmasse und in einem Punkt am 
Rand der betrachteten Anomalie, deren Ausdehnung dem Grad der Entwicklung entspricht 
(siehe Abb. 3.4). In Pkt. 3.2.3. wurde diskutiert, daß der Radius Rq für den Startwert der
Punktmassenposition nicht zu klein sein darf, wogegen zu große Werte zum gleichen Ergeb
nis bei der Ortsverbesserung führen. In Gleichung (3.104) muß also der höchste Grad des 
zu approximierenden Störpotentials eingesetzt werden. Setzt man für C die beiden Werte 
2 und 5 ein und berücksichtigt den maximalen Grad 20, so ergeben sich für den Radius 
Werte von 0,85 bzw. 0,92 bezogen auf Re• Für die praktischen Berechnungen der Punktmassen
modelle hat sich ein Wert von 0,95•Re bewährt.

4,3, Die Bestimmung der Massen für vorgegebene Orte 

Die Aufgabe, für vorgegebene Orte qj die optimalen Massen Pj (j 1, ••• , N) zu finden:

C4. 5) 
N 

IITCP) - L fJ'PCP, 9J) II 
fl 

N 

= MIN-OIT (P) - L fJ'P CP, 9J) II 
fl 

hat mit der Skalarproduktdefinition (3,34) die Form: 

C4. 6) 

N 2 
� [ grad TCP) - L f J grad 'P CP, 9J) ] da CP) = 
� yl 

{ 

N 2 
MIN � [grad TCP) - L fj grad 4>CP, 9J)] 

� fl 

fj E E , Cj=l, ••• , N)} 

f j E E , Cj= 1, ... , N) } 
•

Die Verwendung der normierten Punktmassenpotentiale �J und der zugehörigen Koeffizienten
�j (was für die theoretischen Uberlegungen vor allem aus Gründen der Normierung des Skalar
produkts wichtig war) ist für die praktischen Berechnungen nicht notwendig. 
Da das zu approximierende Feld nur in einer endlichen Zahl M von Punkten auf O" gegeben ist, 
geht das Integral in (4.6) in eine Summe über: 

fJ EE, Cj=l, ... ,N) } 
1

wobei folgende Abkürzungen verwendet wurden: 

C4. 8) a; = grad T CP i ) Ci=l, ... , M) 
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Ci=l, ••• ,M j= 1, ••• , N) •

Da wir nur den Fall M > N betrachten, sind die Massenµ. (j = 1, ••• , N) durch die Methode 
J 

der kleinsten Quadrate (siehe z.B. BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983) zu bestimmen. Das führt 
auf das lineare Gleichungssystem (siehe z.B. LUDWIG, 1969): 

mit dem Vektor der zu bestimmenden Parameter: 

dem Vektor der vorgegebenen Randwerte: 

C4. 12) Y= 

und der Matrix 

f xll 

f yll 

f zll 

(4. 13) F= 

f xMl 

f yM1 

f zM1 

f x12 

f y12 

f zl2 

f xM2 

f yM2 

f zt-12 

f xlN 

f y1N 

, f zlN 

• 

Setzt man filr die Punktmassenpotentiale �(P., qj) die konkrete Form (2.68) oder (3.26)
.. l. 

ein, dann ergibt sich für fij in kartesischen Koordinaten:

(4. 14) [

f xij
l 

➔ f _ _ 1 CP i , 9 i ) 
iJ - f yiJ - 13 CP ) 

f 
1, 9J zij 

und 

• 

(4 . 9) f iJ 

(4. 11) X [r: 1 

- Pxi l 
p yi 

p zi • 
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Somit ist auch die Matrix F in Abhängigkeit von den Punktmassenpositionen q. und den Orten
J 

Pi gegeben. 
Die Normalgleichungsmatrix (FTF) ist eine symmetrische, positiv definite Matrix, die 
auß erd err. wegen der linearen Unabhängigkeit der Punktmassenpotentiale nicht singulär ist. 
Das Gleichungssystem (4.10) ist also lösbar. Ein sehr effektives Lösungsverfahren ist 
unter anderem die Methode von CHOLESKY (siehe z.B.: ZURMÜHL, 1961, s. 70), wobei aber die 
Inverse der Normalgleichungsmatrix (FTF) nicht explizit auftritt. Die Inverse (FTF)-1 ist 
aber notwendig, wenn man sich für die Korrelationen der Unbekannten interssiert. Für die 
Rechnungen in vorliegender Arbeit wurde die Matrix-Inversions-Routine INVTRI, welche 
Bestandteil des Programmsystems POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) ist, genutzt. Sie basiert 
auf dem Verfahren von GAUß-JORDAN (siehe z.B.: BRONSTEIN, SEMENDJAJEW, 1983, S. 736) mit 
einer vereinfachten, auf Normalgleichungsmatrizen vom Typ(FTF) zugeschnittenen Pivoti
sierung entlang der Hauptdiagonalen. Sie ist so programmiert, daß (um Speicherplatz zu 
sparen) von der symmetrischen Matrix (FTF) nur die obere Dreiecksmatrix abgespeichert 
werden muß. Die Lösung von (4.10) erhält man dann durch 

4.4, Die Verbesserung der Punktmassenpositionen ausgehend von Näherungswerten 

Die Aufgabe, die Massen Pj und Orte qj (j = 1, ••• , N) der Punktmassen zu bestimmen, 
kann man in folgender, hier schon verwendeten Form aufschreiben: 

N N 

(4.16) !!TCP) - L fJ4i(P,9j)jj = MIN{!!TCP) - L fj4iCP,9j)I!
j=l j=l 

Mit dem Skalarprodukt (3.34) erhält man: 

(4. 17) 

N 2 

� [ 9rad TCP) - L f J grad 'PCP, 9J) J der (P) 
� j=l 

{ 

N 2 
= MIN � [ 9rad T (P) - L f j 9rad 'P CP, 9j)] 

� j=l 

fj E E 

Analog zu (4.7) in Pkt. 4.3. werden die Integrale durch Summen ersetzt: 

(4. 18) 

/-'-j E E : 9j E E3 \Q} • 
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Das Problem ist linear in den Massen fj aber nichtlinear in den Positionen
qj (j = 1, ••• , M).

4.4.1. Lösung des nichtlinearen Problems 

Zur Linearisierung von (4.18) wurde die Methode von NEWTON-KANTOROWITSCH (BRONSTEIN, 
SEMENDJAJEW, 1983, s. 747) angewendet, die auf Taylorentwicklung und Abbruch nach dem 
linearen Glied beruht. Mit den Näherungswerten q. und p. (j = 1, ••• , N) erhält man 

� J J � 
Näherungswerte a 1 für die zu approximierenden Beschleunigungsvektoren a 1 (i=l, ••. , M), 

�; a [;::] a
N 

(4. 19) I: 
~ 

grad il> (P 1 , 9 J) /-lj 
fl • Oz1 

Mit den Bezeichnungen 

� 

r�- (P.ql 
2>Px 

(4. 20) � = grad i!> (P, 9) il>y <P, 9) - 2>Py 
il>z <P, 9) 

2>Pz 

(4. 21) 9e1'ij /-lj s, t E { x, y, z} 

(s und t durchlaufen also alle Kombinationen von x,y,z) ' 

4ix<P1,9J) 9xxij 9xy1J 9xzij 

(4. 22) 91J 4iy<P1,9) 9yx1J 9yyij 9yz1j 

il>z<P1,9) 9zxij 9zy1j 9zzij 

und 
�/-lj 

(4. 23) xj = 
�9xJ 

.Ä9yJ 

A9zJ 

kann man für (4.18) schreiben: 

M N 2 
M N 2 

(4. 24) I: [ �1 
"" 

I xJ MIN{ L [ �1 
"" 

I: x�] - a1 91J 
-

a; 
-

91J 
1al 1=1 i=l j=l •
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Damit ist das Problem auf ein lineares zurückgeführt worden und kann analog zu Pkt. 4.3. 
behandelt werden. Die Vektoren X und Y aus Pkt. 4.3, haben jetzt folgendes Aussehen: 

0xl - Oxl 

Oyl - a yl 

[[:] 
Ozl - O zl 

(4. 25) X und y 

OxM - 0 xM 

OyM - O yM 

·OzM - O zM 
• 

Die Matrix F besteht jetzt aus den (3 x 4)-Untermatrizen gij:

C4. 26) F [

911 912 • • • 91N

] 921 922 • • • 92N 

9M1 9M2 • • • 9MN 

Setzt man wieder die konkreten Punktmassenpotentiale (2.68) oder (3,26) ein, dann er
geben sich die Elemente der Untermatrizen gij (siehe: (4.20) bis (4,2 2) zu:

und 

9atij 

(4. 28) 

/J-j 

(9„ j - p ei) 
3 

~ ) 1 CP;, 9j 

wobei für d,
8t gilt:

(4. 29) 
für 

für 

s l 

s ,1a l • 

s E { x, y, z} 

s, l E { x, y, z} 
' 

Die Lösung X des Glei�hungssystems (4.10) liefert jetzt Zuschläge zu den Näherungswerten 
N ,.., ,v ,v ( ) Pj und qxj' qyj' qzj j = 1, ••• , N, so daß der Prozeß mit verbesserten Startwerten
wiederholt werden kann. Sind die Zuschläge klein genug, kann die Iteration abgebrochen 
vierden. 

!enn zu Beginn keine Näherungswerte µj für die Massen vorliegen, kann man setzen:
Pj = 0 (j = 1, ••• , N). Der 1 .  Schritt entspricht dann dem in Pkt. 4.3. beschriebenen

l 
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linearen Fall, so daß die "besten" Massen für die Näherungsorte bestimmt werden können. 

In diesem Sinn ist es zu verstehen, wenn bisher davon die Rede war, daß nur für die 

Positionen der Punktmassen Näherungswerte notwendig sind. 

4.4,2, Regularisierung 

Obwohl die Punktmassenpotentiale linear unabhängig sind und der vorgestellte Approxima

tionsalgorithmus dafür sorgt, daß die meisten von ihnen untereinander quasiorthogonal 

sind, kann man Stabilitätsprobleme bei der Berechnung der Zuschläge nicht ausschließen. 

Das könnte z.B. bei der gleichzeitigen Verbesserung sehr vieler Massen und Positionen 

passieren, wenn die Näherungswerte noch relativ schlecht sind, Die anschauliche Ursache 

dafür ist, daß ein oder mehrere Parameter über einen relativ großen Bereich variiert 

werden können ohne den Fehler wesentlich zu beeinflussen. In solchen Fällen können die 

Zuschläge so groß werden, bzw. so in die falsche Richtung zeigen, daß (unter Berück

sichtigung des Linearisierungsfehlers) die Startwerte für den nächsten Iterationsschritt 

unsinnig werden. 

Es gibt eine ganze Reihe verschiedener Methoden zur Regularisierung, d,h, zur Modifi

zierung der zu invertierenden Matrix, so daß sie auch in numerischem Sinn regulär wird 

(eine schöne Abhandlung dieser Problematik findet man in: KUHNERT, 1976). 

Im wesentlichen beruhen diese Verfahren darauf, neben der eigentlich zu minimierenden 

Fehlerfunktion auch die Länge des Lösungsvektors zu minimieren. Das Problem besteht 

dabei darin, den einzelnen Komponenten des Lösungsvektors die richtigen Gewichte gegen

über der Fehlerfunktion zu geben. 

Für die Rechnungen in vorliegender Arbeit kam die einfache Form der Regularisierung nach 

TICHONOV zum Einsatz, bei der die Komponenten des Lösungsvektors nicht getrennt gewichtet 

werden. Die Lösung (4.15) ändert sich zu: 

I ist die Eihheitsmatrix entsprechender Dimension und a1 der Regularisierungsparameter, 

der steuert, mit welchem Gewicht die Länge des Lösungsvektors in die Minimierung einbe

zogen wird, Diese Art der Regularisierung beeinflußt bei der beschriebenen iterativen 

· Lösung nichtlinearer Probleme jeden Iterationsschritt einzeln, Bei bestimmten Aufgaben

ist eine stärkere Forderung sinnvoll, nämlich den Gesamtabstand vom Vektor der Ausgangs

werte in die Minimierung einzubeziehen, was zur Folge hat, daß sich die Endlösung nicht

beliebig weit von den Startwerten des 1, Iterationsschrittes entfernen kann. Eine solche

Variante der Regularisierung war hier nicht notwendig. Das hat den Vorteil, daß ein zu

groß gewählter Wert für a1 nicht die Endlösung beeinflußt, sondern nur die Schrittzahl,

also die Konvergenzgeschwindigkeit des Lösungsprozesses des nichtlinearen Gleichungs

systems. Auf eine sorgfältige, theoretisch beg�ündete Wahl des Regularisierungsparameters

konnte deshalb verzichtet werden.

4.4,3. Berechnung der Zuschläge in sphärischen Koordinaten

In Pkt. 4.4,1. wurde beschrieben, wie die Verbesserungen der Punktmassenpositionen in

kartesischen Koordinaten (x,y,z) berechnet werden. Aus verschiedenen Gründen ist es aber

vorteilhaft, die Zuschläge in sphärischen Koordinaten (R, A, iJ,) zu berechnen, genauer
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gesagt in Komponenten von Einheitsvektoren eRJ , e�J , el'> j :c j � 1 , ••• , N), die, aus
gehend von_den Punktmassenpositionen qj' in die entsprechenden Richtungen zeigen. Sie
bilden also in den Punktmassenpositionen zentrierte rechtwinklige Dreibeine. Um die 
Zuschläge für die Punktmassenpositionen jeweils in den 3 genannten Richtungen zu berech
nen, müssen die Ableitungen g„t.1J (s, t E { x, y, z}) aus (4.21) ersetzt werden durch 
Ableitungen 9auiJ (s E {x,y,z}� u E {R,>.,-&-}) in Richtung der Einheitsvektoren eRj, 
e�J , el'>j. Das ist durch folgende Transformation möglich: 

(4. 31) [
9xR1J 
9yR1j
9zR1j 

9xHJ 
9yUJ 
9u1J 

eRzJ
] [

9xx1j 
ehj • 9yxij 
ehj 9zxiJ 

9xy1J 
9yyij 
9zyij 

9xz1J
l 9yz1j 

9zz1j 
. 

Die Elemente der Transformationsmatrix werden gebildet durch die (x,y,z)-Komponenten 
der 3 Einheitsvektoren: 

(4. 32) eRj 

Diese Einheitsvektoren kann man am Punktmassenort q
j 

mit Hilfe der (x,y,z)-Komponenten

qxj' qyj' qzj wie folgt erzeugen:

"

r-, l eRj 9yJ 

9zJ 

= -=!!.L 

l�Rj l

" 

[�"] e�j = 9xJ 
0 

(4. 33) 

(für ~2 ~2 0) 
9xJ + 9yJ 'f

e,j a [: ] (für ~2 ~2 0) 
9xJ + 9yJ = 

(x "Vektorprodukt) 

81 

[e~xj] e~yj 
e~zj 
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Ersetzt man also die Elemente 9etiJ (s, l E { x, y, z} )in (4.22) durch die mittels (4.31),
(4.32) und (4.33) berechneten Elemente 9suij (s E { x, y, z} : u E { R, :>.,.?-})dann ändert 
sich F in (4.26) und die Auflösung des linearen Gleichungssystems (4.15) liefert die 
Zuschläge nicht in (x,y,z)-Richtnng, sondern in Richtung der Vektoren eRJ , e�J , e.9-J.
Da die Punktmassenorte in (x,y,z)-Koordinaten vorliegen, müssen die (eR, e�, e.9-)- Zu
schläge rücktransformiert werden, bevor sie zu den alten Näherungswerten addiert werden. 
Die Berechnung der Verbesserungen der Punktmassenpositionen in radialer und tagentialer 
Richtung bezüglich der Kugeloberfläche hat den Vorteil einer anschaulichen geometrischen 
Bedeutung. Wichtiger ist jedoch, daß nun eine getrennte Verbesserung von Radius (Tiefe) 
und Masse einerseits und Länge und Breite jeder Punktmasse andererseits möglich ist. Man 
kann sich leicht überlegen, daß Radius und Masse einer Punktmasse stärker korreliert 
sein werden als andere Parameter untereinander. Es ist also sinnvoll, abv1echselnd Massen 
und Radien gemeinsam und die tangentialen Komponenten gemeinsam zu verbessern. Bei Stabi
litätsproblemen während der Berechnung der Radius- und Massen-Zuschläge kann die in Pkt, 
4,4,2, beschriebene Regularisierung angewendet werden. Die dadurch hervorgerufene Verklei
nerung der Beträge der Zuschläge kann man kompensieren, indem pro tangentiale Verbesserung 
mehrere Iterationsschritte in radialer Richtung gerechnet werden. 
Die Zahl der gleichzeitig bestimmbaren Parameter wird durch den Speicherplatz, der für die 
Normalgleichungsmatrix (FTF) zur Verfügung steht, begrenzt (wenn nicht spezielle, weniger 
ökonomische Verfahren zur Matrixinversion verwendet werden). Ein weiterer Vorteil djr 
oben beschriebenen Aufteilung jedes Iterationsschrittes besteht nun darin, daß gleichzeitig 
doppelt so viele Punktmassen in die Verbesserung einbezogen werden können, 
Schließlich bietet diese Trennung einige potentielle Möglichkeiten (die hier nicht unter
sucht bzw. genutzt wurden) für weiterführende Untersuchungen, vor allem in Richtung einer 
Kombination mit anderen geophysikalischen Daten, So könnte man z,B. auf der Grundlage sol
cher Daten die Radien in gewissen Grenzen vorgeben bzw. bestimmte Nebenbedingungen über 
die Radien einarbeiten, Oder man nutzt Informationen über �aximal mögliche Dichteschwan
kungen und maximale Ausdehnungen dieser Störvolumen für eine Begrenzung der Massen der 
Punktmassen. 

4,5. Zur Berechnung von Modellen gleichmäßig verteilter Punktmassen 

Um zu Vergleichszwecken auch Punktmassenmodelle, die aus gleichmäßig über Kugelschalen 
verteilten Massen aufgebaut sind, berechnen zu können, müssen entsprechende Orte vorge
geben werden. Dazu wurde die gleiche Methode wie für die Verteilung der Randwerte genutzt 
(siehe Pkt. 4,1.). Zusätzlich wurden 2 Punkte an den Polen vorgegeben, Außerdem wurde 
darauf geachtet, daß bei der Belegung jedes Breitenrings mit Punkten die Anfangspunkte 
nicht alle auf dem gleichen Meridian liegen - jeder zweite Anfangspunkt wurde um den halben 
Punktabstand verschoben, Unter Vorgabe der Zahl K von Breitenringen lassen sich also 
Punktkonfigurationen auf einer Kugelschale erzeugen, die genäherten Gleichverteilungen 
entsprechen, 

Nun muß noch der Radius der Kugelschale vorgegeben werden, Zu diesem Zweck kam die Best 
R-Formel (2.54) von HARDY und GÖPFERT (1975) zum Einsatz (siehe Pkt. 2,3,11.). Dabei ist
allerdings 
oder einen 
umgestellt 

die implizite Form (2,54) zu lösen, d.h, für eine vorgegebene Gesamtzahl N 
vorgegebenen sphärischen Abstand� muß R

q 
bestimmt werden, Die Form (2.54) kann

werden (wobei R = 1 gesetzt und bei �99 die Indizes weggelassen wurden):
p i j 
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(4. 34) 

Dabei gilt: 

(4. 35) 

und 

(4. 36) � 

1 -
[ Cl + R�- ZR

9 
oosi'v,.) Cl + R� 

1 
2(1 + R� - 2R9oos� ,.)

2 - 3(1
1 

+ R9 - 2R9oos�) 2

arolan [ 2 2 Cl - oos�) 
- .1. 

(oos� - oos2�) 2]

[ 
( N 180° ) 

J2 arotan 1 - oos 
3(N-2) 

(siehe: HARDY, GÖPFERT, 1975). 

83 

Die Form (4.34) kann sehr einfach iterativ gelöst werden, indem man, ausgehend von einem 
Startwert R , das Ergebnis von (4.34) je11Jeils wieder einsetzt. Die Struktur der rechten 

q N 

Seite von (4.34) garantiert für einen Startwert von R
q 

= 1 in jedem Fall eine schnelle 
Konvergenz im Rahmen der Rechengenauigkeit. 
'fäbelle 4.1. gibt für K = 1, , •• , 10 die Gesamtzahlen N, den sphärischen Abstand � 
benachbarter Punkte und den Radius R

q 
entsprechend der Best R-Formel in Einheiten von Rp•

Tabelle 4.1.: Gesamtzahl N, sphärischer Abstand� und Radius R
q 

gleichmäßig
verteilter Punktmassen 

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

N 6 1 2 22 34 46 64 82 106 128 156 

� [
o
] 90 60 45 36 30 25,7 22,5 20 18 16 ,36 

R
q

/Rp 0,444 0,620 0,706 0,784 0,797 0,824 0,844 0,860 0,874 0,884 

4,6. Maßnahmen zur Rechenzeiteinsparung 

4,6.1. Reduzierung der Zahl der in jedem Schritt zu optimierenden Punktmassen 

In Pkt, 3,2, wurde dargelegt, daß durch die Quasiorthogonalität der Punktmassenpotentiale 
die Punktmassenpositionen nach dem (N-1)-ten Schritt zwar als Näherungswerte für die 
Positionenides N-ten Schrittes dienen können, daß sie aber eigentlich alle wieder ver
ändert werden müssen. Nur bei exakter Orthogonalität wäre keihe Veränderung der einmal 
bestimmten Positionen notwendig. Man kann nun schlußfolgern, daß bei Hinzufügen einer 
neuen Punktmasse (bei Erhöhung der Zahl der Massen von (N-1) auf N) jene Punktmassen
positionen am stärksten beeinflußt werden, deren zugehörigen Potentiale mit dem Poten
tial der N-ten (neuen) Punktmasse die grcßten (normierten) Skalarprodukte haben, 
Durch diese Überlegung bietet sich folgende Modifizierung des Algorithmus' an: 

..!. 
2R cos'\j/)] 2 
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Nach Hinzufligen der N-ten Punktmasse, d.h. nach Bestimmung des Näherungsortes q: (und 
damit des Potentials iN) werden aus den bisher bestimmten (N-1) Punktmassen jene ausge
wählt, deren Potentiale P�-1 folgender Bedingung genügen:

i l 

(4. 37) Ce ?: 0) ( i 1 E { 1, ••• , N-1} 1 == 1, ••. , Nf N� :s N-1) 

Die Zahl Nf von Punktmassen, die die Bedingung (4.37) erflillen, ergibt sich aus dem 
vorgegebenen l'lert für e, hängt aber auch von Zahl und Verteilung der schon bestimmten 
Punktmassen- ab (deshalb der obere Index "N"). In die nachfolgende Optimierung werden jetzt 
nur diese ausgewählten Punktmassen einbezogen. Wie starke von Null abweichen darf, ohne 
daß das Ergebnis der Optimierung we_sentlich beeinflußt wird, müssen numerische Tests 
zeigen, Die Skalarprodukte in (4.37) können leicht in Abhängigkeit von den jeweiligen 

..,N N-1 Orten qN und q. durch den geschlossenen Ausdruck (3.89) berechnet werden.
il 

Die Abschätzung in Pkt. 3,3.2, zeigt (siehe Abb, 3,5.), daß das Skalarprodukt zweier 
(normierter) Potentiale unmittelbar benachbarter Punlctmassen (also der Winkel zwischen 
beiden abstrakten Hilbertraumvektoren) praktisch nicht vom maximalen Grad des zu approxi
mierenden Feldes abhängt. Somit wird die Zahl Nf der Punktmassen, welche die Bedingung 
(4,37) erfüllen, auch nicht von der Gesamtzahl der Punktmassen abhängen, die zur Appro
ximation eines bestimmten Feldes mit einer vorgegebenen Genauigkeit benötigt werden. Eine 
äquivalente Variante ist demnach, im N-ten Schritt die schon bestimmten Punktmassen nach der 
Größe ihres Skalarprodukts mit dem N-ten Punktmassenpotential 1: zu sortieren und in die 
Optimierung nur die ersten dieser sortierten Punktmassen bis zu einer vorgegebenen Zahl 
Ne einzubeziehen. Anstelle von e muß jetzt Ne durch Testrechnungen bestimmt werden. 

N Bei der Vorgabe von e wird die Zahl Ne der jeweils ausgewählten Massen während des Approxi-
mationsprozesses mit der Zahl N der schon vorhandenen Massen zunehmen, weil die Punktmassen 
mit größer werdendem N natürlich dichter liegen und somit auch die Zahl derer, die die Be
dingung (4.37) erfüllen, zunimmt. Bei Vorgabe von Ne (der obere Index wird jetzt fortge
lassen, da die Zahl ja feststeht) bleibt dieser Effekt allerdings unberücksichtigt; ein 
konstantes Ne entspricht also einem e , das mit N zunimmt. Das ist aber kein Nachteil, 
denn erstens muß Ne ohnehin durch Testrechnungen bestimmt werden und zweitens ist es durch
aus vernünftig, am Anfang der Approximation, wenn die Punktmassen mit dem größten Einfluß 
bestimmt werden (das ist ja der Sinn des Algorithmus'), auch sorgfältiger die gegenseitige 
Beeinflussung der Punktmassen bei der Approximation zu berücksichtigen. 

Praktisch realisiert wurde eine noch einfachere Variante, die eine Berechnung der Skalar
produkte umgeht. Wie aus Abb, 3.3. ersichtlich, ist das Skalarprodukt zwei-er Punktmassen
potentiale p

1 
und pJ für feste Radien eine monoton fallende Funktion des sphärischen

Abstandes �
iJ der beiden Punktmassen und somit auch des direkten Abstandes l(qi,qj).

Haben die Punktmassenpositionen alle den gleichen Abstand vom Kugelmittelpunkt, dann 
liefert ein Sortieren der (N-1) Punktmassen nach der Größe ihrer Abstände zur N-ten 
Punktmassenposition die gleiche Reihenfolge (allerdings in umgekehrter Richtung) wie das 
Sortieren entsprechend ihrer Skalarprodukte. Für die gemeinsame Optimierung der Punkt
mass�npositionen im N-ten Schritt werden nun jene Punktmassen bis zu einer Anzahl 'Ne 
ausgewählt, welche die geringsten Abstände zum Ort q: der neuen Punktmasse haben. 
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Unter Verwendung des einfachen geschlossenen Ausdrucks (3.89) wäre ein Sortieren nach der 
Größe der Skalarprodukte nicht wesentlich aufwendiger. Zum Zeitpunkt der ersten numeri
schen Tests-lag die geschlossene Form (3,89) aber noch nicht vor, sondern nur die Kurven 
aus Abb. 3,3,, berechnet durch numerische Auswertung der Integrale in den Skalarproduk
ten, Da sich das einfache Auswahlkriterium nach den Abständen bei der praktischen Anwen
duhg gut bewährt hat und die gewünschten Aussagen über die Größe von NE lief·erte, wurde 
es später nicht ersetzt, 

Der hier beschriebene praktisch ökonomische Aspekt stellt eine zusätzliche starke Motiva
tion zur Verwendung des Skalarprodukts (3,34) anstelle von (3.2) dar, Allein der Vergleich 
der beiden Abbildungen 3,2, und 3.3, vermittelt einen Eindruck, wie die Wahl der Skalar
produktdefini tion die Zahl N& beeinflussen wird. Um die mögliche Bedeutung dieser Maß
nahme zu verstehen, muß man sich 2 Gesichtspunkte vor Augen führen: 
Die Zahl der insgesamt zu bestimmenden Punktmassen wird (je nach Anwendung) durchaus 
zwischen 100 und 1000 liegen (möglicherweise auch darüber); andererseits kann man nach 
den Abschätzungen des Skalarprodukts zweier benachbarter Punktmassen in Pkt, 3,3.2, 
für die Zahl N& vernünftige Werte zwischen 5 und 20 erwarten, Man sieht, daß die Berechnung 
einer größer.en Zahl von Punktmassen mit dem vorgeschlagenen Algorithmus praktisch ohne die 
"Ns -Begrenzung" garnicht möglich sein wird. 

4.6,2, Reduzierung der Zahl der in jedem Schritt einbezogenen Randwerte 

Ähnlich wie in Pkt. 4,6.1. kann man sich überlegen, ob in jedem Approximationsschritt 
immer alle Randwerte benötigt werden, Streng genommen ist das natürlich der Fall, da jede 
Punktmasse einen nicht verschwindenden Einfluß auf der gesamten Kugeloberfläche hat, Dieser 
Einfluß klingt aber (in unserem Fall von Randwerten des Typs grad �(Pi)) mit dem Quadrat
der Entfernung der Datenpunkte P. auf der Oberfläche�- zur Punktmasse am Ort q., also mit 

2 
l. J 

1 (P.,q.), ab (siehe Abb, 4.1.), 
l. J 

Abb. 4,1 .: Zum unterschiedlichen Einfluß einer Punktmasse auf die verschiedenen 
Datenpunkte 

Bei der praktischen Umsetzung des Algorithmus' wurde in Anlehnung an die Betrachtungen in

Pkt. 3,3,2. folgende Uöglichkeit zur Einschränkung der Zahl der einbezogenen Randwerte 
vorgesehen: Nach Auswahl der N&_ Punktmassen an den Orten qj (ji E { 1, .•• , N-1}
1 =1, ••. , Ne': Ne � N-l)zur gemeinsamen Optimierung, mit der P!sition q: werden nur jene 
Randwerte grad T(Pi ) (ik E { 1, .•• , M} k= l, ••• , M& Mcl � M) für die Berechnung 
der Zuschläge verweädet, für deren Positionen P. gilt: 

ik 
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(4. 38) j1 E { 1, .•. , N} 1=1, ... ,Ne+l N} > d

Es werden also die Anziehungskräfte jeder der ausgewählten Punktmassen in den Datenpunkten 
und in dem Punkt direkt oberhalb der Masse ins Verhältnis gesetzt und anhand dieses 
Quotienten entschieden, ob der entsprechende Datenpunkt einen genügend großen Beitrag zur 
Optimierung liefert. Es bleiben in jedem Schritt alle die Randwerte unberücksichtigt, die 
auf keine der Ne +1 ausgewählten Punktmassen einen größeren Einfluß haben. Welcher Wert für 
d gewählt werden kann, muß wieder die Praxis zeigen. 
Auch hier wirkt sich die Verwendung von Beschleuniguhgsvektoren (d.h. Kräftevektoren auf 
eine Probemasse mit der Masse 1) als Randwerte im Vergleich zu Potentialwerten günstiger 
aus, da die Kräfte in bekannter Weise schneller mit dem Abstand abnehmen als die Poten
tialwerte. 

Berücksichtigt man, daß die Rechenzeit bei der numerischen Anwendung des Algorithmus' 
hauptsächlich durch die Berechnung und Invertierung der Normalgleichungsmatrix (FTF) 
(siehe Pkt. 4,4.) bestimmt wird, dann kann man die Betrachtungen in Pkt. 4.6.1. und Pkt. 
4,6.2. wie folgt zusammenfassen: Der numerische Aufwand für die Erhöhung der Zahl der 
Punktmassen von (N-1) auf N ist weitestgehend unabhängig von: 

• der Zahl (N-1) der schon bestimmten Punktmassen
• der Struktur des zu approximierenden Feldes und somit auch von der Gesamtzahl M

der Datenpunkte
• der Größe des zu approximierenden Gebietes (wenn man an lokale oder regionale

Anwendungen denkt).

4,7. Der Algorithmus als Kernstück des Programms PUMA 

4.7.1. Endgültige praxisbezogene Formulierung des Algorithmus' 

Im folgenden soll der Algorithmus einschließlich der praxisbezogenen Änderungen bzw. 
Zusätze noch einmal aufgeschrieben werden. Einer verbalen Formulierung, die im wesent
lichen ohne numerische Details auskommt, wird dabei der Vorzug gegeben: 

• 
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Formulierung des Algorithmus' 

, Vorgabe von M gleichmäßig verteilten Beschleunigungsvektoren entsprechend dem 
Störpotential auf einer Kugel mit dem mittleren Erdäquatorradius 

• Vorgabe von N
i; 

und d

Annahme: (N-1) Punktmassen sind schon bestimmt 

N-ter Schritt: 

1. Subtraktion des Feldes, das durch die (N-1) Punktmassen erzeugt wird, von den
Ausgangsdaten- Hestfeld A

2. Suche des Punktes Pmax auf der Oberfläche, in dem das Restfeld A den betragsmäßig
größten Wert annimmt

3, a) Bestimmung des Näherungswertes für die N-te Punktmassenposition durch 
Positionierung unterhalb von Pmax

b) Auswahl der Randwerte des Restfeldes A, deren Einfluß auf diese Punktmasse
größer als d ist (im Sinne von (4,38))

c) Verbesserung dieses Näherungsw�rtes durch Optimierung der N-ten Punktmassen
position im Restfeld A,.,,. Näherungsort q�

4, a) Sortieren der (N-1) schon vorliegenden Punktmassen nach ihren Abständen 
zum Näherungsort q:, beginnend mit dem geringsten Abstand 

b) Auswahl der ersten dieser sortierten Punktmassen bis zur Gesamtzahl N
i; 

c) Subtraktion des Feldes der (N-1-N
i;

) Punktmassen, die nicht optimiert werden
sollen, vom Ausgangsfeld.-.i Restfeld B

5, Optimierung der Massen und Positionen der ausgewählten N
i; 

Punktmassen ein
schließlich der N-ten Punktmasse im Restfeld B 

Abschluß: 

·;.'ahlweise:

{: 

(nach Erreichen der vorgegebenen Maximalzahl N
max)

Gemeinsame Bestimmung aller Nmax Massen für
festgehaltene Positionen 

gemeinsame Verbesserung aller Nmax Massen
und Positionen 
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4.7.2. Möglichkeiten des Programms PUMA zur Berechnung von Punktmassenmodellen 

Auf der Grundlage der in Pkt, 4. bisher beschriebenen Vorbereitungen wurde das Programm 
PUMA zur Berechnung von Punktmassenmodellen aus Randwerten, die in Form von Beschleuni·
gungsvektoren vorliegen, erarbeitet. Es wurde auf der EDV-Anlage BESM-6 in Fortran 
programmiert, Auf eine formale, alle'Ein- und Ausgabeparameter berücksichtigende Be
schreibung soll hier verzichtet werden, Die prinzipiellen Möglichkeiten des Programms 
zur Ableitung von Punktmassenmodellen sind in Abb, 4,2, schematisch dargestellt, 

IP R O G R A M M P LJ M A! 

BESCHLEUNIGUNGSVEKTOREN AUF DER 
KUGELSCHALE MIT R=Re , BERECHNET 
AUS KUGELFUNKTIONSKOEFFIZIENTEN 

,, 

SUBTRAKTION VON PUNKTMASSEN,
DIE NICHT VERÄNDERT WERDEN RADIUS R

d 
DURCH

SOLLEN <Z.B. F0R NORMALFELO) IRAOIUS R I 
VORGEGEB�N BEST R-F RMEL 

BESTIMMEN 

,, �, 
SCHRITTWEISE BESTIMMUNG

!ORTE A PRIORI' IBERECHNUNG VON GLEICHVERTEILTENVON PUNKTMASSEN NACH 
BESCHRIEBENEM ALGORITHMUS VORGEBEN PUNKTEN AUF EINER KUGEL R

a
<Re 

1 
1 

,, t ,, �, . ,, ,, , , 

IB�STIMMUNG DER MASSEN' 
GEMEINSAME OPTIMIERUNG 

FUR VORGEGEBENE ORTE ALLER ORTE UNO MASSEN FÜR 

1 
VORGEGEBENE STARTWERTE 

', ' • • 
IPUNKTMASSENMOOELL,WELCHES DIE' 
AUSGANGSDATEN APPROXIMIERT 

Abb, 4,2,: Schematische Darstellung der Berechnungsmöglichkeiten des Programms PUMA 

1 
' 

... 
r 

1' 1 

1 

1 

. . 

1 

• l 

1 
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5. Ableitung und Test von Punktmassenmodellen/Diskussion der Ergebnisse

5,1, Berechnung der Punktmassenmodelle 

Für die Berechnung der Randwerte kam das Kugelfunktionsmodell GEM-10 (LERCH, u,a,, 
1979) bis einschließlich Grad und Ordnung 20 zur Anwendung, Wie in Pkt, 4,1 t beschrieben, 
wurden 2 verschiedene Normalfelder subtrahiert und so 2 Verschiedene Sätze von zu appro
ximierenden Randwerten erzeugt, Sie werden im folgenden mit Satz 1 und Satz 2 bezeichnet: 

Satz 1 : Normalfeld durch Kugelfunktionsentwicklung bis einschließlich 
Grad und Ordnung 4 

Satz 2 Normalfeld durch J Punktmassen, welche die zonalen Terme bis 
einschließlich J. Grades modellieren(siehe Pkt. J,4,) 

5,1 ,1, Welche Modelle wurden berechnet? 

Auf der Grundlage von Satz 1 wurden für N6 = O, 2, 4, 6 unter Verwendung des beschrie
benen Algorithmus' schrittweise jeweils bis zu 156 Punktmassen bestimmt. Die Zuschläge 
wurden in x,y,z-Koordinaten berechnet, Die Zwischenresultate beim ApproximationsprozeB 
mit Ns = 6 für J2, 45, 58, 72, 86 und 100 Punktmassen wurden verwendet, um für festge
haltene Orte die i\;assen gemeinsam neu zu bestimrr.en, wobei vorher jeweils zusätzlich eine 
Punktmasse in den Erdmittelpunkt gelegt wurde, Die Bedingung, daß die Summe aller 
Massen gleich Null sein muß (die flirkung der Gesamtmasse ist ja im Normalfeld enthalten), 
konnte so besser erfüllt werden. Auf diese Art und �eise entstanden die Modelle PM 1/J2, 
Pi\'! 1/45, PI: 1/58, PM 1/72, PM 1/86 und Pl\i 1/100, 
Satz 2 wurde schrittweise mit Ni; != 6 durch Punktmassen bis zu einer Gesamtzahl von 100 
a�proximiert. Hier wurden die Zuschläge abwechselnd für Radius und tasse einerseits und 
in Längen- und Breitenrichtung andererseits getrennt berechnet, Es wurden wieder Zwischen
resultate i:;enutzt, um mit einer zusätzlichen Masse im Erdmittelpunkt alle Massen für 
festgehaltene Orte neu zu bestimmen,• So entstanden die Punktmassenmodelle PM 2/J2, 
Pli\ 2/58, p;,; 2/70, Plii 2/8J und PM 2/100, 
Außerdem wurden die J 1fodelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G abgeleitet. Hierzu 
dienten die gleichen Zwischenresultate, die schon zu PM 2/J2, PM 2/58 und Prri 2/70 ge
führt hatten, als Startmodelle, um jeweils alle lliassen und Positionen nochmal gemeinsam 
zu optimieren. Die Verbesserungen wurden wieder getrennt für 11,asse und Radius einer
seits und in Längen- und Breitenrichtung andererseits bestimmt, Zum Abschluß wurde, wie 
bei allen Modellen, eine einheitliche Bestimmung aller Massen einschließlich einer 
Masse im Zentrum vorgenonunen. 
Zu Vergleichszwecken wurden fiir Satz.1 Modelle bestehendaus 12, 22, J4, 46, 64, 106, 126 
und 156 gleichmäßig auf Kugelschalen verteilten Punktmassen berechnet. Für die Bestimmung 
der Radien der Kugelschalen kam die Best R-Formel (siehe Pkt, 4,5,) zur Anwendung. Die 
entsprechenden Radius�erte sind in Tabelle 4,1. enthalten, 
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Abb. 5,1, zeigt den Restfehler beim Approximationsprozeß durch schrittweise Erhöhung der 
Punktmassenzahl, für die Punktmassenmodelle PM 2/32 G, PM 2/58 G, PM 2/70 G und für 
gleichmäßig verteilte Punktmassen. Die Modelle PM 1/32, PM 1/45, PM 1/58, PM 1/72, PM 1/86 
und PM 1/100 sowie die Modelle PM 2/32, PM 2/58, PM 2/70, PM 2/83 und PM 2/100 liegen 
praktisch auf den Kurven des entsprechenden Approximationsprozesses. 
Die Abbildungen 5,2. bis 5,6. sollen einen Eindruck von der Lage der Punktmassen einiger 
Modelle vermitteln. Um dabei auch die Größe der Massen zu berücksichtigen, wurden für 
die Durchmesser der Symbole die Logarithmen der Beträge der Massen zugrunde gelegt und 
so linear transformiert, daß die (betragsmäßig) kleinsten und größten Massen in jeder 
Abbildung die gleichen vorgegebenen Durchmesser erhalten. Die vollständige Information 
Uber Massen und Positionen dieser Modelle sind den Tabellen 5,1, bis 5.5, zu entnehmen, 

5,1.2. Numerische Stabilität der Lösungen 

Wie in Pkt. 4.4,2. begründet, führt die Wahl eines zu großen Wertes flir den Regulari
sierungsparameter a lediglich zu einer Vergrößerung der Zahl der Iterationen bei der 
schrittweisen Verbesserung der Punktmassenpositionen. Auf die Bestimmung von jeweils 
optimalen Werten für a durch numerische Tests wurde verzichtet, da diese sehr aufwendig 
und im Rahmen der vorliegenden Untersuchungen von zweitrangiger Bedeutung wären. Einige 
Testrechnungen mit a=0 zeigten, daß die schrittweise Punktmassenbestimmung nach dem 
beschriebenen Algorithmus in den meisten Fällen stabil ist. Nur in einigen Ausnahme
fällen, offensichtlich in Abhängigkeit von der Qualität der Startwerte für die zu 
optimierenden Punktmassenpositionen, ergeben sich zu große, unsinnige Zuschläge, bei
spielsweise so, daß der neue Ort außerhalb der betrachteten Erdkugel lag, 
Unter Berücksichtigung der Größenordnung der,Diagonalelemente der Normalgleichungsmatrix 
(FTF), die im Bereich von 1 lag, wurde für den Regularisierungsparameter ein Wert von 

a=0.002 gewählt (vgl, Formel (4.30)). Da dieser Wert für Satz 1 in allen Fällen sta
bile Lösungen lieferte und sich die Zuschläge pro Ite:rationsschritt.bis auf oben ge
nannte Instabilitäten kaum von den nicht regularisierten Zuschlägen unterschieden, bestand 
kein Grund, kleinere a-Werte zu testen. 

Bei der Anwendung des Algorithmus' auf Satz 2 wurden die Zuschläge für Masse und Radius 
mit a=0.001 stabilisiert. Dabei erwies es sich als günstig, den Gesamtiterationsschritt 
aus 2 Schritten für Masse und Radius und einen tangentialen Verbesserungsschritt zu
sarr.menzus et zen. 
Für die numerisch aufwendige Optimierung jeweils aller Massen und Positione�, die zu den 
Modellen PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G führte, waren verhältnismäßig viele Iterations
schritte zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems notwendig, 
Die Abbildungen 5,7,, 5,8. und 5.9. zeigen die Verringerung des Approximationsfehlers mit 
der Zahl der Iterationsschritte, 
Zu Beginn wurden die Zuschläge für Radius und Masse mit a=0.001 stabilisiert, später 
wurde a=0 gesetzt. Die Zuschläge in Längen- und Breitenrichtung wurden ohne Regulari
sierung bestimmt. Bei der Optimierung der 32 und 58 Punktmassen (Abb. 5,7, und 5.8.) 
wurden abwechselnd Zuschläge für Radius und Masse bzw. in Längen- und Breitenrichtung 
berechnet. Die Optimierung der 70 Punktmassen erfolgte schrittwefse durch 3 aufeinander
folgende Verbesserungen für Radius und Masse und einen Zuschlag in Längen- und Breiten
richtung. 
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Tabelle 5.3.: Punktmassenmodell PM2/32G 

(Länge und Breite in Grad; Radius in Einheiten des Erd

radius'; Masse in Einheiten der Erdmasse x 10
6

)

N LAENGE BREITE RADIUS MASSE 
1 316.562536 6B.932688 0. 7011435 B.72B62977
2 271.846251 61.59B727 0.7190099 -10.37732496
3 212.4434B9 5B.59912B 0.B262874 1.68015472
4 253.77B929 46. 183678 0. 5702471 33.25580922
5 57.000095 44.907848 0.8908959 -0.54636938
6 132.494306 41.822029 0.5347189 33. 74967894
7 323.985683 41. 042400 0.8186550 1. 92801611
8 99. 187193 40.081347 0.5008057 -51.86967803
9 59.585585 37.363536 0.4859906 23.25606012

10 162. 114870 36.680660 0. 7299911 -4.71708508
11 231.550581 33.435577 0.5079402 -44.28722761
12 87.506315 29. 160775 0. 7744117 4.36517102
13 215. 461056 18.329489 0.5459835 22.77015430
14 316.533235 10.880610 0.4276985 97. 18100252
15 294.553868 5.964254 0.4187239 -249.48773200
16 81.309768 4.562545 0.6747880 -10.75777682
17 94.399423 3.044539 0.8207136 1.85539557
18 0.000000 0.000000 0.0000000 -0.27733861
19 281.680921 -0.580172 0.5317764 136.66569370
20 114.661931 -0.832797 0.6537643 15.73865159
21 22.281695 -1.550156 0.9025460 -0.45683330
22 46.820186 -2.664624 0.8937090 -0.41504232
23 273.960406 -7.749432 0.7073743 -15. 16833903
24 145.292778 -11. 061215 0.7001949 6.33161827
25 39.560312 -16.395469 0.8692646 -0.69828914
26 294.853242 -20.360760 0. 8258718 1. 66597520
27 175. 151644 -23. 143992 0.8141949 1. 82859093
28 108.027186 -27.481819 0.4801931 -49.71963823
29 85.827970 -41.357158 0.4368946 45. 54826188
30 315. 119877 -46.690978 0.8507449 -1.33703141
31 308.781776 -56.054256 0.7125758 5.37302554
32 171.035634 -74.013263 0.7338257 -2.91031584
33 60. 117460 -76.888992 0.8485367 1.09961779

\!) 
0\ 
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Tabelle 5.4.1 Punktmassenmo9ell PM2/58G (Länge und Breite in Grad; Radius
6

in Ein
heiten des Erdradius'; Masse in Einheiten der Erdmasse x 10) 

N LAENGE BREITE RADIUS MASSE 

1 90.000000 90.000000 0.0000000 -0.42065905
2 321.233027 69.282235 0.7164467 6.35899485
3 272.240580 62.213661 0.7427313 -6. 16043720
4 115.842267 61.943812 0.8260899 -1.08230384
5 220.393334 61. 006075 0.8620684 0.98917193
6 18.348023 60.404646 0.8231675 -1.00260937
7 200. 971281 53. 182826 0.8910480 0.41344804
8 131.094202 44.237854 0.5724202 18.32249956
9 253.949123 43.325052 0.6887491 9.92688596

10 54,732580 42.300680 0.7982084 -3.58829300
11 96.077302 39.228408 0,5984716 -21.27523271
12 326.316092 37.819962 0.8564268 1.22839967
13 164.965537 37.278074 0. 7142053 -4.44341248
14 245.810153 31.017400 0.5235643 -24.95070519
15 88.829133 30.245827 0.8173725 2. 71853061
16 48.808783 29.515031 0.6425018 23.55335134
17 332,084417 29. 394108 0. 7111415 -6. 76105240
18 28.781747 26.819556 0.7618923 -3.75650152
19 48,506005 25.262546 0.8312680 -2.92844515
20 323.658008 25.013728 0.5262413 41.46739727
21 194.743580 21.956040 0.8561268 0.58602719
22 256.834815 21.286965 0.8590341 0. 63012100
23 359.076267 21. 184070 0.8664051 -0.48070613
24 59.584390 15.480818 0. 8110354 -1.70538624
25 297.820177 14. 181150 0.5048874 -79. 53210844
26 120.791964 7.721851 0.8437975 1.40596661
27 282.869252 4.525912 0.5663585 55.94223366
28 82.492351 3.714326 0.6900352 -10.60246404
29 94.890229 3.474904 0.7907736 3.46365217
30 215.738875 -0.481653 0.6207320 9.39744524
31 46.678381 -0.744515 0. 8687170 -0.76414869
32 21.351969 -2.768791 0. 8153113 -2.53041288
33 110. 711792 -2.802241 0.8336642 1.65490775
34 273. 170599 -6.493047 0. 7611326 -5.23813758
35 141. 188432 -8.942204 0.6474863 9.39678708
36 2.609585 -10.087189 0. 8529142 -1. 15022060
37 290. 123591 -12.404355 0.9022415 0. 36010193
38 336.779511 -12.833200 0. 8988748 -0.27259733
39 12.251619 -14.801987 0.5946907 12.29735991
40 37.634772 -16. 131357 0. 8372116 -1. 21465285

41 214. 611391 -16.557327 0.6459180 -5.02262051
42 294.438936 -20.944658 0.8979688 0.44445988
43 67.976616 -22. 108744 0.8505753 0.70013217
44 176.094499 -23.143322 0.8125768 1. 73210295
45 108.394339 -31. 171948 0.4784615 -18.87978337
46 103. 711797 -33.450775 0.8402772 -0.72228054
47 129,781072 -33.787712 0. 8488511 -0. 89214967
48 280,943234 -33.935422 0.7494406 -3. 12288551
49 355.952085 -34.417063 0.6826313 -7.73017033
50 292,309059 -38.219803 0. 7554311 4.87343495
51 342.947156 -43.426485 0.8935284 6.56082820
52 312.851625 -45.674822 0.6717898 -9.58553218
53 85, 175514 -46.069434 0.6396738 7.94284171
54 45.990557 -47.564779 0,86ß2833 0.63809281
55 211. 283537 -59. 138207 0.8396998 1. 25204997
58 306.977690 -80.278807 0.7917085 3. 12941908
57 201,947695 -64.245131 0.7635193 -3. 12721668
58 142.058971 -74.889323 0.8676186 -0.57797836
59 59.764410 -75.805109 0.8047239 2. 13043947
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N 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 

Tabelle 5.5.: Punktmassenmodell PM2/70G (Länge und Breite in Grad; Radius
6

in Ein
heiten des Erdradius'; Masse in Einheiten der Erdmasse x 10)

LAENGE BREITE RADIUS MASSE III LAENGE BREITE 

90.000000 90.000000 0.0000000 -0.43591756 36 215.734908 -0. 167600

231.057247 86.868469 0.9004023 0.26801476 37 46.689612 -0.991215

325.773949 69.397545 0.7063238 7.33645075 38 110.413530 -2.511482

271.559264 62. 158513 0.7372162 -5.97174975 39 21.721608 -2.768380

219.465395 60.538873 0.8159289 2. 32114612 40 275.263172 -7.309741

118. 518992 58.977874 0.8899461 -0.30339784 41 2.324028 -10. 848806

154.734337 55.800453 0.8176199 1.25182036 42 139.671419 -10. 890250

14.231065 53.345672 0.6965828 -5. 39941117 43 289.426592 -11. 902573

59.416662 52.450441 0.7992575 2.23971688 44 249.288277 -12.677855

199.570975 50.908482 0.8268607 1.42459796 45 336.506302 -13.265192

15.828044 46.910883 0. 8404841 1. 12341183 46 17.115780 -15.677178

55.840095 45.062485 0.7848078 -5.72174126 47 37.505263 -15. 831153

249.046616 44.806763 0.6976945 11. 22792877 48 217.582578 -18.196968

128. 613511 42.131870 0.6509666 9.95971805 49 294.978192 -21.350231

163. 112381 40.038757 0.7323675 -2.58733232 50 67.803590 -21.922656

95. 103670 39.581035 0.5904064 -20.40976627 51 135.087755 -24.605759
326. 108317 37.554823 0.8743818 0.79372805 52 173.635433 -25.536545
232. 635113 32.547506 0.5296568 -50.51857751 53 348.285882 -27.015374

48.509120 30.794101 0.6507192 24.38059343 54 106.549830 -30.344994
88.392694 30.513077 0.8157643 2.75537465 55 162.042657 -31.351891

334.591588 28.748199 0.7549201 -3.34124420 56 104.141857 -33.417017
224.069022 28.221925 0.6984692 10.00156138 57 128.559888 -35.556564

28.315849 27.565283 0.7676768 -3.38379819 58 274.320081 -38.651507
327.217577 26.724552 0.4760303 39.74041995 59 1. 173230 -38.832001

48.548614 26.079714 0.8201397 -3. 71169487 60 292.674300 -40.478590

195.295120 22. 162252 0.7807130 2.13123375 61 344.298766 -45.286458
144. 141882 21.816502 0.8987049 0.22945973 62 84.973447 -45.961002
358.222745 21.566500 0.8681071 -0.51096386 63 313.888946 -46.269488
261.316890 20. 125093 0.6436692 10.09773501 64 46.083893 -47.312509

59.935278 15.083213 0.8224675 -1.32249173 65 183.455902 -57.964041
297.385812 15.054783 0. 515.1203 -47. 18952052 66 309.166976 -59.741285
120.787364 8.256861 0. 8421514 1.47931265 67 216.946175 -60.470789
284.396367 4.213089 0.6808439 16.66119630 68 214.212896 -68. 104207

82.067507 3.599800 0.7062323 -8.79618907 69 277.525202 -72.700364
94.964957 3.362654 0.7903031 3.34973825 70 143.591248 -74.237376

71 59.769954 -76.002113

RAnIUS 

0.6467156 
0.8769167 
0.8428713 
0.8377717 
0.7186482 
0.8668004 
0.5893271 
0.8627193 
0. 6199171
0.8842807 

0.6528944 

0.8457387 
0.6003278 

0.8756687 
0.8450940 

0.8969552 
0.7529815 
0.8840384 

0.4668292 
0.8330265 
0.8420301 

0. 8571598 
0.8629794 
0.7984383 

0.7460020 

0.7032614 

0.6191036 

0.6859100 

0.8721579 
0.8820175 

0.8197766 
0.8155029 
0.7864480 

0.8881660 

0.8567728 
0.8103498 

MASSE 

9.78094839 
-0.63331081

1.46280537
-1. 71649534
-4.85196098
-0.77503495
15.72280969

1.05896939
5.40762100 

-0.39070843

4.82025010

-1.04045995

-6.41725569

0.75385457
0.75534350

-0.33039139
3.51241326

-0.32007410

-24.88255437
-1.06901659
-0.67857150
-0.81268075

-0.52887769
-1.48057662

3.80842775

4.17999556
10.02879972
-7.74462597

0.58071262

-0.42537383
2.19317971
1.35430447

-2.13026535
0.31880224

-0.70291667

2.02232357
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einzeln dargestellt 
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In Abb, 5,9, sind die Auswirkungen dieser einzelnen Zuschläge auf den Approximationsfehler 
dargestellt, Man sieht, daß es günstiger gewesen wäre, auf die J. Radius- und Massenver
besserung pro Gesamtschritt zu verzichten. Von der in Abb, 5,9, gekennzeichneten Stelle 
an wurde abwechselnd radial und tangential jeweils 1 Schritt berechnet, 

Die Notwendigkeit der doch relativ großen Anzahl von Iterationsschritten und die geringe 
Verbesserung der Approximation pro Schritt deuten auf eine starke Abweichung vom linearen 
Fall und auf ein sehr flaches Minimum der Fehlerfunktion im Raum der Parameter hin. Letz
teres erklärt auch den relativ starken Einfluß der Regularisierung. Man sieht, daß mit 
dem Nullsetzen des Regularisierungsparameters in allen J Fällen nochmal eine stärkere 

Fe.hlerabnahme verbunden ist. Ob eine stabile Berechnung der Zuschläge für alle Massen und 
Positionen ohne Regularisierung auch von Beginn an möglich ist, konnte nachträglich nicht 
untersucht werden, da der Rechenaufwand doch erheblich ist. Die Berechnung des Modells 

PM 2/70 G beanspruchte z.B. ca. 25 Stunden reine Rechenzeit auf der EDVA BESM-6, die 
eine Rechengeschwindigkeit von ca. 106 Operationen pro Sekunde hat,

Es soll nochmal unterstrichen werden, daß bei allen Berechnungen (unter Verwendung der 
beschriebenen Regularisierung) keine Stabilitätsprobleme auftraten. Das ist auch deshalb 
erwähnenswert, weil die Untersuchungen von BALl'i:INO (1974) zu dem irgebnis führten, daß 
eine automatische Optimierung von Massen und Positionen bei der Ableitung von Punktmassen
modellen nicht möglich ist. Der entscheidende Gesichtspuhkt dürfte hierbei die Qualität 
der Näherungswerte für die Punktmassenpositionen und die Wahl der zu minimierenden Norm 
sein. 
Die hier vorgeschlagene voll automatisierbare Methode, Näherungswerte für die Punkt
massenpositionen zu besti:rw.en, hat sich in dieser Hinsicht also ebenso bewährt wie die 
Approximation von Beschleunigungsvektoren anstelle von Potentialwerten, 

Es hat sich gezeigt, daß die Ab�eichung von der Orthogonalität tatsächlich klein genug 

ist, so daß die Punktmassenpositionen jedes Approximationsschrittes als Näherungsorte für 
den nächsten Schritt geeignet sind und auch die jeweils neue Punktmassenposition in 
Analogie zum orthogonalen Fall gefunden werden kann, 
Daß die Qualität der Startwerte entscheidenden Einfluß auf die Stabilität hat, be
stätigen einige Testrechnungen, bei denen versucht wurde, Massen und Positionen von 34 
gleichmäßig verteilten Punktmassen zu optimieren, Trotz starker Regularisierung (bis zu 

a1=2) war hier keine stabile Lösung möglich, 

5,1 ,J, Verringerung der Zahl der verwendeten Randwerte 

Einige numerische Tests der in Pkt. 4,6,2. abgeleiteten Methode zur Verringerung der Zahl 
der jeweils berücksichtigten Randwerte zeigten, daß der Viert d doch relativ klein gewählt 
werden muß, Für die schrittweise Approximation von Satz 1 wurde d=0.04 verwendet und 

Satz 2 wurde mit d=0.02 approximiert, 
Im ersten Fall führte das etwa zur Halbierung der Zahl der jeweils in die Rechnung ein
bezogenen Randwerte, und im 2, Fall wirkt sich das bei den meisten Approximationsschritten 
nicht aus. Ursache dafür sind die am tiefsten liegenden Punktmassen, die, einschließlich 
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der NE benachbarten Massen, letztlich meistens alle Ranchverte für die Optimierung be
nötigen. Für die tiefsten Lagen von Punktmassen sind die niederfrequenten Anteile des 
zu approximierenden Feldes verantwortlich. Um die Verhältnisse hier also günstiger zu 
gestalten, müßte ein höherfrequentes Normalfeld subtrahiert werden. 

5.2. Approximationsgenauigkeit/Konvergenzgeschwindigkeit 

5.2.1. Quasiorthogonalität und Einfluß des Parameters NE 

AbG. 5.1. zeigt unter anderem die Abnahme des Jestfehlers bei der Approximation von 
Satz 1 fUr verschiedene NE -Werte. Die Unterschiede zwischen den Kurven von 

NE =0 bis NE = 6 sind so, daß man für größere NE -,i'erte nur noch eine kleine Ver
besserung erwarten kann. Das spricht dafür, daß doch die meisten Punktmassenpoten
tiale quasiorthogonal sind und die Einschränkung durch NE gerechtfertigt ist. 
Die Approximation von Satz 2 wurde nur mit Nt:= 6 berechnet. 
Die darauf aufbauenden zusätzlichen Verbesserungen aller Massen und Positionen, die 
zu den i';iodellen PM 2/32 G, Plii 2/58 G und Pli 2/70 G führten, machen den Unterschied 
zvJischen NE = 6 und NE =N , also dem Fall, bei dem immer alle Punktmassen wieder in 
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die Optimierung einbezogen werden, deutlich. Dieser relativ kleine Unterschied bestätigt 
ebenfalls die Uberlegungen, die zur tinführung des Parameters NE geführt haben. Man muß 
dabei berücksichtigen, daß die Approximation von Satz 2, also die Verwendung eines Normal
feldes, �elches nur die zonalen Terme bis Grad 3 enthält, für die Quasiorthogonalität 
praktisch den ungünstigsten Fall darstellt (siehe Pkt. 3.3.2, und Abb, 3,5,), 

S,2,2, Vergleich der Approximation der beiden Sätze von Randwerten 

Wie gerade erwähnt, geht aus Abb, 3,5, hervor, daß die Voraussetzungen zur Anwendung des 
Approximationsalgorithmus' auf Satz 2 etwas ungünstiger sind im Vergleich zu Satz 1, Trotz
dem ist der Kurvenverlauf in Abb. 5 .1, für gleiches NE (NE =6) für beide Sätze von Rand
werten nahezu gleich für den Bereich von etwa 40 bis 100 Punktmassen. Obwohl die Approxi
mation von Satz 2 ja wegen des einfacheren Normalfeldes mit größerem Restfehler beginnt, 
ist die Genauigkeit für den Bereich von etwa 20 bis JO Punktmassen signifikant besser als 
bei der Approximation von Satz 1. Offenbar .ist die Struktur dee Erdgravitationsfeldes
(repräsentiert durch GEM 10 bis Grad 20) von solcher Art, daß es sich durch Punktmassen 
besser approximieren läßt, wenn nur ein sehr einfaches Normalfeld abgezogen wird, Diese 
Aussage bezieht sich nicht auf die schon diskutierte numerische Stabilität und die Quasi
orthogonalität der Punktmassenpotentiale, sondern auf die prinzipiell erreichbare Appro
ximationsgenauigkeit mit Hilfe einer bestimmten Anzahl von Punktmassen, Ee könnte sein, 
daß es sich hier bei den Quellen um reale Dichteanomalien im Erdinneren handelt, die 
annähernd kugelsymmetrisch sind und deshalb ihre Gravitationsfelder besser durch Punkt
massen approximiert werden können, wenn nicht ein Teil davon schon durch das Normalfeld 
absorbiert wird, Diese Frage kann natüPlich nicht ohne tiefergehende, sorgfältige Unter
suchungen geklärt werden und soll im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden, 

Da die Verwendung eines sehr einfachen Normalfeldes offensichtlich keine Nachteile hin
sichtlich der mit einer vorgegebenen Zahl von Punktmassen erreichbaren Approximations
genauigkeit mit sich bringt, ist diese Variante in Bezug auf Einheitlichkeit und Anzahl 
der Modellparameter einem komplizierten Normalfeld vorzuziehen. Es sei daran erinnert, 
daß das Normalfeld in Satz 2 nur durch 3 Punktmassen darg�stellt wird, 
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5.2.J. Vergleich mit gleichverteilten Punktmassen und Kugelfunktionsentwicklung 

Ein Vergleich der Kurven in. Abb. 5.1. zeigt die Überlegenheit des hier vorgestellten 

Algorithmus' gegenüber einer gleichmäßigen Verteilung von Punktmassen. Man sieht, daß 

die Approximationsgenauigkeit von 156 gleichmäßig verteilten Punktmassen schon durch 

weniger als 30 N,assen mit optimierten Positionen erreicht wird. Die Überlegungen zur 

Konvergenz in Pkt. J.J.J. werden durch die praktischen Rechnungen vollauf bestätigt. 

Schon der einfache Fall NE=0 ist hinsichtlich Konvergenzgeschwindigkeit deutlich 

besser als gleichverteilte Punktmassen. 

Lit der Wahl des Parameters NE ist es möglich zu steuern, in welcher Weise man einen 

Kompromiß eingeht zwischen Aufwand bei der Berechnung des Punktmassenmodells einerseits 

und bei seiner Anwendung andererseits. Ein relativ großer Wert für NE führt zu einem 

starken Anwachsen der Rechenzeit bei der Ableitung des Punktmassenmodells, hat dafür 

aber den Vorteil, daß eine bestimmte Approximationsgenauigkeit schon mit weniger 

Parametern erreicht wird, Für eine sehr breite und häufige Anwendung des Modells lohnt 

sich demnach die Verwendung eines großen ""iertes für NE • 

In Abb. 5,10. werden die Approximationen von Satz 2 durch Punktmassen und durch Kugel

funktionen miteinander verglichen. 
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Dazu ist (ähnlich wie in Abb. 5.1.) der Restfehler in Abhängigkeit von der Parameterzahl 
N des approximierenden Modells dargestellt. Die 3 Parameter des Normalfeldes wurden zusätz
lich berlicksichtigt, so daß die Kurven bei N = 3 beginnen. 
Mit der bisherigen Betrachtungsweise, wonach die Punktmassen als Basisfunktionen oder 
Basisvektoren angesehen werden, ist es natlirlich, jede Punktmasse als einen Parameter 
zu zählen. Das ist im Vergleich mit Kugelfunktionen insofern auch vernlinftig, als die 
Rechenzeit bei der Nutzung der Modelle in Computer-Programmen pro Punktmasse und pro 
Kugelfunktionskoeffizient etwa gleich ist. Ein Vergleich der entsprechenden Kurven in 
Abb. 5.10. zeigt auch hier die Vorteile der vorgestellten Methode zur Berechnung von 
Punktmassenmodellen. Dabei muß man sogar noch in Rechnung stellen, daß die Ausgangsdaten 
ja durch eine Kugelfunktionsentwicklung erzeugt wurden und somit die Approximation dieser 
Daten durch Kugelfunktionen schon bei einer endlichen Zahl von Parametern konvergiert. 

Nun ist folgender Vergleich interessant und nlitzlich: 
Jede Kugelfunktionsentwicklung ist bekanntlich theoretisch exakt umrechenbar in eine 
Darstellung durch Multipole; ganz konkret z.B. durch d-ie Multipoldarstellung der 
einzelnen Grundfunktionen (siehe Pkt. 2.3.5.). Die Parameter dieser Darstellung bein
halten die Lage der Pole auf der Kugeloberfläche (z.B. in Form von Länge und Breite) 
und die "Ladungsstärke" jedes Pols. Wie die 3 Komponenten jeder Punktmassenposition bei 
den hier berechneten Modellen, werden bei der Multipoldarstellung die 2 Koordinaten jedes 

Pols auf der Kugeloberfläche durch das darzustellende Feld festgelegt. 
Wlirde man die Wertepaare, welche die Achsen der Multipole charakterisieren, bei der Zahl 
der Parameter formal unberlicksichtigt lassen, käme die Multipoldarstellung mit einem 
Drittel der Parameter aus, was natlirlich der exakten Umrechenbarkeit von Multipolen und 
Kugelfunktionen widerspricht. Mit dieser Überlegung soll plausibel gemacht werden, daß, 
vom approximationstheoretischen Standpunkt aus gesehen, auch die Koordinaten der Punkt
massen als Parameter zu zählen sind, wenn sie in die Optimierung einbezogen werden. Die 
obere "Punktmassenkurve" in Abb. 5.10. trägt dem Rechnung. Die Übereinstimmung mit der 
Approximation durch Kugelfunktionen ist erstaunlich gut. Berlicksichtigt man den schon 
erwähnten Fakt, daß die Ausgangsdaten durch eine Kugelfunktionsentwicklung endlichen 
Grades erzeugt worden sind, dann wird man kaum erwarten können, daß eine andere Dar
stellungsform mit weniger Parametern auskommt. Die gute Übereinstimmung der beiden Kurven 
ist also auch ein Hinweis darauf, daß die durch den Algorithmus bestimmten Punktmassen
positionen tatsächlich optimal sind. 
Es ist interessant, daß BALMINO (1974) folgende Frage aufgeworfen hat und durch seine 
Untersuchungen negativ beantworten mußte: " Ist es möglich, ein Kugelfunktionsmodell durch 
Punktmassen mit optimierten Positionen in der �eise darzustellen, daß die Zahl der benötig

ten Massen nur dem vierten Teil der Zahl der Kugelfunktionskoeffizienten entspricht?" Dem 
realen Fall besser angepaßt wäre die Frage: "Wenn ein vorgegebenes (reales) Feld durch 
Kugelfunktionen und Punktmassen mit optimierten Positionen jeweils mit gleicher Genauig
keit approximiert wird, ist dann das Verhältnis von Punktmassenzahl zur Zahl der Kugel
funktionskoeffizienten 1/4?" Abb. 5.10. und obige Diskussion geben eindeutig Antwort auf 
diese Frage. 

5.3. Vergleich der Spektren von Punktmassenmodellen und approximiertem Modell GEM 10 

Die gute Approximation der vorgegebenen Randwerte auf der Kugelfläche 6 sagt noch nichts 
darliber aus, wie die einzelnen Frequenzen des zu approximierenden Feldes durch die Punkt
massenmodelle widergespiegelt werden. Da keinerlei Nebenbedingungen oder Zusatzinforma-
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tion über Gesamtmasse, Schwerpunktslage oder höhere Kugelfunktionskoeffizienten bzw. 
Gradvarianzen eingearbeitet wurden, darf man gespannt sein, welches Ergebnis die be
schriebene Approximation der Randwerte durch Punktmassen in dieser Hinsicht liefert. 

5,3.1, Gesamtmasse und Kugelfunktionskoeffizienten niedrigen Grades 

Es ·11urde schon erwähnt, daß bei der Berechnung der einzelnen aufgeführten Punktmassen
modelle im letzten Schritt die Massen für festgehaltene Positionen neu bestimmt wurden, 
wobei im Koordinatenursprung jeweils eine zusätzliche Masse positioniert wurde. Diese 
zusätzliche kasse führte zu einer besseren Erfüllung der Bedingung, daß die Summe aller 
�assen gleich Null sein muß. 

In Tabelle 5,6 sind für einige Punktmassenmodelle die Aussagen über die Gesamtmasse zu
sammeneefaßt. 

Tabelle 5,6,: Gesamtmasse für einige Punktmassenmodelle 
getrennt für positive und negative Massen 

i,,odell Gesamtmasse [1 o-6 • Erdmasse]

positive Massen negative N.assen 

Plli 102 57, 214938 -57, 218708

PM 1 / 45 70,433445 -70,438348

PM 1 /58 75,878722 -75 ,882956

PM 1 /72 84,207499 -84,213019

Pf\t 1 /86 91 ,529273 -91 ,527378

Pi\; 1 /1 :)0 1 oo, 186899 -100,184723

l)i:! 2/32 136, 226942 -136, 231714

l'l1! 2/32 G 443,821507 -443 ,026021

PM 2/58 127 ,941343 -127 ,945620

PM 2/58 G 229,517082 -229,521103

PM 2/70 136,458260 -136, 459995

Pr11 2/70 G 216,534719 -216,534947

PM 2/100 157,605762 -157,605977

gesamt 

-0,003770

-0,004903

-0,004234

-0,005520

0,001894

0 ,002175

-0,004772

-0,004514

-0,004277

-0,004020

-0,001735

-0,000227

-0,000215

Es sind die Summen über alle positiven und alle negativen !fassen getrennt aufgeführt; 
die Gesamtmasse ist durch die Differenz gegeben; die N.assen sind auf die Erdmasse bezogen 
und mit 106 multipliziert. Man sieht, daß die Approximation von Satz 1 im Mittal kleinere 
Beträge für die N.assen liefert als Satz 2 und die Beträge der Massen in den Modellen 
PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G nochmal um einiges größer sind. Um die Unterschiede 
zu erklären, muß man folgende Effekte berücksichtigen: 

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



105 

Die Anomalien in Satz 2 haben im Vergleich zu Satz 1 im Mittel größere Amplituden und 
größere Ausdehnungen, Anomalien mit größeren Amplituden führen natürlich auch zu größeren 
Beträgen bei den Massen der approximierenden Punktmassen. Anomalien mit größerer Ausdehnung 
haben tiefer liegende Massen zur Folge, welche aus 2 Gründen größere Beträge haben als 
dicht an der Oberfläche liegende Massen, Erstens folgt für 2 Punktmassenpotentiale �1cp 1 

und �2cp2 mit gleichem integralen Einfluß auf der Kugeloberfläche, d ,h, mit gleicher 
Norm: 

nicht, daß die Beträge der Massen p1 und p2 auch gleich sind. Vielmehr folgt aus (5.1):

(5. 2) 

und mit (3 • 88) : 

(5. 3) 
1 - Ry 

1 - R� 

Für R1 < R2 folgt also 1�1 1 > 1�2 I •
Zweitens beginnt mit größer werdender Tiefe der Effekt eine Rolle zu spielen, der zur 
numerischen Realisierung der Multipole durch Punktmassen ausgenutzt werden lcann (siehe Pkt, 
2,3 ,5,). Die Beträge von Massen unterschiedlichen Vorzeichens können mit kleiner werden
den Radien sehr groß werden (im Grenzübergang unendlich groß) obwohl nach außen endliche 
("vernünftige") Felder erzeugt werden. 

Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen für Satz 1 und Satz 2 lassen sich also einfach 
durch die verschiedenen unteren Grenzfrequenzen erklären, die unterschiedliche Anomalien 
des zu approximierenden Feldes bewirken, Für die größeren Beträge der Massen in den 
Modellen PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G ist die Tatsache verantwortlich, daß die 
gemeinsame Optimierung alle� Punktmassenpositionen im Mittel zu tiefer liegenden Massen 
führt. Ursache dafür ist in der Ne -Linschränkung der anderen Modelle zu suchen. Diese
wirkt nämlich indirekt sehr tiefen Punktmassenlagen entgegen, weil der Einfluß tief liegen
der Massen auf entferntere Gebiete nicht durch dort positionierte Massen kompensiert 
werden kann, da diese ja durch die Ne -Auswahl nicht in die Optimierung einbezogen werden, 
Die Gesamtmasse wird von allen aufgeführten Punktmassenmodellen sehr gut reproduziert. 
Die relativen Abweichungen vom Sollwert liegen zwischen 5•10-9 und 2•10-10• Die Modelle
PM 2/70 G und PM 2/100 liefern hier die besten Ergebnisse. Berücksichtigt man, daß das 
Produkt aus Gravitationskonstante und Erdmasse heute mit einer relativen Genauigkeit von 
etwa 5.10-8 bestimmbar ist (in: DICKEY, u.a., 1982 wird der Wert mit GM = 338600,44
+ 0 1 02 km3 kg-1s-2 angegeben), dann ist die Genauigkeit der Punktmassenmodelle in dieser
Hinsicht völlig ausreichend,

DOI: https://doi.org/10.2312/zipe.1986.092



106 

In Tabelle 5,7. sind die Differenzen der ersten Kugelfunktionskoeffizienten zwischen 
einigen Punktmassenmodellen (einschließlich Normalfeld) und dem Referenzfeld GEM 10 auf
geführt. 

Tabelle 5,7,: Differenz der ersten Kugelfunktionskoeffizienten (Punktmassenmodell 
minus GEM 10) für einige Punktmassenmodelle [10-8]

Eoeffi- PM 2/32 PM 2/32 G PM 2/58 G PM 2/70 PM 2/70 G PM 2/100 PM 1/100 Fehler 
zienten nach 

RAPP (1981) 
-

010 -1 , 9 -0,77 0,84 2,0 0,064 0,97 -0,44 o,o 
-

-5,6 -0,63 -0, 23 -2, 1 0,03 0,31 -0, 19 o,o 011 
-

811 -3,0 -0,88 0,47 -0,29 -0,048 0,60 o,67 o,o 

1 ,7 0,60 0,10 2,3 0,33 1 ,3 -0,035 0,04 0 20 
0 21 4,0 2, 1 -0,59 -1, 4 -0,46 -0, 22 o, 16 o, 15 

-1 , 5 -0,42 o,64 -2,6 -0,31 -0,82 -0,39 o, 10 
C 22 
-

s21 5,2 1 , 2 0,44 0,097 0,22 -0,051 0,44 o, 14 
-

7, 1 0,32 -0,38 -0,46 -0,036 0,54 0,35 o, 10922 

Zum Vergleich wurden die Fehler bei der Koeffizientenbestimmung aus (RAPP, 1981) mit 
aufgeführt, Die Koeffizienten c10, c11, s11 gehen dort a priori mit dem Wert O,O ein und
sind damit natürlich fehlerfrei. Man sieht, daß die gemeinsame Optimierung aller Massen 
und Positionen, die zu den i'11odellen mit der Zusatzbezeichnung "G" geführt hat, auch eine

deutliche Verbess�rung der Werte für die ersten Kugelfunktionskoeffizienten bewirkt, Ins
gesamt muß man aber sagen, daß die Genauigkeit, mit der die Koeffizienten reproduziert 
werden, bei einigen Punktmassenmodellen nicht ganz der heutigen Genauigkeit dieser Koef
fizienten entspricht. Das trifft besonders für den sehr genau bekannten Wert von 

c20 

zu. Wie sich das praktisch auswirkt und wie dem begegnet werden kann, wird in Pkt, 5,4, 
diskutiert. 

5,J.2. Vergleich der Gradvarianzen / die Spektren der Restfelder 

Um auch für die höheren Frequenzen Aussagen zu erhalten, wurden die Schwereanomaliegrad
varianzen einiger Punktmassenmodelle mit denen des Heferenzmodells GEM 10 verglichen. 
Dazu wurden für die Punktmassenmodelle die zugehörigen Kugelfunktionskoeffizienten bis 
Grad und Ordnung 25 berechnet (vgl. Pkt. 2,4,1.).Abb, 5,11. zeigt die gute Übereinstim
mung der Spektren. Die Gradvarianzen für die Schwereanomalien wurden hier den Potential
gradvarianzen vorgezogen, weil sie nicht so schnell mit größer werdendem Grad abnehmen 
und deshalb besser grafisch darstellbar sind und weil sie eine bessere Vorstellung über 
die Größenordnung der Störungen auf der Oberfläche vermitteln, 

1 

-
-
-

1 1 

' 
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Man konnte erwarten, daß die Punktmassenmodelle mit kleinerem Approximationsfehler auch 

das Spektrum besser reproduzieren. Bemerkenswert ist, daß praktisch keine höheren Fre

quenzen erzeugt werden, als in den Ausgangsdaten enthalten sind und daß die geringere 

Approximationsgenauigkeit von Modellen mit weniger Punktmassen nicht zu große, sondern 

zu kleine Werte fUr die Gradvarianzen bewirkt, 

Aus einer guten Übereinstimmung der Gradvarianzen folgt aber noch nicht die Überein

stimmung der einzelnen Koeffizienten. 

l!1 
N 

Um auch das zu testen, wurden die Differenzen der Kugelfunktionskoeffizienten der Punkt

massenmodelle und des Referenzmodells GEM 10 gebildet und daraus Schwereanomaliegradvarian

zen für die Differenzfelder (oder Restfelder) berechnet. Abb, 5.12 zeigt diese Grad

varianzen für die Modelle PM 1/100, PM 2/100, PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G. Es ist 

ein erwartetes Ergebnis, daß die Koeffizienten niedrigen Grades besser reproduziert 

werden und daß mit der Zahl der Punktmassen auch die Genauigkeit für die höheren Harmo

nischen steigt. Ein Vergleich der Modelle PM 1/100 und PM 2/100 zeigt, daß die beiden unter

schie dlichen Normalfelder keinen Einfluß auf die Reproduktion der einzelnen KugelfunktionsT 

koeffizienten haben. 

Interessant sind die Vergleiche in Abb. 5,13. 
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Hier sind die Gradvarianzen der Differenz zu GEM 10 für die Modelle PM 2/32 G und 

PM 2/70 G und für die Modelle vor der zusätzlichen gemeinsamen Optimierung aller Punkt

massen, PM 2/32 und PM 2/70, dargestellt, Außerdem wurde noch ein Modell ausgewählt, 

welches gewissermaßen zwischen PM 2/32 und PM 2/32 G liegt, d,h, es wurden die Massen und 

Positionen verwendet, die sich etwa nach der Hälfte des Iterationsprozesses, der von 

P!l'i 2/32 zu PM 2/32 G führte, ergaben, 

Wie sich schon beim Vergleich der Gesamtmasse und der Koeffizienten bis zum Grad 2 

abzeichnete, bewirkt die zusätzliche gemeinsame Optimierung al�er Massen und Posi

tionen eine deutliche Verbesserung der niedrigen Koeffizienten. lberrasschend ist, daß 

das teilweise auf Kosten der Genauigkeit der Koeffizienten hHheren Grades geschieht, 

Eine plausible Erklärung ist die Tatsache, daß die Startpositionen bei der Berechnung 

der Punktmassenmodelle durch den beschriebenen Algorithmus relativ dicht unter der 

Oberfläche liegen und somit harmonische Glieder hHheren Grades mit relativ großen 

Amplituden erzeugen (vgl, die Abhängigkeit der von Punktmassen erzeugten Kugelfunk

tionskoeffizienten vom Radius der Punktmassenposition und vom Grad in (2,79), Pkt, 

2,4,1 ,), Die Optimierung der Punktmassenpositionen bewirkt also zunächst eine verhältnis

mäßig gute Approximation der hHherfrequenten Anteile. Vlie in Pkt, 5,3,1, schon gesagt, 

führt die aufwendige gemeinsame Verbesserung aller Massen und Positionen zu etwas tie

feren Lagen der friassen, d,h, im Sinne der Approximation der Randwerte ist es offenbar 

günstiger, wenn die niedrigen Frequenzen gut dargestellt werden, Die Anpassung der zu 

approximierenden Randwerte wird dabei nur wenig verbessert - die relative Genauigkeit 

einzelner J(oeffizienten niedrigen Grades allerdings um eine ganze GrHßenordnung. Auf 

diesen Fakt werden wir im nächsten Punkt zurückkommen, 

5,4. Test der Punktmassenmodelle durch Satellitenbahnberechnung 

Vlie in Pkt. 1. schon erwähnt, ist die mathematische Darstellung des Gravitationsfeldes 

eine wichtige Voraussetzung für die Modellierung von Bahnen künstlicher Erdsatelliten. 

Für diese Bahnberechnung hat sich allgemein die Methode der numerischen Integration der 

entsprechenden Differentialgleichung durchgesetzt, Kernstück ist dabei die Kraftfunktion, 

welche für jede vorgegebene Satellitenposition die Sumn;e der auf den Satelliten wirken

den Kräfte, exakter gesagt, die resultierende Beschleunigung, liefert (siehe z.B.: 

GENDT, SOROKIN, 1978). Den mit Abstand grHßten Einfluß hat dabei das Gravitationsfeld 

der Erde, welches demzufolge besonders genau dargestellt werden muß, Im folgenden 

soll getestet werden, wie sich die Punktmassenmodelle zur Bahnberechnung künstlicher 

Erdsatelliten eignen. 

Es ist klar, daß die hier abgeleiteten Modelle hinsichtlich Genauigkeit bei der Bahn

modellierung nicht das Modell GEM 10 übertreffen kHnnen, weil dieses ja als Referenz

feld bei der Punktmassenberechnung diente. Interessant ist aber ein Vergleich der 

Punktmassenmodelle untereinander und gegenüber GEM 10 in Bezug auf die Zahl der verwen

deten Gravitationsfeldparameter und die damit erreichte Bahngenauigkeit, Zu diesem 

Zweck wurden reale Laserentfernungsmessungen zu den beiden Satelliten Lageos und 

Starlette ausgewählt, Die Daten stellen Meßwerte aus der MERIT-Kurzkampagne von welt

weit verteilten Stationen dar und haben eine Genauigkeit von wenigen Dezimetern (siehe 

z.B.: MONTAG, u,a,, 1982), Für den Satelliten Lageos wurde der 5-Tage-Bahnbogen aus
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dem Zeitraum von 44500,62 bis 44505,32 und für Starlette der 4-Tage-Bogen von 44483,8 
bis 44487,95 ausgewählt (Zeitangabe im Modifizierten Julianischen Datum [MJD] ). 
l'üt Hilfe des Bahn;irogramms POTSDAM-4 (GENDT, MONTAG, 1981) wurden unter Verwendung der 
zu vergleichenden Gravitationsfeldmodelle Bahnen berechnet und durch Optimierung der 
Bahnelemente an die Meßwerte angepaßt. Die Näherungsbahnelemente für die Optimierung 
sind in Tabelle 5,8. zusammengestellt, 

T8.belle 5,8.: Bahnelemente der Satelliten Lageos und Starlette 

l<EPLERsche Bahnelemente Lageos Starlette 

Zeitpunkt �ftJD] 44502,0320025682 44483,0000000000 

Argumente des Perigäums [o] 216,635424 261 , 558446 

Argument des aufsteigen-
den Knotens [O) -76, 257099 228, 1863_19 

Bahnneigung (01 109,820213 49,804318 

Exzentrizität 0,00411312 0,01943537 

mittlere ,1nomalie [o] 197,312328 15, 299543 

große fü!lbachse (riim] 12,26783243 7,33031065 

In den Abbildungen 5.14, und 5,15, sind die Ergebnisse dieser Vergleichsrechnungen zu
sammengefaßt, �s sind die Bahnfehler über der Zahl der Parameter des jeweiligen Gravita
tionsfeldmodells aufgetragen. Als Bahnfehler wurde die Wurzel aus der über den Bahnbogen 
gemittelten quadratischen Differenz zwischen gemessenen und berechneten Entfernungen 
von Beob�chtungsstation zu Satellit genommen. Bei den Punktmassenmodellen wurde eine 
Punktmasse als ein Parameter gezählt (vgl. die Diskussion in Pkt, 5,2.3.) und die Para
meter des je�eiligen Normalfeldes berücksichtigt, da diese bei der Satellitenbahnbe
rechnung natürlich auch einbezogen werden müssen. Bei den Modellen, die durch Appro
ximation von �atz 1 entstanden, sind das die 25 Parameter der Kugelfunktionsentwick
lung bis zu Grad und Ordnung 4; bei den anderen sind es die 3 Punktmassen, die das 
Normalfeld zu Satz 2 bilden. 
1/ichtigste Aussage der durchgeführten B3hnberechnung ist, daß die verwendeten Punkt
massenmodelle zur Bahnmodellierung prinzipiell geeignet sind, worauf die gute Repro
duktion des Frequenzspektrums ja schon hindeutete, Die Unterschiede zwischen den 
PM 1 /,,. - und PM 2/ •• - Modellen sind gering, Die Modelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und 
PM 2/70 G ermöglichen, wie erwartet, eine bessere Bahnanpassung als die Modelle 
PM 2/32

1 
PM 2/58 und PM 2/70. Folgende Ergebnisse sind bei oberflächlicher Betrachtung 

etwas unerwartet: Das Modell Phl 2/58 liefert beim Satelliten Lageos trotz geringerer 
Parameterzahl und damit schlechterer Approximation der Randwerte eine bessere Bahnan
passung als die r::odelle PM 2/70 und PM 2/83, Demgegenüber steht eine relativ schlechte 
Bahnapnpassungfürdieses Modell beim Satelliten Starlette. Ebenso ist der Bahnfehler 
für Pr:i 2/58 G beim Satelliten Starlette geringer als für PM 2/70 G, obwohl beide 
Modelle in gleicher Art und Weise abgeleitet wurden und letzteres eine größere Zahl 
von Punktmassen beinhaltet und dadurch natürlich die Randwerte besser approximiert, 

1 
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Die zusätzlichen Optimierungen der Modelle PM 2/58 und PM 2/70, die zu PM 2/58 G bzw. 

PM 2/70 G führten, verringerten den Fehler bei der Approximation der .Randwerte um 7,7 % 

bzw. um 11 ,1 %. Die dadurch hervorgerufenen Verbesserungen bei der Bahnanpassung be

tragen aber beim Lageos 10,1 % bzw, 50,5 % und beim Starlette 49,1 % bzw. 15,2 %. 

Allgemein muß man festestellen, daß beim Vergleich verschiedener Punktmassenmodelle 

aus einer besseren Approximation der Randwerte nicht ohne weiteres auf eine bessere 

Eignung zur Bahnmodelli_erung geschlossen werden darf, 

Um diese Effekte zu erklären, muß man folgendes berücksichtigen: 

Entwickelt man das Gravitationsfeld nach Kugelfunktionen, dann haben die einzelnen 

Terme der Entwicklung unterschiedlich großen Einfluß auf die Bahnen künstlicher Erd

satelliten. Generell nimmt dieser Einfluß mit steigendem Grad aer1 Entwicklung ab, was 

hauptsächlich dadurch bedingt ist, daß mit gr1ößer werdendem Abstand von der Erde die 

höheren Frequenzen stärker gedämpft werden (siehe Radiusabhängigkeit in (2.15)), Das ist 

auch der Hauptgrund \für die Vorteile der Modelle PM 2/32 G, PM 2/58 G und PM 2/70 G 

hinsichtlich der Bahnmodellierung, denn wie aus Abb. 5.13, und den Tabellen 5,6, und 

5,7, hervorgeht, bewirkt die zusätzliche Optimierung aller Massen und Positionen eines 

Punktmassenmodells vor allem eine Verbesserung der niedrigen Kugelfunktionskoeffizienten. 

Für jeden Satelliten gibt es aber außerdem ganz bestimmte Kugelfunktionsglieder, welche 

auf die Bahn einen besonders großen Einfluß haben, Fehler in den einzelnen Kugelfunk

tionskoeffizienten können sich also sehr unterschiedlich auf die Satellitenbahnen aus

wirken. Ursache dafür sind vor allem die resonanten Störungen, die für verschiedene 

Satelliten im allgemeinen von völlig unterschiedlichen Kugelfunktionsgliedern hervorge

rufen werden und zum Teil erhebliche Amplituden erreichen können. Eine Tabelle, die 

Auskunft darüber gibt, wie sich Fehler in einzelnen Kugelfunktionskoeffizienten auf die 

Bahn des Satelliten Lageos auswirkt, ist z.B. in (LERCH, u.a., 1983) enthalten. 

Andererseits zeigte eine grobe Analyse der durch die Punktmassenmodelle erzeugten 

Kugelfunktionskoeffizienten (auf eine Wiedergabe der einzelnen Koeffizienten wurde hier 

verzichtet), daß ihre Genauigkeiten (in gewissen Grenzen) zufällig sind. Das war nicht 

anders zu erwarten, denn die Punktmassenmodelle sind ja durch Approximation von Rand

werten ohne Nebenbedingungen bzw. Zusatzinformationen berechnet worden. Es kann nun 

durchaus passieren, daß ein Punktmassenmodell die für einen bestimmten Satelliten 

wichtigen Koeffizienten mit höherer Genauigkeit reproduziert als andere Modelle, welche 

eine größere Zahl von Punktmassen beinhalten und die Randwerte besser approximieren, 

Hohe Genauigkeiten bestimmter Koeffizienten werden dabei durch niedrige Genauigkeiten 

anderer Koeffizienten kompensiert, 

Durch diese Überlegungen lassen sich die aufgezeigten Unregelmäßigkeiten, z.B. die des 

Modells PM 2/58 für Lageos und Starlette, qualitativ erklären, Es ist sicher möglich, durch 

sorgfältige Analyse der einzelnen erzeugten Kugelfunktionskoeffizienten die unterschied

lichen Bahnmodellierungsgenauigkeiten der einzelnen Punktmassenmodelle auch quantitativ 

zu begründen. Dabei sind jedoch keine zusätzlichen, für die Punktmassenapproximation 

nützlichen, Aussagen zu erwarten. 

Es wäre auch möglich gewesen, bei der Ableitung der Punktmassenmodelle die jeweils ab

schließende Neubestimmung aller Massen für festgehaltene Positionen unter Einbeziehung 

von Nebenbedingungen für bestimmte Kugelfunktionskoeffizienten vorzunehmen. Es erwies 

sich aber für die Beurteilung der Leistungsfähigkeit und der Grenzen des Approximations-
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algorithmus' als vorteilhaft, die Testrechnungen zunächst ohne solche Zusatzinformation 

durchzuführen. Punktmassenmodelle, die speziell für die Satellitenbahnmodellierung ge

eignet sein sollen, könnten wie folgt berechnet werden: Die Punktmassenpositionen werden 

durch den beschriebenen Algorithmus bestimmt. Im letzten Schritt der Modellbildung werden 

dann wie bisher für festg�haltene Positionen alle Massen, einschließlich einer Masse im 

Erdmittelpunkt, durch die Methode der kleinsten Quadrate neu bestimmt. Dabei werden aber 

neben den Randwerten auch Kugelfunktionskoeffizienten, gewissermaßen als Meßwerte eines 

anderen Typs, vorgegeben und in die Minimierung einbezogen. Die einzelnen Koeffizienten 

müssen nun mit solchen Gewichten versehen werden, daß sie mit der Genauigkeit reprodu

ziert werden, mit der sie bekannt sind. Dieses Vorgehen hat gegenüber strengen Nebenb:e

dingungen den Vorteil, daß die Genauigkeit der Koeffizienten gesteuert werden kann und 

daß die Dimension der Normalgleichungsmatrix sich nicht vergrößert. Mit den in Pkt. 

2.4.1. abgeleiteten Formeln zur Umrechnung der Punktmassenpotentiale in Kugelfunktionen 

sind die theoretischen Voraussetzungen für eine·solche Modifizierung bei der Punktmassen

berechnung gegeben. 

Ein wichtiger Gesichtspunkt bei der Untersuchung der Punktmassenmodellierung ist, wie 

in Pkt. 2.4. schon diskutiert, eine effektive Berechnung der,Feldgrößen. Bei der Berechnung 

auf der Erdoberfläche werden die Vorteile der hier abgeleiteten Punktmassenmodelle gegen

über der Kugelfunktionsentwicklung deutlich durch die gute Approximation der Randwerte. 

Abb. 5.10. zeigt ja, daß für eine gleich gute Approximation die Zahl der benötigten' 

Punktmassen nur etwa 1 / 4 der Zahl der Kugelfunktionskoeffizient·en beträgt. 

In Bezug auf die Satellitenbahnintegration ergab die Diskussion, daß es sinnvoll ist, 

hierfür speziell zugeschnittene Punktmassenmodelle zu verwenden. Trotzdem kann man die 

in Abb, 5,14, und 5,15, dargestellten Ergebnisse natürlich auch unter dem Gesichtspunkt. 

der Rechenzeiteinsparung diskutieren und einige nützliche Aussagen ableiten. 

Die Rechenzeit bei der numerischen Satellitenbahnintegration wird wesentlich von der 

Effektivität bei der Berechnung der Kraftwirkung auf den Satelliten beeinflußt, Ursache 

hierfür ist die durch die numerische Integration notwendige häufige Auswertung der ent

sprechenden Kraftfunktion (siehe z.B.: GENDT, SOROKIN, 1978). Am aufwendigsten ist dabei 

die Berücksichtigung der Gravitationsfeldwirkung der Erde, Bei einer Darstellung durch 

Kugelfunktionen wird 70 % der Rechenzeit einer Bahnmodellierung für die Berechnung der 

Gravitationskraft der Erde verbraucht, wenn der Grad der Kugelfunktionsentwicklung größer 

als 15 ist (siehe: GENDT, SOROKIN, 1978). Will man also die numerische Satellitenbahn

modellierung effektiver gestalten, dann liegt hier der Hauptansatzpunkt. 

Testrechnungen zeigten, daß die Rechenzeit für eine Berechnung der 3 Komponenten der 

Gravitationskraft pro Kugelfunktionskoeffizient und pro Punktmasse etwa gleich ist. Die 

Kugelfunktionen wurden dabei nach der sehr effektiven Methode von CUNNINGHAM(1970) aus

gewertet. Die Abbidlung 5,14, und 5,15. geben somit auch Auskunft über die relativen 

Rechenzeiten für die Bahnmodellierungen, 

Um die Resultate richtig beurteilen zu können, muß man folgendes berücksichtigen: 

Erstens können die Punktmassenmodelle die Genauigkeit des Referenzmodells GEM 10 streng 

genommen nur asymptotisch erreichen, so daß ein Vergleich vor allem für eine relativ 

geringe Parameterzahl sinnvoll ist. Zweitens liefert für den 4-Tage-Bogen des Satelliten 

Starlette auch GEM 10 keine befriedigende Anpassung, wie aus Abb. 5,15. ersichtlich ist. 

Drittens ist die Wirkung der höherfrequenten Anteile des Gravitationsfeldes der Erde in 

der Flughöhe des Satelliten Lageos (ca, 6000 km über der Erdoberfläche; siehe Tabelle 
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5,8,) so stark gedämpft, daß schon unter Einbeziehung relativ weniger Kugelfunktions

glieder eine gute Bahnanpassung erreicht wird, 

Vor diesem Hintergrund kann man aus den beiden Abbildungen schlußfolgern, daß Punkt

massenmodelle,die nach der hier vorgeschlagenen �ethode abgeleitet wurden, die numerische 

Satellitenbahnintegration durchaus effektiver gestalten können. 

Besonders bei niedrig fliegenden Satelliten, für die eine hochauflösende Gravitations feld

darstellung unumgänglich ist, kann man eine deutliche Rechenzeiteinsparung erwarten, 

Die Genauigkeit des Punktmassenmodells Pl'li 2/58 G für den Satelliten Starlette (Flughöhe 

ca, 1000 km, siehe Tabelle 5,8,) wird z.B. erst unter Auswertung von etwa 250 Kugel

funktionekoeffizienten erreicht, 

�an mu3 allerdings sagen, daß für die hochpräzise geodätische Vermessung solcher geody

namischer Effekte wie Krustenbewegung oder Polbewegung und Rotationszeitschwankung der 

Erde vorwiegend hochfliegende Satelliten (z.B. Lageos) genutzt werden und der Einsatz von 

Punktmassenmodellen hier keine wesentlichen Vorteile gegenüber der Kugelfunktionsent

wicklunc; erwarten läf3t. 1eine der Hauptursachen für die geodätische Nutzung hochfliegen

d er Satelliten ist gerade die geringe Empfindlichkeit ihrer Bahn gegenüber den Gavita

tionsfeldstörungen der 1rde, 

i/iedrig fliegende Satelliten eignen sich dagegen besonders gut zur Untersuchung des 

Gravitationsfeldee der Erde. So existieren eine Reihe von Vorschlägen, 2 Satelliten auf 

identischen Bahnen in einem geringen Abstand voneinander die Erde umkreisen zu lassen 

(bekannt als ''low-low-Konfiguraton"), Aus den Änderungen des Abstandes der beiden 

Jatelliten, der sehr genau vermessen wird, kann man Informationen über das Gravitations

feld der Erde erhalten. Ein anderes Projekt besteht darin, einen niedrig fliegenden 

Satelliten zu starten, der ein Gradiometer trägt, welches eine oder mehrere Kompo

nenten der 2. Ableitungen des Potentials mißt. Für die numerische Modellierung solcher 

Satellitenbahnen könnten Punktmassenmodelle mit Vorteil eingesetzt werden. 

6. Resümee

Eine wichtige Aufgabe in den Geowissenschaften ist die Bestimmung und Darstellung des 

äußeren Gravitationsfeldes der Erde. Durch die immer genauere und detailliertere 

Kenntnis des Feldes sind in den letzten Jahren die Anforderungen an die mathematische 

Darstellungsform enorm gestiegen. Gesucht sind besonders Modelle, die flexibel hin

sichtlich Auflösung bzw. Genauigkeit in unterschiedlichen Gebieten sind und eine effek

tive Berechnung1 der Feldgrö,'3en durch den Computer ermöglichen. Nützlich für die Geophysik 

sind Modelle, deren Pararf.eter außerdem unter Einbeziehung von Zusatzinformationen geo

physikalisch interpretierbar sind, 

Die Darstellung durch Punktmassen im Inneren der Erde scheint den genannten Anforde

rungen am besten gerecht zu werden. Es wurden die zusammenhänge dieser Darstellungsform 

mit anderen Formen aufge�eigt. Um die potentiellen Möglichkeiten der Punktmassendar

stellung auszuschöpfen, wurde die Aufgabe gestellt, neben den Massen auch die Punktmassen

positionen zu optimieren. 

Dieses Problem ist bisher noch nicht ausreichend untersucht worden, 

Unter Nutzung funktionalanalytischer Mittel wurde ein Algorithmus erarbeitet, mit dessen 

Hilfe ein auf der Erdoberfläche in Form von Beschleunigungsvektoren vorgegebenes Feld 

durch schrittweise Erhöhung der Zahl der Punktmassen approximiert werden kann und neben 

den �assen auch die Punktmassenpositionen in die Optimierung einbezogen werden, Die 
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Punktmassenpotentiale werden dabei als Vektoren im Hilbertraum aufgefaßt; und es wird ge

zeigt, daß nach jedem Approximationsschritt die Positionen der Massen optimal werden, wenn 

die Hilbertraumvektoren der Punktmassenpotentiale quasiorthogonal sind. Durch Einführen 

eines neuen Skalarprodukts kann diese Bedingung wesentlich besser erfüllt.werden. 

Eine wichtige Aufgabe bestand darin, für die Optimierung der Punktmassenpositionen 

Näherungswerte bzw. Startwerte zu finden, Sie konnte gelöst werden durch Positionierung 

der Punktmassen unterhalb der größten Anomalien des Feldes. Der Algorithmus wurde nu

merisch realisiert und durch einige begründbare Näherungen auch die Berechnung einer 

größeren Anzahl von Punktmassen mit ökonomisch vertretbarem Aufwand ermöglicht. 

Für eine praktische Erprobung wurden Randwerte unter Verwendung des Modells GEM 10 er

zeugt und auf dieser Basis eine Reihe von Punktmassenmodellen berechnet, Ein Vergleich 

mit gleichmäßig verteilten Punktmassen und Kugelfunktionen zeigt, daß die gleiche 

Approximationsgenauigkeit schon mit 1/4 der Parameterzahl erreicht wird. Die Berechnung 

der von den Punktmassenmodellen produzierten Kugelfunktionskoeffizienten macht deut

lich, daß das Spektrum des Referenzfeldes gut reproduziert wird. 

Anhand realer Daten konnte die Eignung der abgeleiteten Punktmassenmodelle zur Bahn

modellierung künstlicher Erdsatelliten nachgewiesen werden, Die Diskussion dieser Er

gebnisse zeigt, daß vor allem die Bahnberechnung niedrig fliegender Satelliten durch den 

Einsatz von Punktmassenmodellen deutlich effektiver gestaltet werden kann. Es wird ein 

Vorschlag unterbreitet, wie auf der Grundlage des vorgestellten Algorithmus' unter Einbe

ziehung der Kßnntnis bestimmter Kugelfunktionskoeffizienten Punktmassenmodelle abgeleitet 

werden können, die speziell auf die Satellitenbahnberechnung zugeschnitten sind, 

l,ian kann sagen, daß durch die vorgestellte l\'.ethode die Vorteile und potentiellen Möglich

keiten der Punktmassenmethode (vor allem: effektive Berechnung der F�dlgrößen, �ilöglich

keit der lokalen Verfeinerung) wesentlich besser ausgeschöpft werden, Es ist eine schritt

weise Approximation möglich, bei der die Verteilung der Punktmassen automatisch der 

Struktur des Feldes bzw, der Datenverteilung angepaßt wird und bei einer gewünschten Ge

nauigkeit abgebrochen werden kann, Der Algorithmus bietet sich an, sowohl globale als 

auch lokale Strukturen des Feldes durch eine einheitliche Darstellung (eben die Punkt

massendarstellung) zu modellieren. 

Vor der Nutzung realer Daten sind aber noch einige weitere Fragen zu untersuchen, Die 

wichtigsten davon sind: 

Ist der Algorithmus problemlos auf andere beßwerte (z.B. Schwereanomalien oder zweite 

Ableitungen des Potentials) übertragbar? Wie muß die hlethode modifiziert werden, um 

verschiedene Typen von Meßwerten für eine Approximation zu nutzen? Wie wirkt sich das 

Meßrauschen aus - müssen die Daten vorher geglättet werden? 

Schließlich kann man einschätzen, daß die beschriebene Methode der Approximation des 

äußeren Gravitationsfeldes durch Punktmassen einen Beitrag zur Verbindung von Geodäsie 

und Geophysik darstellt und als Ausgangspunkt für Untersuchungen dienen könnte, die 

darauf gerichtet sind, Gravitationsfeldmodelle mit Informationen über die Struktur des 

Erdinneren zu kombinieren. 

,1 
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