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1 Einleitung

3D-Modellrechnungen haben erst in den letzten Jahren eine gréfiere Bedeutung erlangt, da die hierfiir
benétigten Rechen- und Speicherkapazitidten erst nach den jiingsten Fortschritten in der Computer-
technologie zur Verfiigung stehen. In den meisten Fillen wurde hier die Integralgleichungsmethode
benutzt (z.B. Ting & Hohmann, 1981; Wannamaker et al., 1984; Wannamaker, 1991). Die Erweiterung
der Methode der Finiten Differenzen (FDM) auf 3D-Modellrechnung wurde von Mackie et al. (1993)
erfolgreich durchgefiihrt. 3D-Modellierungen bei anisotropen Leitfihigkeitsstrukturen wurden zuerst
von Xiong et al. (1986) behandelt. Mittels der Methode der Finiten Differenzen entwickelte Weidelt
(1996) einen Algorithmus zur 3D-Modellierung mit beliebiger anisotropen Leitfdhigkeitsverteilung.

Mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente (FEM) wird in diesem Aufsatz ein Algorithmus zur nume-
rischen Modellierung von elektromagnetischen Feldern in drei Dimensionen vorgestellt. Im folgenden
wird zunéchst das Modellrechnungsverfahren beschrieben. Anschliefilend wird die MT-Response fiir ei-
nige Modelle berechnet. Die Resultate werden sowohl mit der Lésung der Integralgleichungsmethode
(IGM) als auch mit der Lésung der FDM verglichen.

2 Induktionsgleichung

Ein dreidimensionales Modell ist in Abb. 1 dargestellt. Der Einfachheit halber befindet sich der an-
omale Bereich hier in einer einzelnen Schicht der Normalstruktur, die aus /N + 1 Schichten bestehen
und deren untereste Schicht sich nach unten unendlich ausdehnen soll. Die Richtungsabhsngigkeit der
Leitfahigkeit ist sowohl fiir die Normalstruktur als auch fiir den anomalen Bereich zugelassen.

Der anomale Leitfahigkeitstensor fiir den anomalen Bereich ist gegeben durch die Differenz
a:a(x, v,2) = g(z,9,2)— a=n(z) (1)
beziiglich der Normalstruktur.
Durch den anomalen Leitfihigkeitstensor T werden die anomnalen Feldanteile bewirkt:
E,=E-E,, H,=H-H,. (2)

Dabei stehen E und H fiir das elektrische bzw. magnetische Gesamtfeld, E,, und H,, fiir den zu dem
normalen Leitfdhigkeitstensor o, gehdrenden normalen Feldanteil.

Fiir das Normalfeld E,, gilt die Gleichung
Vx(VXE, = iwuo,Ey, (3)

die analytisch zu berechnen ist.
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Abb. 1 3D Inhomogenitit in einer Normalstruktur. Die Richtungsabhingigkeit der
elektrischen Leitfahigkeit ist sowohl fiir die Normalstruktur als auch fiir den anomalen
Bereich zugelassen.

Fiir das anomale Feld E, gilt die Gleichung

V x(VxEq) —iwpogB, = iwpooaEn, (4)
die mit numerischen Verfahren, z.B. der Methode der Finiten Elemente, behandelt werden kann.
section Die Gleichung der gewichteten Residuen Eine numerische Losung der Induktionsgleichung
(4) gelingt mit der Methode der Finiten Elemente. Nach dem Verfahren der gewichteten Residuen

formulieren wir die partielle Differentialgleichung (4). Dazu wird sie mit einer beliebigen Variation
0E, multipliziert, und dann {iber den Losungsbereich § integriert:

f (VX (VxE,) —iwupcE,) - §B,d} = 'éw,u.of 0. B, - 6E.df. (5)
Q - 0=
Mit Hilfe der GAUSS’schen Formel 148t sich diese Gleichung umformen in
f V x 0B, -V andQ—z‘w,ug/-gEa-éEadQ+%Van % 0B, - ndl’
Q Q- i

= z'w,u.gf 0En, - 0E.dQ. (6)
q==

Dabei ist I' die Oberfliche vom Bereich 2, und n der Auflennormalvektor von .
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3 Die Methode der Finiten Elemente (FEM)

Der Losungsbereich € wird in kleine Hexaeder mit jeweils stiickweise konstantem Leitfihigkeitstensor
zerlegt, so dafi die Gleichung (6) umgewandet wird in

Me e Tle
Z[ VX5Ea-VXEadQ—'Ew,ung 9B, - 6E.d2+ Y ¢ V x E; x §E, - ndl
-1 VY bl o P

e=1 r.
Tie
= iwpo » f 0.E,, - 6E,dQ. ()
e=1/% "

Dabei ist ¢ der Elementindex, n, die Anzahl der Hexaderelemente, {2, das Volumen fiir Element e
und I'. die Oberfliche.

Die Randbedingungen miissen nun beriicksichtigt werden. Auf den Oberflichen der Innenelemente
sind die tangentialen elektrischen Feldkomponenten kontinuierlich. Wihrend der Integration wird je-
de Oberfliche zweimal in der entgegengesetzten Richtung durchschritten, weshalb die Summe der
Integration {iber die Innenelementoberflichen gleich Null gesetzt wird. Da auf der Aufenoberfliche
des Bereiches {2 die DIRICHLET sche Bedingung gilt, mufl die Variation §E, auch verschwinden. So,
das Flichenintegral in (7) verschwindet. Deshalb vereinfacht sich die Gl. (7) zu

MNe Te e
¥ f V X 8B, - V X BadQ — iwpo » f 9B, - 6BadQ = iwpo » / 0,Ey - SE,dS. (8)
e=1" 1 e=1Y% - e=1Y8

Das normale und anomale Feld, E,, und E,, und die Feldvariation § E, kénnen im z, y,z-Koordinatensystem

formuliert werden. Wir verdeutlichen dies durch die Beziehungen
Ez = (Eﬂm: Eﬂy: Eﬂ-z) » Eg‘ = (Ea-man: Eaz) ) 5E:‘: = (0E,z, '5-an1 5Eaz) .

Wir nehmen an, dafi alle drei Feldkomponenten in einem Element e lineare Funktionen der kartasi-
schen Koordinaten z,y und z sind und approximiert werden kénnen durch folgende Ausdriicke

8 8 8
Eor = ZNian,ia Eoy = Z NiEayi, Baz = NiEas i, (©)
1;1 z;l ::81
B = Z NiEnz,i, Eny = Z N-,;Eny,q;, B = ZNz'Enz,i- (10)
i=1 i=1 =1

Hier sind Fu; i, Eay; und E,;; anomale z,y,2-Feldkomponenten im i-ten Elementeckpunkt (i =
1,---,8) in globalen Koordinaten. Enz ;, Eny; und E,.; sind normale Feldkomponenten im i-ten
Elementeckpunkt. Dabei wird vorausgesetzt, dal die nomalen Feldkomponenten Erg i, Eny; und
E..; bereits bekannt sind, welche mit analytischen Algorithmen berechnet werden kénnen. N; sind
die Formfunktionen fiir das Hexaederelement, und werden wie folgt definiert:

-
8
Hier sind &;,n; und (; die Koordinaten des Eckpunkts ¢ in lokalen Koordinaten. Unter Verwendung

der GI. (9)~(11) werden die Integrale in (8) berechnet. Schlieflich erhlt man ein lineares Gleichungs-
system

Ny=-(1+&QA+mn(1+G0)  (i=1,---,8). (11)

KE, =F. (12)

Darin ist K eine komplexe, symmetrische und diinn besetzte Matrix der Ordnung 3ng (ng ist die
Anzahl der Elementknoten), F eine Konstanzvektor der Ordnung 3n,4. Unter der Beriicksichtigung der
Auflenrandbedingungen lassen sich diese Gleichungen nach der Methode der konjugierten Gradienten
18sen.
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Abb. 2 3D COMMEMI-Modell

4 Numerische Test

Die hier beschriebene FEM fiir 3D Fall wurde mit einem dreidimensionalen COMMEMI-Modell ver-
glichen. Das Modell ist in Abb. 2 dargestellt. Die gewilte Periode betrigt T' = 10s. Fiir die Vorwirts-
rechnung wurde das Modell in 24 Blécke in z-Richtung, 38 Bldcke in y-Richtung und 23 Blécke in
z-Richtung unterteilt. In Abb. 3 sind der scheinbare Widerstand und die Phase nach der FEM mit der
Lésung der FDM von Mackie et al. (1993) zusammen mit der Lgsung der Integralgleichungsmethode
von Wannamaker (1991) dargestellt. p;, und p,, sind fast identisch. Die Phase ¢,, zeigt auch eine
volle Ubereinstimmung, aber in ¢,, gibt es eine kleine Differenz im Bereich der Leitfshigkeitskon-
trasten und oberhalb des nichtleitenden Blockes.

Bei der Modellierung wurden 20976 Quader und 23400 Knoten durch Raumgitter mit einer Anzahl von
25 x 39 x 24 Gitterlinien erzeugt. Da an jedem Knoten 3 Fledkomponenten zu bestimmen sind, gibt es
insgesamt 70200 Unbekannte, d.h. es sind 70200 Gleichungen zu lgsen. Die komplexe Koeffizientenma-
trix besitzt 70200 x 70200 ~ 4,9 x 10° Elemente. Auch fiir heutige, leistungsstarke Computer stellt die
Speicherung solcher Arrays ein kaum zu bewéiltigendes Problem dar. In meinen Programmen werden
nur die von Null verschiedenen Elemente der unteren Hilfte der Koeffizientenmatrix gespeichert, das
etwa der Anzahl von 2,7 x 10° entspricht. Die Modellierung wurde auf der Alpha-Workstation des
Rechenzentrums Gottingen durchgefiihrt. Es braucht etwa 24 Minuten CPU-Zeit fiir jede Freuquenz
und zwei Ploarisationen.
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5 Ein anisotropes Modell

Zusammenfassung

Abb. 3 Scheinbarer Widerstand (oben) und Phase (unten) fiir die Periode T = 10s fiir ein
COMMEMI-Modell (Abb. 2). Durchgezogene Linie: Ergebnisse dieser Arbeit nach der FEM; Dia-
manten: Ergebnisse nach der Methode der Finiten Differenzen (FDM) von Mackie et al. (1993);
Kreuze: Ergebnisse nach der Integralgleichungsmethode (IGM) von Wannamaker (1991).

Abb. 4 zeigt einen Quader, der bis an die Oberfliche reicht, mit einfallender Anisotropie in einem iso-
tropen homogenen Halbraum von 1000Q22m. Der Quader hat die Dimensionen 20(z) x 10(y) x 10(z)km.
Die Hauptachse z' des Leitfahigteitstensors verlduft horizontal und liegt parallel zur z-Achse. Die
Hauptachsen y' und 2’ fallen mit ay bzw. ag + 90° beziiglich der y-Achse ein. Die Hauptwiderstinde
des anisotropen Quaders sind p,i/p, /p, = 100/10/100Qm. Auf einem Profil entlang der y-Achse bei
¢ = 0 werden die magnetotellurischen Ubertragungsfunktionen fiir eine Periode 1s fiir verschiedene
Winkel a4 berechnet. Sie sind in Abb. 5 dargestellt. Der scheinbare Widerstand p., ist von @y un-
abhéngig. Die p,,-Kurven fiir verschiedene oy fallen miteinander zusammen. Aber p,, ist stark von
a4 abhéngig. Der Einflul der Anisotropie ist deutlich erkenntlich.

- Es wird ein Algorithmus zur Modellierung elektromagnetischer Felder in 3D Leitfihigkeitsstruk-
turen mit beliebiger Anisotropie entwickelt;
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Abb. 4 Ein 3D Koper mit einfallender Anisotropie in einem isotropen Halbraum mit
po = 1000Qm. Der Widerstandstensor des Kdpers wird zugeordnet mit den Hauptwerten
Pzt [ py [ p = 100/10/100Q2m und mit oy als einfallender anisotroper Winkel.
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Abb. 5 Scheinbarer Widerstand fiir verschiedene Winkel oy bei einer Periode T = 1s vom
einfallenden anisotropen Modell (Abb. 4).
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- Resultate werden sowohl mit der Losung der Integralgleichungsmethode als auch mit der Losung
der Methode der Finiten Differenzen verglichen;

- Speicherbedarf wird stark dadurch reduziert, dafi nur die von Null verschiedenen Matrixelemente
in und unterhalb der Diagonale gespeichert werden;

- Rechenzeit ist akzeptierbar (etwa 24 Minuten CPU-Zeit auf Alpha-Workstation mit einer Dis-
kretisierung von 25 x 39 x 24 Gitterlinien);

- Der Einflul der Anisotropie ist erkennbar.

Ich danke Herrn Prof. Schmucker und Herrn Dr. Stoll fiir wertvolle Hinweise.
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