Perkolationstheorie mit eingebetteten Netzwerken -
ein Modell fiir den Leitfdhigkeitsmechanismus in der mittleren
Kruste

Daniel Labendz - Institut fiir Geophysik, Géttingen

1 Einleitung

Untersuchungen der mittleren und unteren Kruste haben in den letzten Jahren immer
wieder Hinweise auf ’anomal’ hoch leitfahige Schichten ergeben. Grundlage dieser Un-
tersuchungen waren Methoden der elektromagnetischen Tiefenforschung mit der diese
Schichten lokal nachgewiesen werden konnten (z.B. ERCEUGT, 1992).

Als Ursache fiir derart hoch leitfadhige Schichten werden zur Zeit netzwerkartig verbun-
dener Kohlenstoff in Form von Graphit und salinare Fluide diskutiert. Die Frage nach
der effektiven Grofle der Leitfahigkeit bleibt jedoch unbeantwortet, da die elektromagne-
tische Tiefenforschung nur integrierte Gréfen liefert.

Ein weiterer charakteristischer Parameter ist die elektrische Anisotropie (Omin : Tmaz)-
Der Versuch, Felddaten mit Werten von 10-100 (KELLET et al., 1992; EISEL, 1995) durch
Labormessungen an Gesteinsproben mit Werten von 3-5 (z.B. MARESCHAL et al., 1992)
zu reproduzieren, offenbart jedoch eine erhebliche Diskrepanz.

2 Theorie I - Mischungsgesetze und Perkolations-
theorie

Unser Verstandnis fiir effektive Leitfahigkeit soll auf einer heterogenen Gesteinsmatrix
basieren, die zwei Phasen unterschiedlicher Leitfihigkeitseigenschaften besitzen soll. Bei
starker Heterogenitit sind Berechnungen mit Hilfe der Effektiv-Medium-Theorie, die sta-
tistische Homogenitédt verlangt, nicht mehr tragbar, so daf8 nach einer anderen Méglich-
keit der Berechnung gesucht werden muf. Mischungsgesetze (MADDEN, 1976) sind in der
Lage, Zwei-Komponenten-Systeme zu modellieren, wobei dies gleichzeitig eine Anwen-
dung der Perkolationstheorie darstellt (SHANTE und KIRCKPATRICK, 1971). Fiir unsere
Absichten wird das Variationsprinzip von HASHIN und SHTRIKMAN (1962) verwendet,
das fiir alle Mischungsverhéaltnisse # maximale Leitfdhigkeit bei perfekter Vernetzung
(HS*) ermittelt und minimale fiic den Fall von isolierten Taschen (HS™). Die effektive
Leitfahigkeit o.s; ist variabel und befindet sich innerhalb der definierten Grenzen. Fithrt
man als Leitfahigkeit fiir den Anteil der gut leitfihigen Phase o, und fiir den Anteil der
schlecht leitenden o ein, so erhalt man

Im + (1= B)(1/(os — om) + ﬁ/?’am)_l_, > Teff > Os +B(1/(om —05) — (1 — )8/30'5)—1)
HS+ P
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Fiir die Verhiltnisse in der Kruste ist das Mischungsverhéltnis gréfler als das Verhiltnis
der Leitfahigkeiten, so dafi man schlieBich WAFF’s (1974) Approximation erhalt

2
Teff =~ g ﬁ Tm. (l)

Fiir quasi-homogene Systeme kann Gleichung (1) durchaus verwendet werden, fiir stark
heterogene Netzwerke versagt sie. Aus diesem Grund wird die Perkolationstheorie ver-
wendet. Mit ihrer Hilfe ist es moglich die Clusterbildung in einem System zu beschrei-
ben. Der wichtigste Parameter hierbei ist die elektrische Konnektivitat (Vernetzbarkeit)
C(p) € [0,1], die von der Wahrscheinlichkeit des Auftretens der gut leitfihigen Phase
abhangt. Bei einer bestimmten Wahrscheinlichkeit wechselt der endliche Cluster zum
'unendlichen’, der das ganze System durchzieht. ﬁbertra,gen auf das heterogene Medi-
um bedeutet das, dafl an dieser Stelle zum ersten Mal ein Stromflufl zu verzeichnen ist.
Dieser Punkt wird als Perkolationsschwelle p. bezeichnet und héngt von der Art des
Netzwerkes, der Dimension und der Art der Perkolation ab. In der Nihe der Schwelle
wird das ganze System zum Fraktal.

Mit dem neugewonnenen Parameter 188t sich Gleichung (1) schlieflich schreiben als

2
Teif B 3 B om C(p). (2)

Das heifit, wenn wir Informationen iiber 4 und o, besitzen, ist es nur notwendig, C(p)
zu bestimmen, um o.ss zu erhalten.

3 Theorie II - Eingebettete Netzwerke

Zur Berechnung der Konnektivitat soll auf eingebettete Netzwerke zuriickgegriffen wer-
den (MADDEN, 1976; BAHR, 1997). Hierbei repriasentieren Widerstinde den Anteil der
gut bzw. schlecht leitenden Phase. Abbildung la zeigt die typische Struktur eines
Netztwerkes, das aus 12 Widerstdnden besteht, die entweder offen (schwarz) oder ge-
schlossen (weifl) sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Anteil der gut leitfahigen Phase
betragt in diesem Fall p = 50% (insgesamt gibt es 212 = 4096 Mdglichkeiten der Anord-
nung). Abbildung 1b zeigt den Fall, dafl ein Widerstand durch ein komplettes Netzwerk
ersetzt wurde (Einbettungsgrad: 1). Abbildung 1c schlieflich verdeutlicht das zweifach
eingebettete Netzwerk mit 1728 Widerstanden und 2'7?® verschiedenen Méglichkeiten
der Anordnung. Mit héheren Einbettungsgraden wird die Berechnung der Konnektivitat
fur alle Realisierungen sehr zeitintensiv, so dafl im weiteren Verlauf auf Mittelwerte und
Haufigkeitsverteilungen zuriickgegriffen wird.

Um die natiirlichen Gegebenheiten von erhShter Konzentration der beiden Phasen zu
beriicksichtigen, besteht die Moglichkeit der Fragmentierung, d.h. daB an manchen Stel-
len die Einbettung wieder aufgehoben wird, so daB sich ein Gemisch aus 'Mikro-’ und
"Makrostruktur’ ergibt (s. Abbildung 1d).

Unsere Absicht ist es aus dem oben beschriebenen Model die elektmsche Konnektivitat
zu berechnen. Zu diesem Zweck benutzen wir das Urnetzwerk mit 12 Widerstinden und
9 dazugehorenden Stromen. Das Gleichungssystem, das zu 18sen ist, hat die Form

I=R'U
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Abbildung 1: Eingebettete Netzwerke mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 50% fir
den Anteil der gut leitfdhigen Phase. Offene Widerstande sind durch die schwarzen
Blécke symbolisiert. Abbildung la: Urnetzwerk mit 12 Widerstanden. Abbildung 1b:
Einfach eingebettet mit 12 Widerstinden. Abbildung lc: Zweifach eingebettet mit 12°
Widerstdnden. Abbildung 1d: Wie Abbildung lc aber mit einer Fragmentierungswahr-
scheinlichkeit von pfr., = 40%.

Die Elemente der Matrix R~ sind durch die folgenden GesetzmaBigkeiten festgelegt
(KEMMERLE, 1977).

e U ist ein konservatives Potential in jeder Elementarzelle
e KIRCHHOFF’s Gesetz in jedem Knoten
e Einer Normierung

Anschliefend wird die Matrix mit Hilfe des GAUSS-JORDAN-Eliminationsverfahren in-
vertiert, um den Durchgangsstrom zu erhalten. Somit wird es mt‘ﬂglich, einen Mittelwert
der elektrischen Konnektivitat aus einer bestimmten Anzahl von Netzwerken zu erhalten,
die durch einen Zufallsgenerator erzeugt worden sind.
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Abbildung 2: Die elektrische Konnektivitdt C(p) fiir zwei Netzwerke mit unterschied-
lichem Einbettungsgrad. Die Werte fiir die Anzahl der Realisierungen und des Einbet-
tungsfaktors sind in den Abbildungen vermerkt.

4 Ergebnisse

4.1 Elektrische Konnektivitat

Abbildung 2 verdeutlicht die elektrische Konnektivitit als Funktion der Wahrschein-
lichkeit fiir den Anteil des guten Leiters, wobei verschiedene Einbettungsgrade fiir eine
bestimmte Anzahl von Realisierungen verwendet worden sind. Wie man erkennt, wird
die Perkolationsschwelle bei héherer Einbettung immer spater erreicht, d.h. ein Strom in-
nerhalb einer Gesteinsmatrix fliefit erst bei héherem Anteil von gut leitfihigem Material.
Da es sich bei der berechneten Konnektivitit nur um gemittelte Werte handelt, kann es
durchaus von Interesse sein, die zugehorigen Verteilungsfunktionen bei einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit zu betrachten.

Abbildung 3 zeigt die relativen Haufigkeiten fiir zwei verschiedene Einbettungsfaktoren
bei einer konstanten Wahrscheinlichkeit von 75%. Wahrend die Verteilungsfunktion bei
dem einfach-eingebetteten Netzwerk noch recht breit ist, wird sie zu héherer Einbettung
hin immer schmaler. Dies gibt Anlafl zur Vermutung, dafl fiir kompliziertere Netzwerke
die berechnete Konnektivitit stabil bleibt, was besonders hinsichtlich der Berechnung
von o.ss von Bedeutung wire. Ein weiterer Punkt, auf den hingewiesen werden soll,
ist die gute Ubereinstimmung zwischen der Form der hier aufgefiihrten Verteilungen
und denen, die sich aus Leitfahigkeitsmessungen an Bohrkernen und ’in situ’-Messungen
ergeben (z.B. RAUEN und LASTOVICKOVA, 1993).
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Abbildung 3: Verteilungsfunktionen fiir die elektrische Konnektivitit bei einer Wahr-
scheinlichkeit von 75% fiir 1000 Realisierungen bei einfacher sowie dreifacher Einbettung.

4.2 Ein einfaches Modell

Die bisherigen Ergebnisse entstammtem einem Modell mit fraktaler Geometrie, die nicht
zwingend erscheint. Daher soll anhand eines Netzwerkes mit einfacherer Struktur (Ab-
bildung 4) ein Vergleich der berechneten Parameter stattfinden und gleichzeitig die
Frage nach der Notwendigkeit der fraktalen Geometrie geklirt werden. In den Abbil-
dungen 5 und 6 ist das vergleichende Ergebnis der elektrischen Konnektivitit fiir das
einfach eingebettete Netzwerk (122 Widerstinde) und einer 12 x 12 Anordnung darge-
stellt. Wahrend die gemittelten Werte fast identisch sind, 148t sich allein in den Vertei-
lungsfunktionen eine Abweichung des Zentralwertes feststellen. Eine Notwendigkeit der
fraktalen Geometrie ist also nicht zwingend aber durchaus erlaubt (was vor allen Din-
gen hinsichtlich der geringeren Rechenzeiten von Bedeutung ist). Das einfache Modell
liefert aber noch mehr. Zum Einen sollte sich eine fraktale Struktur an der Perkolati-
onsschwelle (p. = 0.5) ausmachen lassen, und zum Anderen sollte es méglich sein, die
fraktale Dimension an dieser Stelle zu berechnen. Beide Uberlegungen wurden in den
Abbildungen 7 und 8 realisiert. Hierbei 1a8t sich einerseits der lineare Zusammenhang
zwischen Clustergréfie und Haufigkeit, der nur im Bereich der Perkolationsschwelle auf-
treten sollte, erkennen und andererseits wird die fraktale Dimension an dieser Stelle aus
der Steigung von linearer Dimension des Gitters und maximaler Gréfle der betreffenden
Clusters mit Dy, = 1.859 bestimmt.

Zusammenfassend bedeutet das, dal die Anwendung von eingebetteten Netzwerken mit
fraktaler Geometrie durchaus berechtigt ist.
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Abbildung 4: Darstellung des einfachen Modells einer 12 x 12 Anordnung. Die Wahr-
scheinlichkeit der offenen Widerstinden betrigt 75%, wobei jeweils zwel Widerstinde zu
einem zusammengefafit werden.
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Abbildung 5: Vergleich der gemittelten elektrischen Konnektivitaten fiir die beiden Mo-
delle bei etwa der gleichen Gréfle. :
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Abbildung 6: Vergleich der Verteilungsfunktion der elektrischen Konnektivititen fiir die
beiden Modelle bei etwa der gleichen Gréfe (p = 75%).
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Abbildung 7: Absolute Haufigkeit der Clustergréfe einer 30 x 30 Anordnung bei 1000
Realisierungen. Der lineare Zusammenhang, der auf die fraktale Strunktur hinweist, ist
nur bei der Perkolationsschwelle von p. = 0.5 gegeben. '
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Abbildung 8: Abhéangigkeit der GréBe des langsten Clusters von der linearen Dimension
des Gitters an der Perkolationsschwelle. Die fraktale Dimension wird anhand der linearen
Regression zu Dy, = 1.859 bestimmt.

4.3 Das Gedankenexperiment mit der Anisotropie

Elektrische Anisotropien sind bei Leitfahigkeitsmessungen im Feld oder im Labor immer
wieder nachgewiesen worden. Mit den dabei erzielten Werten bietet sich die Méglichkeit,

eine Verbindung zwischen natirlichen Gegebenheiten und numerischer Simulation zu -

schaffen. Da in Abschnitt 2) gezeigt wurde, dafl eine Proportionalitit zwischen effektiver
Leitfghigkeit und elektrischer Konnektivitidt vorhanden ist, besteht somit die Méglich-
keit, Verhéltnisse von Konnektivitdten als ’Anisotropien’ zu interpretieren. Realisiert
wird dies, indem man elektrische Konnektivitaten fiir die beiden horizontalen Raumrich-

" tungen mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit berechnet und somit eine ’kiinstliche’

Anisotropie schafft.

Abbildung 9 stellt das Verhaltnis der elektrischen Konnektivititen in Abhingigkeit
von der Wahrscheinlichkeit in beiden Raumrichtungen dar. Wie man erkennt, sind Ani-
sotropiewerte in der Néhe der Perkolationsschwelle von 10 und mehr durchaus méglich.
Mit Hilfe von bekannten Feld- und Labordaten, die in unserem Fall aus dem Eifel-Plume-
Projekt und aus Bohrkernmessungen (DUBA et al., 1994) stammen sollen, ist es méglich
auf den Anteil der gutleitfahigen Phase zu schlieflen. Mit diesem Wert 148t sich die betref-
fende elektrische Konnektivitat bestimmen und mittels Gleichung (2) wird es moglich,
Aussagen iber die effektive Leitfahigkeit zu treffen. Hierbei muf jedoch beriicksichtigt
werden, daBl das Mischungsverhéaltnis B und die Leitfdhigkeit der gut leitfdhigen Phase
Om nur als variable Gré8en in die Rechnung eingehen werden. Da wir aber nach einem
Indikator fiir die Ursache der hoch leitfahigen Schichten suchen, ist das im Fall von o,
sogar erwiinscht. Um die Rechnung zu veranschaulichen, soll anhand ‘eines Beispiels diese
exemplarisch dargestellt werden.
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Abbildung 9: Verhéltnis der elektrischen Konnektivititen fiir die beiden horizontalen
Raumrichtungen bei einer vorgegebenen Betragsdifferenz von 20%. Zusétzlich eingetra-
gen sind die Anisotropiedaten aus dem Eifel-Plume-Projekt und aus Labormessungen an
Bohrkernen.

Zu diesem Zweck soll die Station Osburg (OSB), von der integrierte Leitfihigkeiten 7,
und 7, vorliegen, nédher untersucht werden.
Es ist '

2 3 T
T=d0es; -~ T_gdﬁomC(p) ~r dﬁ_gm.

Mit der GroBe df, wobei d die Schichtdicke reprasentiert, 148t sich der folgende Parameter
bestimmen
Teff _ T

g dB

Fiir die Station OSB berechnet man die integrierte Leitfahigkeiten 7, = 1089.11 S und
7, = 235.78 5, was einem Anisotropiewert von 4.62 entspricht. Das Modell findet mit die-
sem Wert die beiden elektrischen Konnektivitdten C(p,) = 0.1455 und C(p,) = 0.0312,
deren Verhéltnis zu 4.66 bestimmt wurde. Wie bereits erwahnt, soll die Gré8e o, varia-
bel gehalten werden. Wir beschrinken uns hier darauf, Werte fiir stark salinare Fluide

(0m = 10 £) und Graphite (0, = 10° 2) zu untersuchen. In den Tabellen sind die
entsprechenden Werte fiir diese beiden Annahmen aufgefiihrt.

Der Parameter df ermdglicht, bei Kenntnis des Mischungsverh&ltnises, Aussagen iiber
die Schichtdicke d zu machen. Mit der Annahme, dafl wir es im Fall der salinaren Fluide
mit Porositaten von 1-3 % zu tun haben, erhilt man Schichtdicken von mehreren Kilo-
metern. Dieses Ergebnis ist nach geologischen Mafistiben instabil, so daf es verworfen
werden muB. Im Gegensatz dazu sind die Werte fiir die Graphite durchaus tragbar, so
dafl ihnen ein groferes Vertrauen entgegengebracht werden kann. Diese Vorgehensweise
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o= 10 i
d B [m] | gepp1oB7" [S/m] | 0essuB7 [S/m]
1127.67 0.9697 0.2083
= 107 B/
d B [m] | Oess1z87* [S/m] | oessiuB" [S/m]
0.1128 9696.68 2082.52

zeigt eine Moglichkeit, den gesuchten Indikator zu berechnen und mit ihm evtl. Aussagen
iiber die Ursachen der hoch leitfdhigen Schichten in der mittleren Kruste zu machen.

Diese Arbeit ist Bestandteil eines Projektbereiches, der im Rahmen des SFB 468 "Wech-
selwirkungen an geologischen Grenzflichen’ verwirklicht wird.

http://www.uni-geochem.gwdg.de/sfb/Sfb-home.hitm
Kontakt: Daniel Labendz E-mail : dan@willi.uni-geophys.gwdg.de
Literatur

- Duba et al.: Evidence from borehole samples for the role of accessory minerals in

lower-crustal conductivity. Nature 367, p59-61, 1994.

- Bahr, K.: Electrical anisotropy and conductivity distribution functions of fractal ran-

dom networks and of the crust: the scale effect of connectivity. Geophys. J. Int. 130,

p649-660, 1997.

- Eisel, M.: Interpretation magnetotellurischer Messungen im Umfeld der Kontinenta-

len Tiefbohrung unter besonderer Beriicksichtigung lateraler, anisotroper Leitfahigkeits-

strukturen. Diss. Geowiss. Freie Univ. Berlin, 1995.

- ERCEUGT group: An electrical resistivity tfansect from the Alps to the Baltic Sea

(Central segment of the EGT). Tectonophysics 207, p123-139, 1992.

- Hashin, Z., Shtrikman., S.: A variational approach to the theory of the effective ma-

gnetic permeability of multiphase materials. J. Appl. Phys. 33, p3125-3131, 1962.

- Kellet et al.: A model of lower crustal electrical anisotropy for the Pointiac Subprovince

of the Canadien Shield. Geophys. J. Int. 111, p141-150, 1992.

- Madden T. R.: Random networks and mixing laws. Geophysics 41, p1104-1125, 1976.
- Mareschal et al.: Grain-boundary graphite in Kapuskasing gneisses and implication for

lower crustal conductivity. Nature 357, p674-676, 1992.

- Rauen A., Lastovickova M.: Investigation of electrical anisotropy in the deep borehole

KTB. Surv. Geophys. 16, p37-46, 1995.

- Shante, V.K.S., Kirkpatrick, S.: An introduction to percolation theory. Adv. Phys. 20,

p325-357, 1971.

- Waff H.S.: Theoretical considerations on electrical conductivity in a partially molten

mantle and implications for geothermometry. J. Geophys. Res. 79, p4003-4010, 1974.

207




