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Beispiele fiir die Abhangigkeit der Parameterfehler von MefBfehlern

bei 2- und 3-Schichtféllen und bei vertikalen Diskontinuitidten

(Geoelektrik. Halb- und Schlumberger-Auslagen)

Einleitung:

Eine Inversion fiithrt bei gegebenem Mefwertsatz (p,-Werte) auf einen Satz von
Modellparametern (beste Approximation). Im Rahmen eines MeBfehlerschlauchs
existieren viele dquivalente Parametersdtze. Mefiwertintervalle fithren damit zu Pa-
rameterintervallen, die als Genauigkeitsmafie angesehen werden kénnen. Zusitzlich
zu einer Suche nach diesen Intervallen bei gegebenen MeBfehlern kann. ausgehend
von gegebenen "wahren” Modellparametern gepriift werden, welche Abweichungen
("Fehler”) in den synthetisch berechneten p.-Werten nach systematischer Varia-
tion der Parameter auftreten. Einige Ergebnisse werden im folgenden gezeigt. Die
GroBlen werden im SI-System angegeben.

Geometrie von Schlumberger- und Halbauslagen:

Fmmmm K mHmm———— ¥--=-=%x A B C= Elektroden

A A MZN B B? C = Elektrode "im unendl."
M,N = Sonden
Z = Sondierungsmittelpunkt

AMNB = Schlumberger-Auslage
A’MNB’= Auslage mit groesserem A’B’
. AMNC = 1linke Halbmessung
c : CMNB = rechte Halbmessung

1D-Untergrund-Modell:
n Schichten (hier 2 oder 3):

p(i), i=l.n  p(i) ist der spez. Widerstand der i-ten Schicht.

h(i), i=l..n-1 h(i) ist die Machtigkeit der i-ten Schicht.
Es werden dabei nur Schlumbergerauslagen betrachtet. MN wird in den Rechnungen
gegen AB vernachlassigt.
2D-Deich-Modell:
In einen Halbraum (Deichumgebung) mit dem spez. Widerstand p(Umgebung) ist
ein "Deich” mit dem spez. Widerstand p(Deich) eingefiigt. Er erstreckt sich (Kart.
Koordinatensystem) in y von y-Linker Rand bis y-Rechter Rand, in z von 0 bis co.
Die Struktur ist von x unabhingig (2D-Struktur). Hier werden nur Beispiele fiir den
Fall symmetrisch iiber dem Deich angeordneter Halbmessungen gezeigt (C ist nicht
dargestellt)

A MZN B
* * % *
------------ e s e
| : |
tho(Umg.) | rho(Deich)| rho(Umg.)
l

z |
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Fir die Schlumberger-Modelle wurden die Routinen zur Vorwértsrechnung von MUN-
DRY (1985) und MUNDRY & DENNERT (1980.1983) mit 20 bzw. 139 Filterkoeffi-
zienten verwendet. Fiir die analytischen Modellrechnungen zum Deichmodell wurde
ein Programm von (HANSTEIN. Uni Kéln. pers. Mitteilung) benutzt. Fiir beide
Geometrien wird jeweils ein p, (scheinbarer Widerstand) fiir eine Reihe von AB/2-
Werten berechnet (AB/2=halbe AB-Distanz). Die AB/2-Werte variieren in Form
- einer geometrischen Folge mit wéhlbarem Anfangs- und Endwert und mit wahlbarer
Zahl von Werten pro Dekade.

Verwendete Fehlernormen:

1. Maximum-Norm: Fir jedes AB/2 wird der Betrag der rel. Abweichung zwi-
schen "wahrem” und ”"verfélschtem” p, berechnet. Der resultierende rel. Feh-
ler (bzw. die rel. Abweichung) ist das Maximum iiber alle AB/2.

bo

Quadratisches Mittel (L2-Norm): Hier wird die Wurzel aus dem Mittelwert
iiber die Quadrate der rel. Abweichungen als rel. Fehler genommen.

'Graphische Darstellungen:

Die GroBe der rel. Fehler wird in eine Farbe bzw. einen Grauwert umgerechnet. Die
Farbe wechselt bei Erh6hung des rel. Fehlers um den Faktor 2. Die Verteilungen
werden zweidimensional dargestellt. Entsprechend kénnen nur Paare von Parame-
tern bzw. von Parametergruppen variiert werden. Die Originalparameter sind in
den Graphiken angegeben.

Die fiir die Variation ausgewahlten Parameter werden mit den Faktoren fl (hori-
zontal dargestellte Variation) bzw. 2 (vertikal dargestellte Variation) multipliziert.
Dabei sind ebenfalls Anfangs- und Endwert wihlbar (meistens 0.5 und 2). Die Fak-
toren variieren logarithmisch dquidistant. Sie werden auf ein Raster abgebildet, das
sukzessive bis zu einem VGA-Pixel-Raster verfeinert wird. Die Berechnung kann
vorher abgebrochen werden, wenn die erzielte Auflésung ausreicht. Bei den 1D-
Beispielen werden die Parametergrenzen fiir eine vorgebbare p;-Fehlerschranke in
der oberen Zeile dargestellt. Dabei wird ein ungefahrer Raster-bezogener Fehler fiir
die Parametergrenzen angegeben. -

In der Graphik werden 2 Diagonalen dargestellt. Im Falle der Darstellung von Mach-
tigkeit und spez. Widerstand einer Schicht sind dies die "Diinnschichtlinien” nach
MUNDRY(1985). Bei einer hochohmigen diinnen Schicht handelt es sich um die
Hyperbel p(i)*h(i)=konst., logarithmiert um eine Gerade mit -45 Grad Steigung.
Bei einer niederohmigen diinnen Schicht ergibt sich die Gerade h(i)/p(i)=konst..
logarithmiert also eine Gerade mit +45 Grad Steigung. Zur besseren Ablesung der
Parametervariationen sind in der Mitte der Graphik ein oder zwel Quadrate ein-
gezeichnet. Das kleinere Quadrat zeigt eine Parametervariation von +10% (nach
rechts und oben) und von -9.1% (nach links und unten) an. das grofere Quadrat
eine Variation von 33% und -25%.
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Abb. 1 zeigt die Fehlerverteilung fiir einen Zweischichtfall. Dabei wird in der Hori-
zontalen die Machtigkeitsvariation der 1. Schicht dargestellt. In der Vertikalen wird
die Variation beider spez. Widerstande mit dem gleichen Faktor f2 gezeigt. In der
Regel ergibt dies die maximal mégliche Parametervariation. etwa im Vergleich zu
dem Fall, bei dem nur ein spez. Widerstand variiert wird. Es wird die Maximum-
Norm benutzt.

Man erkennt eine Reihe von Parallelogramm-ahnlichen Figuren. Sie kdnnen mit
Hilfe einer analytischen "Rampennéherung” erklirt werden (RODEMANN 1997),
auf die hier aus Platzgriinden nicht genauer eingegangen wird. Fiir den im folgenden
benutzten Vergleich wird die entsprechende Formel in vereinfachter Form verwendet.
Bei einer angenommenen p,-Grenze von 3% ergibt sich eine Machtigkeitsvariation
von ca. -11.5..12.9 % und eine Variation der beiden spez. Widerstinde von ca. -3..3
%. Im Zusammenhang mit der Rampennaherung resultiert die Fehlerverstirkung
fir die Machtigkeit naherungsweise als der doppelte cotg(a). wobei a der maximale
Steigungswinkel der p,-Kurve ist.
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Abb. 2: Es wird ein Dreischichtfall mit einer dicken 2. Schicht betrachtet. Dabei
werden in der Horizontalen beide Machtigkeiten um den gleichen Faktor variiert.
In der Vertikalen werden die drei spez. Widerstinde verdndert. Man kann diesen
Fall ndherungsweise als Uberlagerung zweier Zweischichtfille ansehen, bei denen je
eine parallelogrammahnliche Fehlerkontur entsteht. Die Uberlagerung dieser beiden
Parallelogramme fithrt auf einen Rhombus, der "auf einer Spitze steht”. Dem ent-
spricht die gezeigte Fehlerverteilung. i

Zu Abb. 1. Forts.:

a besitzt hier. bei einem Widerstandsverhaltnis p2/p1=3. ca. den Wert 26.0 Grad.
der sich numerisch aus der p,-Kurve entnehmen la8t. Damit ist tan(a)=0.489 und
die Fehlerverstirkung 2*ctg(a)~4.1. Hieraus resultiert ein mittlerer Wert der Mach-
tigkeitsvariation von ca. 4.1%3=12.3%, ndherungsweise den oben angegeben Werten
entsprechend. Die genauere Formel fiir die h-Fehler ergibt z.B. bei kleinen positiven
€,- Werten mit

énp 3 ({1 ) /(1 — 6))39) —1

und €,=3% den Wert €5, ~13.1% in guter Ubereinstimmung mit dem numerischen
Wert. Dabei wurden die Werte in (RODEMANN 1997) durch genauere Werte er-

setzt.
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Abb. 3: Hier wird ein Dreischichtfall mit einer diinnen bzw. “halbdiinnen” zweiten
Schicht betrachtet p(1)=p(3)=10, p(2)=40 Ohm™m. Variiert wurde h(2) horizontal
und p(2) vertikal. Es ergeben sich u.a. folgende Details:

Bei kleinem p,-Fehler, z.B. 3% ist die Linie der Parameterfehler begrenzt. Sie
ist Linsen-ahnlich. Die Machtigkeit variiert von ca. -25 bis 25 %, der spez. Wi-
derstand von -14 bis 25 %. Eine Verkleinerung des p,s-Fehlers fiithrt zu einer ent-
sprechenden Verkleinerung der Parameterfehler. Eine Variation anderer Parame-
ter wird hier nicht betrachtet. Die Fehlerverstarkung ist wesentlich grofiler als bei
Dickschichtfillen. Die Linie ist gegen die Diinnschichtgerade log(p(2)*h(2))=konst
deutlich gekippt. Eine Suche nach der Linie auf der Diinnschichtgeraden wiirde des-
halb ein falsches Maximum ergeben. Bei grofleren Machtigkeiten weicht die Linie
der Parameterfehler zunehmend von der Diinnschichtlinie ab.

Bei groBem p,-Fehler, z.B. 24 %, ist die Linie der Parameterfehler (zumindest im
Rahmen der Abbildung) zu kleineren Machtigkeiten hin unbegrenzt. Es ist ein hal-
bunendlicher Streifen erkennbar. aus dessen Breite auf den Fehler des kombinierten
Parameters p(2)*h(2), also des Querwiderstands (vgl. MUNDRY (1985)) geschlos-
sen werden kann. In Richtung groBerer Machtigkeiten ist die Linie der Parameterfeh-
ler jedoch begrenzt. Es ist damit eine halbseitige Eingrenzung der Parameterfehler
moglich.
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Abb. 4: Diese Abbildung zeigt die gleiche Situation wie die Abb. 3. Es wird jetzt
statt der Maximum-Norm die L2-Norm verwendet. Wahrend die Maximum-Norm
in der Regel zu eckigen Figuren fiihrt. ergibt die L2-Norm Verrundungen. Weiterhin
sind die resultierenden rel. Fehler erheblich grofer als die Maximum-Norm-Fehler
(hier um den Faktor 2 und mehr). Die wesentlichen Details des Diinnschichtfalls
werden jedoch entsprechend wiedergegeben.

|
|
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Abb. 5: Es wird ein Diinnschichtfall bzw. "Halbdiinn”-Schichtfall betrachtet. dies-
mal mit einer niederohmigen diinnen Schicht. (p(2) viermal kleiner als p(1) und
p(3)). Ein Vergleich mit Abb. 3 zeigt, daB die Graphiken nach Spiegelung in vie-
len Details ibereinstimmen. Fiir kleine p,-Fehler sind die linsenférmigen Linien der
Parameterfehler jetzt gegen die zweite "Diinnschichtlinie”, log(h(2)/p(2))=konst.
(komst. Langsleitfahigkeit) gekippt. Bei einer Verinderung (hier Vergréferung) von
p(2) um den Faktor 4 und mehr ergibt sich ein Ubergang zum Einschichtfall, dem
sich ein Dreischichtfall mit p(2) > p(1) = p(3) (umgekehrter Kontrast) anschlieft.
Wegen der geringen Zahl der Graustufen ist dies in der Graphik nicht direkt zu
erkennen.
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Abb. 6: Hier wird ein Zweischichtfall mit zu kleinem AB/2-Intervall gezeigt. AB/2
varilert zwischen 1 und 100 m. Die Machtigkeit der ersten Schicht ist mit 30 m so
gewahlt. daB die p;-Kurve nicht auf den Wert des Halbraumwiderstand ansteigen
kann. Wie bei den diskutierten Dunnschichtfallen kann sich dabei eine Schicht
nicht voll in der p,-Kurve auspragen. In der Horizontalen wird die Machtigkeit
der 1. Schicht variiert, in der Vertikalen der spez. Widerstand des Halbraums.
Ahnliche Effekte kénnen auch bei Mehrschichtfillen auftreten und dazu fithren. daB
gerade die letzte Machtigkeit und der letzte spez. Widerstand mit grofien Fehlern
behaftet sind, weil die Messungen mit den groBten AB/2-Werten mit dem grofiten
Aufwand verbunden sind und deshalb u. U. nicht durchgefiihrt werden konnen. Eine
linsendhnliche Linie der Parameterfehler tritt auch hier auf und bringt erhebliche
Fehlerverstirkungen mit sich.
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rho-Deich(fin) :@ 18.8
rho-Ung. (m) : 28.8
Li. Deichr.(n):-18.8
Re. Deichr.(m): 18.85
Variation: log.
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pZ2=rho-Deich

abZmin= 8.1
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fg= 8.58 » f1= B8.58 fi= 2.68

Abb. 7: Das Modell eines Deichs ist eines der einfachsten zweidimensionalen Mo-
delle. MeBanordnung und Geometrie wurden oben beschrieben. Zunéchst wird ein
Modell betrachtet. bei dem p-Deich mit 10 2*m halb so groff ist wie p-Umgebung.
Der Deich soll sich von y=-10 bis 10 m erstrecken. v=0 ist der Sondierungsmittel-
punkt. Die Linie der Parameterfehler ist bei kleinem p,-Fehler naherungsweise ein
Parallelogramm. dhnlich wie beim 1D-Zweischichtfall. Fir grofere p,-Fehler d&ndert
sich die Form im Unterschied zum Zweischichtfall zu einer nichtlinearen Begrenzung.
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Abb. 8: Die Parameter werden in Richtung eines méglichen Diinnschichtfalls verandert.
Hierzu wird ein Widerstandskontrast 1:100 gewahlt. weiterhin eine Deichbreite von
2 m (y=-1..1m). Es ergibt sich im Prinzip das gleiche Bild wie in Abb. 7. Aller-
dings ist bei kleinen p,-Fehlern das Parallelogramm swesentlich steiler gestellt. Bei
24 % ps-Fehlern ist die Linie der Parameterfehler im Unterschied zu Abb. 7 jetzt
begrenzt.

Eine deutliche Ahnlichkeit zu den Graphiken fiir Diinnschichtfalle ist bisher nicht
zu erkennen. Bei den Abb. 7 und 8 handelt es sich um erste Ergebnisse. Es sollen
sich Rechnungen zu asymmetrischen Fallen anschlieBen. Weiter soll geklart werden,
welche Wirkung die Steigungsspriinge (Knicke, Spitzen) auf die Linien der Parame-
terfehler haben.

Literatur

MUNDRY, E. (1985): Gleichstromverfahren.- In: BENDER, F. (Hrsg), Angewandte Geowissenschaften, Band II.
Methoden der angewandten Geophysik und mathematische Verfahren in den Geowissenschaften: 299-338. Enke
Veriag, Stuttgart.

MUNDRY. E. & DENNERT, U. (1980): Das Umkehrproblem in der Geoelektrik. - Geol. Jb., Reihe E, 19: 19-38.
Schweizerbartsche Verlagsbuchhandlung, Stuttgart.

MUNDRY. E. & DENNERT, U. (1983): Ein Programm zur Inversion geoelektrischer Sondierungskurven fir hori-
zontal geschichteten Untergrund (INGESO 81). - NL{fB-Archiv, Bericht Nr. 92 894, Hannover.

RODEMANN. H. (1997): Einfluf von Me8fehlern auf die Fehler von Modellparametern bei einfachen 1D-Schlumberger-

Geoelektrik- Fillen.- I[n: Jacebs, F.: Tagungsband des VI. Arbeitsseminars Hochauflosende Geoelektrik in
Bucha/Sachsen, 4.-6.11.1997. Universitat Leipzig, Institut fir Geophysik und Geologie.

il



