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.Einleitung

Die Interpretation magnetotellurischer Daten hat das Ziel, ein Leitfahigkeitsmodell zu erstellen,
welches die geologischen Verhiltnisse im Erduntergrund widerspiegelt. Dabei stellt sich die
Frage, wie gut ist das berechnete Modell oder sind auch alternative Modelle denkbar? In
der Regel wird der Vergleich zwischen gemessenen Daten und Modellantwort sowie Ergebnisse
anderer geophysikalischer und geologischer Untersuchungen herangezogen, um Aussagen iiber
die Giite des gefundenen Modells zu machen. Das Problem ist jedoch keineswegs eindeutig.
Es existieren beliebig viele Modelle, welche die gemessenen Daten befriedigend anpassen.

Es soll nun untersucht werden, wie man einfach Aussagen iiber die Auflésung der Modell-
parameter machen kann. Die Sensitivitdtsmatrix ist bei der zweidimensionalen Inversion ein
Begleitprodukt bei der Linearisierung des Vorwirtsproblems. Sie enthilt Informationen iiber
die Abhéngigkeit der Modellparameter von den Daten. Neben der mathematischen Herlei-
tung werden im folgenden verschiedene Darstellungen der Sensitivitdtsmatrix gezeigt und ihre
Bedeutung in bezug auf die Aufiésbarkeit der modellierten Untergrundstrukturen diskutiert.

Das Inversionsmodell Oberpfalz

Die Sensitivitatsstudien werden anhand eines Datensatzes vorgestellt, der von der TU Berlin
[Leonhardt, 1987] im Rahmen der KTB Vorerkundung aufgenommen wurde und umfafit 11
Stationen im Frequenzbereich von ca. 3-650 Hz auf einem etwa 3 km langen Profil. Das Profil
kreuzt die Frinkische Linie (FL), die als westliche Begrenzung des Béhmischen Massivs ange-
sehen wird, welches einen der gréfiten Grundgebirgskomplexe in Mitteleuropa darstellt. Die
etwa 5 km 0Ostlich in Profilrichtung gelegenen KTB-Hauptbohrung durchteuft die FL in einer
Tiefe von ca. 7000 m. Der Datensatz ist bereits von mehreren Autoren mit unterschiedlichen
Fragestellungen bearbeitet worden [Leonhardt, 1987, Schulte, 1990, Schiitt, 1992, Eisel, 1994].
Ubereinstimmend macht sich die FL in den Arbeiten als nach Nordosten einfallender guter
Leiter bemerkbar.

Zur Modellierung wurde ein 2D-Inversionsalgorithmus verwendet, der von Mackie et al. [1997]
entwickelt und von Rath [1998] modifiziert wurde. In der Arbeit von Schwalenberg [1997]
konnte gezeigt werden, dafl mit diesem Programm stabile und geologisch sinnvolle Modelle fiir
diesen Datensatz berechnet werden kénnen.

Ein Inversionsergebnis zeigt Abbildung 1 links. In dem Widerstandsmodell macht sich die FL
als nach NO einfallender guter Leiter unterhalb der Stationen A6 und A7 bemerkbar. Westlich
der FL ist die Widerstandsverteilung eindimensional. Ostlich sind die Widerstandswerte hoher.
Strukturell 148t sich hier wenig aussagen, da dieser Modellbereich durch das Datenmaterial
nicht geniigend abgedeckt wird und die Leitfihigkeitsverteilung als dreidimensional angese-
hen werden muB. Die eingezeichneten Pfeile beziehen sich auf die minimalen und maximalen
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Abbildung 1: Links: Inversionsmodell Oberpfalz. Rechts: Totale Sensitivititen. Eingezeichnet
sind die minimalen und maximalen z*-Tiefen der E-Polarisation. Fiir die Stationen A1l und
A3 konnten zusitzlich Daten bis zu einer Periode von = 4 s beriicksichtigt werden.

z*-Tiefen der E-Polarisation. Dadurch hat man einen Anhaltspunkt, welche Eindringtiefen
prinzipiell von dem verwendeten Datenmaterial erreicht werden kénnen. An dieser Stelle sei
vermerkt, dafl die Betrachtung der z*-Tiefen weder 2D- noch static-shift-Effekte erfasst und
daher irrefiihrend sein kann.

Klar ist, daf8 die Inversion kein eindeutiges Modell liefern kann. Bei dem verwendeten Pro-
gramm héngt das Ergebnis stark von der Wahl der Regularisierunsparameter, der Form des
a-priori-Modells und der Wichtung der Datenfehler ab. Mit verschiedenen Kombinationen
dieser Parameter konnte der maximale Leitfihigkeitskontrast an der FL wiedergegeben wer-
den. Die Anpassung der jeweiligen Modellkurven an die Daten ist zufriedenstellend, liefert
jedoch keine Informationen, welche Strukturen dafiir erforderlich sind. Die Sensitivititsmatrix
kann als Verbindungsstiick zwischen Modell und Daten angesehen werden. In einer linearen
Umgebung des jeweiligen Modells enthélt sie alle Informationen, die in den Daten enthalten
sind.

Linearisierung und Berechnung der Sensitivititen

Bei der zweidimensionalen Inversion magnetotellurischer Daten steht man vor dem Problem,
dafl der Zusammenhang zwischen Modell und Daten nichtlinear ist. Um einen geeigneten
Losungsalgorithmus zu formulieren, mu8 das Vorwértsproblem deshalb linearisiert werden.
Das geschieht durch Taylorreihenentwicklung um ein Startmodell m? im Parameterraum. Mit
m = Parametervektor, d = Datenvektor und f = Vorwirtsoperator folgt:

0f(m°)

d= f(m) = f(m’) + —5—

-dm+ ...

Hohere Ableitungen konnen dabei vernachlissigt werden, wenn man nur kleine Variationen
betrachtet. Der Fehler e zwischen den gemessenen Daten und der Modellantwort sei:
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die Sensitivititsmatrix ist. Ihre Elemente sind die partiellen Ableitungen der berechneten
Daten nach den Modellparametern. Die Anzahl der Zeilen entspricht der Dimension des Da-

‘tenraums, die Anzahl der Spalten ist gleich der Anzahl der Modellparameter.

Gesucht werden Parametervariationen z, so dafi die Lo-Norm des Fehlers e minimal wird. Die
Zielfunktion lautet somit:
g=¢ele=|y- Sz|* = (y — Sz)"(y - Sz)
Minimierung dieser Funktion fithrt auf eine Generalisierte Inverse der Form:
z = (878)"15Ty

In dem verwendeten Programm wird die Inversionsaufgabe iterativ gelést. Das bedeutet, in
jedem Schritt wird das Minimum einer regularisierten Zielfunktion gesucht. Die Regularisie-
rung besteht dabei in der Differenzierung benachbarter Modellparameter. Je nach Wichtung
hat diese Operation einen glittenden Einflu} auf das Ergebnis. Aufierdem geht eine Art Mar-
quardtterm in die Zielfunktion ein, der das Konvergenzverhalten bei der Inversion stabilisiert
[z. B. Meju, 1994]. Desweiteren ist es sinnvoll, den Datenfehler zu beriicksichtigen, damit Da-

ten mit groflem Fehlerbalken kein zu starkes Gewicht erhalten. Aus diesem Grund wird die
Sensitivitdtsmatrix mit der Datenkovarianzmatrix [z. B. Tarantola, 1987, Menke, 1984] skaliert.

Die Aufstellung der Sensitivitdtsmatrix macht rechnerisch den Hauptbestandteil bei der Lésung
des inversen Problems aus. Da sich mit jeder Parametervariation das Modell dndert, mu8
diese Matrix jedesmal vollstindig berechnet werden. Das erfordert in der Regel eine grofie
Zahl von Vorwéirtslésungen. Im folgenden soll nun die Berechnung der Sensitivititen nach
der Methode der adjungierten Gleichungen [McGillivray et al., 1994] erliutert werden. Die
Methode beruht auf dem generellem Prinzip der Reziprozitit zwischen fiktiven Senderdipolen
an den MeBlokationen und Parameterstérungen in den Gitterelementen. Dadurch LiBt sich die
Anzahl der bei jeder Iteration benétigten Vorwértsrechnungen deutlich verringern.

Die Daten sind die Horizontalkomponenten des an der Erdoberfliche gemessenen elektrischen
und magnetischen Felds (E,, E,, Bz, By), bzw. die daraus ableitbaren Gréfien scheinbarer spe-
zifischer Widerstand und Phase (In prg, In prar, o8, ¢70). Die Modellparameter sind die den
Gitterelementen zugeordneten diskreten Leitfahigkeiten Ino;. Die Verwendung der Logarith-
men hat den Vorteil, dal negative Werte ausgeschlossen werden und die Variationsbreite der
Widerstdnde bzw. Leitfihigkeiten iiber mehrere GroBenordnungen besser erfasst wird.

Aus den Maxwellgleichungen ergeben sich die bekannten Beziehungen fiir Widerstand und

Phase fiir den Stationspunkt ry und die Periode T:
po | E|?
B

,Oa,(T, TU) = ;

¢(T,r) = arctan [Im (%) /Re (g)]
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Exemplarisch soll nun die Ableitung des scheinbaren spezifischen Widerstands der E-Polarisation
berechnet werden. Differenzierung von prg nach o; ergibt:

Of _Oere _ oo |Be| [1 0B, E:0B,
om do; T w By By do; Bﬁ do;
Mit der Beziehung 6£’ = —iwBy , die sich im 2D-Fall aus den Maxwellgleichungen ableitet,

erhdlt man fiir die rechte Seite:

By

Ho
 fides
By

w

[L,1E0] ok
By  iw Bg 0z | Oo;

Die Vertikalableitung ist hier am Stationspunkt rg durchzufiihren. Die Ableitungen der Phasen
gestalten sich etwas komplizierter und werden nicht extra aufgefithrt [Farquharson and Olden-
‘burg, 1996, Anhang D]. Die Sensitivititen von B, in der TE-Mode sowie die der bendtigten
Komponenten der TM-Mode kénnen analog durch Bildung von Ableitungen bzw. Differential-
quotienten angegeben werden.

Zur Berechnung von %‘E-_“ betrachte man die Maxwellgleichungen in der folgenden Schreibweise

[Madden and Mackie, 1989):
—~lgo VX E|l | J
VX iw B M

Im diskretisierten Untergrund wird den Gitterelementen durch Basisfunktionen ¥; eine Leit-
fahigkeit o; zugeordnet:

* &r] = Z o;; (r) 7-

i=1,M

Das Problem wird durch die Annahme geeigneter Randbedingungen vervollstindigt, die die
Werte an den Modellrdndern festlegen. J und M sind beliebig wihlbare Quellterme, die
unabhéngig von den Untergrundparametern sind. Bildet man die Ableitung nach den Modell-

parametern erhilt man:
—upo Vx . g—c‘% _
Vx  dw 0B

do;

WE
0

Um die Sensitivitiaten gg, gt% zu bestimmen, wird ein , Ersatz“-Problem formuliert, fiir das

die gleiche Diskretisierung und die gleichen Randbedingungen vorausgesetzt werden:

i

M
mit zunéchst unbestimmten Quellen J und M. Es 1i8t sich zeigen, dafl unter der Verwendung
der Vektoridentitdt:

E

B

—poo VX
VX  iw

V(AxB)=B(VxA)—A(V x B)

die folgende Beziehung hergeleitet werden kann [McGillivray et al., 1994] :

= M- s B B
x B M 80;-+J T E-E

- 9B HE - . gB - OFE
L (E % do;  Oo; )
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Ist D das zunéchst beliebige Gebiet und 8D sein Rand, so liefert die Integration unter der

Verwendung des Gauflschen Satzes:

. 9B OE - _ 9B - OE
/(E EE—E&ZXB)ndS—f[M 5‘;+J EE—E E‘deU
D

Fordert man, dafl die Felder an den Réndern des Gebiets im lim r— oo verschwinden, ist die
linke Seite der Gleichung Null und es gilt:

_ 8B - OE _
/[ o # T agz]dv—f[E-E\Pi] dv
D D :

Diese Gleichung erméglicht eine einfache und effektive Berechnung der Sensitivitit. Um z. B.

'die Ableitung von E, am Beobachtungspunkt ro an der Erdoberfliche zu bestimmen, wihlt

man J = § (r —rg) e; und M = 0. Dann folgt daraus:
[aEx] - / A AR
30‘,;
To D

E_ ist das elektrische Feld eines in x-Richtung ausgerichteten, fiktiven, elektrischen Dipols am
Beobachtungspunkt. Die Sensitivitit im gesamten Untergrund 148t sich nun aus den Lésungen
von nur 2 Vorwirtsproblemen (fiir E, und E,) durch Integration iiber das entsprechende
Element ¢ berechnen. Die oben schon erwéhnten lateralen Ableitungen der Sensitivitit kénnen
durch die Einfithrung der entsprechenden Differenzquellen realisiert werden.

Darstellung der Semnsitivititen

Im 2D-Fall nimmt die Sensitivititsmatrix leicht GréfSenordnungen an, die lediglich eine Aus-
wahl der Informationen bei der Darstellung sinnvoll erscheinen 148t. Ein Zahlenbeispiel soll
dies verdeutlichen: Angenommen man betrachtet Daten, die an 10 Stationen fiir 10 Frequenzen
gemessen wurden und ein Gitter, das aus 1000 Gitterelementen besteht, dann enthilt die voll
besetzte Sensitivitdtsmatrix 400.000 Elemente. Die Spaltenvektoren enthalten die Ableitungen
aller Daten nach der einem bestimmten Gitterelement zugeordneten Leitfihigkeit.

Zur Darstellung werden im folgenden die Spalten partiell aufsummiert und dem entsprechenden
Gitterelement zugeordnet. Dabei miissen die folgenden Aspekte beriicksichtigt werden:

e Die Sensitivititen konnen positive und negative Werte annehmen. Positive Werte er-
geben sich, wenn die Leitfihigkeit des betreffenden Gitterelements bei der folgenden
Iteration erh&ht wird. Negative Werte ergeben sich entsprechend bei Erniedrigung der
Leitfahigkeit. Da es hauptséchlich darauf ankommt, ob das betrachtete Element sensitiv
ist oder nicht, wird eine betragsmiBige Darstellung gewihlt.

e Die Betrége variieren um mehrere Groflenordnungen. Die Verwendung der Logarithmen
liefert hier eine bessere Auflésung.

e Grofle Gitterelemente erhalten ein grofies Gewicht, d.h. die berechneten Sensitivititen
sind von der Diskretisierung abhéingig. Dieser unerwiinschte Effekt kann vermieden wer-
den, in dem man die Sensitivitdten durch die GréBe des Gitterelements dividiert. Da-
durch erhilt man eine Sensitivitdtsdichte.
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Abbildung 2: Zur Darstellung werden die Elemente der Sensitivititsmatrix partiell aufsum-
miert und dem entsprechenden Gitterelement zugeordnet. Die Abbildungen zeigen die Betrige
der Sensitivitidten, normiert auf die GréBe des Gitterelements und auf den Betrag der gréfiten
vorkommenden totalen Sensitivitdt (vgl. Text). Durch die Skalierung mit dem Datenfehler
werden die Sensitivititen einheitslos. Oben: Sensitivitdt, aufsummiert {iber alle Frequenzen
und Stationen beider Moden fiir Widerstand und Phase. Unten: Sensitivitit, aufsummiert
iiber alle Frequenzen und Stationen, Widerstand und Phase, aber E- und B-Polarisation ge-
trennt.

e Daten mit groflem Fehlerbalken werden zu stark bewertet. Die Sensitivititen werden
deshalb mit der Datenkovarianzmatrix skaliert, die hier als diagonal angenommen wird
und nur die inversen Quadrate der Datenvarianz enthilt. Das hat zur Folge, dafi die
Groéflen einheitslos und numerisch vergleichbar werden.

In Abbildung 2 wurden dabei die Sensitivititen fiir einzelne Datengruppen (p, und ¢ fiir
alle Frequenzen und Stationen und E- und B-Polarisation getrennt) betrachtet. Um diese
Darstellungen vergleichbar zu machen, wurden die Werte mit dem Maximalwert der totalen
Sensitivitdt auf dem Gitter normiert. Unter der totalen Sensitivitat ist zu verstehen, dafl eine
ganze Spalte der Sensitivitdtsmatrix, also die Ableitung aller Daten (Widerstand und Phase
beider Polarisationsrichtungen fiir alle Stationen und Frequenzen) nach dem entsprechenden
o, aufsummiert wird.

Im Wesentlichen erkennt man das induktive Eindringverhalten der Felder. Die Sensitivititen
sind direkt unterhalb der Stationen am grofiten. Dies ist hauptsichlich eine Wirkung der ho-
hen Empfindlichkeit von p, Tar in der Nahe oberflichennaher Strukturen. Strukturell wird der
maximale Leitfdhigkeitskontrast unterhalb der Stationen A6-A8 deutlich. Desweiteren haben
die Phasen kleinere Betrige als die Widerstande (s. Abbildung 2, oben). Anschaulich sind die
Darstellungen fiir eine Frequenz bzw. eine Station (vergl. Abbildung 3). Hier sieht man die
Verschiebung der Stromsysteme in Abhéngigkeit von der Frequenz sowie die Bedeutung des
Induktionsraums an einer einzelnen Station. Ein Vergleich der totalen Sensitivititen mit dem
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Abbildung 3: Links: Totale Sensitivititen fiir jeweils eine Frequenz. Rechts: Totale Sensi-
tivititen fiir jeweils eine Station. Deutlich wird das zunehmende Eindringen der Felder bei
kleiner werdenden Frequenzen bzw. die Rolle des Induktionsraums an einer Station.

Widerstandsmodell in Abbildung 1 zeigt, dafl die modellierten Strukturen bis in eine Tiefe von
ca. 1 km als recht gut aufgeldst angesehen werden kénnen. Unterhalb von 1 km sind die Sensi-
tivitdten auf ca. 1/10.000 ihres Werts an der Erdoberfliche abgefallen. Der Informationsgehalt
ist hier sicherlich geringer. Es soll an dieser Stelle betont werden, da8 die Sensitivititsdarstel-
lungen keine Aussage iiber die Richtigkeit des Modells machen, sondern lediglich iiber den
Beitrag des betreffenden Gitterelements zur potentiellen Anderung der Leitfihigkeit.

Zusammenfassung und Ausblick

Die Inversionsaufgabe ist im 2D-Fall nicht exakt lésbar. Der nichtlineare Zusammenhang
zwischen Modell und Daten, die Unterbestimmtheit des Problems sowie die Verwendung von
fehlerbehaftetem Datenmaterial machen es unméglich, ein eindeutiges Leitfihigkeitsmodell zu
berechnen. Durch geeignete Regularisierungsmaffnahmen kann die Mehrdeutigkeit der Lésung
jedoch eingeschrénkt werden. Die Vorwartsrechnung liefert oft nur ein subjektives Modell, in
das a-priori-Informationen einflieBen, die sich a posteriori mitunter als fragwiirdig erweisen. Im
Vergleich dazu bietet die Inversion eine objektivere Variante der Modellfindung. Die Anpas-
sung der Modellkurven an die gemessenen Daten ist ein wichtiges Kriterium zur Bewertung des
Inversionsergebnisses. Ihre Qualitit macht jedoch keine Aussagen zur Auflésung der modellier-
ten Untergrundstrukturen. Aus diesem Grund sind weitere Verfahren nétig, die Losungsvielfalt
einzuschrénken und die berechneten Modelle sicherer zu interpretieren. Die Darstellung der
Sensitivitdtsmatrix vermittelt einen Eindruck, wie empfindlich bestimmte Modellbereiche von
den Daten abhingen. Sie kann als Hilfsmittel zur Bewertung der Aussagetiefe herangezogen
werden. Eine Auflésungsstudie im eigentlichen Sinn (z. B. in der Form von Fehlerintervallen
fiir die Parameter) liefern diese Betrachtungen jedoch nicht.
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Der logisch folgende Schritt wire die Berechnung der Parameterauflésungsmatrix [Menke, 1984]
mit Hilfe der Singular Value Decomposition (SVD) [Lanczos, 1961]. Systematische Untersu-
chungen an einfachen synthetischen Modellen kénnten hier Aufschluss iiber die Abhéingigkeit
der Modellparameter untereinander liefern. Ziel dieser Studien ist die Abschitzung méglicher
Parameterintervalle durch die Angabe eines Fehlerbalkens fiir das betrachtete Modell.
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