Dreidimensionale geoelektrische FD-Modellrechnungen mittels
vorkonditionierter konjugierter Gradienten

K. Spitzer (Hannover)

1 Einleitung

Die Diskretisierung der Differentialgleichung des elektrischen Potentials im leitenden Halbraum bei
gegebener Quellkonfiguration, die Mundry (1981) unter Verwendung zentraler finiter Differenzen
fiir zweidimensionale Modellrechnungen formuliert hat, ist auf die dreidimensionale Problematik
iibertragen worden. Das daraus resultierende Gleichungssystem wird mit verschiedenen nume-
rischen Methoden gelost. Prinzipiell entstehen durch die oben erwdhnten zentralen Differenzen
nicht—-symmetrische, schwach besetzte Koeffizientenmatrizen, die mit dem Verfahren der Bikonju-
gierten Gradienten (Fletcher, 1976) und der Quadratischen Konjugierten Gradienten (Sonneveld,
1989) bearbeitet werden kénnen. Bestimmte Verfahren der Vorkonditionierung der Koeffizienten-
matrizen verbessern das Konvergenzverhalten des Gleichungslosers durch eine Verkleinerung der
Konditionszahl erheblich. Nachdem es gelungen ist, die Koeffizientenmatrizen zu symmetrisieren,
ist es moglich das Verfahrens der Konjugierten Gradienten (Hestenes & Stiefel, 1952) mit entspre-
chender Vorkonditionierung (Schwarz, 1991) auf diese Problematik anzuwenden, was erhebliche
Laufzeitverbesserungen mit sich bringt.

Ein entscheidender Punkt in dieser Arbeit ist die Einfiihrung einer sogenannten kompakten
Speicherung der Koeffizientenmatrix des zu 16senden Gleichungssystems (Spitzer, 1993). In der
Behandlung realistischer Modelle sind Gleichungssysteme, deren Koeffizientenmatrizen mehr als
10-10° (10 Milliarden) Elemente besitzen, keine Seltenheit. Diese werden bei der Methode der Fi-
niten Differenzen bereits durch Raumgitter mit einer Anzahl von 60 X 60 x 30 Gitterlinien (Breite X
Tiefe x Hohe) erzeugt. Auch fiir die heutige, leistungsstarke Generation von Computern stellt die
Speicherung solcher Arrays ein nicht zu bewéiltigendes Problem dar. Bei der Methode der kompak-
ten Speicherung miissen beim obigen Beispiel ,,nur noch“ 0.0065% oder 65 ppm der Koeffizienten
im Arbeitsspeicher gehalten werden, was etwa der Anzahl von 750 000 Koeffizienten entspricht.
Uberfliissige Rechenoperationen werden dadurch weitestgehend vermieden, und in Kombination
mit schnellen numerischen Verfahren kénnen moderate Laufzeiten erzielt werden, die die Anwen-
dung solcher Modellrechnungen fiir praktische Zwecke ermoglichen konnten.

2 Mathematische Grundlagen

Aus der Kontinuititsgleichung ergibt sich die Differentialgleichung des elektrischen Potentials bei
beliebiger Verteilung der elektrischen Leitfdhigkeit im Halbraum z > 0 (z,y, z rechtshindige kar-
tesische Koordinaten, z senkrecht nach unten):

div (o-grad V)=@Q (1)

mit Q als Quellterm, der nur am Ort der Stromquellen ungleich Null ist (Q =1 -6(z — z,) - 6(y —
Yq) - 6(z — z3), I Quellstromstirke, § Dirac’sche Deltafunktion), V als elektrischem Potential und ¢
als elektrischer Leitfahigkeit. Da o hier eine skalare Funktion des Ortes ist, ergibt sich:

0*v 0V 9%V 0o OV 0o OV 0o OV
.(8:172 + o2 + 8z2)+(_?_; -a?‘i-a—y b;-f-a s —I-6(z—2zq)-6(y—1yy)-6(z—2¢) . (2)

Alle Terme, die in dieser Differentialgleichung auftreten, werden durch Terme finiter Differenzen
ersetzt. Abb. 1 zeigt die Struktur des Raumgitters schematisch und legt die Bezeichnungsweise
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Abb. 1: Schema des dreidimensionalen Finite-Differenzen—Gitters mit Indezkodierung und Be-
zeichnung der Leitfdhigkeiten und Gitterabstdnde f;, g; und hy.

der Knotenindizes, der Leitfahigkeiten und der Gitterabstinde f;, g; und hy fest. Im einzelnen
ergibt sich das Folgende:

1. Taylorentwicklung des Potentials im Punkt (%,7,k) und Separation von grad V und AV

2. Diskretisierung von o an den Gitterpunkten durch mit der Zellengréfle bewichtete Mittelung
iiber benachbarte Zellenleitfihigkeiten o¢ (nach Brewitt-Taylor & Weaver, 1976)

3. Diskretisierung des Leitfdhigkeitsgradienten grad o und des Quellterms
4. Aufstellung der Differenzengleichung mit 1) bis 3) '
5. Behandlung der Rénder:

Oberfliche: o 0 Neumann’sche Randbedingung

alle anderen Rénder: V =0 Dirichlet’sche Randbedingung

2.1 Die ersten und zweiten Ableitungen des Potentials

Aus der Taylorentwicklung des Potentials lassen sich fiir jede Dimension die Ableitungen des Po-
tentials an den Punkten (%, j, k) separieren (hier der Kiirze wegen nur fiir z):

oV A Viegk + (FR = FA)Vise — FVicrix
9z | ik ficrfi(fier + £3) (3)

Ebenso werden die zweiten Ableitungen separiert:

Oz? i,k fz‘—lfz'(fz‘—l + fi)
Diese Gleichungen ersetzen die Ableitungen des Potentials in den Punkten (¢, j, k) durch Differenzen
benachbarter Potentiale.

(4)
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2.2 Die Leitfahigkeit an den Gitterpunkten

Die Diskretisierung der Leitfihigkeiten wurde folgendermaflen vorgenommen: Jede Zelle mit den
ECkpunkten (i’j’ k)? (i+17j7 k)a (z,]+ 1, k)7 (i’j’ k+ 1)7 (2+17]+1, k)7 (Z+ 1,7, k+ 1)7 (27.7'*'1’ k+ 1)
und (i + 1,5+ 1,k + 1) ist, wie eingangs erwdhnt wurde, mit einer bestimmten Leitfdhigkeit o ik
belegt. Aus diesen Zellenleitfdhigleiten werden Hilfswerte berechnet

Sijk = fi9i-h-0ijn (3)
die sich zur Leitfahigkeit o;;x am Gitterpunkt (4,7, k) zusammensetzen:

Sijk+ Sic1ik + Sij-1k + Sijrk—1+ Sic1,j-1% + Si—1,j4—1 + Sij-1,k-1 + Sic15-1,k-1
(ficr + fi)(gj=1 + 95)(hk=1 + Fx)

Tijk =

(6)
Dies entspricht einer arithmetischen Mittelung iiber die zum Punkt (¢,7,k) benachbarten mit dem
jeweiligen Volumen der Zelle gewichteten Zellenwidersténde.

2.3 Die Leitfahigkeitsgradienten

Mit den Hilfswerten S; ;x (GI. 5) lassen sich ebenso die Leitfdhigkeitsgradienten im Punkt (¢,7.%
bestimmen. Fiir z lauten sie folgendermafen:

Qﬂ i SijktSigr—1+Sij—1k+Sij—1,k-1 Si—l,j,k+si-1,j,k—-1+Si—1,j—1,k+si—1,j—1,k——1) (
aw ij k fi fi—l
. 2
mit a =

(fis1 + fi)(9j-1+ 95)(he—1 + ki)

2.4 Die Quellterme
Der Quellterm @) ist definiert als

|~

Q=I-6(m—mq)-é(y—yq)-ﬁ(z—zq)zT i

wobei I die Quellstromstédrke und 7 das endlich ausgedehnte Quellvolumenelement darstellen.
trachtet man eine Stromquelle an der Erdoberfliche, so ergibt sich

__ igmr £ £i) (91 + 93
8

und
8-

(fig—1 + fig)(gjp—1 + g5,)M
I wird im weiteren ohne Einschrankung der Allgemeinheit mit der Stromstérke 1 A belegt.

Setzt man alle Differenzenterme in die Gleichung (2) ein und sortiert die Ausdriicke nach

Potentialen V; ; » und deren Nachbarn, so erhélt man die folgende lineare Gleichung fiir den in
Punkt (,7,k):

Q=

ClijxVic1,ik + C2 ik Vigrik + C3i ik Vij—1k + CijiVijr,k + C5ijkVijk-1 + C6ikVijke1
= C0;jrViji— @
mit
O 0 fiir (4,7,k) # Quellpunkt
I/t fir (¢,7,k) = Quellpunkt, 7 Quellvolumen
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Die Ausdriicke C0 bis C6 nennt man Kopplungskoeffizienten. Sie sind die Koeffizienten des linearen
Gleichungssystems (13). Fiir innere Punkte und die z-Richtung lauten sie im einzelnen:

90i,jk o, Ooijk
B—z'f’ _ 2U¢,J,k+ 9z fz—l (11)

C2;;
fiafi + £ > i + )
Der Selbstkopplungskoeffizient CO0; ;x ist wie folgt definiert:

Cl,',j’k

6
COije ==Y Clijk
=1

An den Rindern werden diese Koeffizienten durch die entsprechenden Randbedingugngen modifi-
ziert, was im folgenden Abschnitt kurz skizziert werden soll.

3 Die Randbedingungen

Die bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf innere Gitterpunkte, also Punkte, die von Nachbarn
umgeben sind. An den Réndern eines dreidimensionalen Raumgitters fehlen jedoch Nachbarpunkte
mindestens in einer Raumrichtung. An den Kanten des Quaders fehlen zwei und an den Ecken so-
gar drei Nachbarpunkte. Man begegnet dieser Tatsache, indem man einen sogenannten inneren
und einen dufleren Rand einfiihrt, d.h. man erweitert den urspriinglichen Quader um eine weitere
Auflenschicht, die das Volumen vollends umschliefit. Dadurch ergeben sich die folgenden Indizie-
rungen: ¢ = 0,...,¢,+ 1,7 =0,...,9n+1 und £ = 0,...,k, + 1. Diese zusitzliche Schicht
ergibt an ihrer Auflenfliche den duBeren Rand (0, j, k), (¢m + 1,7, k), (3,0,k), (%,jm + 1,k), (¢,3,0)
und (2,5, km + 1), firi =0,...,in +1,7=0,...,9m+ 1,k =0,...,ky + 1, die AuSlenfliche des
urspriinglichen Quaders nennt man den inneren Rand (1, j,k), (¢m, J,k), (%,1,k), (¢, m, k), (¢,7,1)
und (%,5,kp), firi=1,...,%m, 5 = 1,...,Jm, k = 1,..., k. Leitfadhigkeiten und Gitterabstinde
werden von der Auflenschicht des inneren Quaders iibernommen.

3.1 Neumann’sche Randbedingungen

Mit dieser Geometrie und der Bedingung, dafi die Normalkomponente der Stromdichte j an der
Oberfliche verschwindet (aufler in den Quellpunkten) ergeben sich fiir die Erdoberfliche z = 0 die
sogenannten Neumann’schen Randbedingungen:

ov
5 =0 (12)

Numerisch erhilt man diese Randbedingungen dadurch, dafi man die Potentiale mit dem Index
k = 2 auf den dufleren Rand mit dem Index k = 0 iibertrédgt, also an der Erdoberfliche spiegelt:

Vigo= Vija
Dadurch modifizieren sich die Koeffizienten C5;;; und C6; ;; wie folgt:

C5i,j,1 =0

20; 1
C6; 1 —=
R’

Il

i=1,..0m, j=1...m
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3.2 Dirichlet’sche Randbedingungen

Die Randbedingungen aller anderen Rinder kénnen nach verschiedenen Gesichtspunkten gewihlt
werden. Es bietet sich an, die &ufleren Rinder! mit

Vigk =0

zu belegen (Dirichlet’sche Randbedingung), da das Potential ¥V mit dem Abstand vom Quellpunk:
r — oo gegen Null geht. Die Koeffizienten C1 und C2 fiir die Rander orthogonal zur x-Richtung.
C3 und C4 orthogonal zur y-Richtung und C6 fiir den unteren Rand kénnen der folgenden Tabelle
entnommen werden:

linker Rand : Cli;x =
rechter Rand : C2;
hinterer Rand: C3; 1

vorderer Rand: C4;;. . =
unterer Rand : C6; k.,

C21%x  nach Gl (11)
C1;,.;x nach Gl (11)
C4;1%  mnach Gl (11)
C3; .k nach Gl (11)
C5;jkn nach GL (11)

-

I
cocoe

-

-

I

-

4 Die Losung des linearen Gleichungssystems

Nachdem die Bestimmungsgleichungen (10) fiir jeden Punkt des Raumgitters definiert sind, erhait
man ein lineares Gleichungssystem, das sich in der allgemeinen folgenden Form schreiben 13fit:

‘x=b (13

(1>

A ist die Koeffizientenmatrix, die die Kopplungskoeffizienten (Gl. 11) enthilt, z ist der Vek?
der gesuchten Potentialverteilung und b ist der Quellvektor, der im Falle von zwei Elektroden u
Dirichlet’schen Randbedingungen auch nur zwei von Null verschiedene Komponenten besitzt.
Matrix A besitzt die Elemente A;;,i=1,...,%m jm km, J = 1,...,%m  Jm - km, Z die Komponent
Ziyt=1,...,%p  Jm - ky, und b die Komponenten b;, ¢ = 1,...,%p * jm * km.

4.1 Kompakte Speicherung der Koeffizientenmatrix mittels Positionsvektor

Um die Struktur des Gleichungssystems zu verdeutlichen, soll im folgenden zur Veranschaulichu
ein 3x3x3-Gitter (¢,, = 3, j;mu = 3, ki = 3) betrachtet werden, das bereits eine Koeffizientenmat
von (% * Jm * km) X (4m * Jm - km) = 27 X 27 = 729 Elementen ergibt. Konkret ist diese Matrix |
Tabelle 1 dargestellt.

Sie besitzt eine Bandstruktur, und die meisten Elemente sind gleich Null. Deshalb liegt es na
nur die von Null verschiedenen Elemente abzuspeichern und einen mathematischen Algorith
zu entwickeln, der nur mit diesen Elementen rechnet. Effektiv stehen in jeder Zeile maximal
sieben Koeffizienten CO0,...,C6, die fiir die Rechnung von Bedeutung sind. Fiir mathematis
Operationen, wie z.B. Matrizenmultiplikationen, bendtigt man jedoch ihre Position, also Zeilen
Spaltenindex. Fiihrt man Positionsvektoren

ipos(CO,i),---,ipos(Cﬁ,i) 1= 1”"aim ‘jm 'km

!Die duBeren Rinder sind hier wie folgt indiziert und werden der Einfachheit halber mit den nachstehe
Begriffen belegt :,Linker“ Rand: ¢ =0,3 =0...,jm+1,k=0,...,kn+1, s,rechter Rand: i = t;m+1,7 =0...,)m
k=0,...,km +1, ,hinterer* Rand: ¢ =0,...,im +1,5=0k=0,...,kn +1, ,vorderer Rand: : =0,...,im +
) =Jm+1, k=0,...,kmn + 1, ,oberer* Rand: i = 0,...,4, +1, 5 =0...,jm + 1, k = 0 und ,unterer R
1t=0,...8m 41, =0...,jm+ 1, k = kn + 1. Die ,inneren“ Rinder haben iquivalente Bezeichnungen,
Indexnumerierung beginnt jedoch jeweils mit 1 statt 0 und endet mit i,,, jm oder k., statt ¢m—+1, jm +1 oder k-

192




(CD:))Chu 0 4111 0 0 0 0 0 6111 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g \
€1211C0231CZ] 0 C4ay 0 0 0 0| 0 cey 0 0 0 0 0 0 0O OO 0 0 0 O 0 O
0 ClanCo| 0 0 Casy 0 0 0|0 0 Cey 0 O 0O 0 0 0 0 0 OO 0 0 0 O g
Com 0 0 Fomcam 0 Fay 0 0|0 0 0 ceu o 0 0 0 00 0 0 0 O 0 O g 0
0 c3m 0 12210023 C232 0 can 0 0 0 0 0 cém 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 C3l 0 ClaaCosas| 0 0 Casnl 0 0 0 0 0 Cosm 0 0 000 00O O O 0O 0O
0 0 0cCuy 0 0 Fowczin 0|0 0 0 0 O 0ceeu O 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 O Chu 0 PlanComczss 0 0 0 0 0 0 0cesy O 0 0O O 0 O 0 O O O
0 0 0 O 0 C3y 0 Clagscosyf 0 0 0 0 0 0 0 0cesn O 0 0 0 0 0 0 O O
om0 0 0 0 0 0 0 0 koucan 0 pan 0 0 0 0 Okeny O 0 0 0 O O O g
0csss 0 0 0 0 0 0 0 1212000215 0 Caaz 0 0 0 0{0cea 0 0 0 O O O
0 0cCsz 0 0 0 0 0 0|0 CcraCosyf 0 0 Ctsna 0 0 0(0 0cea 0O 0 O O O O
0 0 0 c5122 0 0 0 0 0 3z 0 0 00,122C2y32 0 P4 0 0 0 0 0 C6122 0 0 0 0 0
0 0 0 0 coban 0 0 0 0 0 c3:2 0 k122:00222C2223 0 C4322 0 0 0 0 0 céun 0 0 0 0
0 0 0 0 0c 5322 0 0 0 0 0 c 3329 0 a 322C0322 0 0 C43n2 0 0 0 0 0 C63za 0 0 0
0 0 0 0 0 0 C5132 0 0 0 0 0 c3: 0 0 Fk0;3,C2132 0 0 0 0 0 0 0 C6y3a 0 0
0 0 0 0 0 0 0Csy 0[0 0 0 0 Chsm 0 Fl2aC0:302 0 0 0 0 0 O Oces O
0 0 0 0 0 0 0 0csn0 0 0 0 0 o3y 0 ClaCoyy] 0 0 0 0 0 0 0 0 cem
0 0 0 0 0 0 0 O Ocsnis0 0O O O 0 0 O O FousCas O b4s 0 0 0 0 O
00 0 0 0 0 0 0 0 Ocszs ©0 O 0 O 0 0 O F12130013C2:| 0 Caas 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0ceia0 O 0 0 0 0|0 Ciysconsl 0 0 c4ss 0 0 0
0 0 0 0 0 0 000 0 O O Ocsm0 O 0 0 O F3mm 0 0 £02C2ia 0 P4y 0 0
0 0 0 000 O 0 0 0 O O OcCszx0 0 O 0| 0 Chn 0 [1223C0223C225 0 Cazas 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O ocsa 0 0 0|0 0 c32 0 craascosay] 0 0 Casas
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 ctas 0 O 0 0 0 cahiss 0 0 PoussCain 1]
0 0 0 00 OO O O OO OO O 0 0 Cszs 0/0 0 0 0 c325 0 F123300233C22
\ 0o 0 000 0O O 0O 0 0O OO0 0 0 0 b0 0 0 0 0 C3ssf 0 CrasCoan )

Tab. 1: Die Koeffizientenmatriz A eines 3 x 3x 3—Gitters.

fiir die Koeffizienten ein, die in jeder Zeile ¢ auf die Spalte des jeweiligen Koeffizienten zeigen, so
hat das den Vorteil, daf diese Positionsvektoren programmintern als INTEGER-Arrays deklariert
werden konnen und dadurch wenig Speicherplatz bendtigen. Werden die Koeffizienten in eindimen-

sionale Arrays umsortiert, so ist ihre Adressierung leicht iiber den zeilenorientierten Positionsvektor
zu bewerkstelligen (s. Spitzer, 1993).

Zusammenfassend wird durch dieses Verfahren der kompakten Speicherung

1. der Speicherplatzbedarf fiir die Matrix A minimiert, was zugleich den gesamten Speicher-
platzbedarf gering hilt und

2. die Rechenzeit verringert, da nur notwendige Rechenschritte ausgefithrt werden.

4.2 Die Symmetrisierung und Skalierung der Koeffizientenmatrix

Die Anwendung des Verfahrens der Konjugierten Gradienten zur Lésung des Gleichungssystems (13)

erfordert eine vorherige Symmetrisierung der Koeffizientenmatrix (d.h. 4 N AT), was durch die
Formulierung der Finiten Differenzen iiber zentrale Differenzen mit Neumann’schen Randbedin-
gungen an der Oberfliche nicht gegeben ist.

Bei dquidistantem Gitter reicht es aus, die ersten im-jm Zeilen von A mit dem konstanten Faktor
0.5 zu multiplizieren. Im nicht-dquidistanten Fall miissen Koeffizienten K;, ¢ = 1,...,%y - jm * kn
fiir jede Zeile der Matrix gefunden werden. Die Matrix K hat dann folgende Gestalt:

Ky 0
3 (14)
K jmbm



Die Koeffizienten K; kénnen sukzessiv berechnet werden:

Ky =1
K, = C2(i-1)/C1(i) firi=2,...,im
K.,j = C4(z—zm)/C3(z) fﬁl‘i=im+1,---aim'jm

K; = Cﬁ(i“im'jm)/cs(i) fﬁfizim'jm‘l‘l,-'-’im'jm'km

Die Symmetrisierung erfolgt dann in der Form

K-A-z=K-b . (15)

Durch eine entsprechende Skalierung der Matrix, die die Symmetrie erhélt, werden alle Haupt-
diagonalelemente A;; gleich eins gesetzt. Dies erhdlt man auf die folgende Weise:

A = Ghudi, S 3=1,...0 Gn K (16)

mit d; = 1/v/A4;; (Schwarz, 1991). Um die Aquivalenz der Gleichungssysteme zu wahren, miissen
die Vektoren b und z ebenfalls mit d; multipliziert werden. Diese Skalierung stellt die einfachste Art
einer Vorkonditionierung dar, verkleinert bereits im allgemeinen die Konditionszahl x 2 betrachtlich
und fithrt dadurch zu einer schnelleren Konvergenz.

4.3 Die vorkonditionierte Methode der Konjugierten Gradienten (CGPC)

Als bisher schnellstes Verfahren hat sich die Methode der Konjugierten Gradienten mit Vorkondi-
tionierung der Koeffizientenmatrix erwiesen. Nachdem die Koeffizientenmatrix symmetrisiert und
skaliert wurde (s. Abschnitt 4.2, Reihenfolge beachten!), kann man A als Summe einer unteren
Dreiecksmatrix E, einer oberen Dreiecksmatrix ' und der Einheitsmatrix I darstellen:

mit £ = ET.
Die Vorkondltlomerungsma.trlx M wird bestimmt durch:

M=CCT . (183

Mit C als Linksdreiecksmatrix ergibt sich eine effiziente LU-Zerlegung. W&hlt man fiir C eine d
oben eingefiihrten Matrix E &hnliche, dann ergibt sich fiir C die gleiche Besetzungsstruktur wie fiir
A, was speichertechnische ‘Vorteile hat. Die Vorkonditioniernngsmatrix wird deshalb definiert als

=L+ wE(l+wE) (193

mit C = [+ wFE und w € IR als Relaxationsfaktor. Dieser Faktor mufl willkiirlich gewéhlt werden.
was in der Praxis jedoch wenig Probleme verursacht, da die optimale Wahl von w durch ein breit
Maximum gekennzeichnet ist. Bei der vorgestellten Rechnung in Abschnitt 5 wurde w = 1.4 gesetzt.

Da die Matrix M eine von A verschiedene Besetzungsstruktur aufweist, ist es sinnvoll, ds
Vorkonditionierung in das Verfahren der Konjugierten Gradienten einflieBen zu lassen, ohne d:

’Die Konditionszahl « einer symmetrischen Matrix ist definiert als Quotient von gréBtem (Amax) und kleinst

Eigenwert (A,ip) dieser Matrix: & = Amax

min
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explizite Berechnung von M auszufiihren (Schwarz, 1991). Nach geeigneter Wahl von z, ergibt
sich die folgende Methode, die diesen Anspriichen geniigt:

ro=b—-Aze p_, =0

p-1=15 k=05

while Residuum > Grenzwert do

begin
M o, = r;; Auflésen nach g, !
Pk =TF0,;
B = L5, :

Pk-1 (20)
Py = &+ Prpy g5
— 7 . _ Pk,

Ok =P AP o= o

Thyy =Tk — kAP,
Tpyr = Ty + QkP,;
k=k+1;

end :

Dieser Algorithmus enthdlt in jedem Iterationsschritt die Auflésung des Gleichungssystems

BT (21)

nach ¢.® Dies geschieht nach dem GauB-Verfahren. Die LU-Zerlegung ist bei der Wahl von M
bereits gegeben:

I

cclo)=r , (22)

wobei C die untere und _Qz die obere Deiecksmatrix darstellt. Dieses Gleichungssystem wird in
zwei Schritten gelost, zuerst durch Vorwartssubstitution das Gleichungssystem

y=r , (23)

I

dann durch Riickwartssubstitution

I

Te=y . (24)

|

Die Figenschaften der schwach besetzten Matrix werden, wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, ausge-
nutzt, um iiberfliissige Nulloperationen zu vermeiden und Speicherplatz zu sparen.

5 Ein Dike-Modell

Der Algorithmus wurde anhand verschiedener Modellklassen auf seine numerische Genauigkeit un-
tersucht. Fiir diese Modellklassen gibt es jeweils analytische Losungen oder prinzipiell unterschied-
liche Modellrechnungen (Randintegralmethoden). Es wurden Lésungen des homogenen Halbraums,
zweier Viertelraume, von Dike-Modellen (Telford, Geldart & Sherriff, 1990), des geschichteten Halb-
raums (Koefoed, 1979), der eingelagerten Kugel (Schulz, 1979) und des in den Halbraum und in
Zweischichtfille eingelagertern Quaders (Hvozdara, 1994) betrachtet. Detaillierte Beschreibungen
dieser Vergleiche findet man bei Spitzer (1994). Im folgenden soll an einem Dike-Modell beispiel-
haft demonstriert werden, bis zu welchem Grad der Genauigkeit die numerischen Modellrechnungen
gelangen konnen. Die prinzipielle Anordnung der Dike-Modelle ist auf Abb. 2 dargestellt.

3Der Einfachheit halber wurde hier die Indizierung k fiir den k-ten Iterationsschritt weggelassen.
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Abb. 2: Prinzipielle Konfiguration der Dike-
Modelle. Im folgenden werden Auslagen betrach-
tet, die in z—Richtung senkrecht zum Dike und
-~ in y—Richtung parallel zum Dike durch den Ur-
Dike-Breite sprung verlaufen. Als Dike-Tiefe wird die FEr-
streckung in z-, als Dike-Ldnge die in y- und
als Dike—Breite die in z—Richtung bezeichnet.
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Die Abb. 3 zeigt als Beispiel den Vergleich zwischen der analytischen und der numerischen
Losung fiir einen Dike von 5 m Breite, der sich in y- und z-Richtung unendlich ausdehnt und
sich 20 m in x-Richtung vom Ursprung entfernt befindet. Zwei Schlumberger-Sondierungen werden
senkrecht (entlang der x-Achse (y=0), oberes Teilbild) bzw. parallel zum Dike (entlang der y-Achse
(x=0), unteres Teilbild) durchgefiihrt. Der Halbraum ist mit einem spezifischen Widerstand von
pHR = 100 Qm, der Dike mit einem von pp;xe = 10 Qm belegt. Die Potentialsonden befinden sich
bei den Koordinaten # = +1 m, y = 0 m, und z = 0 m. Die linke Ordinate zeigt den scheinbaren
spezifischen Widerstand p, in m, die Abszisse den halben Abstand der Einspeisungselektroden
AB/2 in m. Die vollen Punkte kennzeichnen die numerischen, die offenen Dreiecke die analytischen
Losungen. Das verwendete Gitter besteht aus 73 X 73x 39 Linien (x-, y-, z-Richtung).

Die Abweichung zur exakten analytischen Losung betragt fast iiber den gesamten Bereich nur
etwa 2% (offene Quadrate, Skalierung an der rechten y-Achse). Lediglich bei sehr kurzen und bei
sehr langen Auslagen machen sich die Diskretisierungsfehler der rdumlich endlichen Quelle und
des nicht unendlich weit entfernten Randes stirker bemerkbar. Auf Abb. 4 wurde ebenfalls die
Abweichung zwischen numerischen und analytischen Ergebnissen fiir das gleiche Gitter, jedoch fiir
den homogenen Halbraum dargestellt. Es fallt auf, dafl die Abweichung den gleichen Verlauf nimmt,
also auch im Bereich des Leitfihigkeitskontrasts keine signifikant grofileren Fehler produziert, was
fiir die Stabilitdt der numerischen Rechnungen auch bei komplizierterer Leitfahigkeitsverteilung
spricht.

Abb. 3 macht die Notwendigkeit dreidimensionaler Modellrechnungen nochmals deutlich. W&h-
rend im oberen Teilbild laterale Leitfdhigkeitskontraste durch die steilen Kurvenverldufe im Bereich
des Dikes auf der Hand liegen, kénnte man das untere Teilbild ohne weiteres als horizontalen
Dreischichtfall interpretieren.

6 Abschlieflende Bemerkungen

Mit diesem Verfahren stellt sich ein leistungsstarker Gleichungsléser in seiner vorkonditionierten

Variante vor, der an Gittern mit iiber 200 000 Knotenpunkten (73 x 73 x 39) erprobt worden ist.
Mit diesen Gittern wurde gleichsam die hohe Genauigkeit der numerischen Rechnungen gezeigt,

die in der Gré8enordnung von 2% liegen kann. Dabei stellt sich heraus, dal die Gitterkonfiguration
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Abb. 3: Analytisch und numerisch berechneter scheinbarer spezifischer Widerstand zweier
Schlumberger-Sondierungen senkrecht und parallel zu einem Dike und relative Abweichung (jeweils
obere gepunktete Kurve, rechte Skala).

starken Einfluf} auf die Prazision der Rechnungen hat. Man sollte darauf achten, daf§ der Gitter-
linienabstand langsam und méglichst gleichmiBig nach aufien wichst (Prolongationsfaktor < 1.3).
Sicherlich konnten die Fehler insgesamt noch weiter verringert werden, wenn man die Rénder nicht
durch die einfachen Dirichlet’schen Bedingungen belegen wiirde.

Nach Mundry (1984) ist die hier verwendete Diskretisierung nach Brewitt-Taylor & Weaver
(1976) gerade im Bereich hoher Leitfihigkeitskontraste (d.h. bereits ab einem Verhiltnis von 2:1)
anderen Diskretisierungen (Dey & Morrison, 1979, Mufti, 1976) iiberlegen, was durch Vergleiche mit
analytischen Losungen seinerzeit bestatigt wurde. Selbst neuere dreidimensionale Inversionsansitze
von Li & Oldenburg (1994) basieren auf der Diskretisierung nach Dey & Morrison. Vergleiche mit
der ,,Current Balance Method“ nach Wurmstich & Morgan (1994) ergaben wiederum Genauigkeits-
vorteile im Bereich von Leitfiahigkeitsspriingen fiir die hier benutzte Diskretisierung (Wurmstich &
Spitzer, 1994).

Die Laufzeiten auf PC’s (386er, aufgeriistete 486er), einer VAX 6000, einer MICROVAX 4000
und auf einer Alpha-Workstation wurden ermittelt, wobei bei kleineren Problemen (= 50 000 Kno-
tenpunkte) der gut ausgestattete 486er PC durchaus noch attraktiv sein kann. Bei allen Angaben
iiber Laufzeiten mufl im Vergleich mit anderen Programmen beachtet werden, daf§ alle Rechnungen
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Abb. 4: Prozentuale Abweichung zwischen numerischer und analytischer Rechnung beim homoge-
nen Halbraum. Der Kurvenverlauf ist fast identisch mit dem in Abb. 3.

doppeltgenau (REAL*8) und bis zum Residuum |rx| < 1070 ausgefiihrt wurden. Die Testldufe aut
der Alpha-Workstation mufiten sich bisher noch auf kleinere Problemstellungen beschrinken,
die verfiigbare Maschine mit einem relativ geringen Arbeitsspeicher ausgestattet war und Laufze:
ten fiir grofle Gitter daher in erster Linie interne Datenverwaltungsprozesse (Paging) beinhaltet
Mit entsprechender Bestiickung wird hier jedoch ein Werkzeug zur Verfiigung gestellt werden, d
Vorwirtsrechnungen bei komplexen Leitfahigkeitsstrukturen mit grofien Gittern (> 200 000 K
tenpunkten) und hoher Genauigkeit (< 2%) in moderaten Laufzeiten (< 1 h) bewiltigt.
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