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Die kausalen Dispersions-Relationen in der Magnetotellurik

I Einleitung

Bei traditionellen Laborexperimenten kann man in den meisten
Féllen Ursache und Wirkung streng trennen (Kausalitdt) und bei

hinreichend kleinen Ursachen ist die Verkniipfung der beiden

meistens linear (keine Verzerrung). Misst man, z. B., bei der
Frequenz ¢ = ©/2n die elektrische Polarisation P(®) einer Probe in
Abhédngigkeit eines elektrischen Feldes E(w), so kann man i. a. die

Relation zwischen P und E mittels einer Suszeptibilitat X(w) formal

ausdriicken
P(w) = x(w) E(w) ; (1)

Die lineare/kausale Verkniipfung zwischen P(®w) und E(®) driickt
sich aus durch die bekannten Kramers-Kronig Dispersions-Relationen
(KEronig 1926, Kramers 1927) zwischen reellem und imagindrem Teil
von X(w) = Ki(w) + ix,(e) [siehe z. B. Fischer und Schnegg, 1980].
Das gleiche gilt auch fir einen linearen Verstidrker mit begrenzter
Bandbreite : Der Phasengang kann aus dem bekannten Amplitudengang

genau abgeleitet werden.

In der Magnetotellurik {MT) werden magnetische und elektrische
Felder gemessen, bezugsweise H(w) und E(®), und deren Verknﬁpfuhg
wird durch einen Impedanztensor Z(®w) ausgedriickt. Es besteht
deshalb die Versuchung, dass man zwischen den reellen und
imagindren Teilen von Z(w) die gleichen Dispersions-Relationen wie
bei X(@) erwarten darf. Dies ist jedoch von Egbert (1990) in Frage
gestellt worden, denn die in der MT gemessenen Felder H(®) und E(©)
kénnen nicht als getrennte Ursache und Wirkung angesehen werden.
Beide Felder sind eine Superposition von externen und internen

Beitrégen, d. h. von Ursache und Wirkung. In der Tat gelingt es
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Egbert (1990) synthetische 3-D Strukturen zu konstruieren, wo die

Kausalitdts-Relationen verletzt werden.

Bei 1-D oder horizontal geschichteten Strukturen reduziert sich
der Tensor bekanntlich zu einer skalaren Grisse Z(®W). Weiter kann
in dieser Situation leicht gezeigt werden, dass an der Oberflache
das interne und das externe Magnetfeld, bzw. Hi{m) und He(m),
praktisch identisch sind, und das beobachtete Totalfeld H(w) ist
einfach deren Summe. Betrachtet man nun die Magnetfelder als
primdr, dann kann man sich externes und internes elektrisches Feld,
respektive Ee(w) und Ei(w), beide als Folge oder Wirkung gleicher
Primdrfelder H(®w) vorstellen. Das elektrische Totalfeld entsteht
Jjedoch nicht als Addition, sondern als Subtraktion von Ee(w) und
Ei(w). Die praktische Identitdt der externen und internen Felder
hat zur Folge, dass filir die totalen Felder die Dispersions-

Relationen erhalten bleiben.

Bei 2-D Strukturen unterliegt der Impedanztensor bekanntlich
gewissen Symmetrie-Eigenschaften. Die Spur des Tensors verschwindet
und in der Streichrichtung sind die Elemente der Diagonalen selbst
null. Dazu kommt noch, dass diese zwei Elemente einzeln das gleiche
Argument (#n) erhalten, wie die Summe der nicht-diagonalen Elemente
({Fischer, 1975). Weiter =zeigt sich, dass fiir 2-D Strukturen die
elektromagnetische Anregung in zwei getrennte Probleme =zerfiallt,
Jje nachdem ob das elektrische oder das magnetische Feld in der
Streichrichtung liegt. Diese zwei Konfigurationen beschreibt man,
respektive, als E- oder B-Polarisation und das allgemeine Problem

ist immer eine Superposition der beiden.

Bei der B-Polarisation findet man, wie im 1-D Fall, dass an
der Oberfldche der Struktur das externe und das interne Magnetfeld
praktisch gleich sind. Es kdnnen wiederum die beiden elektrischen
Felder Ee(m) und Ei(w) als Folgen gleicher Primdrfelder betrachtet
werden und die Dispersions-Relationen bleiben somit erhalten. Bei
der E-Polarisation sind an der Oberflédche die beiden Magnetfelder
jedoch nicht mehr identisch und es besteht dann die Frage, ob die

Dispersions-Relationen noch allgemeine Giiltigkeit behalten.
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II Dispersion-Relationen im 1-D Fall der Magnetotellurik

Traditionsgemédss werden in der MT die Koeffizienten Zij(w) des
Impedanztensors mittels Hilfsgrdssen ausgedruckt, dem scheinbaren
spezifischen Widerstand ptﬁw) und der Phase wutm), wobei pU(w)
aus dem Betrag des entsprechenden Tensorkoeffizientens abgeleitet
wird, derweil wijfw) dessen Argument darstellt. Auch die
Bearbeitung der MT Messdaten liefert manchmal direkt p!j(w) und
wij(m), und nicht die Tensorkoeffizienten selbst. Es gibt sogar
Verfahren wo nur scheinbare Widerstédnde abgeleitet werden und es
besteht somit oft der Wunsch, die Phasen rechnerisch aus den
Widerstansdaten abzuleiten. Dieses Bedilirfnis haben Weidelt (1972)
und Fischer und Schnegg (1980) dazu bewogen, fiir den 1-D Fall die
Dispersions-Relationen, welche Real- und Imaginértéil von Z(W)
verkniipfen, auf ein Verh&dltnis zwischen ¥(®w) und pa(w) umzuformen,
und die letzgenannten Autoren haben dann auch die umgekehrte

Relation abgeleitet.

In den Relationen, die Fischer und Schnegg (1980) abgeleitet
haben, beschreibt die Phase ¢(w) die Abweichung vom Fall des
homogenen Halbraumes. Zwischen diesem ¢ und der iblichen MT-Phase

Y, besteht also die Beziehung

WT) = - - T, (2)

wo nun an Stelle der Kreisfrequenz ®, die in der Praxis iliblichere

Periode T,= 2n/w eingefiihrt wurde.

Die Dispersions-Relationen konnen nun in der folgenden Form

ausgedriickt werden

+® ‘
T
b4 o T ln P(T)
BT ) = = +—p p[ d(1nT) =—; = ) (3)
2 T0 - T
@

wo P(T) = pa(T)/pl das Verhidltnis zwischen dem scheinbaren
spezifischen Widerstand und einer geigneten Referenz ist, wiéhrend
p Cauchy-Hauptwert bezeichnet. Umgekehrt lésst sich P(T) aus ¥(T)

mit der folgenden Formel (4) berechnen
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Die Integrale der Gleichungen (3) und (4) sind numerisch
leicht auszufiihren, bis auf den Integrationsschritt iiber die Pole
der Integranden. Wenn im numerischen Verfahren A die Schrittlénge
entlang der InT Achse bedeutet, liefert das Interval von lnTo -
(A/2) Dbis InT_+ (4/2) fir Gl. (3) den Beitrag

+hr2 -
log,, P(T_+10 ) - log,, P(T_-10 B2

&p(T ) = - 3 (5)
2mn M

wo M = logioe. Fir Gl. (4) gibt das Gleiche Interval den Beitrag

i -10"AM) - w(r -107")

- V(T ) + ‘ (6)
' (&4 / M)
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III MT Dispersions-Relationen im 2-D Fall

Wie wir in der Einleitung gesehen haben, darf laut Egbert
(1990) im allgemeinen 3-D Fall nicht angenommen werden, dass die
oben angegebenen Dispersions-Relationen ihre Gililtigkeit bewahren,
entgegen den Behauptungen von Yee und Paulson (1988, 1990). Im 2-D
Fall, dagegen, sind bei B-Polarisation die Relationen noch erfillt
und es stellt sich die Frage ob dies auch fir die E-Polarisation

noch zutrifft.

Die synthetischen 3-D Modelle, die Egbert (1990) konstruieren
musste um die Relationen =zu verletzen, enthalten hochverzerrende
stromkanalisierende Strukturen an der Oberfléche, wie =z. B.
diejenige der Figur 2 seiner Arbeit. Diese Struktur fihrt im Punkte
(a) einen Strom, der entgegen dem allgemeinen elektrischen Feld und

dem dort herschenden lokalen Magnetfeld fliesst. Das ist wie ein
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kiinstlicher negativer Widerstand. Dort brechen Linearitédt und
Passivitédt 2zusammen, wo doch liblicherweise bei MT Problemen die
Erde als passives System angenommen wird. Hier liegt eigentlich der
springende Punkt in Egbert’s (1990) Argumenten : global betrachtet
ist die Erde immer passiv, lokal jedoch im allgemeinen nicht,
entgegen den impliziten Annahmen von Yee und Paulson (1988, 1990).
Das heisst natiirlich nicht, dass aktive lineare Systeme, wie z. B.
Verstarker, den Dispersions-Relationen nicht gehorchen. Wichtig
ist, dass solche Systeme linear sein miissen. Lokal betrachtet

trifft dies fiir die 3-D Erde im allgemein nicht =zu.

Etwas &hnliches passiert in der unmittelbaren N&he einer
komplizierten 3-D Antenne, wo lokale, nicht abstrahlende Felder,
sog. "trapped Modes", fiir die Kontinuitdtsbedingungen an der
Antennenoberfladche sorgen. Als Folge dieser Storfelder gibt der
Poyntingvektor im allgemeinen in Antennendhe nicht den korrekten
Energiefluss. Erst eine Integration des Poyntingvektors um die
ganze Antenne wilirde den gesamten Energiefluss richtig wiedergeben.
Bei unendlich langgestrekten 2-D Antennen tritt dies nicht auf,
denn der Poyntingvektor in der unmittelberen Umgebung eines
unendlich langen Drahtes gibt immer den korrekten Energiefluss. Da
die 2-D Antenne immer ‘als Kombination einzelner unendlich langer
Drédhte angesehen werden kann, gibt der Poyntingvektor auch hier die

richtige Antwort.

Mit reinen 2-D Modellen ist -es zwar immer noch moéglich,
stromkanalisierende Gefilige zu konstruieren, nicht aber Verzerrungen
der Felder, die 2zu einer Verletzung der Dispersions-Relationen
fiilhren : rein mathematisch gesehen bliebe diese Modglichkeit nur
dann offen, wenn man negative Widerstéande zuliesse; dies
entschpricht Jjedoch einer Verletzung der Linearitdt wund der
implizit angenommenen Passivitat, denn man konnte dann
verschwindende Widerstdnde herstellen, d. h., endliche Stréme im
feldlosen Zustand haben. Die Frage, ob fir 2-D Strukturen die
Dispersions-Relationen auch im Falle der E-Polarisation TIhre
Giiltigkeit bewahren, ist also wohlberechtigt. Trifft dies zu, so
sind die Relationen auch im allgemeinen 2-D Fall erfiillt, denn
dieser entsteht Jja als lineare Superposition der zwei getrennten
Hauptachsenfélle. Die in diesem Sinne etwas gewagte Behauptung von

Fischer und Schnegg (1980), widre also doch erfiillt.
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Im folgenden bringen wir zwar keinen strengen Beweis, dass im
allgemeinen 2-D Fall die Dispersions-Relationen immer noch giiltig
sind, zeigen jedoch das interessante Beispiel einer markanten 2-D
Struktur, die Fischer und Schnegg (1992) kiirzlich zu diesem Zweck

untersucht haben und welches diese Behauptung stark unterstiitzt.

Die von Fischer und Schnegg (1992) ausgewdhlte Struktur ist das
in Figur 1 skizzierte Viertelraum-Modell, das neuerdings eingehend
untersucht wurde (Fischer et al., 1992). Dieses Modell ist fur

unsere Zwecke aus zwei Griinden besonders geeignet

(1) Mit einer bis an die Oberfldche reichenden Unstetigkeit der
Leitfadhigkeit, darf sie als recht markante 2-D Struktur

betrachtet werden.

(2) Auf einem Oberfléachenprofil kann die Eindringtiefe in einem der
Viertelrdume als Lingeneinheit beniitzt werden. Eine Anderung
der Periode T ist dann &dquivalent mit einer Distanz-Anderung.
Die numerische Rechnung des Verhaltens der Struktur an den
verschiedenen Netzpunkten liefert somit gleich die gewlinschte

Periodenabhédngigkeit

Figur 2 ist eine Dartellung der MT Parameter auf einem Profil
liber das Modell der Figur 1. Die Rechnung wurde mit dem Programm
von Wannamaker et al. (1987) bei der Periode T = 1 s ausgefiihrt.
Es ist leicht einzusehen, dass das Verhalten im Abstand d von der
Trennflédche (der Koordinaten-Ursprung), das gleiche ist wie im

Abstand ad aber bei der Periode T = 1S/G2.

TV Die MT Dispersions-Relationen iiber das Viertelraum-Modell

Figur 3 gibt das Phasenverhalten in der E-Polarisation iiber
das gewdhlte Modell (Fig. 1), im Abstand von 1.5915 km von der
Trennflédche (d. h. eine Skintiefe bei T = 1 s im 10 Om 1linken
Viertelraum). Die punktierten Kurven ergeben sich von der direkten
numerischen Rechnung, die durchgezogenen sind iiber die
Dispersions-Relationen gewonnen. Die zwel Kurvensdtze beziehen sich

auf die linke und rechte Seite der Trennflédche, bzw. den 10 und den

36



60

PHI (DEG)

30

RHO,pp (Ohm-meters)

45

0 =100 0 =1000m

Fig. 1 Modell aus zwei Viertelrdumen =zur Priifung der MT
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Fig. 2. MT Verhalten des Viertelraummodelles wvon Figur 1 bei

einer Periode T von eine Sekuj* (T =1 s).
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Fig. 3. MT Phase von Zx’[T) auf den linken und rechten Seiten des
Modelles von Figur 1, als Funktion der Periode. ny entspricht der
E-Polarisation. Die Rechnungen beziehen sich auf Punkte im Abstand
von 1.5915 km von der Trennfléche (eine Skintiefe im 10 Om linken
Leiter, bei T = 1 s) und stammen von Fischer und Schnegg (1992).
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Fig. 4. MT Phase von Zy.lT) auf den linken und rechten Seiten des

Modelles von Figur 1, als Funktion der Periode. Zr* entspricht der

B-Polarisation. Sonst wie Figur 3.
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100 Om Raum. Die leicht grdssere Diskrepanz der Resultate auf der
hochohmigen rechten Seite sind numerischen Ursprungs, denn dig

Modellierung ist allgemein im hochohmigen Medium ungenauer.

Das Verhalten in der B-Polarisation ist in Figur 4 2zu sehen.

Hier ist die Uebereinstimmung besonders gut.

Die Graphik der Figur 5 zeigt, filir beide Polarisationen und
beide Seiten, durchgezogen die aus den Phasen berechneten
scheinbaren Widerstdnde, wdhrend die punktierten Kurven wiederum
das direkte Ergebnis der Modellrechnung darstellen. In der Figur '
kommt die Stetigkeit wvon ny (E-Polarisation) an der Trennfliche
und die Unstetigkeit wvon Zyx (B-Polarisation) schdén zum Ausdruck.
Als Referenzwiderstédnde wurden natiirlich 10 Om auf der linken
Seite gewdahlt und rechts 100 Om. Man sieht wiederum, wie die
numerische Rechnung im hochohmigen Viertelraum ungenauer ist. Bei
der B-Polarisation hat dies besonders mit der grossen Unstetigkeit
ven p_ an der Trennflédche Miihe. Der Flache Auslauf der scheinbaren
Widerstdnde bei langen Perioden erklart auch die =zugehorigen
Phasen von genau 7/4 = 45° auf der Trennflidche, die sich etwas
Uberraschend aus den numerischen Rechnungen von Fischer et al.
(1992) ergaben.

V Schlussfolgerungen

Wie Egbert (1990) gezeigt hat, stehen die in der MT gemessenen
magnetischen und elektrischen Felder nicht in einem einfachen
Verhdltnis wvon Ursache und Wirkung. Dies hat zur Folge, dass die
Kramers-Kronig (1927, 1926) Dispersions-Relationen, die bei
linearen Systemen aus der Kausalitdt ableitbar sind, im Fall von
3-D Strukturen im allgemein nicht mehr befolgt werden. Die
Einschriéankungen von Egbert (1990) sind jedoch im allgemeinen auf
2-D Strukturen nicht {ibertragbar, und im 2-D Fall scheinen die

Kausalitidts-Relationen ihre Gliltigkeit doch zu bewahren.

Der Autor ist Prof. P. Weidelt fiir seine Hilfe sehr dankbar.
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Fig. 5. MT scheinbarer Widerstand als Funktion der Periode. Die
Modellrechnung liefert die punktierte Kurve. Durchgezogen ist das
Ableitung aus den Dispersions—Relationen. z”y entspricht der

der B-Peclarisatiocon. Man beachte die kleinen

E-Pelarisation und zv”
dhnlich wie beil geschichteten

Oszillationen bei kurzen Perioden,

Strukturen. Die Uebereinstimmung ist, trots numerischer
Ungenauigkeiten im hochohmigen Leitexr, sehr gut. Bei langen
Perioden konvergieren die scheinbaren Widerstiénde in der

E-Polarisation und divergieren in der B-Polarisation, dem Verhalten

der Figur 2 entsprechend. Sonst wie Figur 3.
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