A. Junge

Zur Schitzung der effektiven Anzahl der Freiheitsgrade bei der Bestimmung

magnetotellurischer Ubertragungsfunktionen

Einleitung

Die zu interpretierenden Daten in der Magnetotellurik und erdmagnetischen Tie-
fensondierung sind mit statistischen Verfahren geschitzte Groflen, die die frequenz-
abhangigen Beziehungen zwischen den elektromagnetischen Feldkomponenten wie-
dergeben, z.B. als Real- und Imaginarteil von Ubertragungsfunktionen oder schein-
barem Widerstand und Phase. Wegen der endlichen Anzahl fehlerbehafteter MeB-
werte sind jedoch nur Vertrauensbereiche dieser GréBen mit beschriankter Frequenz-

auflésung angebbar.

Die Auflésbarkeit einer Leitfihigkeitsstruktur hiangt deshalb nicht zuletzt von der
genauen Schatzung der GroBe der Vertrauensbereiche ab: Uberschatzte Vertrau-
ensberciche kdnnen vorhandene Strukturen verdecken. unterschitzte Vertrauensbe-
reiche nicht existierende Strukturen vortduschen. Die Anzahl der Freiheitsgrade.
d.h. die Zahl der voneinander unabhiangigen MeBgréBen ist maBgeblich an der Be-
stimmung der Vertrauenshereiche beteiligt. Oft wird die Unabhangigkeit a prior
angenommen, was zu einer zu groflen Anzahl von Freiheitsgraden und demzufolge

viel zu kleinen Fehlerbalken f{ithren kann.

In diesem Beitrag wird ein \Weg zur realistischen Schatzung der Anzahl der Frei-
heitsgrade diskutiert. Dabei wird eine parametrische Verteilung zur Beschreibung
der Datenfehler, die Normalverteilung bzw. die x2-Verteilung beniitzt. Auf nichtpa-
rametrische Ansitze. wie z.B. die jack-knife-Methode (Thomson and Chave, 1991),
die eine in den letzten Jahren entwickelte Alternative zur Bestimmung von Vertrau-

ensbereichen darstellen, wird an anderer Stelle eingegangen.

Beschreibung des statistischen Ensembles

Es seien X, Y, Z stellvertretend die FOURIER-Koeffizienten einer harmonischen
Analyse der beobachteten Zeitreihen der Komponenten des erdmagnetischen Feldes,
B,, By, B, und der des horizontalen tellurischen Feldes, Ey, Ey, wobei X und Y als
fehlerfreie und Z als fehlerbehaftete Grofilen betrachtet werden.

In dem linearen bivariaten Ansatz

Z=TX + 1Y +e (1)
Z
P

sei Z, der aus X und Y vorhergesagte (predicted) Anteil von Z und € das Residuum.
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Durch Minimierung von (|¢|?) werden Schéitzwerte T« und T, bestimmt. ( ) be-
deutet dabei die Gliattung des Spektrums, z.B. mit einem PARZEN-Fenster, iber
einen gewissen Frequenzbereich, fiir den Ty und Ty niherungsweise als frequenzun-

abhingig angenommen werden.

Im Idealfall sind Real- und Imaginirteil von € unabhéngig voneinander und normal-
verteilt, so daB (|e|?) eine y2-verteilte GroBe mit v = 1, = 2bT Freiheitsgraden ist.
T gibt die Lange der Zeitreihe an,b ist als dquivalente Bandbreite vom verwende-
ten Spektralfenster abhingig (siehe z.B. (Jenkins and Watts, 1968, 5.252) und der
Faktor 2 beriicksichtigt die komplexe Dimension von €. ist demnach die in die
Glattung eingehende Anzahl unabhingiger Gréfien.

Wird dic gesamte Zeitreihe in i = 1,...,N Abschnitte gleicher Linge unterteilt,
so ergeben sich fiir jedes Frequenzband N y?-verteilte Zufallsgrofien (|¢[?); mit dem

Erwartungswert und Varianz

E{()} = vo? | (2a)

var{ (|} = 2v (o?)* (2b)

wobei ¢ als Skalierungsgrofe der als gleich angenommenen Varianz von Real- bzw.

Imaginarteil von € entspricht.

Die Anzahl der Freiheitsgrade kann aus (2a) und (2b) berechnet werden, da die

y2-Verteilung eine Einparameter-Verteilung ist:
3

_2(ER))

var{(e[*)}

Sind die Residuen innerhalb des Frequenzbandes nicht unabhéngig voneinander.

(3)

folgt v < .

Es ist also zu iberpriifen, ob (|¢|?) tatsachlich einer y2-Verteilung geniigt, und, falls

dies der Fall ist, wie grof8 v ist.

Beispiele mit Zufallszahlen

Einige numerische Beispiele mit Zufallszahlen sollen den Einflufi von Abweichungen
von der Normalverteilung auf die Schitzung der Freiheitsgrade vermitteln. Als gra-
phische Darstellung wurde der Q-Q Plot gewéhlt, in dem die Quantile der beobach-
teten Stichprobenverteilung gegeniiber den Quantilen der theoretischen Verteilung

aufgetragen werden (Fowlkes, 1979).

Werden die Elemente {(|¢|2);} der GréBe nach aufsteigend angeordnet, gilt
1

e (@)

€
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mit

F(x) = f ) (4a)

Fiir die Berechnung der Inversion von F(x) wurde (Zelen and Severo, 1965, S.941,
[26.4.17]) !) als Naherungsformel verwendet.

Nach (4) stellt im Idealfall der Q-Q Plot eine Gerade dar, deren Steigung durch o,
bestimmt wird. Nach (2a,b) lassen sich v und o, jedoch schitzen, so dafl der Ver-
gleich mit der zugehérigen y2-Verteilung méglich ist und die Steigung der Geraden

nach der Normierung mit o2 gleich eins ist.

Zur Erzeugung der normalverteilten Zufallsvariablen wurde die FORTRAN-Routine
GASDEYV aus (Press et al., 1989) benutzt. Es wurden zunichst 200 Stichproben
vom Umfang 50 normalverteilter Daten x;;, i = 1....,50, j=1,...,200 mit g = 0
und o = 1 erzeugt. Die quadrierten Zufallszahlen jeder Stichprobe wurden aufsum-
miert. so dal die Summen S; = 3" (x;5)2  \%-verteilte GroBen mit » = 50 Freiheits-
graden waren. Die S; wurden {iber den Quantilen einer \2,-Verteilung aufgetragen
und liegen - (siche Abb.la) - auf einer Geraden mit der Steigung eins. Die ge-
ringen \bweichungen am unteren Ende der Geraden konnen nicht erklart werden
und sind moglicherweise in der numerischen Realisierung des Zufallszahlengenerators

begriindet.

Als néchstes wurde eine Mischverteilung erzeugt mit 180 (90%) der Stichproben-
daten aus einer Normalverteilung mit ¢ = 0 und ¢ = 1 und 20 Daten (10%) mit
g = 0 und o® = 2. Die S; wurden wieder iiber den Quantilen einer yZ,-Verteilung
aufgetragen (Abb.lb). Wahrend der Grofiteil der Daten nach wie vor auf der 45°
Geraden liegt. weichen die ,gestorten® - Daten signifikant nach oben ab, bedingt

durch-die groBere Varianz der Stérungen.

Als drittes wurde eine quasikontinuierliche Mischverteilung simuliert, indem die Va-
rianz der Zufallszahlen fiir jede Stichprobe schrittweise um 9/199 erhoht wurde. Auf
diese Weise wurden 200 Stichproben mit im Intervall [1,10] gleichverteilter Varianz
erzeugt. Als Ergebnis erhalt man eine leicht s-férmig gekriimmte Kurve, die weit
unterhalb der fiir eine x2,-verteilten ZufallsgréBe giiltigen, gestrichelten Gerade liegt
(Abb.1c¢). Die Verschiebung zu kleineren Ordinatenwerten riithrt von der Tatsache,
daB durch die Mischverteilung die Varianzen stirker anwachsen als die Quadrate

der Erwartungswerte und deshalb nach (3) sich eine geringere mittlere Anzahl von

1Fiir die Inversion der x? — Verteilung nach (26.4.17) in (Zelen and Severo, 1965) wird » > 30
angegeben, fiir die Darstellung der Q-Q Plots reicht aber eine geringere Genauigkeit aus, so daf§

die Formel ohne Bedenken fiir ¥ > 10 angewendet werden darf.
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Quantile - numerisch

Freiheitseraden ergibt: Fiir den Fall a) betrégt die nach (3) berechnete Anzahl von

Freiheitsgraden # = 49. fiir b) war # = 16 und fir ¢) v = 7.5.
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Abbildung 1: Q-Q Plots von 200 yZ,-verteilten Zufallszahlen. entstanden aus
a) je 50 quadrierten normalverteilten Zufallszahlen mit der Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion @(x; u = 0,02 = 1),
b) 2 iiberlagerten Verteilungen, wobei 10 % der Daten aus a) aus quadrierten Zu-
fallszahlen mit ¢? = 2 berechnet wurden,
¢) einer quasi-kontinuierlichen Mischverteilung mit o gleichverteilt in [1. 10].
In b) und ¢) wird der EinfluB der Mischverteilung deutlich sichtbar in der Abwei-

chung von der gestrichelten Geraden.
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Beispiele mit Mefdaten

Am Beispiel eines bei Bad Segeberg gemessenen Datensatzes (Junge, 1986) wer-
den im folgenden beobachtete Verteilungen der Residuen diskutiert. Die simultanen
Zeitreihen der drei magnetischen und zwei tellurischen Komponenten wurden mit
einem Trapezfilter nach (Schmucker, 1978) (f, = 0.5 cph, Steilheit q=2) hochpaBge-
filtert und anschlieBend 426 Zeitintervalle & 12 Stunden Lénge (Diskretisierungsrate
At = 2 m) gebildet. Aufeinanderfolgende Intervalle iiberlappten sich zu 2/3, um
eine hohere zeitliche Auflosung zu erhalten. Die in den Abbildungen dargestellten
gegldtteten Residuen sind deshalb untereinander nicht mehr statistisch unabhingig
voneinander! Dies hat jedoch auf die Form der Verteilung, die die Anzahl der Frei-
heitsgrade bestimmt, keinen EinfluB.

GemaB (1) wurden fiir 5 verschiedene Frequenzen bivariate Ausgleichsrechnungen
mit verschiedenen Glattungsbandbreiten durchgefiihrt. Als fehlerfreie GroBen wur-
den By und B, angenommen im Vergleich zu den fehlerbehafteten GréBen B,. E,

und L. so daB sich insgesamt 15 Ausgleichsrechnungen ergaben.

Fiir die Frequenz 2.16 cph betrug die dquivalente Bandbreite 1.16 cph. es ergaben
sich daher fiir jeden Effekt 1, = 28 Freiheitsgrade. von denen vier Freiheitsgrade
zur Bestimmung der zwei komplexen ﬂbertragungsfunktionen abgezogen werden
miissen. Das Residuum eines jeden Effekts wird deshalb als v2,-verteilte GroBe ange-
nommen. In Abb.2a sind die Residuen S, = (|¢[2) von B, fiir 2.16 cph nach der Gréfe
geordnet in einem Q-Q-Plot iiber den theoretischen Quantilen einer y2,-Verteilung
aufgetragen. Es wurden dabei die Spektren der einzelnen Zeitintervalle &hnlich dem
robusten Kriterium von (Junge, 1990) bewichtet. Die nach (3) geschitzte Anzahl der
Freiheitsgrade liegt mit & = 8 noch deutlich unterhalb der vorhergesagten Anzahl.

Das Verhalten der Kurve in Abb.2a dhnelt dem Beispiel in Abb.lc, so dal mégli-
cherweise die Verteilung der Residuen nicht stationar ist. Geldnge es, die Varianz
der Residuen in Abhingigkeit von einer physikalischen Gré8e vorherzusagen, so liefle
sich die Nichtstationaritat beheben.

Versuchsweise wurde eine Abhangigkeit der Energiedichte der geschitzten Residuen
S, von Potenzen der Energiedichte der horizontalen Magnetfeldvariationen Sg fiir

jedes Frequenzband mit einem loglinearen Ansatz {iberpriift
logS. = blogSg +a (5)

Eine derartige Abhédngigkeit wurde schon von (Egbert and Booker, 1986) fiir die
Residuen der magnetischen Vertikalkomponente B, in mittleren Breiten beobachtet

und auf den EinfluB nichtlinearer Prozesse durch besonders energiereiche Effekte
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Abbildung 2: Bivariate Analyse B, vs. By und B, von 426 Zeitintervallen fir 2.16
cph.

a) Q-Q Plot iiber Quantilen einer xj,-Verteilung. Neben den niedrigen Ordinaten-
werten ist deutlich der leicht s-formige Verlauf zu erkennen.

b) Residuen von B, vs. Energiedichte des horizontalen Magnetfeldes. Gestrichelt
eingezeichnet ist die Ausgleichsgerade nach (5).

¢) Nach (6) korrigierter Q-Q Plot - deutliche Verbesserung gegeniiber a).

d) Q-Q Plot der normierten z-transformierten Koharenz iiber Quantilen einer

Standard-Normalverteilung - gute Ubereinstimmung,
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zurilickgefiihrt. Fir das elektrische Feld sollte dieser Einflul jedoch eine Gréfe 2.

Ordnung sein.

In Abb.2b ist S, von B, in Abhéngigkeit von Sp in doppeltlogarithmischem MafBstab
aufgetragen und eine Ausgleichsgerade nach (5) eingezeichnet. Zweifellos besteht
ein signifikanter Zusammenhang zwischen Residuum und Anregungsenergie. Ein
dhnlicher Zusammenhang wurde auch fiir andere Frequenzen beobachtet, allerdings
ist der lineare Ansatz in (5) als erste lineare Niherung fiir die Beschreibung eines

Prozesses zu verstchen, der an dieser Stelle nicht weiter untersucht werden soll.

Mit dem linearen Ansatz 1afit sich eine Korrektur an dem Q-Q-Plot in Abb.2a an-
bringen, indem die Residuen S, mit den Energiedichten Sg, und b bewichtet werden
S =Sq-(88)° (6)
wobei ¢ stellvertretend fiir die Residuen von B.. E, und E, steht und i der Effekt-
index ist.

Eine Normierung der Gewichte ist nicht nétig. da fiir die Darstellung in Q-Q-Plots
die Daten auf die Varianz normiert werden und fiir die Berechnung von v dic abso-

luten GréBen der Residuen nicht gebraucht werden.

Das Ergebnis in Abb.2c rechtfertigt den Ansatz in (3) und (6) zumindest fiir die
magnetische Vertikalkomponente:

Die Residuen liegen dort auf einer Geraden, die annihernd parallel zu der gestrichel-
ten verlduft. Wie schon an den niedrigen Ordinatenwerten zu erkennen ist, betrigt
die Anzahl der Freiheitsgrade nur # = 15. hat sich aber gegeniiber der Zahl vor
der Korrektur verdoppelt. Offenbar kénnen die Residuen S, ndherungsweise durch
eine \1,-Verteilung beschrieben werden. Fiir die (hier nicht gezeigten) Residuen des
tellurischen Feldes wird zwar die s-Form der Kurve abgeschwicht, jedoch stellt die
Beschreibung durch eine y?-Verteilung nur eine grobe Niherung an die Messung
dar. Dies driickt sich in der niedrigen Anzahl der Freiheitsgrade aus - & = 7 fiir
beide Komponenten -, der Mangel an genauer statistischer Beschreibung fithrt nach
(3) zu einem vergroflerten statistischen Fehler. Tab.1 stellt die Ergebnisse fiir alle

Frequenzen und Ausgleichsrechnungen zusammen.

Bestimmung der Freiheitsgrade aus der z-transformierten Kohérenz

Die multiple quadratische Kohérenz ist das Verhaltnis aus vorhergesagter zu gemes-

sener Ausgangssignalenergie (Gl.1)

2 _ (ZoTy)
" Tz

(7)
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Tabelle 1: Ergebnisse der Bestimmung der Freiheitsgrade fiir 3 bivariate Analy-
sen mit By, B, als unabhéngigen und B,, Ey, Ey als abhidngigen Komponenten fiir 5
verschiedene Zielfrequenzen f und unterschiedlicher dquivalenter Bandbreite b zur
Glattung im Frequenzbereich (PARZEN-Fenster).

1, sind die vorhergesagten Freiheitsgrade, i die nach (3). &' die nach der Korrektur
(6) geschétzten. i, die aus der Varianz der z-transformierten Kohérenz berechneten
Freiheitsgrade (10).

f | b | n B, Es E,
[cph] bV | 0V | BV
1.15 [0.65] 163 | 63 9.1 11.3|56 6.0 75|54 6.1 74
206 | 116 | 278 | 65 153 192[57 68 9.1[55 6.7 85
371 [206] 195 ] 7.9 211 19457 82 92055 79 83
659 [ 3.67 | 820 [15.0 293 152[6.0 126 10057 11.0 83
11.60 | 6.51 [ 156.2 | 254 17.6 31973 228 9.6[63 153 9.5

#2 ist in der Regel systematisch verzerrt. der Bias ist eine Funktion der Freiheits-
grade und der wahren quadratischen Kohérenz r?. Verschiedene Méglichkeiten der

Biaskorrektur werden z.B. bei (Watermann, 1984. Anhang 7), beschrieben.

Nach (Stuart and Ord. 1987.5.5321.), ist die z-Transformierte des Korrelationskoef-
fizienten 7

z, =-atanh(t) (8)
niaherungsweise normalverteilt mit

- (9)

(8) gilt auch fiir die Varianz des Betrages der Koharenz. nach (Otnes and Enochson,

var{z,} =

1972,5.353.[9.86]) steht im Nenner auf Grund der bivariaten Analyse allerdings v —4.
Bei einer ausreichend groBen Anzahl von Freiheitsgraden ist der Unterschied jedoch

unerheblich.

Damit kann aus der Stichprobenverteilung der z-transformierten Kohérenz die An-

zahl der Freiheitsgrade nach (9) abgeschatzt werden.

Zunichst 1Bt sich anhand von Q-Q Plots die Annahme einer Normalverteilung zur
Darstellung gemessener z, iiberpriifen. Die Schétzwerte z,; wurden mit dem 1. und

2. Moment der Verteilung normiert, d.h. es ist

%f - Zr: - lu'Zr (10)

Ti =
Tz,
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um einen besseren Vergleich mit der theoretischen Verteilungsfunktion zu ermégli-

chen.

Abb.2d zeigt das Ergebnis fiir den gleichen Datensatz und dieselbe Frequenz wie
in den Abb.en 2a-c. Offenbar ist die Ubereinstimmung mit einer Normalverteilung
sehr gut. Die aus var{4,, } nach (10) berechneten Freiheitsgrade (#,;; = 19) stimmen
in etwa mit den im vorangegangenen Abschnitt nach der Korrektur berechneten

iiberein.

Die Ubereinstimmung der Freiheitsgrade ist nicht selbstverstdndlich, da fiir die An-
wendung von (10) vorausgesetzt wird, daB der Erwartungswert von z, stationir ist.
Bei stationdrer Verteilung der Residuen und zeitlich variierender Signalstarke ist der
Erwartungswert jedoch zeitabhingig. Die Varianz von t setzt sich demzufolge zu-
sammen aus der Varianz der Residuen und der Varianz der Signalenergie, wobei die
Verteilung der Anregungsenergie nicht bekannt ist. Sind die Verteilung der Residuen
und die der Anregung voneinander unabhingig. fithrt dies zu einer VergréSerung der
Varianz von z, und damit zu einer Verringerung der geschitzten Freiheitsgrade. Da
dies fiir die Beobachtungen nicht zutrifft, liegt es nahe, die Verteilung der Kohirenz
als stationdr anzunehmen. Das hitte die Abhéngigkeit der Energie der Residuen

von der Energie der Anregung zur Folge. Abb.2b bestitigt diese These.

Diskussion

Die in Tab.l vorgestellten Ergebnisse lassen eine Uberschitzung der Anzahl der
Freiheitsgrade um bis zu einen Faktor zehn erkennen in Bezug auf die vorhergesagte
Anzahl unter der Annahme unabhéngig verteilter Residuen. Fiir die Vertrauensbe-

reiche entspricht das etwa dem Faktor drei.

Die Ursache fiir die Reduktion der geschitzten Freiheitsgrade ist noch unklar - so-
wohl die Abhéangigkeit der Residuen untereinander als auch Abweichungen von einer
als stationdr angenommenen Normalverteilung der Residuen fithrt zu einer Verrin-
gerung des Schéitzwertes. Im Fall der B,-Analyse konnte der lineare Ansatz durch
eine Korrelation der Residuen mit der Anregungsenergie korrigiert werden.

Parameterfreie Schatzungen der Vertrauensbereiche kénnten als Alternative zu dem
beschriebenen Ansatz dienen und einen interessanten Vergleich der Methoden er-

moglichen.
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