Bestimmung der induktiven Skalenldnge C' fiir 1 ¢pd - 10 cpd
aus Stundenmittelwerten

Nils Olsen, Gottingen

Einleitung
Zur erwartungstreuen Bestimmung der Ubertragungsfunktion C eines linearen Systems
Z=CYy (1)

aus [ beobachteten Werten Z; und ), sind Annahmen iiber den Quotienten der
Rausch/Signalverhiltnisse von Z und ) notwendig. Treffen diese Annahmen nicht zu, so
ist der erhaltenen Schétzwert i. allg. verzerrt (biased).

Um die Annahmen zu testen, bietet sich folgende Vorgehensweise an: Da nur die Am-
plitude der komplexen Gréfe C', nicht hingegen ihre Phase verzerrt ist und zwischen beiden
bei einem linearen, kausalen System Dispersionsrelationen gelten, ist es moglich, die wahren
Amplituden aus den Phasen zu bestimmen. Durch einen Vergleich der so rekonstruierten
Amplituden mit denen der statistischen Schétzwerte lassen sich die gemachten Annahmen
kontrollieren.

Im folgenden Beitrag soll dies anhand von Ubertragungsfunktionen demonstriert werden,
die aus Stundenmittelwerten weltweit verteilter Observatorien fiir den Frequenzbereich
1 cpd - 10 cpd hergeleitet wurden. Dabei wird eine eindimensionale Leitfdhigkeitsverteilung
angenommen. Als Ubertragungsfunktion wird die induktive Skalenlinge C verwendet, die

durch :
Clw) = \/iz;:)exp [—i (% - ¢(w))]

mit dem scheinbaren Widerstand p, und der Phase ¢ der Impedanz verkniipft ist.

1 Die Z:Y-Methode

Die Grundgleichung zur Bestimmung der induktiven Skalenlinge C(w) allein aus Magnet-

feldmessungen lautet
—B.(w) Z(w)
C = —
W) = S Baw) ~ V)

mit Z = — B, sowie
i a . 3}
Y= Vu B = o 5 (n0Ba) + 5B

als Divergenz der Horizontalkomponenten By = (By, B.).
By = -X, By, =Y, B, = —Z sind die komplexen Fourierkoeflizienten der magnetischen
Nord-, Ost- bzw. Vertikalkomponente zur Frequenz w; a=6371 km ist der Erdradius. Die
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Berechnung von Vy - By kann durch direkte Bestimmung der Ableitungen erfolgen (,,Gradi-
entenmethode”), durch e-priori-Annahmen iiber die Quellenstruktur der Horizontalkompo-
nenten (,,Z:H-Verfahren”) oder — wie hier — mittels Kugelfunktionsentwicklung unter Beriick-
sichtigung der Erdkriimmung (,Z:Y-Verfahren”). Ich habe diese Vorgehensweise bereits an
anderer Stelle ausfiihrlich beschrieben [OLSEN 1992], deshalb sei hier nur das Wichtigste
erwihnt:

Als Daten dienten Stundenmittelwerte von etwa 100 weltweit verteilten Observatorien
iber 54 Monate (IGY/C: 1957.5-1960.0, 30 Monate; IQSY: 1964-1965, 24 Monate). Fiir je-
den der insgesamt L = 1645 Tage, fiir jedes Observatorium und jede Komponente wurde eine
harmonische Analyse durchgefiihrt und 10 komplexe Fourierkoeffizienten (1 cpd - 10 cpd)
bestimmt. Kugelfunktionsanalyse der Horizontalkomponenten aller Observatorien und an-
schlieBende Synthese an den Observatoriumsorten ergab Y(w), I = 1,...,L fiir jedes Ob-
servatorium und jede der 10 Frequenzen. Z;(w) sind die jeweiligen Fourierkoeffizienten der
Vertikalkomponente.

Aus diesen L Realisierungen ); und Z; des linearen Systems (1) soll die induktive Ska-
lenldnge C geschitzt werden.

2 Schitzmethoden zur Bestimmung der Ubertragungsfunk-
tion C

Da die L beobachteten Werte Z; und Y, normalerweise mit Fehlern behaftet sind, werden
sie in einen Signalanteil und einen Rauschanteil aufgeteilt: Z; = Zy,; + 62, Vi = You + 6.
Dabei seien Z;; = C - Y, exakt miteinander korreliert, die Rauschanteile §Z; und 6}, jedoch
unkorreliert.

2.1 Downward biased Schitzwert Cp durch Minimierung des Fehlers in Z

Da ), durch Kugelfunktionsentwicklung der Daten von 100 Observatorien mit jeweils zwei
Horizontalkomponenten gewonnen wurde, lag es nahe, ) als fehlerfrei anzusehen (d.h. §), =
0) und C aus Z; = CYy,+6Z; durch Minimierung von < |[6Z|* >=< 6Z16Z > zu bestimmen.
621 ist dabei das konjugiert Komplexe von 62, und < - -- > steht fiir die Mittelung {iber alle
L Tage. Der so erhaltene Schitzwert!

<ZVY> < Z{Y>
<WY> <YV >
ist jedoch nur dann erwartungstreu, wenn ) tatséchlich fehlerfrei ist, denn nur dann gilt
V1 = Yo, Trifft dies nicht zu und es liegt

C= mit Y, =0 (2)

Zz = Zn‘.l + 521 = C ¥ (yo,r + 6}’1) (3)
vor, so erhilt man einen downward biased Schitzwert

. =<ny>= <ZJJ’0> ey 1 (@)
PV S T <YV > + < Y16y > 14+ < 6V16Y > [ < VYo >

mit |Cp| < |C| und arg{Cp} = arg{C}. (Auf den Z&hler wirkt sich Rauschen in ) nicht aus,
wenn man annimmt, dafl es nicht mit dem Rauschen in Z korreliert ist.)

1Statistische Schatzwerte werden mit einem ,’ " gekennzeichnet.

236



10003j_ 10007
¥ : II1
—~ E —
2 = £ =
c 5 c x
1003 ~— 100+ = x
i e = x - ;. I T x :
Q " ¥ X ) Q : II T =
_ES 1%
]
NGK
=5
T (s) 10
T
i o
50‘3 . 50_5
: FUR NGK
452 ., 45 -
15 10 $ 5
T (s) 10 T (s) 10

Abbildung 1: p, und ¢ fiir Niemegk (NGK) und Fiirstenfeldbruck (FUR). p, p ist ein down-
ward biased, p, v ein upward biased Schdtzwert. Im unteren Teil der Abbildung stellt die
durchgezogene Kurve einen mittels smoothing splines geglitteten Phasenverlauf dar; die
- daraus rekonstruierten scheinbaren Widerstinde sind im oberen Teil der Abbildung mit
durchgezogener Linie dargestellt. In der Nihe dieser Kurve liegende p,-Werte wurden aus
(9) mit n = 0,4 berechnet.

In Abbildung I ist der downward biased scheinbare Widerstand p, p = wio|Cp(w)]? sowie
die Phase der Impedanz ¢(w) = 7/2 + arg{C(w)}, berechnet aus Daten der Observatorien
Niemegk (NGK) und Fiirstenfeldbruck (FUR), tiber der Periodendauer T aufgetragen. Ich
gehe davon aus, dafl die elektrische Leitfdhigkeit unter den Observatorien nur von der Tiefe
abhéngt, d.h. eine 1D-Struktur vorliegt. Die fiir 1D-Verhé&ltnisse ndherungsweise giiltige
Beziehung zwischen p, und ¢ [WEIDELT 1972]

T dlnp,(T)
¢(T)~Z{1_—dﬁl—7‘_} (5)

ist aber offensichtlich nicht erfillt, da die iiber 45° liegende Phase nicht mit dem Abfall von
Po,p zu kiirzeren Perioden hin vertriglich ist. Mochte man an der 1D-Interpretierbarkeit
festhalten, so mufl die Annahme, dafl V fehlerfrei sei, verworfen werden.
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2.2 Upward biased Schitzwert Cy durch Minimierung des Fehlers in )

Minimieren von < [6)|* > in (3) fiihrt auf einen upward biased Schitzwert

. <ZZ> <ZZy>+<6Z%Z> -
= — = . ZT f
Gym= s S C-(1+<62'62> /< 2}Z,>) (6)

mit |Cy| > |C| und arg{Cy} = arg{C}. Auch hier gilt Cy = C nur, wenn Z tatsichlich
fehlerfrei ist. Je kleiner die quadratische Kohédrenz zwischen Z und J ist, umso stérker
werden sich Cp und Cy unterscheiden, denn es gilt

<Zty><Y'zZ> Cp

h2= = —_=,
0 SZ1Z><PY> Oy

(7)

Da in den gewéhlten Beispielen die quadratische Kohdrenz zu kiirzeren Perioden hin abnimmt,
wird die Differenz zwischen CU und C'D und damit auch zwischen p, v und p, p grofer: coh?
liegt fiir 8 cpd bei 0,6 und somit ist p, y fast dreimal so gro8 wie p, p.

2.3 Erwartungstreuer Schitzwert bei bekanntem Verhéltnis der relativen
Rauschenergie in Z und Y

Im allgemeinen wird man es mit Fehlern sowohl in Z als auch in ) zu tun haben. Dies kann
folgendermaflen beriicksichtigt werden: Aus (6) und (4) folgt

Rauschenergie in J'/Signalenergie in Y < 8Y16Y > / < ViVo > ClCn =1

- Rauschenergie in Z/Signalenergie in Z = < §Z16Z > e B2y > - Cu/C -1 ®
Ist 7 bekannt, so 148t sich der erwartungstreue Schitzwert C berechnen:
-
¢ =2 {i-n+u-np+ancusco). (9)

Darin sind die Sonderfille 5 = 0 (,,) rauschfrei”) mit C = Cp; 7 = 0o (,,Z rauschfrei”) mit

C = Cy sowie 7 = 1 (,gleiche relative Rauschenergie in } und Z”) mit C = 1/Cy - Cp, also
dem geometrischen Mittel, enthalten.

Zur erwartungstreuen Schitzung der Ubertragungsfunktion ist daher die Kenntnis von
7 notwendig. Meistens begniigt man sich mit mehr oder weniger gerechtfertigten Annah-
men, wie z.B. 7 = 0. Und hat man Daten mit hoher quadratischer Kohérenz, so kann der
entstehende Fehler bei falscher Wahl von 7 durchaus vernachléssigt werden.

In den hier vorgestellten Beispielen hat jedoch die Wahl von 7 groBien Einflu8l auf das Er-
gebnis. Deshalb soll nun gezeigt werden, wie unter der Annahme eindimensionaler Leitf&hig-
keitsverhiltnisse 7 bestimmt werden und diese Information genutzt werden kann, um erwar-
tungstreue Schitzwerte zu erhalten.
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3 Bestimmung von p,(T) aus ¢(T)

Bei eindimensionaler Leitfihigkeitsstruktur sind p. und ¢ durch folgende Gleichung mitein-
ander gekoppelt [WEIDELT 1972):

_ T 1 1= pa(Tﬂ) TTO
¢T) = 7+ f ln( —~ )T2 7z dInT

fn (1——¢(T)) T2Tz dlnT = ff(T) T2T2T2 dnT (10)

In pa(To)/po

mit f(T) = 1—2¢(T). In erster N&herung 148t sich der Kern w(Ty, T) = T3 /(T3 — T?) durch
eine Sprungfunktion (1 fiir T < Tp; 0 sonst) darstellen und es ergibt sich

To
111,9ﬂ(1“‘,)/p(,=/u £(T)dInT +... (11)

was auch durch direkte Integration von (5) folgt. Um eine bessere Ndherung zu erhalten, wird
zunichst (10) identisch so umgeformt, daf die Naherung (11) separat in ihr hervortritt®:

I T2

e )T2 7 dInT + i f(T) - dlnT .

To To
Inpa(To)/po= [ f(T)dlnT+ T
0 0

Das zweite und dritte Integral rechts werden nun n&herungsweise ausgewertet, indem fiir

f(T) die Taylorentwicklung f(T) = f(Ty) + (T — Tp) f'(Ty) eingesetzt wird. So erhélt man
eine Verbesserung der Niherung (11) in der Gestalt f(75) - Ko(Ty) + f'(Tp) - Ky (Tp) mit

To—¢ T oo T2
Ko(Ty) = 1 —d el
o(To) am {fﬂ e T daT + rove (TE =TT dT}

! T2 1 (Tg+e)2)}
= E’—I-I?n{ﬁl“ (2Toe—e2) —3n (2Tue+62

= lim ln(2T°+E Ty )
- 2Ty — e (Ty + €)?

sowie
) To=eT(T - Ty) = Tl —T)
KI(TU) - il_r_% {j; TDZ T2 dT + i (T(f —TQ)T daT

. To— T oo T2
N 1‘35{"[, T+5 T S @ 7
| -"Tg.
Letztendlich ergibt sich fiir den Korrekturterm in dieser Approximation —T,f'(To) =

_d AT _ o ade(T) :
T T |g, = iy e 2 und somit

df () - (12)

In pu(To)/p0 = ] f(T) dInT -
= ];n (1—;¢(T)) dInT + Ed‘b(T)

wdlnT |g

2Ich danke Dr. Peter Weidelt fiir seinen Vorschlag dieser Verbesserung und Hilfe bei den Rechnungen.
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Abbildung 2:

Durchgezogen: Verlauf von schein-
barem Widerstand p,(7") und Phase
@(T') eines 4-Schicht Leitfihigkeits-
modells fiir FUR. Gestrichelt und
punktiert die nach (11) bzw. (12)
aus dem Phasenverlauf rekonstru-
ierten scheinbaren Widerstdnde.

¢ []

L LA LTI N S I R SR B B 00 NS BN IR R R FS T T T 30

102 10 ° 10°  10°

T [s]

als bessere Ndherung im Vergleich zu (11).

Diese Formel 148t sich zur Rekonstruktion von p, aus dem Phasenverlauf ¢(T") verwen-
den. Zur numerischen Behandlung wurde f(7") in Abh&ngigkeit von InT mittels kubischen
smoothing splines [REINSCH 1967] dargestellt, wodurch sich [ f d InT und df/dInT und
damit p,(T") nach (12) einfach berechnen li8t.

Abbildung 2 zeigt die Ndherungen nach (11) bzw. (12) im Vergleich zur exakten Lésung
anhand von synthetischen Daten aus einem Widerstandsmodell. Die Integrationskonstante
po wurde dabei durch Anpassung bei T = 10° s gew&hlt. W&hrend die N&herung (11) die
Oszillationen z.B. bei 2-10® s kaum wiedergibt, liefert Niherung (12) Oszillationen an den
richtigen Stellen, die allerdings zu stark sind. Die Anpassung kann verbessert werden, wenn

der Korrekturterm %%ITZ‘T mit éinem Gewicht o versehen wird. Bei den hier untersuchten
(]

Modelldaten betrug die maximale relative Differenz zwischen pS**¥* und ptPP* etwa 25% bei
a =0 (d.h. Ndherung (11)); 12% bei @ = 1 (Ndherung (12)) und unter 5% bei a =0, 7.

Fiir die Anwendung der N&herung (12) wird ¢(T") und ¢'(T") nur in einem begrenzten
Zeitintervall bendtigt, bei den Daten in Abbildung 1 lediglich von Ty, = 8640 s bis T., =
86400 s. Dies ist kein Widerspruch zur Wahl der unteren Integrationsgrenze 7' = 0, da der
Beitrag des Integrals fiir Zeiten < Ty, mit in die Integrationskonstante p, gezogen werden
kann.

Zur Anwendung auf gemessene Daten wurde a = 0,7 gew#hlt, doch sollte die spezielle Wahl
von « im Vergleich zu anderen Fehlerquellen nur geringen EinfluB haben. Die Integrations-
konstante p; wurde an den beobachteten Wert p, fiir 1 cpd angepafit, da bei dieser Frequenz
die grofite quadratische Kohérenz und damit der geringste Unterschied zwischen p, p und
Pa,u Vorliegt. :

Die in Abbildung 1 dargestellten durchgezogenen Kurven sind die so bestimmten Werte.
Mit einem frequenzunabhingigen Wert von 7 = 0,4 ergeben sich Schétzwerte, die relativ gut
mit den aus den Phasen berechneten Werten iibereinstimmen. Erstaunlicherweise variierte
das bestangepafite  von Observatorium zu Observatorium nur wenig. Die Annahme einer
knapp halb so grofien relativen Rauschenergie in ) im Vergleich zu Z liefert mithin scheinbare
Widerstinde, die sich durch eine eindimensionale Widerstandsverteilung erkldren lassen.
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Abschlieflend einige Bemerkungen zu den Ergebnissen: Mit Sicherheit wird es i.allg. nicht
sinnvoll sein, Ubertragungsfunktionen fiir Frequenzen bis zu 10 cpd aus Stundenmittelwerten
fiir eine Leitfihigkeitssondierung zu verwenden. Doch scheint die bisherige Beschrinkung auf
lediglich die ersten vier Tagesharmonischen den Informationsgehalt der Stundenmittelwerte
nicht vollstindig auszuschépfen. Zumindest Hinzunahme der 5. und 6. Tagesharmonische
ist gerechtfertigt, wenn nicht der mittlere Tagesgang, sondern individuelle Tage analysiert
werden [OLSEN 1992].

Dieser Beitrag méchte zeigen, daf dariiberhinaus — zumindest bei mitteleuropéischen Ob-
servatorien — Ubertragungsfunktionen von 1 cpd bis 10 cpd ein in sich konsistentes Bild
der Leitfihigkeitsstruktur geben kénnen. Ein Problem hierbei ist die geringe quadratische
Kohirenz der Daten, die — je nach gemachter Annahme iiber die Gréfle n, dem Quotienten
der Rausch/Signalanteile von Z (Vertikalkomponente) und ) (Divergenz der Horizontalkom-
ponenten) — zu stark verzerrten scheinbaren Widerstinden fiihrt.

Unter Beriicksichtigung der fiir eindimensionale Verhiltnisse giiltigen Dispersionsrelatio-
nen li8t sich » aus den Daten bestimmen. Bei den betrachteten mitteleuropéischen Observa-
torien ergab sich ein frequenzunabhingiger Wert 7 = 0,4; d.h. knapp halb so grofle relative
Rauschenergie in ) im Vergleich zu Z.
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