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P. vVeidelt 

lD -Konsistenzbereiche für Übertragungsfunktionen mit Fehlern 

1. Einleitung 

In der Magnetotellurik macht man bei der Interpretation von scheinbarem Widerstand 
und Phase sehr schnell die Erfahrung, daß zwischen Daten benachbarter Frequenzen 
starke interne Bindungen bestehen müssen, um durch eindimensionale ·widerstands
modelle interpretierbar zu sein. Für einen Satz von M exakt en komplexen Übertra
gungsfunktionen Cj für die M Frequenzen Wj, j = 1, ... ,M haben Weidelt (1986) und Yee 
& Paulson (1988) auf unterschiedlichem Wege notwendige und hinreichende Bedingun
gen für die lD-Interpretierbarkeit abgeleitet (s.a. vVeidelt, 1987) . Die Prüfung eines 
Datensatzes läuft hinaus auf die Bestimmung des Vorzeichens von 2M Determinanten, 
die aus den Daten abgeleitet werden. Da die Bedingungen hinreichend sind, existiert 
ein lD-TVIodell nur, wenn alle 2M Vorzeichen richtig sind; umgekehrt existiert wegen 
der Notwendigkeit der Bedingungen sicherlich kein Modell, wen~ zumindest eine Be
dingung verletzt ist. Da in der Praxis die Cj mit Fehlern behaf tet sind, kann im letzten 
Fall ein lD-Modell existieren, wenn der Konsistenztest anstelle der Meßdaten Cj ein Cj 

aus dem Fehlerkreis \ci - eil :s; 6.j benutzt. Hier ist 6.j der Radius des Feh lerkreises 
in der komplexen c-Ebene. Es wird die vereinfachende Annahme gemacht, daß die 
Wahrscheinlichkeitsdichte für Cj innerhalb des Fehlerkreises konstant ist und außer
halb desselben verschwindet . Theoretisch gerechtfertigter wäre · die Annahme einer 
rotationssymmetrischen Gaußverteilung. 

Für den bescheidenen Datensatz von M= 2 Frequenzen betrachten wir im folgenden die 
Form der Konsistenzbeziehungen bei Berücksichtigung der Datenfehler. Es stellt sich 
dabei heraus, daß zwar notwendige Bedingungen einfach formulierbar sind , zugleich 
notwendige und hinreichende Bedingungen aber so kompliziert sind, daß sie kaum eine 
praktische Bedeutung haben. 

2. Erweiterte Konsistenzbedingungen für M=2 Frequenzen 

vVir benutzen die Schmuckersche Übertragungsfunktion c(w), die mit dem scheinbaren 
Wid erstand &1a(0.J) und der Phase ip(w) durch 

(1) 

zusammenhängt. Ferner sei 

j = 1, ... , J"\.1. (2) 

Es bezeichne Cj die wahren, aber unbekannten vVerte und Cj die Meßwerte, so daß gilt 

(3) 
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wobei 6.j der Radius des Fehlerkreises ist. Die Konsistenzbedingungen für M=l sind 

91;::: 0. (4) 

Sie können dann erfüllt werden, wenn der Fehlerkreis um c1 einen Punkt enthält, der 
( 4) erfüllt, d.h. wenn gilt 

(5) 

Für M= 2 hat man zusätzlich zu ( 4) die beiden Konsistenzbedingungen (s.a. vVeidelt 
19S6,1987, Yee & Paulson 1988) 

'Wenn etwa c1 gegeben ist, zeigt die alternat ive Form von Gl.( 6), 

mit 
h lwi -wf l 

r21 = 1---- , 
2w1W2 

lw? -wf l 
r22 = g1 ') ? 

~W2 

(6) 

(7) 

daß der Konsistenzbereich für c2 m der crEbene durch die linsenförmige Schnitt
menge der beiden Kreise um c21 und c22 mit den Radien r21 und r 22 gegeben ist 
("Konsistenzlinse"). vVegen Jc21 - cd :s; r 21 + r 22 existiert immer eine Schnittmenge . 

Die Abb. 1 gibt ein Beispiel. Als Frequenzen w1 und w2 angenommen sind die erste 
bzw. zweite Sq-Harmonische. Die Meßdaten Cj sind willkürlich gewählt ; auch sind 
die Fehler zur Verdeutlichung unrealistisch groß angesetzt worden . Wenn c1 fehlerfrei 
wäre, c1 = c1 , würde der Konsistenzbereich für c2 durch das linsenförmige Gebilde 
beschrieben sein. Der tatsächliche Meßwert c2 liegt deutlich außerhalb und auch sein 
Fehlerkreis schneidet nirgends das Konsistenzgebiet. Wir wollen nun untersuchen, ob 
der Fehlerkreis um c2 eine Schnittmenge mit dem erweiterten Konsistenzgebiet bes itzt, 
das man durch die Betrachtung des Fehlers von c1 erhält. 

Zu jedem c1 aus dem Kreis jc1 - c11 :s; 6.1 gehört ein anderes Konsistenzgebiet für c2. 
vVir nehmen an - und beweisen dies im folgenden - daß die Punkte auf dem Kreisrand 
Jc1 - c11 =-· 6.1 das neue Konsistenzgebiet für c2 festl egen. Deshalb bestimmen wir in 
der c~-Ebene di~ E~veloppen der beiden Kreisseharen (7), die zu ·werten von c1 auf 
dem Rand des Fehlerkreises gehören. (Die Enveloppe ist die Kurve, die alle Kreise 
der Schar berührt und umgekehrt in jed em ihrer Punkte von einem Kreis der Schar 
berührt wird.) Es sei also 

(8) 
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Q 
C 1 = (500, -400) km, 
C2 = (300; -180) km. 

A 1 = 70 km 
A2 = 50 km 
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Abb. 1: }[eßdaten Cj mit Fehlerkreisen sowie Konsistenzlinse für c2 bei fehlerfreien 
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Abb. 2: Geometrische Konstruktion des Konsistenzgebiets für c2 durch Überlage
rung der Konsistenzlinsen des Fehlerkreisrandes von c1 . (Das \veiße Innere des 
Konsistenzbereichs wird durch die inneren Enveloppen gebildet, die sich aus (9) 
formal durch die Ersetzung von 6.1 durch -.6 1 ergeben. ) 
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Die Enveloppe für die Kreisschar (7) gewinnt man durch Einsetzen von (8) in (7) 
oder ( 6) und nachfolgende Differentiation nach c1:. Die Elim ination von a aus der 
differenzierten und undifferenzie rten Gleichung liefert dann die Enveloppe (z.B . v. 
Mango ldt-Knopp, 1957, p.519) . Eine längere Rechnung ergibt als Enveloppen die 
beiden J( reise 

(9) 

mit 
c21 = fh - i[(wf + w~)h1 + lwi - wf l61]/(2w1w2), 

f21 = [lwi - wilh1 + (w~ + wf)6.1]/(2w1w2), 

c22 = [(wf + w~)§1 + lwi - wiJ6.1]/(2w~) - ih1wi/w2, 
f22 = [lwi - wf 1§1 + (wf + w~)61]/(2wi)-

Für 6 1 = 0 stimmt (9) mit (7) überein. Wenn 6 1 anwächst, vergrößern sich die Radien 
der einhüllenden Kreise stärker als sich ihre Mittelp unkte verschiebe n. Deshalb schließt 
die Enveloppe für ein vorgegebenes 6 1 die zu kleinerem 6 1 gehörenden Enveloppen 
ein und der Rand des Fehlerkreises bestimmt das Konsistenzgebiet. 

Die Schnittmenge der Enveloppen (9) würde nur dann mit dem erweiterten Konsistenz
bereich übe reinstimmen, wenn jeder der beiden Schn ittpunkte der Enveloppe n auch 
eine Ecke der Konsistenzlinse eines auf dem Fehlerkreis gelegenen Punktes c1 wäre. 
Die abgerundeten Ecken des Konsistenzbereichs in Abb . 2 weisen aber darauf hin, 
daß seine Beran dung nur zum Teil durch die Enveloppen (9) gebildet wird. In Abb. 3 
sind dies die Kreisbögen B'C 1 vom Kreis (c22, f 22) und D' A' vom Kre is (c21, f 21); die 
beiden übrigen Abschnitte A1B 1 und C1D' werde n durch Abschnitte derjenigen Enve
loppen gebildet, die die Ecken der Konsistenzlinsen als Schnittpunkte der Kreise (7) 
einhüllen. Dies ist in Abb . 2 deutlich erkennbar. Unter Benutzung der Abkürzung 

sind die Koor dinaten der Schnittpunkte gegeben durch 

92 = 91, (10) 

bzw . 
gf + hi . 9i + hi h1 

g2 = 2+12/ 291, h2 = 2+!2/ 2 (11) 
91 •1 a 91 •1 a a 

Als Enveloppe dieser Schnittp unkte für die Schar der Pu nkte (8) findet man 

bzw. 

(9i + h~)2 + (9i + a2 h~) · (§i + hi - 6D - 2(9~ + h~) · (§192 + ah1h2) = 0. (13) 

Die Enveloppe (12) ist eine Ellipse (Abb. 2, rechts unten), die Enveloppe (13) ist 
ebenfalls ellipsenförmig, aber von komplizierterer mathematischer Struktur (Abb. 2, 
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links oben) . Abb. 3 zeigt auch die Punkte A, B, C und D, deren Konsistenzkreise den 
erweiterten Konsistenzbereich in den kritischen Punkten A', B', C' und D' berühren. 
Die erstere n sind mit (8) und der Abkürzung 

gegebe n durch 

( . { -1, W1 < W2 c: := sgn a - 1) = 
+l,w 1 > w2 

1r 
Ctß = (1 + c:)-, 

2 

7r ( h1 ) 7r ('i1-U'.~1) etc= (1 + c:)-9 + 2 arcta n " 6. , av = (2 + c:)-2 + 2 arctan " . 
- 91 + t 1 91 

A' und B' erhält man dann mit (10) und C' und D' mit (11). 

Abb. 3 zeigt, daß die von (9) gebildetete approximative Konsistenzlinse zwei kleine 
Zwickel (gestr ichelt) enthält, die außerhalb des wahren Konsistenzbereichs liegen, der 
durch Abschnitte der Enveloppen (12) und (13) gebildet wird. Dies bedeutet aber, 
daß für den Fall der Lage des Punktes c2 in einem der Zwickel kein lD-Modell mehr 
existiert . Als Folge davon liefert die approximative Konsistenzlinse nur notwendige 
Bedingunge n. Übertragen auf den Meßwert c2 erfordern sie, daß c2 bei einer Lage 
außerhalb der Konsistenzlinse vom Rand keinen größeren Abstand als 6 2 haben darf . 
Dies ist sicher erfüllt, wenn gilt 

lc2 - c21l :s; f21 + 62, lc2 - cnl :s; f22 + 62- (14) 

Nach Umformung liefert (14) die beiden endgültigen notwendigen Konsistenzbedin
gungen 

A A2 2'A 2 2A a 2 
W1W2lc2- C11 :s; ( W2-W1) ( h1 h2+6162)+ lw2 -L '-\ J ( h162+h261) +w1W2 ( 61 +62) (15) 

· lw2c2- W1C112 :s; ( W2-wi)\§ 1§2+6162)+ lw~ -wf 1(§162+§261)+(w161 +w262)2, (16) 

die trotz unserer bezüglich der Frequenzen w1 und w2 unsymmetrischen Argumentation 
in den Indizes vollkommen symmetrisch sind. Für 6 1 = 6 2 = 0 reduzieren sich (15) 
und (16) auf (6). Gl (15) und (16) können ergänzt werden durch die Bedingung (5) 
für j = 1, 2, d .h . durch 

(17) 

Abb. 4 zeigt das wahre Konsistenzgebiet von c2 , das das betreffende Gebiet von c2 

(Abb . 3) im Abstand 6 2 umgibt sowie die zugehör ige approximative Konsistenzlinse 
mit den gestriche lten Zwickeln. Wie auch schon die Abb. 2 und 3 zeigten, sind im 
Rahmen der Fehler c1 und c2 durch ein lD-Modell interpretierbar. 

Die Bedingungen (15), (16) und (17) sichern als nur notwendige Bedingungen noch 
nicht die Existenz eines lD -Modells . Notwendige und hinreichende Bedingungen 
müssen gewähr leisten, daß in den Fehlerkreisen um c1 und C2 Punkte c1 und c2 
existieren , die ( 4) und (6) befriedigen. Die erste Bedingung wird durch (5) erfüllt. 
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Abb. 3: Konsistenzlinse für fehlerfreie Daten sowie sowie wahres Konsistenzgebiet 

für c2 und seine Approximation durch die Konsistenzlinse (9) (gestrichelt). Dar
o-estellt sind auch die Punkte A B C D des Fehlerkreisrandes, die in die Rand-
o ' ' ' ' 
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Abb. 4: Konsistenzlinse von c2 oder c2 für fehlerfreie Daten sowie wahres und ap
proximatives Konsistenzgebiet von c2 für fehlerhafte Daten. Das wahre Konsi 
stenzgebiet ergibt sich durch Umrandung des entsprechenden Gebietes von Abb. 
3 im Abstand .6..,.c2 _ muß im Inneren dieses Gebiets liegen. 
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Wenn der Fehlerkreis um c1 Punkte mit h1 < 0 und/oder gi < 0 enthält, wird auch 
der Konsistenzbereich für c2 durch Abschnitte auf der Achse h2 = 0 und/oder g2 = 0 
begrenzt. Und zwar wird eine Sehne des Fehlerkreises auf der g1-Achse zwischen g~ 
und g~' auf den Abschnitt g~ :S g2 :S gt (idealer Leiter in der Tiefe g1 , c2 = c1 ) und eine 
Sehne auf der h1 -Achse zwischen h~ und h~ auf den Abschnitt ah~ :S h2 :S ah~ ( dünne 
Schicht an der Erdoberfläche, c2 = ac1) abgebildet. Notwendig und hinreichend für die 
Existenz eines lD-Modells ist, daß der Fehlerkreis um c2 eine Schnittmenge mit dem 
komplizierten Gebilde besitzt, das d_urch Abschnitte auf (9), (12), (13) und möglicher
weise auf den Achsen g2 = 0 und h2 = 0 begrenzt wird. Diese Prüfung ist zwar ohne 
weiteres analytisch oder durch Plotten graphisch durchzuführen, aber nicht von der 
Einfachheit der Bedingungen ( 4) und (6) für exakte Daten. 
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