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Die Randintegfalgleichungsmethode
bei 3D — Modellrechnungen

Martin Petry, Gottingen

1 Einleitung

3D-Modellrechnungen haben erst in den letzten Jahren eine gréfBere Bedeutung erlangt, da
die hierfiir bendtigten Rechen— und Speicherkapazititen erst nach den jiingsten Fortschritten
in der Computertechnologie zur Verfiigung stehen. Trotzdem hat sich bereits ein Verfahren
- anscheinend — klar durchgesetzt: die Volumenintegralgleichungsmethode, die darin besteht,
das gegebene Differentialgleichungsproblem in ein Volumenintegralgleichungsproblem umzu-
formen und dieses dann numerisch zu 16sen.

Bei der bisher nur wenig untersuchten Randintegralgleichungsmethode (Doherty, 1988) formt
man hingegen das gegebene Differentialgleichungsproblem in ein Randintegralgleichungspro-
blem um, das dann ebenfalls numerisch gelést werden mu8.

Es gibt zwei Griinde, die die genauere Untersuchung der Randintegralgleichungsmethode
lohnend erscheinen lassen:

o Methodenvergleich — da die praktisch relevanten 3D-Modelle nicht analytisch l&sbar
sind, kann nicht fiberpriift werden, ob die mit den existierenden (Volumenintegralglei-
chungs—) Programmen errechneten Losungen tatsdchlich die wahren Ldsungen approxi-
mieren; ein (erfolgreicher) Vergleich mit Losungen, die durch eine ganz andere Methode
(z.B. die Randintegralgleichungsmethode) berechnet wurden, kénnte das Vertrauen in
die angewendeten Methoden erhéhen.

o Effizienz — die Randintegralgleichungsmethode erfordert nur die numerische Berech-
nung zweidimensionaler Integrale (Integrationsgebiet ist die Oberfliche der Anomalie),
wiahrend die Volumenintegralgleichungsmethode die Berechnung dreidimensionaler In-
tegrale (Integrationsgebiet ist die Anomalie) erfordert; deshalb darf erwartet werden,
dafl die auf der Randintegralgleichungsmethode basierenden Verfahren hinsichtlich Re-
chenzeit und Speicherbedarf giinstiger sind als die auf der Volumenintegralgleichungs-
methode basierenden Verfahren.

Einschrinkend mufl aber gesagt werden, daB die Randintegralgleichungsmethode nur bei ho-
mogenen Anomalien angewendet werden kann.

Im folgenden Abschnitt soll nun ein Modell formuliert werden, dessen numerische Lésung mit
Hilfe der Randintegralgleichungsmethode in den weiteren Abschnitten beschrieben wird.
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2 Das 3D — Modell

Gegeben seien die quasistationdren Maxwell - Gleichungen (Zeitabhdngigkeit e'wt)

totE = —-iwB

rotB = pgoE

divB = divE=0

in einem horizontal geschichteten Halbraum (mit konstanten LeitfZhigkeiten o = o, in den
einzelnen Schichten), sowie eine homogene, kugelférmige Anomalie A, die ganz im Inneren
einer Schicht liege und die Leitfihigkeit o = o4 besitze.

Die Tangentialkomponenten des E- und B~ Feldes sind auf dem Rand A von A stetig.

)

Abb.1: Kugelférmige Anomalie A im horizontal geschichteten Halbraum

Im folgenden werden mit E4 und B4 stets die E- und B— Felder innerhalb der Anomalie A
bezeichnet, wihrend E und B die gesamten Felder aulerhalb der Anomalie bezeichnen.
E und B kdnnen in ihre normalen und anomalen Anteile aufgespalten werden. Es gilt:

E=E,+E,

B=Bn+Ba

Zu dem ober. angegeb:.en Modell soll nun das Vorwd«ts — Problem betrachtet werden:
An der Erdoberfliche (d.h. fiir z = 0) ist E, gegeben. Hieraus soll E an der Erdoberfliche
berechnet werden.




3 Herleitung der Randintegralgleichungen

Um dieses Vorwiarts — Problem als Randintegralgleichungsproblem formulieren zu konnen,
werden Greensche Tensoren bendtigt.

In einem Vollraum mit Leitfihigkeit o ist der Greensche Tensor QN(rh" ) zeilenweise definiert
als divergenzfreie, ausstrahlende Lésung der Induktionsgleichung

AGY(rle!) - RGN (ele) = 6(r — 1) - ¢

wobei e;, j = 1,2, 3, die Einheitsvektoren in Richtung x, y, z bezeichnen und k? = iwpgo mit
Rex > 0 ist.

Zur Notation: Vektorensind durch Fettdruck und Tensoren durch zusédtzliches Unterstreichen
gekennzeichnet. Der Aufpunkt wird stets mit r , der Quellpunkt stets mit r’ bezeichnet.
G_N(r|r") ist analytisch bekannt, es gilt:

&N ) = —Elfrotf.(@(rjr') &)

B(rlr') = ﬂ
dr|r — /|
Definiert man

G?’I(ﬂr') i -rotré‘rﬁ-\l(rir') ;

gilt also
GM(r[r') = 1ot 2 (8(r]r) - ¢;)

Analog zum Vollraum~Fall definiert man im geschichteten Halbraum den Greenschen Tensor
GN(rfr') als divergenzfreie, ausstrahlende Lésung der Induktionsgleichung in den einzelnen
Schichten, die an den Schichtgrenzen bestimmte Stetigkeitsbedingungen erfiillt. Die Berech-
nung des Tensors GN (r|r’) erfolgt iiber einen Ansatz mit 2 skalaren Potentialen, die rekursiv
(von Schicht zu Schicht) berechnet werden (Weidelt, 1975).

Analog zum Vollraum-Fall definiert man auch im geschichteten Halbraum den Tensor

GM(r|r’) zeilenweise durch:
G_.I,-\/I(r|r') = —rotrGfI(r|r’)

Die Tensoren GM(r|r') und GM(r|r) kann man zerlegen in ihren (singuldren) Vollraum-
Anteil und einen glatten Tensor:

aN(rlr) = & (rfr") + DN (rfr")

aM(rlr) = &M (rlr') + DM(r]r)
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Mit Hilfe der Tensoren kann man nun die Darstellungssdtze von Stratton und Chu formulieren.

Fiir das E, - Feld auBerhalb der Anomalie (r ¢ A) gilt:

“Eo(r) = [ GM() () x Ba(x")] do
gA
i f @GNl - (') x Ba(r')] do,
A
wobei »(r') die in das Auflere von A gerichtete Einheitsnormale der Fliche A im Punkt r/
ist.
Fir das E, - Feld gilt (r ¢ A):

0 = /a L GMGalr) - () x Balr)] do

. N ' I /
+W/3Ag_ (rfr") - [w(x") X Ba(r')] do .

Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhilt man (r ¢ A):

E(r)-E() = [ M) () x B@)]do ey

. N ! ! !
-i—zw/aAQ (r|r’) - [w(r") x B(zr")] do .

Diese Gleichung zeigt, dafl man das gesuchte E - Feld an der Erdoberfliche kennt, wenn man
die tangentialen E - und B - Felder auf dem Rand der Anomalie kennt.

Um diese beiden Tarigentialfelder berechnen zu kénnen, bendtigt man noch den Darstellungs-
satz fiir das B4 - Feld innerhalb der Anomalie. Er lautet (r € A) :

Ba(r) = [ GY(IF): () x Bal(x)] do ©)
~poos [ GL(rlr) - ((x') x Ba(r)] do

Dabei bezeichnen _G_Ij( rir’) und _G_AM(r|r’) die Tensoren zum Vollraum mit der Leitfihigkeit

TA4-

Multipliziert man die Gleichungen (1) und (2) vektoriell mit »(r) und 138t r gegen den Rand
von A laufen, so erhidlt man — unter Beachtung der fiir die auftretenden Integraloperatoren
geltenden Sprungbeziehungen — das System von Randintegralgleichungen 2.Art (r € 9A):
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v(r) x Ep(r) - % [v(r) x E(r)] v(r) X /;A GM(r|r) - [v(r) x B()] do

i (e) % /8 LGN (') x B do

b | =

PO xBE) = () [ G- () x BE)] do

~tooa v() x [ G (rlr") - (o(x') x B()] do

Lésung dieses Randintegralgleichungssystems sind die Tangentialfelder [v(r) x E(r)] und
[v(r) x B(r)], die — in den Darstellungssatz (1) eingesetzt — das im 2. Abschnitt formulierte
Problem lésen. Das vorgelegte Differentialgleichungsproblem ist somit in ein Randintegral-

gleichungsproblem umgeformt worden.

4 Die Nystrommethode

Da das Randintegralgleichungssystem nicht analytisch l6sbar ist, soll es numerisch geldst
werden und zwar mit der Nystrémmethode (Quadraturformelmethode).

Die Nystréommethode ist ein in der numerischen Mathematik sorgfiltig analysiertes Verfahren
zur Lésung von Integralgleichungen 2. Art (Kress, 1989). Es besteht aus drei Schritten:

e Wahl geeigneter Quadraturformeln
o Ersetzen der auftretenden Integrale durch die Quadraturformeln
e Auswertung der Gleichungen an den Stiitzstellen der Quadraturformeln

Damit erhélt man ein lineares Gleichungssystem, dessen Ldsungsvektor aus den Ndherungs-
werten fiir die Werte der gesuchten Funktion an den Stiitzstellen der verwendeten Quadra-
turformeln besteht.

Entscheidend fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens ist die Giite der gewéhlten
Quadraturformeln. Wenn mehrere Quadraturformeln gew&hlt werden miissen (weil in der
zu losenden Integralgleichung unterschiedlich glatte Integranden auftreten), sollten diese
moglichst gleiche Approximationsgiite besitzen. Auflerdem miissen sie dieselbe Stiitzstel-
lenmenge verwenden, da sonst das resultierende Gleichungssystem nicht lésbar ist.

5 Quadraturformeln

In diesem Abschnitt sollen Quadraturformeln angegeben werden, mit deren Hilfe die Ny-
strommethode auf das im 3. Abschnitt hergeleitete Randintegralgleichungssystem angewen-
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det werden kann. Dazu werden zundchst die im Randintegralgleichungssystem auftreten-
den Halbraum — Tensoren in ihre singuldren und glatten Anteile aufgespalten. Man erhilt
(redA):

1l

v(r) X Eq(r) — -12- [v(r) x E(r)] v(r) x ./BA QM(r[r’) - [v(r") x E(r")] do

+0()x [ DM(el) - (o) x B s

e HE) R /3 ) &N - () x B(x)] do

i #(F) X ]a DNl (') x B()] do

1 . M ! / /
s xBE] = vr)x [ &) () x B do

—pgo4 v(r) X ./f';)A _G_I;I(rlr') - [v(x") x E(x")] do.

Dieses System transformiert man nun noch auf die Einheitssphire §2, und wihlt dann Qua-
draturformeln fiir die auftretenden Integraloperatoren, die entweder glatte Kerne oder aber

einen Vollraum — Tensor als Kern haben

Die glatten Integranden sollen durch die GauB — Produktformel approximiert werden, d.h.

durch
K 2K-1

/52 f(r)dom =3 > wifltiys;)

i=1 ;=0
wobei w; die Gewichte und (4;, s;) die Stiitzstellen der Gaul — Produktformel sind.

Die Integraloperatoren mit singulirem Kern, d.h. die Operatoren

Mi(r) :

s % fs_z M- £(r) do, re S?,

und

Nf(r) := v(r) X /5_2 &) - £(r) do, reS?,

werden durch Projektionsquadraturformeln approximiert. Die Idee hierzu geht auf Wienert
zuriick, der analoge Projektionsquadraturformeln fiir die Integraloperatoren zur skalaren
Helmholtzgleichung angegeben hat: die Belegungsfunktion wird auf den Eigenraum des zu
approximierenden Integraloperators projiziert. Das Integral mit der projizierten Belegungs-
funktion kann exakt angegeben werden und dient als Approximation fiir das Integral mit der

urspriinglichen Belegungsfunktion.




Die Integraloperatoren M und N besitzen die Eigenfunktionen (Kress, 1983)

Grad Y™

und .
v X Grad Y™,

wobei Grad den Oberflichengradienten und Y™ die Kugelfunktionen / — ter Ordnung vom

Grade m bezeichnen.
Es gilt:
M (Grad ¥*) = M Grad Y™

M (v x Grad Y]™)

Il

M v x Grad Y™
und
N(Grad V™) = #{' Grad V"
N(vx Grad ™) = 7' v X Grad V™ -,
d.h. die Eigenwerte hingen nur von der Ordnung / (und natiirlich von der Wellenzahl x) ab.

Definiert man die Projektion auf die Eigenfunktionen durch:

K-1 l
Pf:= E T [ mgil(g,c;rady, ) Grad Y™ +

|
> {f,v x Grad V") v X Grad Y™
{

m=-—

wobei mit (.,.) das diskrete Skalarprodukt

- K 2K-1
(fag> = EE Z wy f(t,‘,&j) 'g(ti?sj)
1=1 =0
fiir vektorwertige Funktionen f und g bezeichnet wird (hier sind wieder w; die Gewichte
der GauB — Produktformel und (t;,s;) deren Stiitzstellen, g die zu g konjugiert komplexe
Funktion), so erhélt man die Approximationen
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Mif(r) = MPi(r)

K-1 M 1
’T
Z [ I(1+1) E (f,Grad ¥/™) Grad Y|™ +

1=1 m=-—|

"'?M

I(l+1)

Z f,v x Grad V") v x Grad Y|™

m_—i'

und

Nf(r) = NPi(r)

K-1 !
[ ™) Grad V|™ +
I=1 m=—I|

m Z (f,v x Grad Y/") v x Grad Y/

Fiir glatte Integranden entspricht die Approximation durch die GauB — Produktformel der
Approximation durch die Projektion des Integranden, d.h. es gilt:

K 2K-1

—Z Z w; £(t;, 85)

s=1 .3=0

]32 PE() do

Also haben die Projektionsquadraturformeln dieselbe Approximationsgiite wie die Gaufl -
Produktformel.

Auflerdem ist durch die Definition des diskreten Skalarproduktes sichergestellt, daB die Pro-
jektionsquadraturformeln dieselben Stiitzstellen wie die GauBl — Produktformel verwenden.
Die in diesen Abschnitt angegebenen Quadraturformeln haben also die oben genannten Ei-
genschaften geeigneter Quadraturformeln und kdnnen deshalb zur numerischen Ldsung des

u

/32 f(r") do

I

Randintegralgleichungssystems eingesetzt werden.

Damit ist die theoretische Herleitung der Randintegralgleichungsmethode abgeschlossen. An
einer Implementierung des Verfahrens wird zur Zeit gearbeite*. ein Methodenvergleich mit
einem Volumenintegralgleichungsprogramm sowie ein Vergleich mi* gemessenen Daten (an
einer durch Bohrungen bekannten Anomalie) sind geplant.
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