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Erich Schinke

Berechnung der elektromagnetischen Kugel-Response

Bei der Interpretafion von lingerperiodischen Schwankungen des
Erdmagnetfeldes, z. B. Sq, alsInduktionseffekt der Erde, verursacht
durch ein fluktuierendes Magnetfeld mit &uBeren Quellen,interessiert
die Berechnung der globalen elektromagnetischen Response von
Erdmodellen.

1. Erdmodelle

In diesem Vortrag werden konzentrisch geschichtete sphédrische

- Erdmodelle betrachtet. Modellparameter sind Anzahl und Radien der
Kugelschalen und deren konstante elektrische Leitféghigkeiten. Die
relative Permeabilitdt wird generell gleich 1 gesetzt. Der Kugel-
schalenbereich zwischen Modellkugel und Quellregion des &uBeren,
die Induktion antreibenden Magnetfeldes wird als frei von Leitungs-
stromen angenommen (Leitféhigkeit € =0). Dieser wird als AuBen-
raun {2 5, bezeicnet, die Modellkugel als Ka’ a ist der Erdradius.
Der Kugelmittelpunkt ist Ursprung der sphdrischen Polarkoor-
diraten r,, ?.

2 Felddarstellungen

Im AuBenraum kann das Magnetfeld als Gradientenfeld geschrieben

werden. Es ist superponiert aus dem HuBeren, die Induktion
hervorrufenden Magnetfeld ge und dem Magnetfelil gi der im Inneren

der Kugel induzierten Strime:
B(z) = B(z) + B,(z) = - graaP(z) , zea (1)

Die Kugelfunktionsentwicklung von (# 148t sich wie folgt angeben:

by = I ATEN - @ ()

= aS (@ rE T e @

, ™ L
mit I, = T
Ll

E:‘ und L:“ sind die komplexen KoeffiZienten von ZuBerem und
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Hat das induzierende Feld B_ harmonische Zeitabhingigkeit (elu)t),
so sind die im Inneren der Modellkugel induzierten Felder E und B

divergenzfreie Lisungen der Vektor-Helmholtzgleichung

| (é§:+-aaa}_) Bey=p | T ek, (3)

w? ;
mit vel= ?}ar‘ VWh, & bzw., bei Vernachlissigung der Verschie-

bungsstrdme in der quasistationdren NZherung,
2 R i G-J
- = — | 3 e . (3a)

Divergenzfreie Felder k¥nnen in toroidalen und poleoidalen Anteil
zerlegt werden. Ein ZuBeres Gradientenfeld §e regt nur ein poloidales
B in der Kugel an und das zugeh®rige toroidale E. Auch diese Felder
k8nnen aus einer skalaren Potentialfunktion ty(g) gebildet werden,
die Lésung der skalarn Helmholtzgleichung ist:

CA+>ea)“f’Lr)=O, rela (4)

Analog (2) kann H/ nach EigenlBsungen der skalaren Helmholtz-

gleichung entwickelt werden.

L{/u) = ;_ {Qr d.“(b{"]“‘ g:“z“@{‘r)\? \,n H(D(LP)
= S al{{len+ L z&in Vi) (5)
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plexen Koeffizienten,CL:"'und giqsind fir jede Kugelschale speziell

und b, sind sphérische Bessel- bzw. Neumannfunktiouen. Die kom-

Lag A
zu bestimmen. Im Kern der lodellkugel wird.gu bzw.agu Null sein,
weil Q’h im Nullpunkt singulir ist. )
Mit Y erhilt man

Bec) = 5 vot vot (x ¥&) (62)

E@)=r~ot (xtey) | rek, (6v) .
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3 -Definition der Response der Kugel

Koppelt man an den Grenzfldchen der Kugelschalen und an der
Kugeloberfliche die Felder (1) und (6a) entsprechend den elektromag-
netischen {ibergangsbedingungen (Stetigkeit der Normal- und Tangen-
tialkomponente von B ist hier hinreichend) aneinander an, so lassen
sich bei Vorgabe der Koeffizienten E:“ des induzierenden Feldes §e
alle unbestimmten Koeffizienten ¢, , a5, 4 berechnen.

Hierbei zeigt sich, daB die Quotienten aéi“ (5) durch die

‘Parameter der jeweiligen Schale und die der darunter liegenden

(inneren) Schalen festgelegt sind. Weiter zeigt sich, daB fiir fest
gewdhltes n CJL.‘:k nicht von m abhingt. Wir kdnnen also schreiben

gé:“ a{dy . Beide Eigenschaften iibertragen sich infolge det Ubergangsbe-
dingungen von innen nach auBen, so daB auch fiir das Potential des
AuBenfeldes (2) gilt: g = Qn -

Diese Koeffizienten a, sind also durch das Modell festgelgt. Aus

dem Potential des anregenden Feldes erhdlt man mit ihnen das

Potential des inneren Anteils des AuBenfeldes §i'

Die Felder im Kugelinneren waren als Losungen der Vektor-Helmholtz-
gleichung geschrieben worden. Das gilt fir die betqachteten'Modelle
bei harmonischer Zeitabhingigkeit aller Felder %bzw. fir zeitliche
Fourierkomponenten vcn Feldern. Das bedeutet aber, daB alle
Entwicklungskoeffizienten der Potentiale von (2 abhingen.

Damit wird folgende Definition der elektromagnetischen Response

q, der Kugel motiviert @

L (1)

T =

Die Response Q, ist eine Funktion von w , sie ist im angegebenen

Sinne intrinsisch und entartet (unébhéngig von m bei festem n).

4 Uvergangsbedingungen, Radialfunktion und Response

Die ilbergangsbedingungen an den inneren Grenzschichten der

Modellkugel sind &quivalent zu der Bedingung an der Radislanteil
von (5):

| '&"?-{*(‘3’" e+, 'z.&c-ﬂ)%
/\S"‘@T) o g{u Qk@e\r)

mufl steig seinan Grenzflichen.

Mit Anwendung der rekursiven Ableitungsformel fiir sphidrische
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Besselfunktionen ergit sich hieraus eine weitere &dquivalente
Bedingung fiirdie Radialfunktion

sev)r=~i 4n(e)+ °€~ 7 n(ev)
ﬂ'“, 4., 2eT) + L n 1) mes (32)

(Schmucker (1970)) (8)
Diese Bedingung, die hier benutzt wird,ist:

e
G ENCS)

muB stetig sein an Grenzflichen (9)

Mit dem Wert von g, an der Kugeloberfliche erhilt man schlieBlich die

gesuchte Hesponse

g, == (1- g ) o)

5. Fortsetzung der Radialfunktion
Auf Grund des Wegfalls der Neumannfunktion im Kern der Modellkugel

ist der Wert von g,8n der Oberfliche des Kerns:

(_36 N ) = --|. -ﬁ———h(BCNW)
T 2N Lme (acNTN)
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{vgl. Abb.1)

Abb.1 Modellparameter

Mit (9) wird g durch die Grenzfliche bei ryfortgesetzt. Die Forisetzung
durch die dariiber liegende Kugelschale wird mit Symbol + fiir }avqﬂp
und - fir &, v M’,die Argumente der Radialfunktion an der unteren

bzw. oberen Schichtgrenze, angegeben:

o~ Galmet ]+ tlat 47 ]
dn 9 [nome quoe ]+ [ 4430 ]

mit dem Kommutatorsymbol [’L 3‘“ ;-th - S'-! 2“4 (12).
I

(11)
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Die Iteration dieser beiden Schritte, Fortsetzung von g, durch
Schalengrenzen und durch Schalen, ergibt schlieBlich denOber-

flichenwert g (»@,2) und die Response q (10).

Die Kommutatoren (12)haben folgende Invarianzeigenschaft:
Ersetzt man n und j durch ein beliebiges anderes Pzar linear
unabhingiger Lésungen der Besselschen Differentialgleichung ohne
inderung von Grad und Argument, so #ndert sich der Wer? des

Kommutators nicht bis auf triviale Faktoren (r1,ti, 1‘% )"

6 __Programmieren der Radialfunktion

Der Kommutstoraufbau der Fortsetzungsprozedur zeigt ein Problem der
Berechnung. Bei groﬂzﬁgiger Waﬁl der Zul&ssigkeitsbereichefiir Grad n
und Argument »er kdnnen schnell overflow-Schwierigkeiten bei dem
Funktionen oder Fehler bei der Multiplikation sehr groBer und sehr
kleiner Zahlen auftreten.

Ziel war, die Radialfunktion fiir Grade ne [1,100] und
Argumente |der|e (b,10d] zu berechnen. Die sphdrischen Bessel-
funktionen wurden wegen des speziellen komplexen Arguments Jer
(vgl. (32)) iiber die modifizierten sphirischen Funktionen
bestimmt. Das n/|%r| -Feld wurde mit drei Darstellungen der
sphédrischen Besselfunktionen abgedeckt, die hier mit der

Numerierung von Abramowitz/Stegun zitiert werden:

MINI  Reihen fiir kleine Argumente 10.2.5 , 10.2.6
HYP Rekursionsformeln mit hyperbolischen
trigonometrischen Funktionen 10.2.12

ASY Gleichfdrmig asymptotische Formeln Q.TeT 5 SeT:B

Die Feldaufteilung zeigt Abb.2. In den verschiedenen Darstel-
lungen wurden unterschiedliche Funktionspaare zur Berechnung der
Kommutetoren benutzts das ist wegen der erwdhnten Invarianz zuldssig.
Ungenaue Froduktberechnungen lassen sich durch Abspalten und
Verrechnen der Asmptotik vermeiden. Durch iiberlappende Berechnung der

Bereiche von Abb.2 wurde befriedigende fberesistimmung erzielt.
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Abb.2 Feldaufteilung der Darstellungen
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