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Fred Fieberg

Elektromagnetische Induktion im horizontal
geschichtetenRaum mit 2 eingelagerten
Halbplatten bei horizontaler Dipolanregung

1 Einleitung

In diesem Artikel sollen die Grundziige einer Modellrechnung skizziert werden,
mit der ich mich im Rahmen meiner Diplomarbeit beschiftige. Es handelt sich
dabei um eine einfache 2-dimensionale Leitfahigkeitsstruktur ( n&mlich einen
1-D geschichteten Halbraum in den 2 diinne Halbplatten eingelagert sind) bei
einer 3-D Dipolanregung, wie sie etwa in_der aktiven Audiomagnetotellurik
oder bei Transientenverfahren verwandt wird. Das Ziel dabei ist, mit analy-
tischen Methoden mdglichst weit zu kommen und den numerischen Aufwand so
in Grenzen zu halten. Eine m&gliche Anwendung dieses Modells wire die Unter-
suchung, in welcher Weise sich die (verschiedenen!) Untergriinde unter Sender
und Empfinger bei den aktiven Methoden auf die Messungen auswirken.

2 Das Modell

Im Folgenden soll ein horizontal geschichteter Halbraum betrachtet werden,in
dem in der Tiefe z=d als Anomalie 2 diinne, ebenfalls horizontale Halbplatien
mit unterschiedlichen integrierten Leitfshigkeiten 7 bzw. 7 liegen. Die An-
regung erfolgt durch einen horizontalen Stromdipol der Starke M = Liel am
Ort 7p. Ein Erweiterung auf andere anregende Dipole ist leicht méglich.

Bild 1: Das Modell
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Ausgangspunkt sind die Maxwellschen Gleichungen (mit den iblichen Vernach-
lassigungen D & 0, p ™ po,...) und das Ohmsche Gesetz :

VxA = j+j° (1)
= 88

VxFE = —}Ju-gt' | (2)
F = oE ®)

wobei die Quellstrome gegeben sind durch:
7¢ = Lt ls(7 — i) =: M6(F =)
Daraus erhilt man in gewohnter Weise zur Lésung des Problems:

e dort wo die Leitfihigkeitsverteilung o(z) stetig ist ! die Induktionsglei-
chung: 4

V x V% B = —iwpo(cE + Mb(F - 7)) ©

o dort wo die Leitfahigkeitsverteilung unstetig ist die bekannten Sprungbe-
dingungen fiir die elektromagnetischen Felder:

1. Die Tangentialkomponenten des E~Feldes sind stetig

[E.icng]t =0 (3)
2. Die Tangentialkomponenten des H~Feldes 3 springen wie die Flichen-
strome: '

Bemerkung: Flichenstzéme treten wegen der "Diinne-Schichten” -Néherung
auf, hier also an den eingelagerten Platten (Index ”s” fiir ”Schicht”):

o J: d4e - - d+e 3
L=| J | = / cE,dz= E,/ odz = 7(z,Y)E,
0 4 4

— -
Es

mit E, = | E,
0

1aligemeiner: dort, wo die Felder hinreichend stetig und differenzierbar sind

2Def.: [f(2)]F = f(z+0) = f(z =) _

3Ein Vektor mit "Dach”bezeichnet im Folgenden immer einen Einheitsvektor, # also einen
Normaleneinheitsvektor
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Zur Lésung dieses Induktionsproblemes miissen wegen der (3D!) Dipolanregung
alle 3 Komponenten des & (bzw. H)- Feldes berechnet werden, eine Aufspaltung
in nur 2 unebhdngige Potentiale (TE- und TM- Mode) ist nicht moglich, da die
hierzugehdrigen Stromsysteme sich an der Kante z=d,y=0 vermischen (s.u.).

3 Die Aufspaltung des Problemes

Um mit dem gewohnten Formalismus der Zerlegung in TE- und TM- Mode
zunichst noch weiterarbeiten zu kénnen wird das Induktionsproblem in 2 Teile

aufgespalten, den " Normalteil” (Index "n”) und den ” anomalen Teil” (Index”a”).

E=E,+E, (7)

Das Normalproblem soll dabei den rein horizontalgeschichteten Halbraum be-
handeln, in dem bei z=d eine durchgehende Platte der integrierten Leitfahigkeit
74 liegt. )

Das Problem ”a” beschreibt die Stérungen durch die in z=d, y < 0 flieBenden
zusitzlichen Stréme , hervorgerufen durch eine "Leitfahigkeitsanomalie ” der
Grésse 7— — 74

Bild 2: normaler und anormaler Anteil
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Dieses aufgespaltene % eingesetat in die Induktionsgleichung (4) und die Sprung-
bedingungen (5) / (8) liefert die entsprechenden Gleichungen fiir das normale
bzw. anomale Problem:

in z#d :
VxVx(E,+E) = —iwpo(o(E, + E,) + H8(F- 7)) (8)
VxVxE, = —iwpo(cE,+Ms(F-7)) (9
VXVxE, = —iwpgok, (10)
in z=d:
(Boa+E,Jt = 0 (11)
(Ea,n}t = 0 (12)
[E-I,G}i- = 0 (13)
3 g 7 NF = T+€.l,n + r+E_'_a,n y>0 14
2 x (Hn+ Ho)Z {r_E,,,.+r_E,,, wiot S (14
ExH]* = nk., firy>0undy<0  (15)
= = E y>0
Ix H]t = {"+ e .. 16
[ d] ~(ry =T)E, n+1-E, s y<0 (16)

4 Das Normalproblem

Wie aus Bild 2 (links) zu ersehen ist, ist dies der Fall des rein horizontal geschich-
teten Halbraumes. Zur L3sung des Problemes sind die bekannten Standardme-
thoden der Zerlegung in TE- und TM- Mode anzuwenden, welche unabhingig
voneinander die Gleichungen (9),(12),(15) erfiillen. Der Ansatz hierfiir lautet:

A (V x (Fo(2)Th(P) + V x V x (Fo(2) Pa (7)) — M6(F - 73))(17)

a(2)

Es ergeben sich 2 getrennte Systeme von DGL’n und Randbedingungen fiir T),
und P, zu deren Lasung iiblicherweise Partialwellenansitze gemacht werden:

'.r;,(,:)-_-(%)2 / f To(s, u, 2)eir= ) dscty - (18)
Pn(ﬂ=(;—,)’ / f P,.(s,u,z)c“‘""“’)&dx\ (19)

Bemerkung: Auf Grund der fehlenden Symetrie beim anomalen Problem bleiben
wir auch hier bei den kartesischen Koordinaten, bei rein horizontaler Schichtung
kann man diesen Ansatz unter Ausnutzung der Zylindersymetrie noch vereinfa-
chen und kommt dann auf Einfachintegrale, in denen Besselfunktionen aufireten
siche z.B. [4]. Der Losungsweg des Normalproblemes soll hier nicht weiter ver-
folgt werden, dies wiirde den Rahmen dieser kurzen Ausarbeitung sprengen. Es
sei auf entsprechende Lehrbiicher verwiesen.
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Am Ende sind alle Partialwellenamplituden T}, (s, u, z), B, (s, u, z) fiir alle z € R

bekannt, so das die Fouriertransformationen (18),(19) ausgefiihrt werden kénnen.

Damit sind dann alle Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder
E, und H, im Prinzip berechnet, das Normalproblem also gel&st.

5 Das anomale Problem

Wihrend der Normalteil alle Flichenstréme in z=d beriicksichtigt, die dort
wegen der diinnen Platte mit der integierten Leitfihigkeit 7, flieBen, fasst der
anomale Teil alle Wirkungen der in z=d,y < 0 hierzu zusitzlich flieBenden
Flachenstréme zusammen. Diese treten auf, da ja in z=d,y<0 eine Platte nicht
mit 7, sondern mit 7_ liegt, die Abweichungen vom Normalfall sind dort also:
j: = (T’.. = ?+)E‘.|-

Die zusgtzlichen Stréme erzeugen im ganzen Raum ein zusétzliches E-Feld, das
Feld E,. Zu seiner Bestimmung sind die noch nicht verwendeten Teile der
Induktionsgleichung in z # d und der Randbedingungen in z=d zu verwenden,
also die Gleichungen (10),(13), (16),die hier ihrer Bedeutung wegen nochmals
ausgeschrieben werden:

inz#d: _
' VxVxE,+iwpeeE, = 0 (10"
in z=d:
[E,.Jf = 0 (13)
und

[‘ngxiz]t‘l’i‘*’ﬁ‘ﬂ{ :+ El.u =

_Jo y>0 o
_{ iwpo(f-i-—r—)Es,n y<0 )

Dabei sind diese Gleichungen so umgeformt worden, daB auf der rechten Seite
nur noch bekannte Gréssen auftreten, nimlich die Lésungen des Normalproble-
mes. ’

Zur Ldsung dieses Problemes wird wieder (rein formal) eine Aufspaltung in TE-
und TM- Mode angesetzt, wobei aber bereits klar ist, da8 diese beiden Moden
keine unabhingigen Lésungen sein werden (s.u.).

B ;%z—)(v % Go(D)Ta(M) + 7 x V x (Fo(7) Pal()) — M6(F— 13)) (20)

Es ergeben sich 2 in z=d gekoppelte Systeme von DGL’'n und Randbedingungen
fiir T, und P,.
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Da in z # d auch weiterhin nur rein horizontale Schichtungen vorliegen, kdnnen
dort die DGL-Systeme entkoppelt und wie gewohnt behandelt werden: Zur
Lasung dieser Probleme werden die bereits bekannten Partialwellenansgtze ge-
macht,nun aber fiir den anomalen Teil:

Tg.(r?=(2l,,)2 f f Ti(s, u, 2)e = +99)dsdy b (21)
PP =g [ [ Butou e 22)

Die Induktionsgleichung (10) wird so in ein System algebraischer Gleichungen
fiir die T,(s,u,z) und P,(s,u,z) verwandelt,wodurch alle auftretenden Parti-
alwellen auf die direkt oberhalb und unterhalb von z=d vorhandenen Anteile
guriickgefiihrt werden.

Dies soll fiir den Fall homogener Schichten in z#d im folgenden Bild skizziert
werden.

Bild 3: Das Refektions/Transmissions-Problem
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Direkt oberhalb der Platte sind 7, und P, dann gegeben durch:
Ta(s, u,z) = f‘le“”a("d) + f‘ze*a(;-d)
P,(s, u,z) = }513'}'“(3-4) + Pye—als-9)

direkt unterhalb der Platte : ' (23)

Tﬂ(31 u, z) = 1.":364'“(‘ =d) +i}¢'°(‘ -d)
pﬂ(ss u,z) = P3¢+°(“d) + ch-“("d)

mit
a: = /a2 +u? +iwpgo(z) (24)
K o= Viwpge(z) (25)
T. = I-:-(.s‘, u) : (26)
-.' = 15.-(3, ﬂ) (27)

Aus dem (bekannten) Verhalten der Partialwellen in z < d und z > d (L3sungen
der Induktionsgleichungen dort!) lassen sich sofort die zur Platte zuriicklaufen-
den Wellenanteile, gegeben durch die Amplituden T,,T3,P2,P3 zuriickfiihren
auf die von der Platte weglaufenden Anteile Tl, T4, B, B,.

Zu bestimmen bleiben also die Grofie

o der von z=d nach oben laufenden Anteile der TE und der TM Mode T}

bzw. P,
e der von z=d nach unten laufenden Anteile der TE und der TM Mode T
bzw. P 4 ¥

Mit Hilfe der Randbedingung (13) kdnnen 2 dieser 4 Unbekannten auf die ver-
bleibenden 2 zuriickgefiihrtwerden, 3. B Ty = Ty(T1), By = Py(P,) so das nur
noch T; und P, zu berechnen bleiben. *

Hierzu wird die noch nicht weiterbetrachtete ,verbleibende Randbedingung (16)
benutzt. Es handelt sich dabei (wie auch bei den bereits ausgenutzten) um ein
vektorielle Gleichung, wir verfiigen also im Prinzip iiber 3 Gleichungen (von
denen aber nur 2 voneinander unabhingig sind) zur Berechnung von 2 Unbe-
kannten. Wie man sich leicht {iberzeugt, reicht es aus, die x- und y- Kompo-
nenten von (16)zu betrachten, die z-Komponente liefert dann keine weiteren

Informationen mehr. '

Da diese Rechnungen das Kernstiick dieser Modellrechnung sind und (anders
als die bis hierher benutzten) nicht auch bei der Berechnung rein horizontaler
Schichtungen vorkommen sollen sie etwas ausfiihrlicher betrachtet werden:

% Ansats (20,(21) und (22) eingesetzt in die RB (13) liefert fir die T, und P, die Stetig-
keitsforderangen:

(Mt =0 [ I+ =0

Damit lassen sich 2 der 4 von der Platte uu;gehenden Partialwellen "bestimmen”
3
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Mit dem Ansatz (20) schreiben sich die Komponenten von (16) wie folgt:

x-Komp.:

2 +c‘wp,,{ Y g )=
% y>0 (28
Lt e+ ) v

[+525s = 2 3R1E +iwmo { -+ 55 =
0 y>0 (29
= { wpo(ry =) (=4 + 553) y <0

Die Ansitze (21)und (22) hierauf angewendet liefern 2 gekoppelte duale Inte-
gralgleichungssysteme fiir To(s,u,2) und B,(s, u,z). Setzt man hier nun nach
(23) die T4 und P, _, ein, eliminiert nach dem oben beschriebenen Verfah-
ren jeweils 3 der 4 Unbekannten, so erhilt man schlieflich zur Bestimmung
der restlichen 2 Unbekannten T;, P, zwei entsprechende duale, gekoppelte In-
tegralgleichungssysteme, die auf der linken Seite aufer den gesuchten GroBen
nur bekannte, von der Geometrie der Leitfihigkeitsverteilung bestimmte Funk-
tionen %4, @+ enthalten, wihrend die rechte Seite nur Funktionen aufweist,die
sich aus der Lésung des Normalproblemes ergaben. 5

X- Komp: 3

f (m{ b4(s,8) 7 '-,{ P4(s,u) P);,%:,du_

$(s,u) 1 o (s, ) (30)
_ { 0 y>0
~ 1 RSz y<0
y-Komp.:
_Z(‘*’{ Ve T ‘"{ % :; P) stz = (31)
_ { 0 y>0
~ | RSy- y<0

Die Integration {iber "s” brauchen wir in diese Betrachtungen nicht mehr einzu-
. beziehen, da das Modell beziiglich "x” homogen ist, die rechten Seiten miissen
dabei allerdings entsprechend mitumgeformt werden.

Diese gekoppelten Systeme konnen leicht entkoppelt werden, dabei geht aber
(s.u. durch Ableiten!) Information verloren, so dafl auch nachzupriifen hleibt,
ob die Lésungen der nun weiterbetrachteten entkoppelten Systeme auch die ur-
spriinglichen, gekoppelten 16sen.

SDie rechte Seite ist hier im Prinzip immer noch diegleiche wie in (77) und nur von den
L3sungen des Normalproblems T,, P, abhingig, also hier bereits bestimmt.
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Aus: is(30) + £(31) ergibt sich:
rd ¢ (slu) iy — ] F (3lu) U Yy > 0
_[{d;i(s, %) Tie"Wdu = f{ Ff(s,u) e ’du{ y <0 (32)
Aus: —is(31) + 2 75 (30) ergibt sich:
i , ) i = G (3) u) iu y>0
/{:’:’E:’u) Bevdy = j{ Gt(a,u ’du{ <0 (33)

Die rechten Seiten sind dabei durch die Ldsungen des Normalproblems be-
stimmt:

Fi(s,u) = 0 firy>0
Fo (32 ‘ll) = iwpo('f+ - 1-_)(32 + uz)Tﬂ(ss u,z= d) fiir y<0 (34)
Gi(s,u) = 0 firy>0
G_(s,u) = dwpe(ry —7= )(a +u?)ZPy(s,u,z=d) firy<0

Um eine Vorstellung von den "bekannten” Funktionen vz und ¢+ zu bekom-
men will ich sie hier fiir den einfachsten Fall der 2 Halbplatten im homogenen
Halbraum (o) einmal angeben:

Pr(s,u) = (2ae’°"’ + iwpgre(a+ aq) -
-2(e cosh(ad) + aq sinh(ad))(s* + u?)
pi(s,u) = (2xe?*? + iwra?cosh(ad))(s® + u?)

mit
Tag = Vst +u?

Unsere Rechnung fiihrt uns also letztendlich zu der Aufgabe, diese beiden ent-
koppelten, dualen Integralgleichungssysteme zu ldsen. Dies geschieht mit Hilfe
der Wiener-Hopf Methode [2] Sie liefert fiir Integralgleichungen der Form (32),
(33) die folgenden Lésungen :

1.) Fiir T]_:
i.Das Integralgleichungssystem (mit den Abkiirzungen von oben):

-] - -]
f ¥ (s, u)T (s, u)e™Vdu = j Fi(s,u)e™¥du fiir { 3 Z 3 (35)
—ca -co

ii.Die Lésung:

1 £ (s, u) ~(s,1) dt

Tisu)= 5 2xi P-(s, u)(CE( B ./ L_(s,?) t-u—ie) (6}

dajaFy, =0
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Dabei berechnet sich die neu eingefiihrte Funktion £_ aus:

¢+(3!t)) . di
Y_(s,t) t—uFie

In(Ca(o,u)) = 577 [ 1a( (31

2.) Fiir P, entsprechend:
i.Das Integralgleichungssystem (mit den Abkiirzungen von oben):

(-] [=-]
fcpi(s,u)f’l(s,u)e"“”du:: f Gz(s,u)e¥du - ﬁir{ gzg (38)

ii.Die Ldsung:
1 K_(s,u) T G-(s,1) dt
Bi(s,u) = =TT (Cu ()+ ’C_ (s’t).t_u_ie) (39)

da ja auch G4 =
Dabei berechnet sich die neu eingefiihrte Funktion _ ganz entsprechend aus

In(Ks(s, u) = f (ng:g = -

Ich méchte die Struktur dieser Ldsungen noch ein wenig erliutern am Fall
(32)(aber keine strengen Beweise fiihren). Die Funktionen K., £_ sind so kon-
struiert, daf beide fiir komplexe Argumente u in der unteren u-Halbebene ho-
lomorph sind (also dort keine Pole haben), entsprechend sind die £, K, in der
oberen Halbebene holomorph. Auf der reellen u-Achse erfiillen sie die Bedin-
gungen:

Lo(s8) _ 9als,w)

L_(5,u)  P-(su) (41)

K:-l'(’: ﬂ) - ‘P+(3: u)

K(s0) = v-(o,0) o
Setzt man die L3sung (36) in das IGL-System (32) ein, so kann man sich leicht
iiberzeugen, daB das angegebene T} wirklich ein Lésung ist. Dazu vertauscht
man die Integrationsreihenfolge und schlieBt die u-Integration durch einen gros-
sen Kreisbogen in der unteren (fiir y<0) Halbebene ,dessen Beitrag zum Integral
wegen e’V verschwindet (entsprechend anders geht man fiir y > 0 vor). Der
Anteil in (36) der mit Cg geht liefert keine Beitrige , da ja £_ im umschlos-
senenGebiet holomorph ist. Der Anteil dagegen, der mit dem Integral in (36)
geht liefert gerade wegen des Pols bei u =1 —ie die rechte Seite von (32). Soviel
zur Erliuterung der Wiener-Hopf-Methode in dieser Rechnung.

Bis auf die GréBen Cg,Chr treten in diesen Gleichungen (36),(39)nur bereits
berechnete Grofen v, s, Fi, Gx auf, die Ldsungen sind also bis auf die "In-
tegrationskonstanten” (nicht von u abhingig) Cg,Cy bestimmt. Wie gerade
angedeutet beschreiben diese Cg, Cy die Lésungen des homogenen Igl-Systems
(32) (also dieser IGL, bei der die rechten Seiten 0 sind). Um die L&sungen
eindeutig zu bestimmen, miissen die Cg, Cjy bestimmt werden. )
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Tatsichlich sind die entkoppelten IGL’n (32) nicht eindeutig zu lGsen. Die
Forderung, die wir an unsere Lsungen stellen gehen aber noch iiber (32) hinaus,
wir suchen ja eigentlich Lésungen fiir die gekoppelten Systeme (30) (31). Daher
setzen wir die Lasungen (36) (39) in die gekoppelten IGL’n (30) (31) ein und
erhalten so Forderungen fiir die Cg,Cyr, wodurch diese eindeutig bestimmt
werden.

Aus Platzgriinden verzichte ich darauf, die Cg, Cp hier explizit aufzufiihren,ich
méchte aber darauf hinweisen, das in beiden Grassen Anteile aus der TE- und
auch der TM-Mode des Normalteiles, reprisentiert durch die oben definierten
Funktionen F. (s, ) fir die TE-Mode und G_ (s, u) fir die TM-Mode, auftreten.
Da z.B. Cg in den anomalen TE-Anteil eingeht wird dieser also von beiden
normalen Modes , TE und TM, beeinflusst,man kann die einzelnen Modes nicht
mehr streng voneinander trennen, sie mischen sich (wie oben erwihnt)an der
Kante bei z=d,y = 0.

6 SchluBBbemerkungen

Im vorliegenden Artikel wurde ein L3sungsweg fiir ein einfaches 2-D Leitfzhig-
keitsmodell bei Dipolanregung skizziert. Das Induktionsproblem wurde in ein
"normales” und ein "anomales” Problem aufgespalten. Der ”Normalfall” ist
dabei ein rein horizontal geschichteter Fall und kann mit den i{iblichen Metho-
den behandelt werden. Das anomale Problem wurde auf ein gekoppeltes,duales
Integralgleichungssystem zuriickgefiihrt, welches leicht entkoppelt werden kann
und dessen Lésungen mit der Wiener-Hopf-Methode formuliert werden kdnnen.
. Eine weitere analytische Betrachtung des Problemes ist im allgemeinen nicht
méglich. Im Fall des homogenen Vollraumes kénnen die "Spaltfunktionen”
L1(s, 1), K+ (s, u) noch etwas weiter verfolgt werden und fiihren dann auf sehr
schnell konvergiernde Integrale [1]. Im allgemeineren Fall verbleiben die ange-
gebenen Integrale numerisch zu l6sen was im Prinzip auf eine 3-fach Integration
hinauslauft. Um hier in einem annehmbaren Rahmen zu bleiben sind spezielle
konvergenzerzeugende Verfahren notwendig (siehe z.B.[1]). Es sei nochmals be-
merkt, daB die eingefiihrten TE- und TM Modes nicht (wie bei rein horizontaler
Schichtung iiblich) voneinander unabhingig sind.
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