U. SCHMUCXER

2D-Modellrechnungen - neue Fassung dlterer Programme

1. Einleitung

Das COMMEMI Projekt unserer IAGA Arbeitsgruppe, ein Aus-
tauschprogramm fiir EM Modellrechnungen, war willkommener An-
lag, fiir solche Rechnungen in G&ttingen vorhandene 2D Program=-
me zu iUberarbeiten. Sie sind dann im Verlauf des letzten Jah-
res ganz neu geschrieben worden. Da sie in der alten Fassung
auch auBerhalb von G&ttingen benutzt werden, sei hier auf ihre
Neubearbeitung verwiesen. Insbesondere soll dargestellt werden,
welche Korrekturen und Verbesserungen angebracht worden sind.

Die Programme benutzen die FD-Methode, allerdings in einer
besonderen Form, bei der die numerische L&sung auf den anoma=-
len Bereich des Modells beschrdnkt bleibt. Es ist also im Fall
von E-Polarisation kein Luftraum nétig, wie sonst {iblich, noch
wird das Modell nach unten durch einen idealen Leiter abge-
schlossen. N&heres hierzu ist nachzulesen im Protokollband
1971 "Rothenberge/Westfalen", S. 14-30.

Neben einigen Programmfehlern chne gréBere Auswirkung wur-
den in den alten Programmen zwei grundsdtzliche Fehler ent-
deckt und korrigiert. Sie betreffen allerdings nur den beson-
deren Fall von "Ubergangsanomalien", wenn der ancmale Bereich
zwischen zwei geschichteten Normalbereichen unterschiedlicher
Leitfdhigkeit liegt. In den alten Programmen wird sowohl eine
unvollstdndige Bedingung flir den unteren Rand benutzt als auch
eine falsche Impedanzbedingung fir den rechten Rand. NZheres
findet sich in den Abschnitten 3.1 und 3.2 .

Die Auswertung der Faltungsintegrale an den horizontalen
Ré&ndern ist ganz neu formuliert worden, und zwar durch eine
konsequentere Anwendung der Differenzenrechnung. Dies wird im
Anhang erldutert. Die Impedanz-Bedingungen an den seitiichen
Rindern sind gleichfalls entscheidend verbessert worden, eben-
so die bisher ziemlich unbefriedigende Behandlung der oberen
Eckpunkte bei E-Polarisation. Die Berechnung des Oberflichen-
feldes, soweit sie eine Differentation der berechneten Feld-



grdBe verlangt, erfolgt jetzt mit einem hdheren Ndherungsgrad.
Diese Verbesserungen bilden den Inhalt der Abschnitte 3 und 4.

Im folgenden Abschnitt 5 werden zus&tzliche Xontrollmdg-
lichkeiten der neuen Programme behandelt. Sie betreffen Feh-
ler bei der Aufldsung der Differenzengleichungen und die Beur-
teilung der inneren Konsistenz der gefundenen L&sung beziiglich
ihres geforderten Verhaltens im Unendlichen.

Die M8glichkeit, zur Kontrolle das gleiche Mcdell auch mit
verschiedenen Programmversionen zu berechnen, ist erweitert
worden. Bisher gab es vier Versionen filir diinne Schichten und
zwel Versionen fiir Modelle mit einem ausgedehnten anomalen Tie-
fenbereich. Hinzu kamen gesonderte Programme, wenn die Induk-
tion (im Fall von E-Polarisation) durch ein inhomogenes duBe-

res Feld erfolgen sollte.

Die vier Programme £fiir diinne Schichten sind zu einem Pro-
gramm vereinigt worden (Abschnitt 6). Flir anomale Schichten
endlicher Dicke gibt es jetzt jeweils sechs Versionen fiir E-
und B-Polarisation mit sehr unterschiedlichem Speicher- und
Rechenzeitbedarf. Insbesondere ist es jetzt méglich, seitlich
auBerhalb des eigentlichen anomalen Bereichs ein expandieren-
des Gitternetz zu verwenden, wenn die angrenzenden Normalbe-
reiche vergleichsweise schlechte Leiter sind. Soll die Induk-
tion fir ein am oberen Rand vorgegebenes inhomogenes Primdr-
feld erfolgen, so geniligt jetzt der Aufruf einer Subroutine,
die in jede der Versionen fliir E-Polarisation mit wenigen zu-
sdtzlichen Anderungen eingebaut werden kann (Abschnitt 7).

Im abschlieBenden Abschnitt 8 wird die Anwendung der neuen
Programme auf ein einfaches Modell vorgefilhrt. Wie gut die
mit ihnen errechneten Feldwerte zu den L3sungen anderer Teil-
nehmer am COMMEMI Projekt passen, ist noch ungewiB. Ein ge-
sondertes Austauschprogramm mit Vaclav Cerv (Prag) , der die
FD-Methode in der sonst lblichen Form anwendet, ergab befrie-
digende Ubereinstimmungen, zumindest soweit es das Oberflichen-
feld betrifft.

Einen methodischen, auf das Innenfeld auscgedehnten Vergleich
ermdglichte die gleichzeitige Programmentwicklung durch Bern-




hard Fluche in G&ttingen nach der Integralgleichungsmethode
(s. nachfolgenden Beitrag). iUbergangsmodelle sind allerdings
ausgeschlossen. Ihre noch ausstehende Uberpriifung scll zu ge-
gebener Zeit mittels der von John Weaver eingegebenen halb-
analytischen Ldsungen fiir einfache Formen solcher Modelle vor-

genommen werden.

2. Differenzengleichungen fiir das Innenfeld

Das 2D-Modell befinde sich in der unteren Halbebene (y,z>0)
kartesischer Koordinaten und sei folgendermafen unterteilt:
Bis zur Tiefe z=d bestehe das Modell in den Bereichen y<a und
y>b aus homogenen Schichten mit den "normalen" LeitfZhigkei-

ten Gni (links) und o (rechts), i =1, 2,.... N=1. Dazwi-

Ni
schen liegt der Bereich der numerischen FD-L8sung, der zwi-
schen y=a' und y=b' eine lateral-inhomogene Schicht enthdlt.
Die verbleibenden Randstreifen (a,a') und (b',b) gehdren zu

den Normalbereichen links und rechts.
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Flir z>d folgt ein geschichteter Halbraum mit den LeitfZhigkei-

ten ., = .
“ni INi 7

Der LOsungsbereich wird durch M vertikale und N horizontale

i=N, N+1,... .

Gitterlinien in rechtwinklige Zellen homogener Leitfdhigkeit



g,. =0_, +0_.., zerlegt; i =1, 2,.c.. M=t und § =1, 2,...
ij ni aij

M-1. Die Indizierung erfolgt so, daB die Zellenecke links

oben der Gitterpunkt Pij ist. Der vertikale Abstand der Git-

terlinien Az = h/8 ist konstant und zugleich Schichtdicke in

den angrenzenden normalen Bereichen, w&hrend der horizontale

Abstand ij hsj als Abstand von P

kann.

1§+1 und Pij variieren

Das Modell wird durch eine unendlich dinne Oberfl&dchen-
schicht der integrierten LeitfZhigkeit (= Leitwert) t(y)vom
angrenzenden, die primdren Quellen enthaltenden Luftraum
z<-0 getrennt, wobei die Gitterpunkte P.lj an der Unterseite
2=+0 dieser Schicht liegen. Ihre Leitwerte werden den Zellen-
leitfdhigkeiten entsprechend mit T (y<a), Tj = + Ta4

J

(agy<b) und 1, (y>b) indiziert.

N
Durch die links-normale Schichtfolge mit o, wird ein "nor-
males” Variationsfeld E und B im unteren Halbraum z2>0 fir
ein vorgegebenes Primdrfeld festgelegt (s. Abschnitt 7). Be-
rechnet wird der von der lateral-inhomogenen Schicht ausge-

hende anomale Feldanteil

E_  =E-E und B_ =B ~-B_ .
n =a = =

Wird im folgenden der auf die rechts-normale Schichtfolge be-
zogene anomale Anteil bendtigt, so wird er mit einem Apostroph

gekennzeichnet:
' = B = E. ' = B - B. .
BB B vE-E

Hierin ist F. (EN oder By) die zu o

e Ni gehdrige Normal-L&sung

mit

= F =F =F = !
oy~ T B

Durch die FD-Ldsung der Induktionsgleichung wird jedem Git-
terpunkt ein anomaler Feldwert fij zugeordnet, wobei f(y,z) im
Falle von E-Polarisation filir Eéx und im Falle von B-Polarisa-
tion fir Bax steht. Flir das homogene Innere einer Zelle lautet

diese Gleichung (F, = E_  oder B

2 ; b
(1) V°f - iwwg 0 £ = diwu, o, Fn
2 2

mit Ve = 3/3y2 + 3/98z" .
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Beim Ubergang von einer Zelle in die andere sind folgende
Stetigkeitsbedingungen zu beachten: Fir E-Pclarisation mis-
sen sich 3£/3y und 3f/5z an allen Grenzen stetig wverhalten
(Stetigkeit wvon Ea)' Fir B-Polarisation muB

-1

{uo 5f/3z - o_ E__}/o

an allen horizontalen Grenzen (Stetigkeit von an) und

{3f/3v}/0 an vertikalen Grenzen (Stetigkeit von Eaz) stetig
sein.

Diese Bedingungen sind fiir E-Pclarisation in einfacher
Weise zu erfiillen, fiir B-Polarisation ist dies sehr viel um-
stdndlicher. Es geschieht wie folgt (cf. éerv, 1978: Ab-
schnitt 3):

Zundchst wird jedem Gitterpunkt eine mittlere Leitfidhigkeit
Eij zugeordnet. Bei E-Polarisation ist dies das arithmetische

Mittel, bei B-Polarisation das harmonische Mittel der jeweils
angrenzenden Zellenleitfdhigkeiten. Bei B-Polarisation wird
zusdtzlich das arithmetische Mittel Pr1 der spezifischen Wider-
stdnde der Zellen k und 1 nach folgender Kodierung bendtigt:

Bezeichnet Fn(i,j) das vorgegebene 3 A

Normalfeld am Gitterpunkt Pij' so P.
I

lauten die in Differenzengleichun-

gen umgeformten Induktionsglei-

chungen fiir das anomale Feld an 2 1
Punkten im Innern des L&sungs-
bereichs (i = 2,3,... N=-1; j = 2, 3,... M=1)

~ -
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E-Polarisation B-Polarisation
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Dabei soll das expandierende Gitter auBerhalb des lateral-

inhomogenen Bereichs (a', b') beginnen, so dag fiir o, * Py

=

Py T 94 stets Ej = 1 gilt."

3. Differenzengleichungen fiir das Randfeld

3.1 Cberer und unterer Rand

Zu den genannten Stetigkeitsbedingungen kommen Bedingungen,
die das Verhalten der Ldsung im Unendlichen betreffen: Im leit-
fdhigen Halbraum muB8 fiir z - = das Variationsfeld insgesamt
und damit auch sein ancmaler Anteil f verschwinden. Gleiches
gilt flir £ (aber nicht flir das Normalfeld!) im Luftraum fiir
Z - - », da ja die primdren Quellen von f im L&sungsbereich
liegen.

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn fiir das anocmale Rand-
feld in z=0 und z=d folgende Beziehungen gelten:

E-Polarisation Bay= ~K*B_, -uo(TaEnx + Eax) z = +0
VaE) B,= L. *B_ _ +C
az

ay TE TE z =d




B=-Polarisation E +Q
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Die oberen Randbedingungen (z=+0) beziehen sich dabei auf
Bax,y unterhalb der dinnen Schicht (falls vorhanden), die
untere Randbedingung bei B-Polarisation auf das vertikale
E-Feld unterhalb des lateral-inhomogenen Bereichs. Im einzel-

nen besagen diese Gleichungen folgendes:

Die in den unteren Randbedingungen auftretenden Faltungs-
kerne L stellen 1D Response-Funktionen im Orts-Frequenzbe-
reich fiir den Halbraum z > d dar, ~ep fir tangential-elektri-
sche Felder und LTM fir tangential-magnetische Felder. Sie
besorgen das Abklingen des jeweiligen anomalen Feldes mit zu-
nehmender Tiefe in diesem Halbraum. Die Faltung mit K ist

identisch mit der Integraltransformation

]

_ 1 h(n) . -
20 = % _i ¥=n dn mit K = 1/my .

Sie gewdhrleistet das Abklingen des ancmalen Feldes bei E-Pola-
risation mit zunehmender HShe im Luftraum. Bei B-Polarisation
ist bekanntlich Bax = 0 an der Grenze z = -0 zum Luftraum.
Durch die PRICE Gleichungen (11,a,b) wird die Bezichung zu

Bax v an der Schichtunterseite hergestellt.
r

Noch eine Anmerkung 2zu den in den unteren Randbedingungen
auftretenden Konstanten C: Sie sind neu und fehlen f&dlschli-
cherweise in den alten Programmen. Ihre Notwendigkeit ergibt
sich aus folgender Uberlegung: Man wdhle einen Aufpunkt y=A<<a
weit links von dem anomalen Bereich. Dann wird der Faltungs-

=1 ede

kern L(y,w) li&ngst seinen asymptotischen Wert L_ = (ZCO)
y + ® erreicht haben, bevor er auf ein wesentlich von Null
verschiedenes anomales Vertikalfeld trifft; Co ist die Ein-
dringtiefe eines guasi-homogenen Feldes (Wellenzahl k =+ Q) in
den Halbraum z > d. Man kann also L vor das Faltungsintegral

ziehen und erhidlt etwa fir L » B, mit B = {BEax/ay}/lm ni-

herungsweise
co Lm
- L,/ B, (ytn)dn = — {E__(A) - E__(=)} .

o]



Ganz entsprechend ergibt sich flir einen weit rechts gelegenen
Aufpunkt y = B >> b die NZherung

(=1

+ L,/ B,,(y-n)dn = EE {E
Q

L

ax(B) = Eax(-w)} 5

Setzt man filir Eax(A) und Eax(B) die links- und rechtsseitigen
asymptotischen Werte ein, n&mlich EaX(A) = Eax(—m) = O und
E_(B) =E__(w) =E - E = AE_ , so ergeben die Faltungen
ax ax X

_ Nx nx
* 5 AEx/iw .

Andererseits ist zu fordern, dag Bay fiir vy » - =« verschwin-

det und fliir y -+ + = gegen ABY = BNy - Bny = AEx/leo strebt.
Entsprechendes gilt fiir an bei B-Polarisation mit

Eay = {- aBax/ay}/uoc und AEY = - u,o C EY (vgl. Protokoll
Rothenberge, S. 5, Gl.4). Diese Forderungen werden durch das

Hinzufligen der Konstanten

L_(TE) L_ (TM)
Crg = —Tg— 8B + Cpy = - u_o 4B,

erflillt, wobei L_ filir die jeweils passende Feldform zu verwen-
den ist.

Zurlck zu den aufzustellenden Differenzengleichungen: Wegen

By = {aEax/ay}/iw und E,. = -(BBax/ay)/uoc

betreffen die Faltungsoperationen in (2) Ableitungen der zu be-
 rechnenden Feldkomponente beziiglich y. Wie im Anhang gezeigt
wird, l&dB8t sich ihre Faltung als bewichtete Summe der Feldwerte
ldngs der Rinder schreiben:

+x
Ay (R % 3f/3y) = Em &y fij+ktébjm AF)
(3)
+x
by (L * 3£/3y) = I ¥y, Egek -

-0

Andererseits sind in den Feldwerten Ba und an Ableitungen

¥
bezlglich z enthalten. So lauten etwa mit Bay = -{SEax/az}/im
die Randbedingungen fiir E~-Polarisation jetzt, unter Verwendung

von (3),
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Ay = z akf1j+k + lmquy(TaEnx+Tsz) 2=+0
(4E)
of _ =
- Ay = I kaNj+k + Ay L AEX z= d
und mit SBax/az M (Ga Eny + oan),
fir B-Polarigation
T.0
3f _ Ayo __a _
Ay vl f1j + quy(da —?—) Eny z=+0
(4B)
dfF . T=o - il
- Ay o= 0+2 {kaj+k + AyLmABx} U Ayo, Eny z=d-0

Dabei ist die letzte Beziehung auf das Innere des L&sungsbe-
reichs tbertragen worden; o, bezeichnet die Leitfihigkeit
unter und iber der Grenzfliche z=4d .

Fir das anomale Feld an einen innerhalb des Randes gelege-
nen Punkt wird nun eine nach der zweiten Ableitung abgebroche-
ne TAYLOR-Entwicklung vorgenommen, am oberen Rand etwa die

Entwicklung
' 2
_ gf 2 3°fF
(5) f(y,Az) = £(y,0) + Az 5z T 3 Az ;;3
= e e + % Az? {sz - 32f/8y2} 7

und in sie 3f/3z aus (4) eingesetzt.Indem man noch h2-32f/3y2

am Randpunktt P1j durch f1j-1 + f1j+2 - zf1j ersetzt, erhilt
man (nach Multiplikation mit 82)
2 1 s He B
B f2j + 35 (f1j-1+f1j+1) =B k=§@ k T1j+k
(6) = 1 % 8% L iwy o n? + iwp Bh T.} £
2 g 13 o] 5 13

= dwu h {% By + B b B (1280 .

Alle Romplikaticonen durch variable Gitterabstinde und vertikale

Zellengrenzen sind weggelassen. Entsprechende Gleichungen gel-
ten fir den unteren Rand und B-Polarisation.
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Dies sind die gesuchten Differenzengleichungen fir die
Randpunkte i=1 und i=N (unter AusschluB der Eckpunkte). Sie
verbinden im Idealfall das innere anomale Feld mit seinen
Randwerten auf den Ri&ndern z=0 und z=d in der Weise, daB das
anomale Feld fiir z + £ = gegen Null strebt. Wegen der end-
lichen Linge des verfligbaren Randes muf8 sich die Summierung
iiber k aber auf den Bereich von k= 1-j bis k= M-j beschrinken,
so daB8 sich die Bedingungen im Unendlichen nur ndherungsweise

erfiillen lassen.

Dabei ist zu beachten, daB die Gewichte a, und [yk| fir
k >> 1 schnell gegen Null streben (s. Anhang). Es wird also
geniligen, wenn der Ldsungsbereich sc lUber den eigentlichen late-
ral-inhomogenen Bereich (a', b') hinausgeht, daf mit Anndhe-

rung an die Eckpunkte das anomale Feld bereits abgeklungen ist.

3.2 Seitliche Riander

Auch an den seitlichen Réd&ndern y=a und b lassen sich die
Bedingungen fiir y - # « nur ndherungsweise erfilillen,und es
wird gleichfalls ein gewisser Abstand dieser Rd&nder vom Be-
reich (a', b') wverlangt. Diese Bedingungen verlangen, daB8 das
ancmale Feld flir y - - = verschwindet und sich flilr y + + =
asymptotisch der Differenz AFx = FN - Fx der Normal-Ldsungen
anndhert. In den alten Programmen wurden hierzu einfache "Im-
pedanz-Randbedingungen" verwandt, die vergleichsweise sehr
grobe N&herungen darstellen. Sie behandeln das ancmale Rand-
feld £(a, z) und £(b, z) als homogen und ersetzen die ge-
schichteten Normalbereiche durch homogene Halbrdume, in die
dieses Feld seitlich hineindiffundiert.

Am linken Rand etwa lautet die alte Impedanz-Randbedingung
bei E-Polarisation E__(a,z) = iw C_ B__(a,2) mit
ax n "az

; =-1/2

Cn = (lwuo cn)

als Eindringtiefe. Dabei ist 9, die - gegebenenfalls mittlere -
Leitfdhigkeit 9, in der Tiefe z, zweckmdBigerweise fiir E-Pola-
risation das arithmetische und filir B-Poclarisation das harmo-
nische Mittel. Am rechten Rand ist die entsprechende Bedingung
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nicht auf f sondern auf die Differenz f' beziliglich der rechts-
normalen L8sung anzuwenden, also etwa auf Eaé = Ex - ENx bei
E-Polarisation. Dieser Unterschied ist in den alten Program-

men nicht beachtet worden.

Man k&nnte wesentlich bessere Randbedingungen mit Hilfe pas-
send gewdhlter GREENscher Funktionen formulieren, doch miigten
sie fir alle Randpunkte gesondert berechnet werden. Eine we-
sentlich einfachere und in den neuen Programmen benutzte Ver-
besserungsmdglichkeit besteht darin, auf inhomogene Felder er-
weiterte Impedanzbedingungen zu verwenden. Niheres hierzu fin-
det sich im Protokollband 1980 "Berlin-Lichterade", S. 197-210.
Die Ubertragung wvon Gl. (35) auf S. 208 auf das vorliegende
Problem ergibt fiir den linken Rand die erweiterte Impedanz-

Randbedingung
3B
- B —2Y
E . (a,2) = iu Cn{Baz(a,z) T }
oder, mit iw Baz = aEax/By und f fiir Eax ;
32
3f 1 £
(7a) £la,z) = C, {§§ +3C —5} .
92
Ganz entsprechend folgt fiir den rechten Rand (Fo g = En,Nx)
2
! « sg gof: 1 . 2P
£'(b,z) = CN{ay 5 Cy ot }
Z
. I -1/2
mit CN = (1muo UN)
£' = £ - AF
X
3f' /3y = 3f/3y
2 2
g of 1 3" f 2 2 .
- =VE£' = ¥V£f = iwu (0.F - o F.)
822 8z o' 'nn N°N

Die erweiterte rechte Randbedingung, umgeschrieben auf £, lau-

tet also
2
_ 3f _ 1 3°F 1 2
(7b) £ {(b,z2) = CN{§§ 5 Cy ——§}+AFX+ 3 CNlmud(ann-UNFN).

3z
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Ubertragen auf das anomale Feld bei B-Polarisation ergeben
sich identische Beziehungen beziiglich £ = Bax' Um die Rand-
werte von £ an das anomale Feld im Innern anzuschlieBen, wird
wieder eine TAYLOR-Entwicklung flir randnahe Punkte durchge-

fiihrt, etwa

2

_ 3f . 1 .2 3°f

f(a+h,z) = f(a,z) + h 3y + 3 h ;;3
B aamgy % n? vz - 3%g/32%,

und in diese 3f£/3y aus (6) eingesetzt. Die resultierenden Dif-
ferenzengleichungen flir seitliche Randpunkte (mit Ausnahme der

Eckpunkte) sind

1 .2
£i0 * 3 BTOMC /ML, qq + £1q4d
2 1. 2
- {1 +8 {1+cn/h)+h/cn + 3 lww o, h°} £i4 o]
£ + L1 8214 /) (s £, .0}
iM-1 ¥ 32 N ieim T Eioqy
2 1. 2
- (1 + g2(1eey/m +h/cy + 3 dwn o, WP} £,
=1 iuu 0. h2(1+c./h) F_(i,M)~ + AF. h/C
2 o aiM N n' "’ 2 X N

—— e —— S — —— ——

Zur Gewinnung einer Differenzengleichung werden zwei TAYLOR-
Entwicklungen zu den Nachbarpunkten einer Ecke addiert. Flir die

Ecke oben links etwa ergibt dies

+ 1 0% v2s+(1+82)£(a,09,

£(a+h,0)+8% £(a,dz) = h %% +8n 2+ 2

worin 3£/%y und 3£/5z aus den Gln. (6) und (7) eingesetzt werden.

Flir die oberen Ecken ist dies bei E-Polarisation eine schlech-
te Ndherung, wenn eine leitende diinne Schicht fehlt, da dann .
der Eckpunkt auf der Grenze zwischen einem Leiter und einem
Nichtleiter liegt. Besser geeignet sind in diesem Fall die Im-

pedanzrandbedingungen
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9E QE
- 3 ax _ ax
(8) By (2,0 =3¢ —2 2X)
5 (6,0 =2 c (- —ax _ Zax |
Tax "' T 2 N 3y 3z K *

deren Herleitung aus den GREENschen Formeln in einem Manuskript
zum 1982 Neustadt-Seminar dargestellt ist. Die Eindringtiefen
C_ und CN beziehen sich dabei auf die Leitfihigkeiten der je-

n
weils obersten Schicht links und rechts.

4. Berechnung des anomalen Oberflidchenfeldes

Im Unterschied zur Integralgleichungs-Methode muB8 das magne-
tische Oberfldchenfeld bei E-Polarisation und das elektrische
Oberfldchenfeld bei B-Polarisation aus den Ableitungen der FD-
L8sung gewonnen werden. Die Ableitung 3f/3z fiir den Randpunkt
P1j ergibt sich in einfacher Weise aus der TAYLOR-Entwicklung
Gl.(5) =zu '

af
3z

= 1.2

B B2 .
{8 f2j (1+R°+ 5 lwn o

5

13

2 .

—

+ = (f ~ #

1
7 (£q5-1 14+1)F 7 Lou,o

wdhrend 5f/3y nach einer der im Anhang aufgefilhrten Differen-
zengleichungen aus den Randwerten zu berechnen ist. In den al-
ten Programmen geschah dies nach der einfachen Formel h3f/3y=R,
in den neuen Programmen wesentlich genauer nach A2 unter Ein-
beziehung von drei Nachbarpunkten links und rechts.

Im Falle von B-Polarisation kann man die Berechnung vonE aus

ay
3f/3z ganz umgehen, sofern eine diinne Oberflichenschicht vor-

handen ist und an nach der PRICE Gleichung direkt aus f1j =
Bax(y, z+0) folgt. Insgesamt lauten die Gleichungen, mit denen
das anomale Oberfldchenfeld berechnet wird

=POalarica+i —--.a_f' =£'
E-Polarisation Bay = az/J.m, Baz ay/1m
(9) R
S . ; T
B-Polarisation b 2 az/uo’ jay = f/uO (1: gr.iota)
an - (lay T 9% Eny)/g’ Eay © (]ay - Ta Eny)/T
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wobei lay die Stromdichte und, im Falle einer diinnen Deck-
schicht, jay die Schichtstromdichte bezeichnen. Diese Strom-
dichten sind, im Gegensatz zu Eav’ am oberen Rand stetige
Funktionen von y..

5. Kontrolle der Aufrundungsfehler und Gitterparameter

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie das aus den Diffe-
renzengleichungen gebildete Gleichungssystem & . d'==€?:nit di-
rekten Verfahren geldst wird. Dabei treten Aufrundungsfehler
auf, insbesondere bei der zur Dreieckszerlegqung von &5 notwen-
digen Berechnung von Kehrmatrizen. Sie erzeugen L&sungsresiduen
5§ =& 4 -¥ , die zur Rontrolle berechnet werden kénnen.

Bei einfach-genauer Rechnung erscheinen sie in der siebten Stel-
le der berechneten anomalen Feldwerte, beeintrichtigt also nicht
die normalerweise angestrebte Ldsungsgenauigkeit auf zwei oder
drei Dezimalen.

Im Verlauf der Programmentwicklung haben sich die L&sungs-
residuen aber auch als sehr niitzlich erwiesen, versteckte Pro-
grammfehler aufzudecken. Dies betrifft auch mdgliche Fehler bei
nachtrdglichen Programminderungen.

Sieht man von den genannten Aufrundungsfehlern ab, so wird
die LOsungsgenauigkeit durch GrdRe und Maschenweite des Punk<-
gitters bestimmt. Bezogen auf die jeweiligen Skintiefen v/2/uu o
werden die KenngrdBen des Gitters durch drei Gitterparameter 3
charakterisiert:

P1 = Amax muo Umax %
(10) P2 N Amax wuo Tmax
= ‘ | J— 1 =
P3 L /uuo gn,min/z + P3 L unc UN,min/z P
wobei Amax den gréBten Gitterpunktabstand im lateral-inhomoge-
nen Bereich (h oder h/R) angibt, o die grdBte Zellenlsic-

max
f&higkeit Gij in diesem Bereich und Tnax den groften Leitwers
Tij : L und L' sind die Breiten der links und rechts anschlis-
: ] 1 - <
éenden Randstreifen (a,a') und (b',b), cn,min und UN,min die
Jeweils grdB8ten normalen Schichtleitfihigkeiten links und rech=s.
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Die erzielte L&sung kann als unabhdngig von den gewdhlten
Gitterparametern angesehen werden, wenn P1’2 << 1 und P3 >> 1
gilt, wenn also innerhalb der Zellen V'f mit genlgender Genauig-
keit durch die Differenzengleichung hf(zj
und das ancmale Feld sich innerhalb der Randstreifen seinen
asymptotischen Werten fiir y + t = genligend ndhert. Die so ge-
forderte Konvergenz der numeriséhen L&sung ld8t sich letzt-
lich nur durch schrittweise Reduzierung von Amax und schritt-

= ¢ wiedergegeben wird

welse VergrdBerung veon L, L' idberprifen.

Es hat sich aber'gezeigt, daB sich eine wirkungsvolle Kon-
trolle auch aus der Vertriglichkeit des anomalen Randfeldes
oben und unten mit den Bedingungen fir das Verschwinden des
anomalen Feldes flir z + + = ergibt. Zunidchst gelten ja flr
das Randfeld die Beziehungen des vorangehenden Abschnitts, die
jetzt als Lésung I bezeichnet werden:

I _ (. : I :
Bay = {-3f/3z}/iw , B,, = {3f/3¥}/1iw

fiir z=0 und 4 bei E-Pclarisation,

= { 3f/3z}/ug , L, = {-3£/3y}/u,

1I
ay

fiir z=d+0 flir B-Polarisation mit 1=0E (1:gr.iota) als Stromdichte.

Sind die genannten Bedingungen im Unendlichen erfiillt, so 1l&8t
sich eine zweite L&sung II aus der ersten Ldsung ableiten, in-
dem man diese mit geeigneten 1D-Responséfunktionen faltet:

i35 SO I IT _ I ~
Bay = K =* Baz ' Baz = K *Bay (z=0)
& I i 5 _
Bay = Tre * Baz™Crer Baz T Mre*Bay (2]
und ’
TF T b T .
tay T Lom * 'az"%Comrlaz = MTMﬂay : (z=d+0)

Durch einen Vergleich beider L&sungen kann man prifen, wie gut
die Ableitungen des Randfeldes nach z und y zusammenpassen, um
ein mit z - * = verschwindendes anomales Feld zu gewdhrleisten.
Differenzen im lateral-inhomogenen Bereich zeigen an, dag8 der
Gitterpunktabstand zu grof ist, Abweichungen auBerhalb dieses




Bereichs, daf die Randstreifen 2zu schmal gewdhlt sind.

Es ist schwierig, fiir die Gitterparameter allqemeingﬁltige
Grenzwerte anzugeben, um mit einem minimalen Rechenaufwand
eine vorgegebene Genauigkeit der numerischen L&sung zu errei-
chen. Fir Modelle, deren Leitfihigkeit innerhalb von zwei De-
kaden variiert, ergeben Gitterparameter P1'2 < 0.4 und Py 22
erfahrungsgemédB eine auf zwei Stellen verliBSliche Ldsung.

Siehe hierzu auch das in Abschnitt 8 behandelte Modellbeispiel.

6. Diinne Schichten

Flr eine vorgegebene Freguenz ist eine leitfihige, von ebe-
nen Fl&chen begrenzte Schicht dann als "diinn" anzusehen, wenn
die aus ihren Leitfihigkeiten berechneten Skintiefen ffﬁmz;?
sehr viel grdB8er sind als ihre Dicke. AuBerdem ist zu fordern,
da8 die angrenzenden Halbriume geniigend schlecht leitend sind,
damit die Eind;ingtiefe eines von der Schicht ausgehenden ano-
malen Feldes in sie groB8 ist gegeniiber der Schichtdicke.

Unter diesen Voraussetzungen gelten fiir ein solches Feld die
PRICE-Gleichungen

+ - a -
{(11a) Bay - Bay ol (. W uo(TaEnx - rEax)
fir E-Polarisation und
+ - y
(11b) B ™ Bay = 'uojay = -uO(TaEny+ Tan)

fiir B-Polarisation, B:x =0 .

Sie besagen, daB8 die Differenz der tangentialen Magnetfelder
an der Schichtoberseite (+) und -unterseite (~) durch die or-
thogonale, schichtintegrierte Stromdichte ja gegeben ist, wo-
bei das elektrische Feld Ea innerhalb der Schicht als kon-
stant angesehen wird.

Kann der lateral-inhomogene Bereich zwischen z=0 und z=d
als lateral-inhomogene "diinne Schicht" behandelt werden, so
ertibrigt sich eine numerische L&sung der Induktionsgleichung.
Aus der Bedingung, daB8 das anomale Feld filir z -+ # » ver-
schwindet, lassen sich Beziehungen zwischen Ba und Ea her-




leiten, nachzulesen im Protokollband 1971 "Rothenberge/West-
falen", S. 25 bis 30. Indem man so die Magnetfelder aus den
PRICE-Gleichungen eliminiert, erhdlt man folgende Integral-
gleichungen flir die ancmale Stromdichte und die anomale elek-
trische Feldstirke, also jeweils zwel Gleichungen flir eine
Polarisationsrichtung:

3 + iwuo T{s =* jax} = 5. B

aXx a nx
(12a)
TE__ + {R+L_) * ==X f{u +C }/u=-1_ E
ax TE oy TE o a "nx
flir E-Polarisation und
Tan * Cr-{NTM 5 an} = - Ta Eny
(12b) ajav
Jay ¥ T gy P /Ol - Cpd = T, By
flir B-Polarisation

In ihnen beziehen sich die Faltungskerne S, L und N auf den
unteren Halbraum, der als lateral-hcmogen angenommen wird, und
der Faltungskern K auf den oberen, als nicht-leitend behandel-
ten Luftraum. Sie sind als Funktionen von y singuldr fiir vy + O,
doch ist die fiir S und N logarithmische und fir X und L y -
Singularitdt mit einer TAYLOR-Entwicklung der Feldfunktionen

integrierbar.

2ur numerischen L&sung werden die Integralgleichungen durch
ein System linearer Gleichungen fir die an M Gitterpunkten zu
bestimmenden Feldwerte ersetzt, wobei die jeweilige Koeffizien-
tenmatrix ndherungsweise Bandgestalt hat. Dies ergibt sich aus
dem Abklingen der Faltungskerne mit wachsendem y. In den neuen
Frogrammen ist vorgesehen, das Gleichungssystem iterativ mit
einer vorgegebenen Zahl von Nebendiagonalen 2-NBA der Koeffi-
zientenmatrix zu ldsen. Die Faltungen werden so auf eine gewis-
se Umgebung des jeweiligen Aufpunktes beschridnkt. Der nicht-
berlicksichtigte Teil der Faltungsintegrale wird mit der L&sung
der vorangehenden Iteration ausgewertet und mit auf die rechte
Seite gebracht.
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Wegen der jetzt exakten Bandgestalt der Matrix k&Snnen die
links verbliebenen Feldwerte mit zeitsparenden Algorithmen
berechnet werden. Mit ihnen werden die Restintegrale rechts
neu ausgewertet bevor das System mit verinderten rechten Sei-
ten aufs neue geldst wird.

Setzt man NBA = 1, so ist die L&sung mit einer tridiagona-
len Matrix besonders schnell, doch sind viele Iterationen not-
wendig, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen. Mit
NBA = M-1 ist die L&sung direkt. Die Notwendigkeit fiir Itera-
tionen entf&llt, da ja die ganze verfiighare Umgebung in die
Faltung einbezogen wird. Doch ist diese L8sung unter Umstidnden
sehr zeitaufwendig. Flir eine zeitsparende L&sung ist also NBA
gréBer als eins und deutlich kleiner als M-1 zu wihlen, etwa
NBA =~ M/4, wie dies in Abschnitt 8 gezeigt wird.

Indem man fiir das gleiche Modell sowohl das anomale Strom-
feld als auch das elektrische Feld ausrechnet, kann man an der
tbereinstimmung der L&sungen priifen, ob der Gitterparameter P2
fiir die angestrebte Genauigkeit richtig gewdhlt worden ist.
Auch hierzu enthdlt Abschnitt 8 ein Beispiel.

7. L8sungsverfahren und Programm-Versionen

Die in Abschnitt 3 hergeleiteten Differenzengleichungen bil=-
den ein System linearer Gleichungen mit vorgegebenen rechten
Seiten flir die unbekannten anomalen Feldwerte fij an MxN Git-
terpunkten. Die neuen Programme erlauben in drei Versionen
iterative und direkte L&sungen. Im Protokollband 1974, Graf-
rath/Bayern, sind sie auf den Seiten 429 bis 438 im Einzelnen
dargestellt.

7.1 _Iterative L&sungen

Die Feldwerte einer senkrechten Gitterlinie seien Komponen-
ten eines "Spaltvektors"

£..07 ., § =1, 200050

F, = (£ 2970 Ty

g B
3 13

Infolge der in die Differenzengleichungen eingebauten Abstrahl-

bedingungen am oberen und unteren Rand sind die Vektoren aller




klingender Bewichtung filir entferntere Spalten. Das beziiglich
dieser Vektoren zu ldsende Gleichungssystem sei in Matrix-

Schreibweise
=4 M-]
13 P Q. F. . +AF . +BF +C0F . .% L §. F. .. »b
(13) g %k Tk ATy 33 5 e s v %k Ty P

Hierin sind die groB geschriebenen Koeffizienten NxN Matrizen.

Die Matrizen A, C und Q sind nur auf den Diagonalen besetzt,
und zwar flir i = 2, 3,..., N-1 mit den Koeffizienten aij und
cij der Differenzengleichung (2) im Falle von A und C, mit Nul-
len im Falle von Q. Wie den Differenzengleichungen (6) der Rand-
zeilen zu entnehmen ist, stehen flir i = 1 (N) an den Endpunkten

ihrer Diagonalen agy ~ Bal(BY1), c - 8&1(371) und -Bak(BYk) 7

13

Die Koeffizienten bij - in den Randzeilen b1j - Bao und

ij - BYO - und hij in (2) bilden die Tridiagonalmatrix
B, wdhrend der D-Vektor als Komponenten die durch das Normal-
feld vorgegebenen rechten Seiten dij enthdlt. Die Matrizen in
den Randspalten j=1 und j=M sind entsprechend (7) und (8) ab-

weichend zu besetzen.

Indem man die Matrix-Koeffizienten in (13) als Elemente einer
MxM Matrix £ behandelt, die Vektoren Fj und Dj als Komponenten
von Vektoren é7 und & , lautet das zu l&sende Gleichungssystem
in KRurzform

(14) B . f =,

Seine L&sung erfolgt in direkter Form durch Dreieckszerlegung.
Die Ldsungsschritte sind

1.6 = f ? Dreieckszerlegqung von &
2.j = { '19' Berechnung eines Hilfsvektors j
3.({ = ?- j Berechnung des Lc':'asungsvektorsf ausj .

Bei der im Anhang zu dem zitierten Artikel beschriebenen
Dreieckszerlegung wird vorausgesetzt, dag nur auf drei oder
h8chstens flnf Diagonalen besetzt sein darf. Auf den linken

\
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Spalten linear untereinander verbunden, jedoch mit schnell ab-




und gegebenen-

j+k’ Eg 2
einer vorangegangenen L&-

Seiten verbleiben also die Terme mit Fj, Fji1
falls thz . Die nicht berlcksichtigten Terme mit F
(3), werden mit den Vektoren F§2;1}
sung ausgerechnet, links und rechts abgezogen und so als zu-
sdtzlich bekannte Gr&Ben auf die rechten Seiten gebracht. Sie
ergeben verbesserte Vektoren Fén), mit denen der Rechen-
gang wiederhelt wird. Die direkten Ldsungen missen also mit
immer neuen Seiten mehrfach wiederholt werden bis sich eine
Konvergenz innerhalb vorgegebener Grenzen einstellt. In der
ersten Iteration werden die auf die rechte Seite gebrachten

Terme mit F. k > 2(3), gleich Null gesetzt.

j+k’

Als Konvergenzkriterium wird nach jeder L&sung die maxima-
le Abweichung im Absolutwert gegeniiber der vorangegangenen L&-
sung in den Randzeilen festgestellt und ausgedruckt. Liegt
sie unterhalb einer vorgegebenen Schwelle, so wird der itera-
tive ProzeR abgebrochen.

Im allgemeinen sind weniger als 20 Iterationen notwendig,
um maximale Abweichungen von weniger als 10_4 flir die normier-
ten Feldwerte Fx(y,z)/an(z=0) zu erreichen. Die Beschrinkung
der Konvergenzkontrolle auf die Randzeilen ist dadurch begriin-
det, daB die iterativen Verdnderungen auf den rechten Seiten
sich ausschlieflich auf diese Zeilen beziehen.

Konvergenzschwierigkeiten treten immer dann auf, wenn der
Halbraum z > d unterhalb des anomalen Bereichs zu gut leitend
ist. Dann verschwinden auf seiner Grenze die Vertikalkomponen-
ten des anomalen Feldes, so daB8 sich die Bedingungen (2) fiir
z=d nicht mehr verwenden lassen. Flir solche Fille sind geson-
derte Prcgrammversionen geschrieben worden. Sie behandeln den
genannten Halbraum als unendlich leitend und sind dann zu ver-
wenden, wenn die Eindringtiefe |C_| in diesem Halbraum fiir
guasi-homogene Felder kleiner ist als der Gitterpunktabstand.

- e o o e e e e e

Die Feldwerte einer horizontalen Gitterlinie werden zu einem
"Zeilenvektor"

F, = {fi1' fiZ""'fiM} oo Fliy 2pi0 o N



vereinigt. Uber die Differenzengleichungen sind diese Vekto-
ren jeweils nur mit den Vektoren der benachbarten Gitterli-

nien verbunden, falls vorhanden:

(14) B F1 + B

+
to
y
+
w
g
0
o
o
k—l
I
(9]
L
;
2

H

Die Koeffizienten B Bi sind MxM Matrizen, wcbel Bi und B

nur auf der Diaaonalen mit den Koeffizienten BT i3 besetzt s;nd.
Fiir i = 2, 3,...N-1 ist B. wiederum eine Tridiagonalmatrix mit

bij auf der Hauptdlagonalen und mit alj cij auf den Nebendia-

gonalen. Flir i=1 ist die Matrix infolge der cberen Randbedin-

gung voll besetzt, fir die j-te Zeile mit )

-Baj_1, —Baj_zf---a1j~8a1, b1j-8ao, Cy:=Bag, ... -Ba

13 M=]

Entsprechendes gilt filir B, mit BYk statt Bak .

N

Schreibt man die zu l3dsenden Gleichungen (14) wieder in der
Form 8- § = ¥, so ist jetzt % eine nur auf drei Diagonalen
besetzte Matrix - mlt den Elementen B auf der Hauptdiagonale
und den Elementen B auf den Nebendiagonalen - und so nach dem

i
oben genannten Schema direkt l8sbar.

7.3 5, C und E-Versionen

- — — — — — i — —— —

Fiir jede der beiden Polarisationsrichtungen sind Programme
flir direkte und iterative L8sungen mit drei und fiinf Diagona-
len geschrieben worden. Vergleichsrechnungen zeigen, daB sich
mit einer geniigenden Zahl von Iterationen eine nur durch Auf-
rundungsfehler begrenzte Ubereinstimmung der numerischen Ergeb-
nisse auf sechs Stellen erreichen 1&Bt.

In den "S-Versionen" (S = Standard) dieser Programme wird
ein konstanter Gitterpunktabstand vorausgesetzt. AuBerdem ist
ihre Dimensionierung so ausgelegt, daB keine externen Speicher
bendtigt werden.



"C-Versionen" haben gleichfalls konstante Gitterpunktab-
stidnde, durch die Hinzunahme externer Speicher l3At sich aber
ihre Dimensionierung flexibler gestalten. Sie sind fir sehr
komplizierte Modelle gedacht wie z.B. flir das COMMEMI Modell 5.

"E-Versionen" erlauben einen vergrdferten Gitterpunktabstand
in den lateral-homogenen Randstreifen links und rechts. Hier-
durch kann im Falle schlecht-leitender Normalbereiche mit ver-
gleichsweise wenigen Gitterpunkten ein geniigend schnelles Ab-
klingen der anomalen Felder gegen die Rdnder hin erreicht wer-
den. Damit entfdllt die Notwendigkeit externer Speicher.

In den "inneren" Differenzengleichungen (2) ist die M&glich-
keit variabler horizontaler Gitterpunktabstdnde bereits vorge-
sehen. Sehr viel schwieriger und hier nicht im Einzelnen erliu-
tert, ist ihre Bericksichtigung in den Randzeilen. Einige Hin-

weise hierzu befinden sich im Anhang.

Die hier und in den Kontrollen (Abschnitt 5) geforderte nu-
merische Auswertung der Faltungsintegrale 148t sich am einfach-
sten dann durchfiihren, wenn der vergrdferte Abstand sjh ein
ganz-zahliges Vielfaches von h ist. AuBerdem wird zwischen dem
expandierten und nicht-expandierten Gitterteil eine Zellen-
reihe mit (sj+1)-h/2 eingeschoben. Damit auch {€j+1}/2 ganz-
zahlig ist, mus Ej ungerade sein. Insgesamt vollzieht sich die
Gitterexpansion nach folgendem Schema:

2m-1 , i=1, 2,... JA=2
m ’ JA-1
ij = h - 1 P JA, JA+1,... JE-1
m' |, JE
2m'-1, JE+1,...M
mitm, m' = 2, 3,.... .

S- und C-Versionen filir direkte L&sungen und iterative L3sun-
gen mit drei Diagonalen sind am kiirzesten. Sie umfassen rund
450 Karten. Die Hinzunahme von zwei zusétzlichen-Diagonalen bei
der iterativen L&sung erfordert 100 weitere Karten. Hinzu kom-
men acht Subroutinen mit 280 Karten. Library Subroutinen wer-
den nicht bendtigt.
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E-Versionen sind am aufwendigsten, da der wvariable Gitter-

abstand die Berechnung der Koeffizienten a,., b,., etc. fiir

i g i3
jeden Gitterpunkt einzeln verlangt. Sie umfassen bis zu 750
Karten flir iterative Ldsungen mit finf Diagonalen und drei

weitere Subroutinen mit 120 Karten.

Speicherbedarf entsteht zum iberwiegenden Teil bei der
Dreieckszerlegung der Matrix 4 . Die nachfolgende Berechnung
der Vektoren j und df verlangt die Speicherung der in ?-1
enthaltenen Kehrmatrizen, dies sind M-N2 Speicherplétze fiir
komplexe Zahlen bei iterativen L&sungen und N-M2 Pldtze bei
direkten Ldsungen. Wird die iterative Ldsung mit flinf Diago-
nalen durchgefiihrt, mug zusdtzlich Zhj gespeichert werden,
was den Speicherbedarf verdoppelt.

Da im Allgemeinen die Spaltenzahl M ein Vielfaches der Zei-
lenzahl N sein wird, ist der Speicherbedarf bei direkten L&-
sungen weitaus am grdi2ten. Die G&ttinger Rechenanlage erlaubt
die Speicherung von etwa 25 000 Zahlen im Kernspeicher. Daraus
ergeben sich flr die einzelnen Programm-Versionen und L&sun-
gen folgende maximale Dimensionierungen NxM: '

L&sung S c E-Version
iterativ 11-41 21+81 1141

(5 Diag.)

iterativ 11-41 - -

(3 Diag.)

direkt 6-41 2141 -

7.5 Rechenzeiten

Die Rechenzeiten werden fast ausschlieBlich durch die Drei-
eckszerlegung von :5'bestimmt, sind also bei direkten L&sungen
am l&ngsten. Bei iterativen L&sungen muB diese Zerlegung nur
einmal vorgenommen werden, so daB der Zeitaufwand fir die nach-
folgenden Iterationen nicht so sehr ins Gewicht f3llt. AuBerdem
sind die direkten L&sungen viel zu genau.
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Die Benutzung externer Speicher ist sehr zeitaufwendig, ob-
wohl eine schnelle Routine zum blockweisen Schreiben und Lesen
der zu speichernden Kehrmatrizen in ?"1 (und f-1) benutzt
wird. Die Verwendung expandierender Gitter in E-Versionen filhrt
nur zu unwesentlichen Verlidngerungen der Rechenzeit.

Folgende CPU-Zeiten (in Sekunden) ergaben sich fiir Modell-
rechnungen mit M=41 und N=6. Sie beziehen sich auf den nicht
iiberm&dBig schnellen Rechner SPERRY 1180/UNIVAC 1100 des G&ttin-

ger Rechenzentrums.

E-Polarisation ' B-Polarisation
L&sung S (E) & S (E) C
iterativ 3.8 (15) 45.2 1.8 (11) 32.2
iterativ 5.0 (20) - 1.9 (15) -
(3 Diag.)
direkt 12.9 13.5 10.6 .. 101

In Klammern steht die Zahl der notwendigen Iterationen, um eine
auf vier Stellen genaue L&sung zu erhalten.

Diese Zusammenstellung gibt die allgemeine Erfahrung wieder,
dad iterative L&sungen mit flnf Diagonalen die kiirzeste Rechen-
zeit ergeben. Die etwas aufwendigere Dreieckszerlegung wird
mehr als aufgewogen durch die geringere Zahl von Iterationen
fiir eine vorgegebene Genauigkeit.

o —— e — - =

Im Regelfall wird das induzierende Magnetfeld Be duBeren
Ursprungs als quasi-homogen im ganzen Raum behandelt. Dann ist
das in den lateral-homogenen Bereichen T und 9y induzierte
Magnetfeld Bi inneren Ursprungs fiir z > O eine reine Funktion
der Tiefe, wenn man diese Bereiche als Halbriume betrachtet.
Die Summe &duBerer und innerer Felder bildet das so definierte

Normalfeld, Bn flir g = Un und BN fir g = Oy *

An der Oberfl&iche z = 0 sind beide Normalfelder in der hier
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betrachteten Ndherung gleich. Es gilt

B = B = 2 B (B=-Polarisation)
nx Nx ex
B = B = 2 B (E-Polarisation)
ny Ny ey
B - =0 %
nz

Alle ausgedruckten Feldwerte sind normiert bezliglich der ober-

flichlichen Normalfelder an,y und Enx,y z

Soll abweichend hiervon und im Falle von E-Polarisation die
Induktion durch ein inhomogenes Feld erfolgen, so muf das Nor-
malfeld mit Hilfe zusdtzlicher 1D-Responsefunkticnen P (w,y)
und Q(w,y,z) ermittelt werden, und zwar soll dies ausschlieB-
lich beziliglich des linken Normalbereichs geschehen. P und Q
ergeben das zu einem vorgegebenen duBeren Feld Bev(y,z=0) gehd-
rige innere Feld in z = 0O und das zugehdrige elektrische Feld
im gesamten Halbraum z > O mit ¢ = cn(z). NZheres zu ihrer Be-
rechnung steht auf den Seiten %-13 des Rothenberge-Protokolls,
1971. Insgesamt ist jetzt

B B + P & B
a

ny ey Y

an = Bez - P =* Bez mit Bez = - K * Bey
fir z =0 und

Enx = iwQ * Bey
fir z >0 .

Der weitere Rechengang ist mit dem flir quasi-homogene indu-
zierende Felder identisch. Eine Normierung der errechneten Feld-
werte im obigen Sinne ist aber nicht méglich. Stattdessen wer-
den nicht-normierte Feldwerte ausgedruckt, Magnetfelder in den
Einheiten "Nanotesla" und elektrische Felder in den Einheiten
"Millivolt/km", wenn die Eingabe des induzierenden Feldes Be

Yy
in "Nanotesla" erfolgt.

8. Modellbeispiele zur Konvergenz der LSsungen

Die nachfolgenden numerischen L&sungen beziehen sich auf
eine Leitfihigkeitsanomalie von 1 Qm mit quadratischem Quer-
schnitt in einem homogenen Normalbereich von 10 Om (s.Abb.)
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Der Querschnitt habe eine Kantenldnge von 20 km und reiche bis
zur Oberfliche. Die Rechnungen beziehen sich auf eine Periode
von 300s mit den Skintiefen 27.57 km fir 10.0m und 8.72 km
fiir 1 Qm.

Wegen der Symmetrie des Modells geniligt es, den L&sungsbe-
reich rechts bis zur Mittellinie y = O der Anomalie zu erstrek-
ken. Links geht dieser Bereich bis zu y = a = =L -10 km. Er ist
in (N=1)x(M=1) guadratische Zellen der Kantenldnge h unterteilt.
Angegeben werden die Feldwerte flir y = O, den Randpunkt y= -10 km
und den auBerhalb der Anomalie gelegenen Punkt y = -20 km. Da-

bei sind
EX = 1000 - Ex/Enx (E-Polarisation)
IY = 1000 - 1./t (B=Polarisation) .

y ny

Die Differenzengleichungen sind iterativ mit fiinf Diagonalen so
geldst worden, da8 maximale Abweichungen in |EX| und |IY| klei-

ner sind als 10'4

Zundchst wird die Konvergenz der Ldsungen mit abnehmender
Maschenweite h in (km) bei konstanter Breite des L&sungsbe-
reichs gepriift:

L =90 km/P3 = 3.26

NxM h P, EX (0) EX (10) EX (20)
2x10 10 1.15 454 -210i 556 =-1374i 704 + 5i
4x20 5 0.57 483 =149 577 =78 721 36
8x40 2.5 0.29 485 =129 578 =61 723 44
1680 1.25 0.14 485 =124 577 =56 724 47
IY(0) IY(10) IY (20)
1:15 3337 +1349i 1300 +55i 1048 -681i
0.57 3140 705 1277 6 1052 =70
0.29 3130 533 1273 —~11 1051 =71
0.14 3132 491 1272 =16 1051 =71

Das Ergebnis entspricht der allgemeinen Erfahrung, daB8 fir eine
auf zweli Stellen genaue L&sung die Maschenweite ein Drittel der
Skintiefe nicht iliberschreiten darf (P1 < 1/3)
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Scdann soll der EinfluB der Breite L der Randstreifen bei
konstanter Maschenbreite untersucht werden:

h = 2.5 km/P1 = 0.29

NxM L Ps EX(0) EX (10) EX (20)
8x11 15 0.54 483 -1631 591 -105i1 781 =191
8x21 40 1.45 482 -134 574 -68 722 +30
8x41 90 3.26 485 =129 578 =61 723 44
8x81 190 6.89 486 =129 578 =60 724 45
IY(0) IY(10) I¥Y(20)

0.54 3139 +5321 1281 =181 1060 -571

1.45 3130 533 1273 =11 1052 =71
3.26 3130 533 1273 -11 1051 -71
6.89 3130 533 1273 -1 1051 =71

Trotz verbesserter seitlicher Randbedingungen ist die unvollkom-~
mene Behandlung der Abstrahlbedingungen fiir y + * = uniiberseh-
bar. Um eine auf zwel Stellen genaue L&sung zu erhalten sind
daher lateral-homogene Randstreifen von wenigstens einer Skin-
tiefe (P3 > 1) erforderlich.

Durch die Notwendigkeit, gegebenenfalls breite Randstreifen
an die eigentliche Anomalie anh&ngen zu miissen, erhdhen sich
Rechenzeit- und Speicherbedarf nicht unbetrichtlich. Es soll
nun gezeigt werden, wie sich dieser Aufwand durch ein expandie-
rendes Gitter entscheidend verringern liRt.

Da die Randstreifen zehnmal weniger gut leiten als der ano-
male Bereich, kdnnte man die Maschenweite hier mindestens ver-
dreifachen. Gew&hlt wird mit h = 2.5 km, und L = 190 km ein
finffacher horizontaler Gitterpunktabstand von 12.5 km zwischen
y = -20C km (j=1) und y = -25 km (j=JA -1 = 15), es folgen 7.5
km bis j = 16 und von da ab 2.5 km bis zur Modellmitte y = O
(j=23).

Fir einen 190 km breiten Randstreifen werden also jetzt nur
noch 23 Gitterpunkte gebraucht. Man erreicht aber die gleiche
Genauigkeit wie mit 81 Gitterpunkten und ein deutlich besseres
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Ergebnis - bei E-Polarisation = als mit 21 Punkten und konstan-
tem Gitterpunktabstand:

Version NxM CPU Zeit EX(0) EX(10) EX(25) EX (50)

c - 8x81 113.6s 486 -1291 578 -601i 779 64i 930 661
E 8x23 35 487 =130 581 =62 781 64 929 65
IY(0) I¥Y (10) IY (25) IY (50)

70.8s 3130 +533i 1273 -11i 1023 -56i 994 -10i
2.5 3129 533 1270 -12 1020 -80 994 -11

Am gleichen Beispiel soll gepriift werden, wie gut sich lings
des oberen und unteren Modellrandes die Forderungen fiir z + # =
erfliillen lassen. Wie in Abschnitt 5 beschrieben, wird das Rand-
feld auf zweierlei Weise berechnet. In der Kodierung

BAY = 1000 - Bay (Y'Z)/Bny(FO)

BAZ = 1000 - B,, (v,2)/B_(0)
IAY = 10000 - 1, (v,d)/1, (0)

| = .

| IAZ = 10000 - 1., (y,d+0)/1, (0)

| ergeben sich flir die beiden Ldsungen I und II in Abschnitt 5
folgende Werte:

2 =0
y =0 =10 =20 km
BAY I 508 -1491i 256 -92i - 54 -871i
II 502 -148 254 -94 - 52 -88
BAZ I 0 -452 O =239 94
IT -449 4 -242 95
z =4d
BAY I -474 +3701 -364 +219i -143 971
IZ -472 366 -361 220 -144 974
BAZ I 0 -211 229 -239 94

iI -210 229 -242 95




— B

z = d+0
JAY I 203 +321i - 10 =314 - 4 +161
II 201 32 22 29 -4 15
IAZ I 0 -193 4 -42 4
II -188 4 -42 4

Ein Vergleich zeigt, daB sich trotz der bekannten Schwie-
rigkeit der FD-Methode, Feldwerte aus Ableitungen der numeri-
schen L&sung zu gewinnen, die Randfelder etwa mit der gleichen
Genauigkeit angeben lassen wie die Feldwerte selbst. Die tabel-
larischen Werte beziehen sich auf die C-Version L&sung. In der
E-Version ergeben sich etwas gréBere Abweichungen, da dann die
zur Gewinnung der L&sungen II notwendigen Faltungen mit weniger
Gitterpunkten und daher ungenauer ausgefiihrt werden.

AbschlieBfend soll wieder am gleichen Beispiel (h=2.5 km,
L=190 km) ein Vergleich mit der Integralgleichungsmethode vor-
genommen werden. In der Tabelle stehen die mit der E-Version
berechneten Feldwerte flir Gitterpunkte auf der Mittellinie y=0
und auf der ndchstfolgenden Gitterlinie y = =-2.5 km, fiir alle
Tiefen z=0, 2.5 km,..; . Versetzt hierzu sind die mit der In-
tegralgleichungsmethode berechneten Werte der zugehdrigen Zel-
lenmittelpunkte y = =-1.25 km, z = 1.25, 3.75,....18.75 km an-
gegeben. Um sie mit denen der FD-Methode besser vergleichen zu
kénnen, sind die Mittelwerte der FD-Feldwerte an den Eckpunkten
der jeweiligen Zelle in Klammern hinzugefiigt.

EX=1000°E,(v,2) /E__ BX=1000-B_(y,2) /B__(0)
z y= =2.5 o} -2.5 0 km
0 km 487 -1304 493 -=1274 1000 +0i 1000 +0i
413 =1701
(417 =-1724)
2.5 341 =216 348 -214 765 =250 772 -246
280 -233 679 =330
(282 -232) (666 =214)
5.0 215 =252 224 =250 557 -384 569 -376
168 -253 498 -423

(169 —-253) (479 -408)




y 115 -256 124 -255 386 -440 403 -432
80 -249 352 =452
(82 =-248) (329 -440)

10.0 40 -242 48 -242 254 -448 273 -441
15 =232 239 =445
(18 =232) (216 -435)

12.5 =13 =222 =5 ~223 159 -427 177 -422
-28 =211 155 =415
(=25 =-213) (137 -407)

15.0 -45 -202 =37 -203 97 -390 113 =387
=51 =rag 99 =370
(-48 -=195) (89 -365)

17.5 -58 -187 -51 -188 67 =342 79 - 34
-55 =180 71 =314
(<52 -188) (72 =313}

20.0 -52 -178 -47 -179 68 -285 75 =285

Flir E-Polarisation ergeben sich t#bereinstimmungen auf fast drei
Stellen.Bei B-Polarisation treten etwas grdRere Abweichungen
auf, insbesondere in der Nihe des oberen Randes. Sie k&nnten
mit den besonderen Schwierigkeiten der Integralgleichungsmetho-
de in Randndhe bei B-Polarisation zusammenhingen. Niheres hier-
zu findet sich im Beitrag von Bernhard Fluche, der auch einen

Vergleich der Randfelder (Bay, Baz,...) einschliefRt.

Es folgen jetzt Rechnungen mit dem Programm fiir "diinne Schich-

ten", in dem der Tiefenbereich der Anomalie von z=0 bis 20 km

als diinne inhomogene Schicht mit den Leitwerten Ty ® 2000 S und

T T, ® Ty = 20 000 S behandelt wird (s. Abb.). Unterhalb die-
ser Schicht befindet sich ein homogenerHalbraum mit 10 Qm. Ab-
weichend von den bisherigen Rechnungen wird jetzt ein Gitter-
punktabstand von h = 1 km gewdhlt, was als Gitterparameter P2=
0.526 ergibt. Die Rechnung wird fiir 41 Gitterpunkte durchge=
fdhrt, der lateral-homogene Randstreifen ist also nur 30 km

breit.

Zundchst wird die Rechenzeit in Abhidngigkeit von der gewdhl-
ten Zahl von Diagonalen 2-NBA + 1 der Koeffizientenmatrix unter-



sucht. Dabei ist die Zahl der Iterationen so bemessen, dag
gréRte Abweichungen zwischen den beiden letzten Iterationen
auf die vierte Stelle des Absolutwertes der berechneten Feld-
grdBe beschrdnkt sind. Fir E-Polarisation und Exals berechne-
ter FeldgrdBe (2. Gleichung 12a) erhdlt man folgendes Ergebnis:

NBA Iterationen CPU (s) EX(O)/Enx

1 36 3.5 0.1783 =0.18561
10 1.0 1781 1854
20 3 1:3 1779 1855
40 i 1.2 1778 1854

Mit NBA = 10 als optimal gewdhlte Zahl von Nebendiagonalen
werden die Mcdellrechnungen flir E- und B-Polarisation vollst&n-
dig ausgefiihrt, also mit zwei Alternativen flir jede Polarisa-
tion. Die tabellierten Werte sind EX = 1OOO-Ex(y)/Enx fir E-
Polarisation und EY = TOOO-Ey(y)/Eny fiir B=-Polarisation.

Berechnung y =0 -10 =20 km
von
EX jax 186 -1861i 416 =-1121 724 +1141
E 178 -186 411 =124 729 84
ax
EY an 150 -14 240 =21 1073 =72
B 150 -14 241 =21 1073 =71
ay

Die fiir E-Polarisation auftretenden Abweichungen in den dritten
Stellen bei den alternativen Ldsungen beruhen auf der zu gering
gewdhlten Breite des Randstreifens. Insbesondere der letzte Punkt
y = -20 km liegt zu dicht am Randpunkte bei =30 km. Fir B-Pola-
risation ist die #bereinstimmung sehr viel besser.

Von Interesse ist auch die Frage, wie gut die "dilinne Schicht"
Approximation die vorangegangenen Ergebnisse fiir einen anomalen
Bereich endlicher Dicke reproduziert. Fiir die Modellmitte er-
geben sich viel zu geringe Ex und Ey-Werte, wenn zum Vergleich
mit IAY letztere mit T/Tn multipliziert werden. Dies war zu er-
warten, da ja die Schichtdicke (20 km) mehr als doppelt so gro8
ist wie die zugehdrige Skintiefe (8.7 km). Im Randfeld dagegen

ist eine gewisse Ubereinstimmung zu beobachten.
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Zurlickkehrend zu den Programmen fiir inhomogene Schichten
endlicher Dicke soll nunmehr deren M&8glichkeit gezeigt werden,
zusdtzlich eine inhomogene diinne Deckschicht einzubeziehen.
Die Leitf&dhigkeitsanomalie wird hierzu auf eine Deckschicht
mit 1000 und 10 000 S und eine 10 km méchtige Schicht mit 0.1
und 1 S/m verteilt. Darunter folgt der {ibliche Halbraum wvon
0.1 S/m. Die Rechnung in E=Version (h=2.5 km, L=190 km, NxM=
9x23) ergibt '

vy =0 -10 -25 km
EX 206 -200i 412 -122i 757 +98i
IY 1777 - 60 1164 - 86 1033 =62 .

H&tte man sie mit den doppelten Leitwerten in der Deck-
schicht und einheitlich 0.1 S/m in der nichstfolgenden Schicht
durchgefiihrt, so wiirde man das frilhere Ergebnis fiir eine diinne
Schicht allein auf drei Stellen genau reproduzieren, gleiche
Gitterparameter vorausgesetzt.

Die letzte Rechnung betrifft wieder das Ausgangsmodell im
Falle eines inhomogenen induzierenden Feldes. Gewdhlt wird das
Feld eines Linienstroms in x=Richtung mit 105 Ampere in 20 km
HOhe {ber der Mittellinie (s. Abb.). Die Symmetrie des Modell-
feldes bleibt also bewahrt. Die Rechnung wird mit einem expan-
dierenden 6x23 Gitter, also mit Az = 4 km, ausgefiihrt. Tabel-
liert sind die resultierenden magnetischen und elektrischen
Feldwerte an der Oberfldche z = 0, B in Nanotesla und E in
mV/km.

y =0 -10 -25 -50 km
g 1000  +0i 800  +0i 390 - +0i 138 +o0i
5 1336 173 1129 158 687 103 353 21
B, 1912 234 1393 142 627 27 286 14
oz 0 400 © 488 0 345 0
[ 350 - 56 374 =106 174 =104
B, =134 =229 182 - 67 124 - 57
B, 211 411 205 369 179 299 122 129
E, 172 183 161 218 133 310 129 343
E_/E .524-.151 .578 -.94 .729 .51 .789 .91
X nx

(Ex/Enx .487-.130 .581 -.62 .781 .64 .929 .65) .
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In der Differenz zwischen dem magnetischen Gesamt- und Nor-
malfeld erkennt man die durch die LeitfZhigkeitsanomalie be-
wirkte Variationsancmalie Bay = By-Bny und Baz = Bz-an . Sie
ist von Zhnlicher Form und GrdfSe wie bei einem guasi-homogenen
Quellenfeld mit Bny = 1000 nT - man kdnnte das zugehdrige &duBere
Feld By ™ 500 nT als "mittleres" Linienstromfeld auffassen -,
doch mit stark verdnderten Phasen. Fiir einen entsprechenden
Vergleich der elektrischen Felder sind in der letzten Zeile die
EX-Werte filir ein quasi-homogenes Quellenfeld in Klammern wie-
derholt. Besonders in der Modellmitte, also im Nahbereich des
Linienstromfeldes ergeben sich vergleichbare elektrische Gesamt-
felder, wenn man sie auf das jeweilige Normalfeld an der Ober-

fliche bezieht.

Damit sind alle zur Zeit m8glichen Varianten und Versionen
vorgefilhrt. M8gliche Erweiterungen sind genannt worden. Ein auch
in z-Richtung variabler Gitterpunktabstand lieBe sich zwar leicht
einfiigen, da keine Faltungsoperationen betroffen sind. Doch soll-
te die M&glichkeit, dlinne inhomogene Deckschichten zu verwenden,
geniigen, um das gleichzeitige Auftreten coberfldchennaher und

tiefer Leitfihigkeitsancmalien zu modellieren.
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Anhang: Die Verwendung von Differenzencquotienten héherer

Ordnunag

Die neuen Programme versuchen mit der geringst-m&glichen Zahl
von Gitterpunkten auszukommen. Um zu diesem Zweck ein méglichst
weitmaschiges Gitternetz widhlen zu kénnen, werden bei numeri-
schen Differentationen Differenzenquotienten auch h8herer Ord-

nung verwandt.

Es sei fo der Funktionswert des anomalen Randfeldes f(y,z)
an einem Zentralpunkt y = Yj’ z = 0(d); fik seien die Funktions-
werte an Nachbarpunkten links und rechts im horizontalen Abstand
t kh, konstanter Punktabstand vorausgesetzt.- Mit k =1, 2, 3
lassen sich folgende mittlere Differenzenguotienten erster bis
sechster Ordnung von f bezliglich des Zentralpunktes bilden
(DOVER Handbuch Formel 25.1.2; O. Madelung: Die mathematischen
Hilfsmittel des Physikers, Abschnitt 2F):

8 =3 -3 f_ Y = £,-2f +f_,

(B1) 8§ = 3 £,=F.+€ = L £, €= £,~4F 46 _~4f_+f_
E =g iy 3 E- G 2T
N = £4-6f,415 £,-20f FISE_ - 6f_,+E_.

Die Funktion soll nun in dem Intervall Yj £ 3h durch eine
TAYLOR Reihe approximiert werden, die nach der sechsten Ablei-
tung abbricht. Fir y = Yj * kh ist also

= fo tkh £ Tam2e @y 4 Lo 8284 o 27y
; (n) _ .n n ' ;i . :
mit £ = 3f/3y . Einsetzen in (A1) fiihrt auf sechs Gleichun-

gen zur Approximation der Differentialquotienten durch Differen-
zenquotienten bis zur sechsten Ordnung:

(M _ . 1 1 2_(2) s ¥
h £ = 8 Z s + 30 g h“°f Y 75 € + 35 N
(a2) n’e3) =5 - 1 ntel® a e o 1 g
568 e hbe(8) L o




- 40 =

Sie wird in den Programmen wie folgt benutzt:

Die numerische Differentation des anomalen Randfeldes beziig-
lich y zur Gewinnung von B,, und Lon (am unteren Rand) erfolgt
nach der Beziehung fir £(1), Ganz entsprechend lieRBe sich eine
verbesserte Approximation der Induktionsgleichung (1) aus der
Beziehung fir £(2) ableiten. Dies wilrde keine grdBeren Programm-
dnderungen erfordern, wenn man sich bei den iterativen L&dsun-
gen auf eine verbesserte Approximation fiir Bzf/az2 beschridnkt
und bei den direkten L&sungen auf eine solche fiir azf/ayz. Die
B=Matrix wilirde dann lediglich auf fiinf statt auf drei Diagonalen
besetzt sein. Eine Erweiterung der Programme in diesem Sinne ist
aber noch nicht versucht worden. Insbesondere bei B-Polarisa-
tion k&nnte die Berilicksichtigung der Stetigkeitsbedingungen zu

Komplikationen fiihren.

Neugestaltet hingegen wurde die Auswertung der in den Rand-
bedingungen (2E,B) erscheinenden Faltungsintegrale: Zunichst
sei mit £f' = 3£/3y die Faltung getrennt fiir den Nah- und Fern-
bereich des gew&hlten Aufpunktes y durchgefiihrt (G = X oder L):

h -G * £f' = 11 + 12 + I3
mit

y+h

I, =h [ G(y-n) £'(n) dn
y=h
y=h b+h

12 =h [ ...dn+ S ... dn
a-h v+h
a-h @

I3 =h [ ...dn + [ ... dn "
- b+h

Dabei ist der L&sungsbereich links und rechts um jeweils einen
Gitterpunkt erweitert worden, um die Randpunkte y = a und v = b
einbeziehen zu kénnen.

Zundchst wird angenommen, daB8 das anomale Feld auBerhalb die-
ses Bereichs seine asymptotischen Werte besitzt, also fiir y < a
verschwindet und fiir y > b mit der Differenz der Normalldsun-
gen AF = FN - Fn identisch ist. Man hdtte auch die jeweils be-

rechneten Feldwerte an den Randpunkten Pnj und PnM nehmen kdnnen.
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Doch das ist nicht entscheidend. Wichtig ist nur, das das ano-
male Randfeld auBerhalb als konstant behandelt wird, so daB

die Integrale I3 entfallen.

Partielle Integration des zweiten Integrals ergibt:

I, =h G(h) - {f1+f_ } = h G(b+h-y) AF

2 1
y=a+h b+h-y
+h [ G'(n) f(y=n) dn+h [ G'(n) £(y+n) dn
h h

mit G' = dG/dy. Die Auswertung der verbliebenen Integrale, die
jetzt die Funktion selbst enthalten, erfolgt nach der Trapez-
formel, wobei die Faltung mit den differenzierten Kernfunktio-
nen fir ein noch schnelleres Abklingen der Bewichtung sorgt.
Am oberen Rand etwa ist G'(u) = K'(u) = - 1/7 u2. Zusammenge-
fast erhdlt die numerische Integration von I2 die Form

=1 M-3

I, = f b fij_k + ? b, fij+k * by, AF

mit

¥ oyl

b, = 3 h"G'(h) + hG(h)

bk=h2G'(kh> ¢ B® T By swes

R Y- 4 _ .
by, = 3 h°G' ({M+1-3}h) - hG({M+1-j}h) ..

In der Anwendung auf die untere Randzeile kommt zum Faltungs-
integral noch die Integrationskonstante h L, AF hinzu, so das
hier bjm = % th'( ) + h{L_ - G( )} zu verwenden ist. In den
Programmen wird auferdem die Integration im ersten Intervall
von thh bis inzh mit etwas grlBerer Genauigkeit ausgewertet,

was zu geringfiigig abgednderten Koeffizienten fiihrt.

Nun zur Auswertung von IT: Sie verlangt besondere Aufmerk-
samkeit, da im Integrationsintervall der Faltungskern fiir n +y,
u = |y-n| - O singuldr wird. Das Integral ist daher als CAUCHY-
scher Hauptwert zu verstehen mit einer integrierbaren u_1 Sin-
gularitdt. Dem HARTMANNschen Vorbild folgend wird £' = 3f/3y
zwischen yj t h durch eine TAYLOR Reihe dargestellt und diese
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gliedweise integriert:

h
I, =h/J G(u) {(£'(y=u) - £'(y+u)} du
o]
_ 2_(2) 1 .4_(4)
= -2 {h°f 95 + I h™f 94 + ais}
mit " h o
g == [ u G(u) du
n e 1 &

Indem man die Reihe bis zum Term mit £'°) fortfihrt und die
Ableitungen nach (A2) durch Differenzenquotienten approximiert,
ergibt sich filr I.l die Darstellung

I, = aj £y % ak'{fj_k + fj+k}
mit
3" 59, - La vy g
3= gy vgia, -7 9
% T 9t 1%
2= -5 9 * 15 9 - T% -
Flir die Faltung am oberen Rand ist G(u) = 1/mu 2zu setzen. Da-

mit wird In ™ {w(n—T}}“q, woraus sich die Koeffizienten zu

< 1 BD% " I A i | A

&, = ¥ T35 = 1.42414, a; = - o T80 = ~ 9-74093
wd 22 _ o om i e

a, == 355 = 0.03112, a, = 7 3708 = 0.00224

ergeben. Durch Zusammenfassen der Summendarstellungen fiir I1

und 12 erhdlt man

M-j
+ b AF

(A3a h - K * 3£/3y = I B ;
) /3y 125 %] F19+k joo

mit ao =a_, ak = a

L - bk(k =1,2,3) und ¢

k k

= bk fir k = 4,5...
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Flir die Faltung am unteren Rand ist der Faltungskern L(y).
Da L(u) flr u - O asymptotisch in K(u) einmiindet, wird sein
asymptotischer Wert bei der Berechnung der'gn abgespalten:

h
R, S /(L) - R} o™ 7! au .
(o]

" y(n=1) &P

Zur Auswertung des verbliebenen Integrals wird {L-X} durch die
Differenz der inversen FOURIER Transformierten im Wellenzahl-

bereich k ausgedriickt:

< . 3

IkC (k)  Isgn(k) ak

L{u) - K(u) =

8 =+

il
2T

Einsetzen und Vertauschen der Integrationsfolge fiihrt auf

g = PR (R ? (LIS W ? T win ku du dk
n hn_1 ™ o kC o

Die Integration lber u 148t sich geschlossen ausfithren, die-
jenige Uber k erfordert eine numerische Auswertung beziiglich
des jeweiligen Leiters unterhalb der Anomalie. Sie bereitet
keine Schwierigkeiten, da der Integrand mit wachsendem k rasch
gegen Null strebt.

In jedem Fall ergeben sich nur geringfiigige Korrekturen ge-
geniiber dem am oberen Rand giiltigen Koeffizienten. Bezeichnen
Sak diese Korrekturen, so erhdlt man flir die Faltung am unte-
ren Rand die Darstellung

3 E M+1-3
(A3b) h - L * Iy = 1Ej Y[klfNj+k'+ bjm AR
mit
Ty = & # da_ , Y = 3 * 6ak

+ bk(k=1,2,3) und T = bk flir k=4,5,...,

wobei die bk aus G' = L' abzuleiten sind.

Wird in der E-Version ein expandierendes Gitter verwandt,
so werden die h&heren Differenzenguotienten schrittweise weg-
gelassen, wenn sich der Aufpunkt der UYbergangszone zwischen
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dem nicht-expandierten und expandierten Gitterabschnitt nihert.
In dieser Zone selbst, also an den Punkten j = JA-1, JA, und
JE+1, sind auBerdem folgende Modifikationen notwendig:

Es seien ph und gh die Gitterabst&nde links und rechts wvom

Aufpunkt. Das auszuwertende Integral I.I lautet

gh
h [ G(u){£'(y-u) - £'(y+u)} du
o

1'1 =

ph
+h [ G(u) £'(y=u) du ,
gh

hier geschrieben flir p > g. Einsetzen der linearen Niherung
£r(yru) = £ & g £(2)

ergibt bei gliedweiser Integration

o (1) _ w2 -(2)

11 =h £ = h™ £ =
mit ph ; qh " ph

g, = [ G(u) du, 9, =% { / uG(u)du + J u G(u) du}

gh o o
und den approximierten Ableitungen
1 e (2) 2 2 2
1) = = - = e - = b — .
ne M) e {£,-£_,}+ hf T £ = fo* Stamay Lo

[11]

Fir G K(u) = 1/m u wird

=1 = B*g
g, =7 in {p/q} . Tp M4 Mt

fiir G
jedem Fall ist die Auswertung von IT in der Ubergangszone etwas

L(u) sind wieder geringfiligige Korrekturen notwendig. In

ungenauer, so da8 die Gitterexpansion stets in einiger Entfer-
nung von der lateral-inhomogenen Kernzone beginnen sollte.





