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Inversion mit Vorinformation

Bezeichnungen:

Matrizen A, B, C,...
Vektoren a, b, ¢,...
Transposition ngéT

1. Einfihrung

Die Interpretation geophysikalischer Daten liefert selten eindeu-

tige Ergebnisse. Selbst wenn die Eindeutigkeit theoretisch gesichert

ist, filhrt die Unvollkommenheit jedes realen Datensatzes zu einer

ganzen Schar wvon akzeptablen Ldsungen. Die Stabilisierung der L&sung

durch Zusatzinformation ist deshalb wiinschenswert. In der Praxis
wird hdufig eine Stabilisierung dadurch erreicht, daB aufgrund be-
kannter oder vermuteter Eigenschaften des Modells das Inversions-
problem auf wenige Parameter reduziert wird (z.B. eindimensiona-
les Modell mit einer vorgegebenen Anzahl homogener Schichten). Die
Verwendung von Vorinformation ist notwendig und erstrebenswert.
Wichtig ist nur, daB die Zuverldssigkeit der Vorinformation nicht
Uberschdtzt wird, da andernfalls das Interpretationsergebnis nur
die falsch geschidtzte Vorinformation widerspiegelt. In den beiden
folgenden Beispielen ist eine sinnvolle Interpretation nur mit
Zusatzinformation mdglich:

a) Die grundsdtzlich mehrdeutigen Potentialfelddaten (Gravimetrie,
Magnetik) lassen sich vollstdndig durch eine dgquivalente diinne
Schicht unmittelbar unterhalb der Beobachtungsebene deuten.

Fir eine an die geophysikalische Situation angepaBte Interpre-
tation sind deshalb Annahmen {ber die mdéglichen St&rkérper er-
forderlich.

b) Das weniger triviale zweite Beispiel stammt aus der Magnetotel-
lurik: Versucht man einen Satz gemessener frequenzabhingiger
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elektromagnetischer Cberfldchenimpedanzen Z(mj), J= 1rsaey
durch eine geschichtete Leitfdhigkeitsverteilung & (z) zu in-
terpretieren, so findet man als bestpassendes Modell

6 (2) = ';Tkétz - z,)
(Parker, 1980), d.h. O (z) ist entartet und besteht nur aus
nichtleitenden Schichten und sehr gut leitenden diinnen Schich-
ten mit der integrierten Leitféhigkeit'rk in der Tiefe z,.
Fir eine geophysikalisch sinnvolle Interpretation muB man daher
unter Verzicht auf optimale Datenanpassung (zumindest implizit)
Obergrenzen fir LeitfZhigkeiten und Untergrenzen fiir Schicht-
mdchtigkeiten einfihren.

Ein gezielter Einsatz von Vorinformation kdnnte bei den folgenden

Problemen niitzlich sein:

a) IThterpretiert man etwa entlang einem Profil geophysikalische

b)

Daten durch eindimensionale Mocdelle, so zeigen derartige In-
terpretationen hdufig schon zwischen benachbarten Stationen
wenlg plausibel erscheinende starke laterale Unterschiede. Man
kann deshalb ein lateral korreliertes Tiefenprofil dadurch zu
gewinnen versuchen, da8 die Modellparameter und Streubreiten

von Punkt A als Vorinformation zur Modellkonstruktion am benach-
barten Punkt B benutzt werden.

Wenn in einem Gebiet verschiedene geowissenschaftliche Verfah-
ren zum Einsatz kommen, die entweder auf denselben physikali-
schen Parameter oder auf verschiedene Parameter mit bekanntem
oder vermutetem funktionalen Zusammenhang ansprechen, so be-
steht ein Fernziel der Interpretation darin, aus der Verkniipfung
aller vorhandenen Informationen ein konsistentes Modell zu er-
stellen und Vorhersagen zu treffen (KTB). Man kann sich vor-
stellen, daf durch gezielte Verwendung von Vorinformation und
neuen Daten der Wissensstand systematisch erweitert werden

kann. '
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Die Verwendung von Vorinformation (oder a-priori-Information) zur
Ldsung des geophysikalischen Inversionsproblems hat in den letzten
Jahren verstdrktes Interesse gefunden. Wichtige Beitridge dazu stam-
men von Tarantola & Valette (1982a,b) und Jackson & Matsu'ura (1985).
Eine gute Einfilhrung gibt Menke (1984, p. 79-99 et 147-160). Die
folgende Darstellung, die auf diese neuere Entwicklung aufmerksam
machen soll, beruht im wesentlichen auf diesen Arbeiten.

2. Inversion mit Vorinformation: Definiticnen und Ideen

Wir betrachten ein diskretes Problem, in dem das Modell durch den
m-komponentigen Parametervektor x,

2
X" = (XT’ ceer X)) , {2.1)

beschrieben wird und zu dessen Bestimmung ein n-~komponentiger Daten-
vektor
XORROL Yo,

7 = 9 e 5o Figg) | (2.2)

als fehlerbehafteter Zufallsvektor mit der bekznnten Daten-Kova-

rianzmatrix gy ("Streuung") zur Verfiigung steht. Im einfachsten
Fall ist '

R 2 2
gy = dlag (Gy,’;;--p Gyn) . (2-3)

Mit x verknipft ist der n-komponentige Vektor der Datenfunktionale,

Y = £(x), (2.4)

die die Regeln angeben, wie aus einem vorgegebenen Modell X der
theoretische Datenvektor y erhalten werden kann.

Als Vorinformation fiir das Modell X wird nun angenommen, daB wir
bereits eine Vorstellung iber "verniinftige" Parameterwerte und ihre
Streubreite besitzen. Diese Vorstellungen werden quantifiziert durch
das a-priori-Modell %5 und die a-priori-Kovarianzmatrix gx‘ Im

einfachsten Fall ist
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o 2 2 .
€, = diag | Gx1' ceer Gt (2.5)
Die GrdBe der Komponenten von Ex beschreibt den Wissensstand. Bei
schwacher Vorinformation sind alle Komponenten grofi. - Unser Wissen
Uber das Modell ist also gegeben durch X, gx’ Yoy Ey und die Da-

tenfunktionale (2.4).

Es sei g das wahre aber unbekannte Modell und z = E(g) der zugehd-

rige theoretische Datenvektor. Dann gilt

Xo T E 8y Lo TLYEy (2.6)
wobei e, und Sy die ebenfalls unbekannten Schitzfehler des a-priori-
Modells X und unbekannten Datenfehler des Datenvektors ' sind.

Wir wollen fir das Folgende annehmen, dad e und &y durch m- bzw. n-
dimensionale Normalverteilungen mit Mittelwert 0 und bekannter Ko-

varianzmatrix C_ und gy dargestellt werden.kOnnen,

Ex N(Q_r _qx)r a._= N(0, C_).

[}

Dann gehdrt zu e, - g die m-dimensionale Wahrscheinlichkeits-

dichtefunktion (Wdf)

%o

1

TC~1

clx-x . (2.7a)

p(x) = exp{-;(g-go)

[(2)™ gee ¢ ] 1/2

Der im {brigen unwichtige Vorfaktor sorgt lediglich dafiir, das
fp(z) dx = 1.

Dabei ist dx das m-dimensionale Volumenelement, die Integration er-
streckt sich iber den ganzen rRT.

Im wichtigen Spezialfall (2.5) ist p(x) einfach das Produkt von m
eindimensionalen GauBverteilungen. Fiir die Verteilung von Yy gilt
entsprechend

A

[(2m)® qet ¢ ] /2

ply) = exp[-; (z-zo)Tg;T(z—zo)} « (2.,78)

p(x) ist die a-priori-Wwdf von x, die von den Beobachtungen ¥ voll-

kommen unabhidngig ist. Nach Berilicksichtigung von ¥ erhdlt man aus
p(x) die a-posteriori-wdf p(§|zc), die nun bestimmt werden soll.
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Zwei leicht unterschiedliche Argumentationen mit identischen Er-
gebnissen bieten sich an. Die erste benutzt den Satz von Bayes:

Es sei

a) pl(x) die a-priori-wdf von x, d.h. (2.7a),

b) p(zolﬁ) die bedingte Wdf von Y, wenn x gegeben_ist, d.h. nach
(2.7b) mit y = £(x)

-

[(ZE)n = Ey] 1/2

ply | %) = exp{-5(y~£(x) T (g ~£(x))} ., (2.8)

&) p{yo) die unbadingte Wdf von y_, d.h.
plyy) = ‘fp{zOIE) p(x) dx, (2.9)

d) p(g[zo) die a=-posteriori-wdf von x wenn X gegeben ist.

Dann lautet der Satz von Bayes:

Plx|y,) = ply,|x) plx)/p(y,) (2.10)

da die (m+n)-dimensionale Wdf p(x, yo) fdr das Auftreten von x und
T gegeben ist durch

Plx,¥,) = pPlx|z,) PlYy) = p(y,]|x) plx).

Das obige Theorem des englischen Pastors und Mathematikers Thomas
Bayes (1702-1761) wurde posthum in einer Arbeit mit dem Titel "An
essay towards solving a problem in the doctrine of chances" 1763
verSffentlicht. Seine Bedeutung ist erst in neuerer Zeit erkannt
worden. = Hier ein Trivialbeispiel fiir
seine Anwendung im Falle diskreter Va-
riabler: Gegeben seien zwei Urnen , die ® o ® O
erste enthalte zwei schwarze Kugeln, die
zwelite eine schwarze und eine weiBe. Aus X 2

einer beliebig herausgegriffenen Urne

werde eine schwarze Kugel gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
stammt sie aus Urne 1 ? Diese Wahrscheinlichkeit ist offenbar 2/3.
Mit dem Satz von Bayes gewinnt man sie so: x., i = 1,2 bedeute das
Ereignis, da8 die Urne i gewdhlt wird und y ~stehe flir eine schwar-
ze Kugel. Dann gilt Q

p(xj) = plxy) = 1/2, plyg[xq) = 1, plyglxy) = 1/2,
Plyy) = ply ]xy) plx,) + ply |x,) Plx,) = 3/4,
Plxq|y,) = p(yo]x1) plx)/ply,) = 2/3. o=



Damit liefert (2.10) unter Fortlassung von Faktoren, die von p.d
unabhdngig sind, als a-posteriori-wdf von x

plx|y ) ~ exp{-%(go-g(znTg;‘ (Yo-£(x)) —s(x-x)7c x-x)}| (2.11)

Der Satz von Bayes in der Form (2.11) (Annahme von normalverteilten
Fehlern !) bildet die Grundlage fiir die Grundlage fiir die Verarbei-

tung von Vorinformation bei der Inversion.

Aus der Verteilung (2.11) wdhlt man als Schitzwert von X den Wert

i, fﬁr'den p(§|yo) sein Maximum annimmt (Prinzip der Maximum Likeli-
hood) . Die Notwendige Bedingung dafiir gewinnt man aus (2.11) durch

Differentiation nach Xx:

T - -1 ~ _1 - _ i
AT(RIC, {E(R) -y} ¢ oy (R-x,) = 0 (2.12)

Dabei ist é(%) die (n x m)-Jacobi-Matrix mit den Elementen
?fi
QXk

Aik{g) = x = g (2.13)

Bei der Herleitung von (2.12) wurde benutzt, da8 mit einem m-Vektor
2 und .einem n-Vektor b gilt

T (a'x) = v(xTa) =a, v®TE = 2D = al. (2.14)

Flir nichtlineare Funktionale f(x) kann (2.12) i.a. nur iterativ ge-
18st werden (cf. Abschnitt 4).

Es folgt ein sehr einfaches, aber illustratives Beispiel zur Anwen-
dung von (2.11) und (2.12):

Es sei m = 1, d.h. es soll eine skalare GrdBe x bestimmt werden,
flr die wir als Vorinformation die Schitzung Xy und deren Varianz
Cx = Gi kennen mégen. Zur genaueren Bestimmung von X werden n Mes-
sungen mit den Ergebnissen Y54 i=1, ..., n durchgefiihrt. Die
Datenfehler seien unkorreliert und es gelte gy = G; I,. Was last
sich nach Durchfiihrung der Messungen ilber x und seine Streuung sa-

gen ?

Es liegt offenbar das einfachste lineare Problem mit der "Theorie"

Yy = % i =140 n
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vor. Die in (2.10) auftretenden Verteilungen sind

4 1 f%-%..V*
p(x) = exp -—('-g-o : (2 158
fore “h S ) f
n .=x1?
4 1 Yoi
ply.|x) = exp{-— EZ Q————-J }' (2.15b)
XO ('fZ_t'G'y}n 2»1.-4 GY
4 1/x=% )2
p(xly ) = ——— exp[-3(i=2 (2.15¢)
L, % @2 { 2(GX ) }
mit
s,
a. X _zl_y i
A oy R . Ere £ 4 HoSE (2.16)
G2 Gy C‘:'Y G Gy G'Y

Man gewinnt (2.15¢) mit (2.10) aus (2.15a,b) durch "quadratische
Ergdnzung" der Summe der Exponenten und Bestimmung des (unwichti-
gen) Vorfaktors durch

jp(xixo) dx = 1.

E(x!zo) ist also wieder eine GauBverteilung.

Gl. (2.16) zeigt sehr klar, wie sich in X und Gz Vorinformation
(xo, GRJ und Messung (zo, G}J iberlagern. Bei starker Vorinfor-

mation ( g, »0) ist 2 = x,und G = G_; schwache Vorinformtion
( Gx-a o= ) liefert das zu erwartende Ergebnis ("Fehlerfortpflanzungs-
gesetz")

A 1 2

*=q %Yoi’s-i=c-y/3n‘

In diesem Beispiel wird der Wissensstand'sprunghaft vom Anfangs-
zistand (xo, Gx) in den nach n Messungen erreichten Endzustand

(x, G;) Uberfihrt. Dieser Vorgang hdtte jedoch auch als ein schritt-
weiser Lernprozess erfolgen k&nnen, indem fir k = 1, ..., n-1 die
a-posteriori-Wdf nach der k-ten Messung als a-priori-wdsf (xok, Gkk)
vor der (k+1)-ten Messung verwendet wird. Denn ausgehend von

Xoo T %Xg und Gx0:= G; ist nach (2«16) fUr K = 17 wews 0
1 1 1 1 k
o = — g — = e— - 2.
Sk Cx,k-1 Ty Gg Gy .12

Y

< , >V,
ik, ekl L IEk L B oS, . . (@07
G xk Gx, k-1 Gy Gx Oy
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Es soll nun noch kurz auf die zweite Argumentation zur Herleitung
von (2.12) eingegangen werden. Diese Argumentation betont besonders
die Gleichartigkeit von Vorinformation und Daten. - Solange der Mo-

dellzusammenhang y = £(x) unberlicksichtigt bleibt, sind die Wdfs.
(2.7a,b) voneinander unabhdngig und k&énnen durch

P(x,y) = p(x) p(y) (2.18)

zu einer (m+n)-dimensionalen Wdf zusammengefaldt werden. Die GrdBe
p(x,y) dx dy ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das wahre Modell
X zwischen x und x+ dx und die wahren Daten y zwischen y und y + dy
liegen. Da aber x und y nicht unabhdngig sind, sondern durch y = £(x)
miteinander verknlpft sind, interessiert nur der Wertevorrat von

p(x,y) fir y = £(x):
plx,y=£(x)) = p(x) pl(y=£(x)) = p(x) ply,I1x) = p(x|y,) ply,) (2.19)

Benutzt wurde (2.18), (2.7b) und (2.10). Die WAf (2.18) flr y = £(x)
ist damit pmportional zur gesuchten a-posteriori Wdf ven x. Als
Schitzwert ¥ von X wihlt man den Punkt, fiir den p(x,y) flir y = £(x)
ein Maximum annimmt.- Fiir die hier vorausgesetzten Normalverteilun-
gen sind die Fldchen p(X,y) = const (m+n)-dimensionale Hyperellip- -
soide mit dem Mittelpunkt in (§0,zo). ImFallm=n = 1 kénnen sie

bei relativ zu den Daten schwacher Vorinformation etwa so aussehen:

> X

Diese Figur berilicksichtigt noch nicht den theoretischen Zusammen-
hang zwischen Modell und Daten, y = f£(x). Wihlt man wieder den ein-
fachen Fall y = x, so ergibt sich die folgende Abbildung. In die-
sem linearen Fall ist X als Beriihrungspunkt der Geraden ¥ = x mit
einer Ellipse eindeutig festgelegt. Wegen der schwachen Vorinfor-

mation liegt X nahe dem Punkt x = Yor der sich ohne Vorwissen er-
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geben hdtte. Die Skizze zeigt im unteren Teil auch den prinzipi-
ellen Verlauf von a-priori Wdf p(x) und a-posteriori Wdf p(X|yo),
wobei letztere proportional zu pi(x,y=x) ist.

Y= {1 = %

Wil =~

P Lt

3
rd

)
1
1
i

]
] i

1
i |
H )
] !
-

» X
3 Xs

Bei nichtlinearen Problemen kann p(xxyo) mehrere relative Maxima be-

sitzen:
X
4\
Y
1
1
]
; { |
] [ + i )K
P L% % x= §7w)
A
“|N:0“%)
1
L - ? X

L) X
Diese “Mehrgipfligkeit"'%on p(xiyoﬁ spiegelt die Mehrdeutigkeit
des betreffenden Prcblems wider. Die Wdf p{xlyo) prisentiert den
vollstdndigen Wissensstand nach dem Experiment. In der Praxis

wird diese Information kondensiert durch Angabe der Lage der Ma-
Xima und ihrer "asymptotischen Varianz" (cf. Abschnitt 4).
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3. Lineare Inversion mit Vorinformation

Im Falle einer linearen Theorie, d.h. fir

y = £(x) = Gx (3.1)
mit der (n x m)=-Matrix G und GauBscher Fehlerstatistik (2.7a,b)
laBt sich die Bestimmung der a-posteriori wat p{glzo) einfach
geschlossen durchfiihren. Wie schon das simple Beispiel im voran-
gehenden Abschnitt andeutete, ergibt sich fir P(§|Zo) im linearen
Fall stets eine GauBverteilung, die durch Mittelwert X und Kova-
rianzmatrix 92 vollstindig bestimmt ist. Deshalb sind nur diese

Gr&Ben zu bestimmen.

Zwei Wege bieten sich an. Der erste geht von der Extremalbedin-

gung (2.12) aus und liefert mit £(X) = GX und A(X) = G
el (eR-y ) + 7' Gxy) = 0,
so dai
& = (cqleTe) e e Tk wa e ) (3.2)
= Kx_ + Ly, (3.3)
e x = (et et
L= gt e T

Wir wollen annehmen, da8 £fiir alle Komponenten von x endliche
a-priori-Schatzwerte fiir die Streuung vorliegen. Dann ist 9;1
positiv definit und die Inverse in (3.2) existiert fiir beliebiges

m und n. Insbesondere sorgt auch in einem unterbestimmten System

(n <m) die in Cx steckende Vorinformation dafir, daB eine eindeu-
tige L&sung existiert und so die Inversion stabilisiert. Durch

die Zerlegung (3.3) wird X in seine beiden Anteile aus Vorin-
formation und Daten aufgespalten. Allerdings taucht noch in K und L

die jeweils andere Kovarianzmatrix auf.
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% ist ein unverzerrter Schitzwert fiir das wahre aber unbekannte K.

Denn mit (2.6) und (3.3) ergibt sich

(3.4)

™
“1
+
ll."
<t
]

(K + LG)

B
n
1%

-~
<X> = Kxy + Legy =

Dabei bedeutet <-> den statistischen Erwartungswert. Aus (2.6) folgt

~
x—

(1]

=§EX +L_eY,

so daB man als a-posteriori-Kovarianzmatrix erhilt

Es = <(é—<g>)(%—<%7)T>= <13—3)(§—3)T> =
" Keg 0K + LgepL’ = RO, + 1 1T = (clT+eTcn 7.
Zusammengefalt:
c; = (e (3.5)
i - cglcy 5+67e vy (3.6)

Vergleiche (3.5,6) mit (2.16)! Das Ergebnis (3.5,6) hdtte man auch
sehr einfach dadurch erhalten kénnen, daf man die Koeffizienten von

5? und ETE in der Identitdt

(G_x-y_o)?c_:_;{G_ﬁ-xo} + (§-§O)Tg;1(§-§o) = (g-g}Tg;jtg-g) + const.

vergleicht.

Wie zu erwarten war, wird durch jede zus#tzliche Messung der Wis-
sensstand erweitert. Genauer: Filir jede beliebige Linearkombina-
tion §T§ der unbekannten Parameter (also insbesondere auch fiir je-
de Kompcnente von x) ist die ayosﬁeriori-Varianz nie grdBer als
die a-priori Varianz, d4.h.

b. (3.7)

Zum Beweis von (3.7) wird (3.5) umgeformt:
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ISR, T S I R T~

cg = (c; e’ e [(cp +ec, @0¢, - ¢ 6, ] =
. “1  P=1 =1 T =1y _
=g, - (g l+e'c a7 ee e,
o m AT T =1

Dabei wurde von der Identitit

=1 D= Ty =1 BT T T -1
(Cq +GC 817G C, = C,67 (GG +C,)
Gebrauch gemacht, die man sofort durch Ausmultiplizieren verifiziert.
Aus (3.8) folgt

T T -1/
B'eek - llee, g e,

o

0
>

o
n

“ac_ b,

womit (3.7) bewiesen ist.

Diskussion von Grenzfidllen:

Bs sei C =6} I E, = G‘}En.

a) G;-*O oder G"Y — == : Starke_a-priori-Information

mf

gger ungewisse Daten

In diesem Grenzfall ist g unabhdngig wvon Xo und es gilt

-~
Rl WA Y

b) G, - oder é—¢+0: Schwache_a-priori-Information

oder sichere Daten

—— v — — - —— ——

Jetzt 1&Bt sich die L&sung durch die Pseudoinverse §+ von G
ausdricken und es gilt

£ =c'y, + (1, oIz,

Im rein lberbestimmten System (Rang G = m) ist §+ = (§?§1—1§T

und man erhdlt die L&sung nach der Methode der kleinsten Qua-
drate
-1 =1

£= "9 ey, g =62 @7

Die Ldsung ist unabhdngig wvon Xqe
Im rein unterbestimmten System (Rang G = n) macht sich die
schwache Vorinformation noch bemerkbar und man erhidlt die
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L&sung, die vom "a=-priori-Punkt" X, den kleinsten Abstand hat:

) DK U, T, T =1
= [z, - ¢Teeh Tlg)x, + Tieeh Ty,

[EFY

% 2

b - T ,..T -1 2 T T" 2
cp = [Ip -6 (es) ']y + g (68N g e,
Es folgen noch drei Anmerkungen 2zur oben gegebenen L&sung £iir das

lineare Problem:

1) Randverteilungen

Die a-posteriori-wdf ist

4
72
[em™® det ca]"/

Tl

(x - D}

el - B

(517g) = <

Wenn man sich nur fiir die Verteilung eines Parameters, etwa Xq0 in-
teressiert, betrachtet man die zu X, gehdrende Randverteilung, die

man durch Integration Uber die {lbrigen Variablen erh&lt:

P(x4] 25! =fp (51Zg) aXy...dx .

Entsprechendes gilt fiir mehrere interessierende Parameter.

2) Relative Bedeutung von Vorinformation und Daten

Bei Verwendung von Vorinformation (d.h. Cx nicht singuldr) wer-
den stets alle m Parameter aufgeldst. Wegen (3.4), d.h.

¢¥>= (K +1LG) x = I x
ist die Summe der Diagonalelemente von X und LG gleich der Zahl m
der Parameter. Die Summe der Diagonalelemente von K bzw. LG vermit-

telt eine Vorstellung davon, wieviele Parameter durch Vorinformation
bzw. Daten aufgeldst werden.

3) Fehlerhafte oder ungenau bekannte Theorie

Wenn die "Theorie"” y = f£(x) entweder nicht genau bekannt ist oder
zur Vereinfachung der Interpretation absichtlich eine ungenaue
Theorie benutzt wird, kann man versuchsweise Yy -£(x) als einen Zu-
fallsvektor mit bekannter Statistik betrachten. Im einfachsten Fall
einer Normalverteilung lautet etwa die n-dimensionale bedingte Wdf

1/2

plylx) = [(2m™ det ¢ ]7V2 exp{-J(y-£x)) Tcq" (g~ (x))]
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mit vorgegebener Kovarianzmatrix gT. Im Fall einer exakten Theorie
ist ply|x) =&y - £(x)).

Im linearen Fall, d.h. £fir

s ; T _
Y = Gx + e mit (ee > = Cq

anstelle von y = Gx filhrt die fehlerhafte Theorie lediglich dazu,
da8 in (3.5) und (3.6) gy durch gy + Cp ersetzt wird, d.h. Daten-
rauschen und "geologisches Rauschen" addieren sich einfach.

4, Nichtlineare Inversion mit Vorinformaticn

Wenn y = f£(x) nichtlinear ist, muf zur Bestimmung von x das System
(2.12) i.a. iterativ geldst werden. Auch bei GauBscher Fehlersta-
tistik k&dnnen sich mehrere L&sungen ergeben (siehe das Beispiel in
Abschnitt 2). Die L&sungen bezeichnen relative Maxima der der a-pos-
teriori-wdf. Das grdBte Maximum ist das globale Maximum. Die W&f
9(51201 ,die nun keine GauBverteilung mehr ist, enthdlt die wvoll-
stindige Information iber unseren Wissensstand und ist das eigent-
liche Ergebnis der Inversion. Diese m=dimensionale Verteilung ist
sehr unhandlich und muB8 kondensiert werden.

Die naheliegendste M&glichkeit besteht darin, in der Umgebung eines
Maximums X zu linearisieren und so die zu x gehdrende Kovarianz-
matrix Ez zu bestimmen, die nur im Falle geringer Nichtlinearitit
fir p(zggo) repridsentativ ist und deshalb als asymptotische Kova-

rianzmatrix bezeichnet wird. In Analogie zu (3.5) ist g; definiert
durch

a _ [a-1 AT =1, 2,71
ci =[x + 2@ e 'A&)] (4.1)

Die eigentlichen Kovarianzen und Erwartungswerte der Parameter be-
stimmen sich aus der tatsdchlichen a-posteriori-wdf:

2

£ = (xpmy,) a, SEs
. £

ca = f(g - Xl dx = E)TP(EIXO) dx . . (4.3)
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Im linearen Fall stimmen die nach (4.2) und (4.3) berechneten Gré-
Ben mit x und Cﬁ nach (3.6) und (3.5) lberein. Im nichtlinearen
Fall braucht natiirlich dem x nach {4 2) kein Maximum von p(x;y )
zZu entsprechen. Die Berechnung von x und C* nach (4.2,3) ist auf-
wendig, da jeweils m-dimensionale Integrale ausgewertet werden

miissen.

Zur Ldsung des nichtlinearen Systems (2.12) schlagen Jackson & Mat-
su‘ura (1985) den folgenden Iterationsalgorithmus vor:

Beor T He v oGSy gy + RC (7f) ) (4.4)
mit A, := Alx ), £ = £(x),

G +7 (G Ay A T

0<p £1

Als Startvektor kann das a-priori-Mocdell x  dienen. Der die Schritt-
weite begrenzende Parameter u sorgt flir eine Stabilisierung. Fir
schwach nichtlineare Probleme kann p = 1 gewdhlt werden. Im linearen
Fall fiihrt dann (4.4) fir jeden beliebigen Startvektor in einem
Schritt zum Ziel (3.6).

Fir p = 1 ist dquivalent zu (4.4)

Ex+1

= T .1 - - _
= X5t Gl {Zo i~ B (%, Ek}}f (4.5)

wie man sofort durch Betrachtung der Differenz (4.5) - (4.4) erkennt.
Jeder Iterationsschritt bendtigt zur Berechnung von Ek die Inversi-
on einer (m x m)-Matrix. Flir unterbestimmte Systeme (n< m) wird
deshalb (4.5) modifiziert mit Hilfe der Identitdt

T~ a )™t

CiRCy | = C Ay (€ "B Ay

Eine Stabilisierung von (4.5) kann in Analogie zur Marquardt-Methode
dadurch erreicht werden, daB man in Ek die GrdBe 5;1 durch E;1+u1

ersetzt, wobei p eine geeignet gewZhlte positive Zahl ist. Dies ent-

spricht einer Verstdrkung der Vorinformation.
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5. Ein einfaches Beispiel

In einem Problem der elektromagnetischen Tiefensondierung sei
fiir die Periode T = 27/« = 1800 s die Ubertragungsfunkticn

E
c= X =y, -iy,, = (100 - 1100) km (5.1)
lquHy
gegeben. Die Standardabweichungén seien GV1 = G&Z =: G& = 20 km.

Diese beiden Daten mdgen interpretiert

werden durch eine diinne Deckschicht mit

dem bekannten Leitwert T= 1000 S und ei- X

nen idealen Leiter in der unbekannten L

Tiefe x. Fir x sei jedoch die Vorinfor-

mation X, = 250 km mit der Standardab-

weichung G% = 50 km bekannt. Wie sieht der Wissensstand nach Beriick-
sichtigupg der obigen MeBdaten aus ?

Im vorliegenden Problem ist m = 1, n = 2. Der theoretische Zusammen-

hang zwischen ¢, 7, T und x ist

= 2T /T,

£
"

Qo

1]

so daB nach (5.1) mit B8:= wp T (228 km) "~

E(x) X ( 1) :
1 + B?x?\Bx

- 242
A(x) : C s ).
{1 + B?*x?)? 28x%

Aus (2.12) ergibt sich damit nach einfacher Zwischenrechnung als

gilt:

]

Bestimmungsgleichung fiir X:

-~

% - (1-32i=;yo1 - 28y, + (§,/8) % (1+8287)* (F-x,) = 0.

Diese algebraische Gleichung 5. Ordnung besitzt nur die eine re-
elle L&sung X = 218.4. Ohne Vorinformation (G'x =<2) hdtte man
X, = 198 km erhalten.

Die asymptotische Varianz nach (4.1) betrigt
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-1 1 1
2 2 1 BZXZ
6 Gl ¢ )

so daB Gi = 24.2 km.

Mittelwert und Streuung der a-posteriori - Verteilung p(X|yo) er-
hdlt man nach (4.2,3) durch Berechnung der drei Momente

o
M i ‘/xk exp{- F(x)} dx, k= 0, 1, 2
-]
mit - 3 '
o 5 () (e ey
“x 1+82x2  © 1+8%2x* ° ¥

Dabei dient M, zur Normierung von p(xlzél. Gl. (4.2,3) liefert dann

WP

. _ - 1/2
= M,/M_= 222.8 km, &% = (MM

o2 M%)

/MO = 33.0 km.

Die tats&dchliche Standardabweichung 3 ist also grdBer als die
asymptO tische Standardabweichung G‘i. Die folgende Skizze zeigt die
a-priori-wdf p(x), die a-posteriori-wdf p(x{zo) sowle ihre Approxi-
mation durch die asymptotische Verkilung pa(xlzo] (Normalverteilung).

-3

2-10 T T T T T
ﬂ
Can'lr .
L ,", \\ f‘(n"f,J -
\

wie

0
ibe Ty} oo 250 Joe Iredem x =
ot
X x x Xa
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6. Literaturempfehlungen

Die folgenden Arbeiten wurden entweder im Text erwihnt (1 - 5)
oder enthalten wichtige Beitrdge zum Begriff der Vorinforma-
tion (6 - 7). In den Arbeiten 1,2,4,5 wird die Theorie darge-
stellt und mit zahlreichen Beispielen aus der Geophysik illu-
striert. Dabei behandeln 4 und 5 auch kontinuierliche Modella.
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