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H. RODEMANN

MT-2-Schicht-Umkehrung

Ausgangspunkt der folgenden Rechnung war die Frage, ob die Zweischicht-
Formel in der Magnetotellurik in geschlossener Form nach den drei Modell-
parametern q' , b"z und 4 (Leitfihigkeiten und Michtigkeit der ersten Schicht)
aufgeldst werden kann, s. Skizze.

Im folgenden wird gezeigt, daR dies mdglich ist, wenn die Impedanzen (oder
9 und Phase) fiir drei verschiedene Frequenzen vorliegen, die nicht von-
einander unabhidngig sind.

Die Ausgangsgleichung fiir die Impedanz Z‘"f(“') e Z{..)lautet:

wa) = '.w,’i' . ks R Flw) : (4) h a4
T A1-R-Flw)
mit | %
Ve, -V6 -Lfiwap 3
R = i Flw) =¢ 1 =
or Vo,
Fir die 3 Frequenzen wj :2,rrf‘- b J'.-.-f..s wird zur Abkiirzung gesetzt:
EpZOD 4=V W= Zifyy i B = Flay)
Aus (1) werden die GrdfRen ‘/E-;'md R eliminiert, so daB (?4):, bestimmt
werden kann.
Durch Kombination je zweier Frequenzen folgt:
(W Wy) FR R+ (Wyrw,) (F-F )R - (Wy-Wa) = o (2)

und

(ush,) FFs R+ (W) (-R)R — (o) = (D)
Die Kombination von (2) und (3) ergibt fiir R den Ausdruck

R e (Efzﬁ) 442

BR-FIbu - R(R-F) 4 (%)

mit

We-Ws Ao = W3
Wor Wq ! = Wi+ Wa
Einsetzen in (2) ergibt eine Gleichung, die nur noch die Unbekannte ﬁ?,&
in Form von Produkten

* i _ = . P Ny et M, Z'”'S?S
E'E’A‘h;:(e Zlf?__.,ﬂ.) ?
enthilt:

Az.' -

" ’h"l‘"nzfﬂs:.- 3
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A (F*F, +FRR*) + B (7 F.t+ F RE)r
t C(FPRt+RFR) — 2 (ArBrC) FRF, = ¢ ()
mt Az TB-Ty ; B=T-T3; C=T-Tz ; 2
7:’ = A£; Ag-l ]‘ T?. = A;_: " T3 = b’—lb,;" )— Tl} =ﬁ2) "

t .
Q=91 (174) ; 92 = % (108 ()
gilt E'.u‘ F::.F;u; - Fq:-r{(‘hy- Q)

Mi

Sei (& =E,'F , so folgt aus (5) 1)

462 + 1)+ B (% @) +C(6% a¥") - 2 (#4806 &

Dies ist ein symmetrisches Polynom 2Q-ten Grades in G, sofern Q ganzzahlig
ist. Es ist geschlossen lésbar 4. & = 2,3 % 4. -4,-2,-3.

Die Werte Q= -1,-2 und -3 fiihren bis auf eine Vertauschung der Frequenzen
auf die gleichen Ergebnisse wie Q= 2,3 und 4. Dies gilt auch fiir negative
f-Werte, so daf die Bedingungen f»0, Q>0 die Allgemeinheit nicht ein-
schridnken (Q = O und Q = 1 bewirken, dafl je zwei Frequenzen zusammenfallen).
Division von (6) durch G ergibt die Form

A(6%62)+B (6% 6 @) C(6+6™) -2 (A+B+C) =0 (54)
(6a) wird nicht verdndert, wenn G durch Gh=g;ersetzt wird. Also ist mit

G auch G'eine Lésung von (6a). )

Die 2Q Losungen zerfallen also in Q Paare Gy ,und G,; = 53-:4 mit v=4...&
sqadaﬁ entsprechend dem Vieta-Satz (6) darstellbar ist durch
m (G6*- 5‘56*4-) =0

e ()
mit

'Sb = Gu_d + GJ_‘: = 6‘,-,_-_4-;- --'!-—-' (E’)

] 6’;_;,‘-4
Bei gegebenem S; ergeben sich die G aus

G;_-, -Se Gpio #1420 2 Gyeiw 2o = :‘{"(Sgi\/ S2-4 ) (3)

Die Darstellung (7) 1ldBt sich verwenden, um durch Koeffizientenvergleich (6)
zu 18sen. Dies gilt besonders fiir Q = 4, widhrend bei Falle Q =2 und 3 ein-
facher ldsbar sind.Ausmultiplizieren von (7) und setzen von S g = 2 wegen der
verschwindenden Koeffizientensumme, die auf G; = Gg = 1 als triviale Ldsungen
schlieflen 14Rt, fiihrt auf
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@ 1) = (245,5,455) - (G G) + (4455, 65,554,854 z(s,rszr53)3{6‘+éﬂ_

= (€+3(5#5.#53)+ 2 (55, #515375253) # 516255 - (G5# 63) #

+ (§+ 4(S,f&rSs)fl(SrSzr‘S,ng'S;Q;_)f'2$r$1.$_5) - GY¥ = (,m)
Vergleich mit (6) fiihrt auf das Gleichungssystem

24 G545y = -2 (11a)
b4+ 2(5#5.453) + S4S2 ¢ 5531583 = 07 - (114)
b 1‘3(9.?5;1’53) +2(5S:+ 5 S3+8253) # 8§,5,53 = ~ /A (Mc)
flir die drei Unbekannten S1 4 S2 und S3, aus denen die G"s mit (9) berechen-
bar sind.
Nach Eliminierung von

— 8 ,¢C
$=-d (5+5) (2)
und Substitution
P: SﬂSL l. T’SI'PS.& mit S’lz = i— (T-i-.v T"— q.P ) [43)
ergibt sich

2

Pi-28p- P2+ (2+%R) (%t %) P — (8/arTR) - ¢ (14a)
und
T=-(2+%) + & (%R (148)

Die kubische Gleichung in P (14a) ist analytisch ldsbar (s. Bronstein &
Semendjajew, 1975).

Die Werte flir die G"s ergeben sich iliber (14b) und die beiden Wurzelausdriicke
(13) und (9).

Der Fall Q = 2 14Bt sich analog behandeln, Division von (6) durch den Faktor

G2 - 2G +1 filihrt ebenso schnell zum Ziel: Aus

A(G*e 1) + (B+C) (6% 6)-2 (MBHC) G =0

folgt durch Division:

AGE+ (24+RtC) 6 +A =0 (45)

Ein Vergleich mit (9) flihrt auf

S'!:'(Z-'L%-*%) und

Gia = £ (- (2+%p+%) + W2 +BA*% )% ¢

Im Falle Q = 3 mit (6):

k(6B 1)+ B(65¢6)+ C (6" %) - 2(ArBr )G = 7

flihrt die Division durch G° - 2G +1 auf

Ala'+s) + B(46)r CG -0 (16)

mt

K-h; E=B+2a;C=3A+2B+C
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(16) ist ldsbar mit

- L[+ \/~z_ o '\-?.)

S12 = 1% (—8_ B8°-yAC + 3A und (9),
vgl. (Bronstein & Semendjajew, 1975, p. 119).

Das gleiche Ergebnis erhdlt man analog zu (10). Hierbei ergibt sich fir

( 4?4)

5{ und Szdas Gleichungssystem

2r$,+S, = 2+T =-8A

3+ 2(5,#52)45S, = 3+ 2T+P=94

vgl. (13), mit

Ts- (zf%) , P= 1t8/6+ R und

St =1 (- (20 88) £ Ver 8> 4 (1+8a+9A)) “7b)
Diese Losung ist mit (17a) identisch.

In allen drei Fdllen, Q = 2, 3 und 4 ergeben sich Werte fir den gesuchten
Ausdruck {o-A , (vgl. (1) wnd (5b)), aus

Lo &
Vo ok = gy (43)

Bei idealen Daten muB flir (g7,-}y ein positiv-reeler Wert resultieren. Dieses

Kriterium kann dazu verwendet werden, aus mehreren G°s das richtige auszu-
widhlen, bzw. bei realen Daten, z.B. mit der relativen GroRe des Imagindr-
teils, ein Mafl fur die Abweichung von idealen 2-Schicht-Daten zu definieren.
Mit G bzw. V = {E’;A sind auch F F, und FS bekannt, so daR im zweiten Schritt

N IR LY
VT -
Hieraus folgt der Leitfdhigkeitsquotient
& A+R 2
= =
Qu = 9z (4’i
und mit (1) die Leitf#higkeit g,
z.B. mit g=1:

& - P [ATRFE, <
T W \ARE

gber Q und V sind damit auch 6 und A zu berechnen:

}!

aus (4) berechnet werden kann.

(19)

0':.2:‘-'-- -..1_/_-
S A

In der Regel werden fiir die drei gesuchten Modellparameter & 6; und f kem-

plexe Werte resultieren. Diese sechs reellen Grdfen entsprechen den sechs Ein-
gabedaten: 3 Real- und 3 Imagindrteile der Impedanzen.

Zusdtzlich zur GroRe der Imagindrteile lassen sich Kriterien zur Abweichung
3

von idealen 2-Schicht-Daten angeben: A kann nach (20) auch mit j = 2 oder
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=
o
!
C‘
et}
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berechnet werden, flir die Berechnung von R kénnen statt (4) auch andere
Gleichungen verwendet werden, die durch andere Kombination der 3 Frequenzen
folgen, vgl. (2) und (3).

Hierdurch ergeben sich fiir §;, #; und =, "Punktwolken', deren Ausdehnung als
MaR} flir die Unsicherheit der berechneten Werte dienen kann.

Im folgenden werden einige Anwendungsbeispiele gezeigt. Tab. 1 zeigt eine
Reihe méglicher Frequenzverhdltnisse, in Abhidngigkeit von den Parametern Q

und £

f=1 £ =0,1 £f=75
2 T3 4% 9 100 : 121: 144 T oo 36 @ 1273
3 1w = 16 100 @ 121: 169 1 : 36 : 196
4 14 4z 25 100 @ 127: <196 1 : 36 : 441
Tab. 1

Allgemein gilt f1 E i fg=1 0 (15 f)z ] (11.Qf)2

Die Beispiele zeigen, da mit Q und f eine grofle Anzahl von Frequenzverhilt-

nissen gewdhlt werden kann.

Die Umkehrung synthetischer Z-Schicht-Daten wird in Tab. 2 gezeigt. Fiir jeces
Frequenztripel ist die Bedingung {7; = l-{f'; f"i) entsprechend Q = 2 er-

flillt.
=SCHICHT-UMKEHRUNG
CHICHT 1 WIDERST. COHM#M> 1 DICKZ (M) 3
CHICHT 2 WIDERST. (CHM#M) 1o6@
MIMCHZ) 19889 FMARKC(HZ) 1699888 2. D, SCHRITTE 14

Tab. 2

DR WX

)
Q1= L0

F. FRERU RHOS FHI FEBEO ZEC F1 Fe

1 1369 1,48 15.684 14,31 4,34 5 @

e 4EEEE W 1S B OB 1.57¢ 1 RS TSIL]
3 SFagag 21 46,27 = 1.1= 1 1 @8
4 1eaBae 1 45,91 JET O « 23 1 1ai

5 258858 i.61 45,85 1.83 re 1 184

5 2EE586 1 44.94 1.83 .Sq i S99

£ 43EEEE 1 44, { wDL 1 16
2 E4EREE 1 45 i . G 1 2949

= o 18805 1 45 i .4 1 ooz
1% iHEBnes 1 45 1 .36 5 i

Qe (N

i i

DO I R X O N R R B R R et
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Die Tabelle zeigt die synthetischen Werte fiir §g und ¢, 9 und Z der Bostik-
Inversion und die berechneten Modellparameter 3,,gilnuih in SI-Einheiten. Es
wurde ein Beispiel mit dem hohen Leitfihigkeitskontrast 1 : 1000, am hoch-
frequenten Ende der § -Kurve gewdhlt, um die Genauigkeit der Umkehrung zu
zeigen.

Tab. 3 zeigt den Effekt einer statistischen Verfdlschung der synthetischen
Daten (Realteil und Imaginidrteil der Impedanzen getrennt) um maximal 1%.

2-SCHICHT-UMKEHRUNG

SCHICHT 1 WIDERST. (OHM=M) éﬁﬂ DICKE(M) 3000
SCHICHT 2 WIDERST. (DHMxMD)

FMINCHZ) 1E-03 FMAX(HZ) 100 Z. D. SCHRITTE 10
MAX. VERFAELSCHUNG D. IMPEDANZEN 1 2%

NR.

HOONONLWMNE

FR/HZ RS/0HM=M PHI/GRAD RB/QHMEM ZB/M R1/0HM=M R2/0HMEM H/M
i 49.2 5 27254 0 0 0
2.3 37?33 63.14 28.32 2921 99,71 5.12 2590.51
5.05 116.88 47.23 144.07 1712 3939.66 4.82 2995.43
11.2% 103.09 43.99 134.24 1077 100.05 6.93 2851.8
19.91 99.29 44.71 100.95 795 103.81 135.75 1676.29
31.02 99.69 45.03 6.9 638 1060.71 103.95 745.03
44.539 100.01 45.03 99.38 533 39,05 219.686 3110.91
60.6 100.02 45 : 100.21 457 100.17 91.82 367.88
79.07 100 45 100.02 400 100.32 54. 41 2461.25
100 100 45 99,99 356 0 0 0
Tabi 3

Fiir Frequenzen kleiner als 20 Hz wirkt sich die Verfdlschung relativ wenig
auf die Ergebnisse der Umkehrung aus, danach ergeben sich erhebliche Fehler
fir ¢, und h . Dies liegt daran, daB sich bei hoheren Frequenzen § und.? nur
noch wenig 4ndern, so dal die in die Rechnung eingehenden Differenzen von

gﬁ; durch die Verfdlschung der Impedanzen stark beeinflul’t werden. Die relativ
hohe Fehlerabhidngigkeit hat damit zu tun, dafl mit wenigen Daten versucht wird,
eine genaue Aussage (iber die Lage einer Diskontinuitdt zu machen. Wenn die be-
nutzten Frequenzen jedoch im mittleren Bereich der £ -Kurve und nicht zu dicht
nebeneinander liegen, und die Daten eventuell zuvor gegldttet werden, dann
lassen sich auch bei wesentlich hdheren Impedanz-Verfdlschungen brauchbare
Ergebnisse erzielen.

Eine Umkehrung unverfdlschter synthetischer 3-Schicht-Daten zeigen die Tab. 4
und 5 .




=SCHICHT ~UMEEHRLUNG

SCHICHT 1 WIDERST. (OHM#M2» 188 DICKECM) 185
UFHILHT 2 WIDERST. COHM#M) lood DICKECM) Za
SCHICHT 2 WIDERZT. (OHM#M) loE

FMIMCHZY 188 FMAA(HZY 121@@ 2. D. SCHRITTE 1l

o
=

(N ]

MR. FREAHZ ES/DHﬁ#M FHIAGRAD REAOHM%M ZBA F1/0HM#M R2/0HMEM HAM
1 1aa 218,48 47.2 155.68 aie 5 5 2

2 Saals) 138.5 33.86 SB3.2 291 132.86 483. 18 284,535
3 Sag 144,531 3113 4nz. 2 141 137.27 1828.3 145,35
4 1680 16E,15 52.87  27E.37 0 32 125.42  1536.4  127.35
5 2500 91.18  36.32  145.98 68 114,95  1358.37 113.5%
= Eits it 27,08 48.32 21.7 bt 187,38  218@.456 113.13
' 4588 €3.7 2. 56 rl.gl 2= 182.76 2167.28 1839,1
g 4EE S1.44 45.59 E7 .42 <) 1@, 52 1355.57 186,18
5 2164 34.76  45.7 7e.7E 38 93,75  1664,12 154,83
16 1oEg 37.4 43. °“ Frafl 33 29,73 1z35e.14 192.41
11 12186 352.14 43.72 2397 <l % 5] 3

Tab. 4

FMIMCHZ? 1 FMAXCHZY 121 2. D. SCHRITTE 11

MR. FR/HZ RS/THM#M PHI’GPHD mEB/ OHM#*M 7Erﬂ - R1Z0HM#EM R2/0HMEM HAM
11 111.25 47.€5 - 1@3.11 3734 @ @ g
2 4 1.‘-‘.’\-)!5‘3 4-::\.':.. G@-rg Isftl ;_‘UC,‘ 44 59-:‘35 52'.';- ;:9
3 S 105.-{ SH.74 1u2.4 1283 207.73 99.37 9335.81
4 1e 148.77 91.33 185.16 183 Z87.31 98,35 247 .41
3 29 1£1.4 31.56 1899.3 5484 282,11 56.71 555.4%
S 36 173. 91 2l.33 115 el zla, 87 94,33 295.42
7 43 134.75 SB8.8 122.4¢6 651 213,11 21.23 357. 42
8 €4 184.82 356 121.83 €zl 217.86 B7.48 S48, 44
3 =1 283.46  48.59% 143,22 564 2z1.67  &3.17 GIZ. 36
18 189 218,48  47.g4 15e.6¢ S1e eze.6l 78,91 Si|. as
11 121 213.77 45,58 1vad. g 473 %} 5] %

Tab. 5

Tab. 4 zeigt den hochfrequenten Teil der &;-Kurve. Die Umkehrung ergibt mit
guter Niherung (bei hoher Frequenz) die beiden Modellparameter g, und h. §,
besitzt eine geringere Genauigkeit, die sich durch Erhthung der Maximal-
Frequenz verbessern 1df(t. Der niederfrequente Kurven-Teil ist in Tab. 5
wiedergegeben. Mit fallender Frequenz wird der Modellparameter ¢g= 100 Qum
durch den 2-Schicht-Parameter ¢, zunehmend genau angenihrt. Der Parameter .
gibt nur relativ ungenau die Summe der beiden Deckschichtmichtigkeiten
h1~r-h2 = 400 m wieder. Der 2-Schicht-Parameter ¢, stellt ein Mittel zwischen
den beiden Deckschichtwiderstédnden dar,
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Das Beispiel zeigt, daf} eine Auswertung von Dreischichtdaten mit der 2-
Schicht-Umkehrung die Modellparameter mit recht guter Genauigkeit wieder-
gibt, die Dicke der zweiten Schicht nur ungenau.

Die Auswertung von 3- und z.T. von Mehrschicht-Daten ist also méglich, aber,
besonders bei verfdlschten Daten, problematisch.

Die dargestellten Ergebnisse wurden auf den Commodore-Rechnern CBM 3032 und
C-64 berechnet.

Der Rechenaufwand ist klein: Fir Q = Z sind ca. 35 Fortran-Zeilen erforder-
lich, die CDC-Cyber 172 bendtigt fiir eine Umkehrung ca. 2 msec. CPU, der
C-64 ca. 1 sec.

Im Programm wurde abweichend vom dargestellten Rechengang fiir die Grofen V,
R und ¢ direkt nach Berechnung der Absolutbetrag verwendet. Der Unterschied
ist gering.
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