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K. EICHLER und V. WAGENITZ

Berechnung von "Fourier-Koeffizienten" bei nicht-&guidistanten

Frequenzen

Entwickelt man eine digitalisiert vorliegende Zeitreihe der L&n-
ge T in eine Fourier-Reihe (z,B. mithilfe der FFT), erhdlt man
Fourier-Koeffizienten bei diskreten Frequenzen wy = k-w, = k-%;--
Werden jedoch Funktions- oder MeBwerte nicht in Abh&ngigkeit von
.der Frequenz w, sondern z.B. von log T (wie in der MT iblich) be-
nétigt, entsteht hierbei eine starke H&Zufung der Fourier-Koeffi-
zienten zu kurzen Perioden hin, die u.U. eine frequenzabhdngige

Mittelung z.B3. der Powerspektren ndtig macht.

Das im folgenden skizzierte Verfahren erlaubt es, Entwicklungs-
koeffizienten trigonometrischer Funktionen flir beliebige, in Gren-

zen frei vorzugebende Frequenzen zu bestimmen, die formal als
"Fourier-Koeffizienten" bei nicht-&quidistanten Frequenzen ange-

sehen werden kdnnen, ohne daf diese Approximation jedoch einer
vollstdndigen Entwicklung nach orthogonalen Funktionssystemen

entspricht.

Die Zeitreihe y(t) sei zu M nicht notwendig gleichabstdndigen Zeit-

punkten tj bekannt: y. :z. ¥ 0tsdw 352 .0 aM iSieys011 durch eine
Summe trigonometrischer Funktionen mit N frei vorgegeben, nicht

notwendig gleichabstdndigen Frequenzen wy, , k=1 ...N im Sinne
der kleinsten Fehlerquadratsumme angepalt werden:
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Zu bestimmen sind die 2N + 1 Koeffizienten & o\ag A b1 ol bN'
Flir die Ldsung dieser Ausgleichsaufgabe in der Ublichen Art (z.B.
nach Zurmihl, [1958])missen m&glichst viele, mindestens aber M >

2N + 1 Datenpaare (tj, yj) zur Verfligung stehen,

Das lineare Gleichungssystem (1) lautet in Matrizenschreibweise:

=

cii=lys+eltdoder  Mfickm.y =fe (Fehlergleichungen).
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Dabeil ist
1/2 cos m1t1 *es COS mNtl sin m1t1 .o e
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1/2 cos wyty °*c cos mNtM sin wltM *cc osin wyty

eine Matrix mit M Zeilen und 2N + 1 Spalten, M > 2N + 1. Rang T =
2N + 1, d.h. die Matrix ist (auBer bei extrem pathologischer Wahl

der W, und der t.) spaltenreguldr, so daB die Spalten der Matrix
linear unabhdngig sind.
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ist der Vektor der gesuchten 2N + 1 Koeffizienten,

Z = (yl oo yM)t und E - (el s e eM)t

sind die Vektoren der Funktionswerte scwie der Anpassungsfehler.
Das Gleichungssystem T ¢ = y ist iberbestimmt, da die Daten

i.a. fehlerbehaftet sind (e # 0; mehr Gleichungen als Unbekannte).
Mithilfe der GauR'schen Transformation wird es .in das konsistente

System der Normalgleichungen lUbergefiihrt:
Baliees M o 000

fi-2

Die quadratische Matrix zt T (Dimension: (2N+1) x (2N+1)) ist nicht-
singuldr (d.h. invertierbar), symmetrisch, positiv definit und ven

kleineren AusmaBen als die Ausgangsmatrix T. Die gewlinschten Ent-
wicklungskoeffizienten der trigonometrischen Funktionen stehen

nach Aufl8sung des Gleichungssystems (2) im Vektor ¢ zur Verfligung.
Will man das gleiche Raster der Frequenzen W, und relativen Zeiten
+. flUr mehrere Datens&tze anwenden, lohnt es sich, nicht das Glei-

] : :
chungssystem (2) zu ldsen, sondern die Matr;xlzf‘g_zu invertieren:

v Smit §gw-onEen)fd ant (3)

y =

ln

Die nur von den w, und t. abhé&ngige Matrix:i braucht dabei nur
einmal berechnet zu werden und liefert dann nach Anwendung auf be-
liebig viele Datensdtze die jeweils dazugehOrigen Vektoren c der
Entwicklungskoeffizienten. Die L&8sung des Gleichungssystems (3)
ist formal &hnlich der Bestimmung der Ubertragungsfunktionen eines
linearen Systems mit 2N+1 Eingdngen, wenn man E? y als Vektor

. 3 e t 4
der "Kreuzspektren" zwischen "Ein- und Ausgang" und T T als Matrix

der "Kreuz- und Quad-Spektren' der "Eingdnge'" untereinander auffaBt.
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Als Beispiel wurde obiges Schema benutzt, um aus einer diskreten
Zeitreihe y. =y (t.), At = 1 sec, die einem AR ProzeR 2. Ordnung
entspricht nach Jenkins & Watts, [1988], POAE LB L, 2200 228=95"mit

Aifiei 1RO Iy a, = -0.5 , 4 =0, 0 = 1.0), Schédtzwerte des zugehdri-
gen Autopowerspektrums P fir die folgenden acht fest vorgegebe-
nen Perioden T = 2T,y berechnen:
k Wi
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T in sec |8 e pus T Eo6F  sHisien 08¢ SEliNe 6715 245

Die Approximation mit trigonometrischen Funktionen nach Gleichung

(1) wurde Uber jeweils M = 64 Werte durchgeflhrt. Die Pyy - Schdtz-

werte wurden durch Mittelung der quadrierten (ak, bk)- Koeffi-
zienten Uber 16 solcher Datensdtze gewonnen.
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Als Ergebnis zeigt Abbildung 1 die acht mit der so durchgefilhrten
trigonometrischen Approximation berechneten Pyy (Tk) - Schdtzwerte
zusammen mit dem theoretischen Spektrum und den aus dem gleichen

Datenmaterial und gleicher Unterteilung durch Anwendung der FFT be-

rechneten Schidtzwerten. Zu erkennen ist eine gute Ubereinstimmung
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zwischen den Pyy (Tk)- Sch&tzwerten und dem theoretischen Spektrum
fir T < 40 sec. Ob die grdRBeren Abweichungen bei T = 40 und 84 sec
zufdllig oder systematisch (und, falls systematisch: wodurch be-

dingt) sind, wurde nicht untersucht. Die mithilfe der FFT gewonne-
nen Spektralschdtzwerte zeigen die Ubliche H&ufung bel kurzen Pe-

rioden; eine Gliattung oder Mittelung im Freguenzbereich wlirde das

theoretische Spektrum offensichtlich ebenfalls gut annihern.

Grundsdtzlich scheint es demnach zumindest bei der Berechnung von
Powerspektren mSglich zu sein, mit dem angegebenen Verfahren ver-
ninftige Schédtzwerte bei fest vorgegebenen, nichtdquidistanten

Frequenzen zu erhalten.

M8gliche Vorteile des Verfahrens kdnnten sein:

einfache Eliminierung von linearen, quadratischen o.&. Trends
durch Einbringung entsprechender Terme in Gleichung (1).

M&glichkeit, einzelne Datenpunkte (z.B. AusreiBer o0.4.) von
der Auswertung auszuschliefen, bzw. auch zeitlich nicht-dqui-

distante Punkte mit zu berilicksichtigen.

M8glichkeit, sehr selektiv z.B. Betrdge und Phasen mehrerer
Schwingungen genau bekannter Periodendauer optimal im Sinne

der kleinsten Fehlerquadrate aus Datensdtzen zu bestimmen.,.

auch wenn diese Datensdtze kirzer als die entsprechenden Pe-
rioden sind oder sie nicht als ganze Vielfache beinhalten.

Vertrauensbereiche flir die Koeffizienten (ak, bk) k&nnen
ihnlich wie bei den Ubertragungsfunktionen linearer Systeme

bestimmt werden.
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