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Pe WEIDELT

"Die Maximaltiefe einer Leitfdhigkeitsanomalie fir ideale Leiter"”

1, Einleitung

Ein besonderes Interesse hat in jingster Zeit die Frage gefunden,
wie sich aus einem unvollstd@ndigen Datensatz geophysikalisch rele-
vante GriéBen ableiten lassen, die der Gesamtheit der mit den Daten
vertrdglichen Modelle gemefnsam sind, mdglicherweise unter Hinzu=-
nahme von a priori-Annahmen Uber das Modell (z.B8. Parker, 1975;
Sabatier, 1977; Rietsch, 1978; Barcilon, 1979). Eine besondere Be=
deutung hat die Untersuchung van oberen Schranken von Minimalwerten
(bzwe unteren Schranken von Maximalwerten) eines speziellen Modell-
parameters eingenommen. So0ll etwa ein Datensatz durch einen Stdr-
krper im Untergrund interpretiert werden, dann 14Bt sich jedem ver-
trdglichen Modell eine Minimaltiefe ( = Tiefe der Oberkante) zu-
ordnen. Gelingt es, das Modell mit der griéiBten Tiefe der Oberkante
zu finden, so ist eine gemeinsame Eigenschaft aller vertrd@glichen
Modelle gefunden worden, derart daB die Tiefe ihrer Oberkante nicht
grdBer ist als diese obere Schranke.

Hier soll das allereinfachste Problem der elektromagnetischen Induk=-
tion behandelt werden, in dem das Modell zweidimensignal ist und

nur aus Nichtleitern und idealen Leitern besteht, so daB die Metha-
den der konformen Abbildung Anwendung finden k#énnen.

Einen Querschnitt in der (y.z)-Ebene(z positiv nach unten) durch das
allgemeinste betrachtete Modell zeigt Fige. 1. Fir ein guasihomoge-
nes induzierendes Magnetfeld miBt man im Punkt p an der Erdober-
fldche die Magnetfeldkomponenten Hv(p) und H_(p). Das Modell be=
steht sus einem ideal=-
leitenden Substratum T

X0 N

mit undulierter Grenz-
flache E1, die fir
y-» x e gegen die Grenz-
werte ¢, Gber dem -
tiefsten Punkt z=A der

Grenzfl&che streben

midge, sao daB

Hv(y 2 om ) =i
AuBerdem darf ein Fig.1: Das Modell

zweiter ganz im Endlichen gelegener Leiter mit dem Rand Ez vorThan=
den sein. Die Tiefe zur Oberkante der Leiter sei z , SO daB

a = A-zm der Tiefenbereich der irregul&dren Leitf&higkeitsverteilung



= . 244 =

ist.
Behandelt wird das folgende Problem: Vorgegeben seien die beiden

normalisierten Feldkomponenten

hy: = Hv(p) / Hn A hz: = Hz(p) / H,

sowie die Tiefe A. Bestimme die Farm der Leiter C,y und Bz so, daB
die Tiefe zn der Oberkante maximal wird.

Die Wahl eines zweifach zusammenh&ngenden Leiters ist erforderlich,
da egine undulierte Grenzfl&che allein nicht ausreicht, um Extremal-
modelle fir alle mdglichen Werte von hv und hz zu konstruieren. Der
Kirze wegen beschré@nkt sich die folgende Darstellung auf Ci und
streift nur die mit der Einflhrung von Ez verbundenen Probleme.

2. Extremalmodell flr einfach zusammenh&@ngendemr Leiter

Es seien
p: =y + i (R=2) und w: = u + iv

zwei komplexe Variable und p(w) sei die konforme Abbildung, die die
Linie v=0 in C1 und den Halbraum v>g in den Nichtleiter obherhalb van
E1 abbildet, naormalisiert durch

pilul) =21 fUr Juj=v == ., ¥>0 (2.1)
Die Grenzfléche C, hat die Parameterdarstellung

pCu) = y(u) + 1 Y(u) , o2 Y(u)sa , =eosud + oo (2229
mit

$(u): = A - 2(u) , at = A -z (:2+:30

Die Funktion ¢(u) mit ¢(£ e ) = ¥, ist der Randwert des Imaginér=-
teils der in v>o analytischen Funktion p(w). Deshalb gilt

1 7 (1) dt K

p(m):w-—(‘f V) logu +T? =

e

mit
J:(u)

{’YCU) +‘ﬁ-'f, u<o
¢ (u) 2 > D ’

wie sich mit Hilfe dar Identitdt
Im{lim - f ‘F(t) gd } = ¢(u)

r<yeo
leicht nachpriifen laEt.
In der w-Ebene ist das Magnetfeld homogen mit dem komplexen norma-

lisierten Potential g(w) = we INn der p-Ehene beobachtet man des-

halb das Magnetfeld
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h(p) = hv H i yn g s g/Cuw) - w'(p) = 1/ pt(u), (2.5)
sag daB aus (2.4) folgt
ree
i kel 1 G DM b

In der'ursprﬁnglichen Formulierung der Aufgabe in der Einleitung
sgllte z, = A = a bei festen A durch Minimierung von a maximiert
werden. Dies ist #guivalent der Maximierumg vaon A bei festem ae.

Es stellt sich somit die folgende Aufgabe:

Gegeben ist das normalisierte komplexe Magnetfeld h scwie a. Be-
stimme Y(u) mit 04 ¥ £ a und w sog, daB A = Im p(w) unter der Be=-
dingung (2.6) maximal wird. Dabei soll p(w) fir v>o eine ein-
eindeutige Abbildung vermitteln; fernmer muB ¢(u) an allen Punkten,
die nicht nach p = oo abgebildet werden, stetig sein.

Das Problem der bedingten Mgximierung wird durch Lagrangesche Mul-
tiplikatoren (e.ge. Luenberger, 1969) geldst. Die Lagrangefunktion
(fir die Minimierung von =-A) lautet

L: = Im{-pCw) + A [p'Cu) = 1/h ]} -
- [ P dt + L) - [¢(r) - a] db (27

Der komplexe Multiplikator X = dy+ ¢Aghberilicksichtigt die Nebenbe-
dingungen (2.6) in Gleichungsform und die nicht-negativen Multi-
plikatoren M (t) und 4"(t) sorgen fiir die Erfiillung der Ungleichun-
gen - ¥ £ o bzw., ¥-a £0. Dabei ist A*(t) Oberall dort positiv, wo
die Ungleichungen bindend sind, d.h. mit dem = erfiillt werden und
/K‘(t) verschwindet dort, wo das < gilt. Die Existenz eines Extre=
mums erfordert das Verschwinden der ersten Variation von L bezig-
lich ¢, dohe

. 1 ,l - ;
In {- Bl * RO oA 4T = o (2.8)
Da (2.7) linear in ¢ ist, taucht ¢ in (2.8) nicht mehr auf. Wegen
M =0 flir¢>o0 und /‘-’:o flir ¥ <a sind die einzigen Punkte, wo ¢ weder
o noch a ist, gegeben durch die Nullstellen von

Im { - —?g; + -7?4377- } = De ; (2.9)
Flr Lll? v existieren zwei Nullstellen; dies wird hier vorausge=-
setzt und sp&ter verifiziert. Der Nullpunkt der u-Achse, der noch
frei verfiigbar war, wird dadurch festgelegt, daB die Nullstellen
in die Punkte t= & , x> g, gelegt werden. Deshalb gilt hei einem
Extremalmodell entweder
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o, [t/ < & 1t] <

a,
A) #(t) ={ oder B8) ¢(t) ={
u’

a, |t/ >« [t] >x (2.102,b)

Diese beiden F3lle werden unten im einzelnen diskutiert,

Nachdem der Modelltyp Feststéht, sind noch die Modellparameter w
und ¥ zu bestimmen. Im Extremum verschwinden die partiellen Ab-

leitungen vaon

L=Im{-p(u) + A [p'(u) -1/h]}

nach u,v und & (L ist gegeniiber (2.7) verkiirzt, da die Unglei=
chungen durch (2.10) automatisch erfillt werden.)
FUir eine analytische Funktion f(w) gilt

Bu Im f(w) = Im f'(uw) , av Im f(w) = Re f!(w) ,
wobei 3u: =d/du , etc., so daB die ersten beiden Bedingungen
mit

-p!' + A p''=0,4=0p'/ p" (2.1
dguivalent sind., Die dritte Bedingung liefert dann

Imf{-g,p + (/'3 p'}=a. (2.12) :
Fall A:
Gl. (2.4) ergibt in Verbindung mit (2.10a)

plw) = w + % log (“—:—z) , (2.13)
so daB sich die Extremumbedingung (2.12) auf

Z(ult oa) ="2«a = a (2.14)

reduziert. Die Aufldsung der drei reellen Gleichungen (2.14) und
(2.5), dehe h=1/p', nach u,v und X ergibt dann

a hz a a 2h =1
U= - .I_'__ﬁ-tan/‘.’o,v:--tan/"’, N:; 1_-hL_ s (2.15a=-c)
4 y T y
wobei
- 2hy-1
tan/; : = (h _1)I.+hx ’ (2.16)
v 4
so dafB
A=1Impw =2 (Z-A+ tanf)
zm=A-a =R(1-m) (25170

Fir die interne Konsistenz der bisherigen Gleichungen 1&Bt sich aus
(2411), (2413) und (2.15) ableiten, daB [Zf/= v sec und daB somit
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die Bedingung |if>v fir zwei reelle Nullstellen von (2.9) er=

fillt iste

Die Gleichungen (2.17) und (2.16) geben eine Teilantwort auf das

gestellte Problem. Der Vorzeichenwechsel des Parameters & in
(2.15c) begrenzt die Anwendbarkeit van (2.17) auf D.Sﬁrxlé1,

da

& als positiv vorausgesetzt worden war. Das Extremalmodell und
ginige Feldlinien sind im Teil A von Fig. 2 dargestellt worden.

Flgaia2e

) _——_—‘\\\\\\_///”—‘—___- (R) Extremalmodell fir
() e

h <1
v

(B) NBherung flir das
Extremalmodell fir

(B)

hy? 1 durch einen
einfach zusammen=-
h&ngenden Leiter

(C) Tatsd@chliches
Extremalmodell fir
P

v

Es besteht aus zwei horizontalen Halbebenen in der Tiefe z=z

ginem Zwischenraum vaon der Breite

_ 2a 2 & 1+ ¢ i /2
1-;—{-1—_71 + log q=—=f, 2= (2h -~ 1)

und einer horizontalen Ebene in der Tiefe z=R.
In den beiden Grenzf&llen gilt:

l/a = o fir hv-e 0.5 + a ,
l1/a = oo fir hv-—; il ool o

Im letzten Fall strebt fir hz> 0 die rechte Kante gegen y =

+

mit

)
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und fdr hz-<o die linke Kante gegen y = =oo ., lWenn hv> 1 ist,
dndert sich der Modelltiyp (SeuUe)e. ‘

Fall B:
Gl. (2.4) liefert in Verbindung mit (2.10b)

a W= o
plw) = w + = 10g s e (2.18)

Die Extremumbedingung (2.12) lautet dann
7 Jwi? -mz) + 2xa = 0. (2.19)

Die drei Gleichungen (2.19) und (2.5) bestimmen wieder u, v und .
Dabei zeigt sich, daB die Parameter u, v und z ~durch (2.15a,b)
und (2.17) gegeben sind. Dagegen ist

a 2h =1
X = s (2.20)

z Ry
Diese Beziehung 188t vermuten, daB Fall 8 fir hy> 1 glltig ist.

Eine Analyse von (2.18) zeigt jedoch, daB p(w) filr kleines v

keine ein-eindeutige Abbildung vermittelt . Erst wenn v einen (von

« ghh&ngigen) Grenzwert Uberschreitet, wird die Abbildung ein-ein=-
deutig. Die Grenzkurve in der p=-Ebene ist in Teil B von Fig. 2 als
dicke Linie dargestellt. AuBerdem gezeigt sind dort Feldlinien flir
einen idealen Leiter vaon der Form der Grenzkurve, fir dessen Ober-
kante jedoch ¢ > a ist.

Der Fehlschlag fur hy> 1 liegt natlirlich daran, daB die betrachtete
Modellklasse zu klein ist, so daB die Einfihrung des zweiten Leiters
Cz erforderlich wird (s. Fige1). Der resultierende zweifach zusammen-
hidngende Bereich 18Bt sich dann konform auf einen Kreisring oder ein
Periodenparallelogramm abbilden. Darauf lassen sich (&hnlich wie im
ginfach zusammenh#&ngenden Fall) die Spuren von C, und CZ bestimmen.
Wie zu erwarten war, besteht das Extremalmadell nun aus einem ho-
rizontalen Streifen in der HShe a lUber einer ideal-leitenden Platte,
Teil C von Fige2. AuBerhalb der Bereiche mit schwachen Magnetfeldern
stimmen die Felder von (8) und (C) gut Oberein. Deshalb ist (2.17)

auch fir hv > 1 eine gute N&herung: zm/A

hV th,I nach (2.17) exakt
2.0 1.0 0.0973 0.1027
2.0 0.5 0.1494 0.1534
2.0 0.0 0.1790 0.1822
1.5 1.0 0.1036 0.1057
145 0.5 0.2213 0.2225
1.5 0.0 0.3371 0.3376

Wie es ein muB, sind die zm/A-werte der erweiterten Modellklasse
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systematisch grdBer als fiir C1 allein.

Fige 3 gibt zm/A Flr hy und h_. Wenn nur hv gegeben ist, wdhlt man
den zm/A-wert far hz = 0, Wenn nur hz bekannt ist, muB der bei
Variation von hV resultierende maximale zm/A-MErt genaommen werden
(kurz gestrichelte Linie).

T T T T T
/ .05 <

Ihe|

08

06

04t

Fig. 3: Isolinien fdr z /A (Kurvenperameter)

3. Eine Anwendung

Fige &4 zeigt die in Zusammenarbeit mit Profl Dr. Schmucker neube-
stimmten Ubertragungsfunktionen flr das Ostprofil {ber die nord=-
deutsche Leitfdhigkeitsanamalie fliir T = 1800 s (Weidelt, 1978). FUr
die Interpretation durch ideale Leiter muB natilirlich d;e 90° -Phase
vernachldssigt werden. Fige 3 kann auf jeden Punkt des Profils an=-
gewandt werden; von geaphysikalischem Interesse ist jedoch nur der
kleinste resultierende zm/A-wert. Unter Beriicksichtigung der Fehler
liefert die Station FAL (Fallerslehen)

2. = (T2 > R 0Z)0 A



= 250 =

Identifiziert man A mit dem Schwerpunkt des induzierten naormalen
Stromsystems, der fir T = 1800 s etwa in 200 km Tiefe liegt, so
folgt, daB die Oberkante der Anamalie nicht tiefer als (242 6) km

liegen kann.

Fige bt

Neubestimmte

Ubertragungs=-
funktionen fir

das Schmucker-
sche Ostprofil

fdr T=1800 s aIB WIL GT FAL EBS KRC LEN
5 100 200 300 400km

T =1800s
in - phase

----- out-ot-phagse
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