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U. SCHMUCKER, Göttingen 

"Eindimensionale Interpretation logarithmischer Sondierungs

daten mit zusätzlicher Anpassung der Tiefen von Schichtgrenzen" 

1 . Einleitung 

the hier betrachtete eindimensionale Interpretation besteht 

darin, zu vorgegebenen Werten ("Daten'') y ± Sy Cn =1,2, ... N) n n 
einer elektromagnetischen Sondierungskurve y(f) eine passende 

Wid~rstandsverteilung p(z) zu finden. Dabei bezeichnet yn ei

nen Schätzwert von y(f) für die Frequenz f mit dem rms Fehler 
n 

öy. Die gesuchte Widerstandsverteilung soll durch Schätzwerte n 
x ± öx (m=1,2, ... M) der Modellparameter beschrieben werden. m m 
Es geht nun darum, y und x so zu formulieren, daß sie über n m 
einen linearen, modellunabhängigen Datenkern g miteinander nm 
verbunden werden: 

y 'n == z ~-n ·~ 
y: + t:, /'tl ( 1) 

'Y>"1 
'tM 

Lösungen von (1) in der Form 

x-.,.,., = ~ h,.,,,,,.., '/..,., 
~ 

.,,., i t (2) 
~ 

2 2.. '2. s )( "" ~ s 7_,, ,.,.,., 
"'"' 

-,.,,.,,, 

als Varianz der Schätzwerte x können z.B. durch Minimie- · 
m O . [2 __ +.) h d 

rung der quadratischen Anpassungsfehler 6yn -j i- nac er GAUSS-

sehen Methode der kleinsten Quadrate gewonnen werden. Es ist 

jedoch nicht die Absicht dieses Beitrags, solche Methoden zu 

beschreiben. Vielmehr soll dargestellt werden, in welcher Wei-

se das nicht-lineare eindimensionale Induktionsproblem am 

zweckmäßigsten im Sinne der Gl. (1) linearisiert werden kann, 

und zwar nach Möglichkeit ohne den Gebrauch partieller Ablei

tungen zur Berechnung von Verbesserungen für ein gewähltes 

Ausgangsmodell. 

+ ; ) [ ] bedeutet Summierung übern (oder m) 
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Wie eine solche Linearisierung bezüglich des Schichtwi der

standes als Modellparameter erreicht werden kann, ist im Pro

tokollband zum Grafrath-Kolloquium (SCHMUCKER, 1974) beschrie

ben worden. Wesentlich war dabei die Elnführung der "logarith
mischen Impedanz" 

"f-ll1J2) = ~ h {2(t-i. ) / 2 0 (f)z.)5 j C3> 

Z(f,z) ist die komplexe Impedanz des Feldes in Abhängigkeit 

der Frequenzfund der Tiefe z. Sie wird in der Definition 

von~ bezogen auf die Impedanz 

2o(1)zJ =-1 i.CA.Jro s(_-z.) 

eines homogenen Halbraums mit dem Widerstand p(z). 

(4) 

Die gesuchte Widerstandsverteilung p(z) wurde nun durch 

ein geschichtetes Modell in der Weise wiedergegeben, daß die 

Schichtdicken 

gen Skintiefe 
d in einem konstanten Verhältnis zur jeweilim 
l2p/wµ standen, daß also 

0 

cl,-r,/~ := d., 0 /
1f y

0
' ::: Con ,-t, (5) 

für m = 1,2, ... M -1 galt; p 
m ist der Widerstand in der m'ten 

Schicht und PM der Widerstand des homogenen Halbraums unter 

(M-1) Schichten. Im folgenden wird die Konstante: d als Schicht-
· .. . 0 . 

parameter bezeichnet; p ist eine Maßstabskonstante, also z.B. 
0 

Po = 1 s:2m. 

Im Abschnitt 2 wird noch einmal dargestellt, wie man aus 

den logarithmischen Impedanzen an der Erdoberfläche z = 0 die 

Schichtwiderstände ableiten kann. Gemäß der Bedingung Gl ~ (5) 

werden durch sie auch die Tiefen der Schichtgrenzen, 
Tl"l 

:i.,.,., ::; [ cf_ , =-
.t -rn 

'i7> == ·1-
(6) 

festgelegt (m = 1,2, ... M-1), wobei z die Tiefe der unteren · m 
Begren~ung der m'ten Schicht angibt (Abb . 1). 

In gewissen Fällen wird ein in dieser Weise in Schichten 

unterteiltes Modell der zu erwartenden "wahren" Tiefenvertei

lung p(z) bei begrenzter Zahl von Schichten nicht entspre-

chen können, wenn sich zum Beispiel p(z) sprunghaft ändert, wie 

:etwa an stratigraphischen Grenzen oder Diskordanzen im 

Deckgebirge . 

Um solchen Fällen Rechnung zu tragen, hat LARSEN (1975) 

die Ansätze (5) und (6) durch Gewichte wm so erweitert, daß 
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die Schichtgrenzen des resultierenden Widerstandsmodells in 

bestimmten Tiefen liegen: 
'n'I 

-Y Sm L 
. 

J ;7 cl-n, d..,o 
; 

d / 
::: l,y' IJo ' z = vv· 'T f -n,' "l"n .) 

1"n 0 j O • '?T'\ ...., 

In diesem Beitrag wird e i n neuer Algorithmus vorgestellt, 

in dem das eindimensionale I nduktionsproblem be_i v orgegebenen 

Schichtwiderständen bezüglich der Tiefen der Schi chtgrenzen 
z . ' 

z(z) = Jlp :-lp(z' )dz' 
o .·o 

in einem reduzierten Tiefenmaßstab 

linearisiert wird . Modellparameter der auf diesem U-Algorith-

mus aufbauenden Interpretation ist also die reduzierte Tiefe 
,.. 
z ..,,.. I_ cl~, ~ f o Jg~, : d..o f w -m' 

~ ~ 

für (M- 1) Schichtgrenzen . 

In Abschnitt 3 wird zunächst gezeigt, daß eine Linearis i e

rung bezüglich der Schichtdicken nicht zu einem genügendjtodell 

unabhängigen Datenkern führt. In·Abschnitt 4 wird der neue 

Algorithmus zur Bestimmung der reduzierten Tiefen zm abgelei 

tet, wobei sich der Gebrauch partieller Ableitungen nicht um

gehen läßt. Sie erweisen sich jedoch als näherungsweise nur 

von der Tiefe z einer . Schicht abhängig . In Abschnitt 5 werden 
m 

dann der ~-Algorithmus aus Abschnitt 2 und der U-Algorithmus 

aus Abschnitt 4 vereinigt, um verbesserte Schichtwiderstände 

und Schichtgrenzentiefen gemeinsam aus den Anpassungsfehlern 

eines Ausgangsmodells zu bestimmen. 

2 . ~ - Algorithmus 

Es sei Z(f,z) = E /H die Impedanz eines harmonisch os-x y . 
zillierenden elektromagne:tischen_ Feldes, das _in einem ge-

schichteten Leiter in Rich

tung der z-Achse nach unten 

diffundiert (Abb . 1) . Das 

Feld habe v erschwindend 

kleine Gra-
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dienten in x- und y-Richtung; es soll keine Vertikalkomponen

te des elektrischen Feldes besitzen. Bezeichnet z+ die Impem 
danz an der unteren Grenze der m'ten Schicht und Z die Imm 
pedanz an der oberen Grenze der gleichen Schicht, gelten fol-

gende Beziehungen Cm= 1,2, ... M-1): 
(7) 

mit 
o<-~ = -V ,i.<-Nf-" ol ? 

1 

J~ .. ' . ~ ...) .,..,..., , " und 

Gl. (7) folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der tangen-

tialen Feldkomponenten an Schichtgrenzen, Gl. (9) aus der 

Diffusionsgleichung für das elektromagnetische Feld (vgl. 

SCHMUCKER, 1970, S. 61 ff.). Die Impedanz an der oberen Be

grenzung des Halbraums (dM = 00 , pM endlich) ist 

Z~ = /iwµ
0 

PM 

Für die in Gl. ( 3) eingeführte logarithmische Impedanz 

ergeben sich aus (7) und ( 8) analoge Beziehungen: 
-+- /4, ) ,.._,., ::: "r' + ( f 'm +~ / f ~ (9) 
""" .,...,..,+-::i.. 

f:· ---i[u+ --'.So(,,,.., 
1 

"f' r 'tn 

:r + 
a,,-,l, ..,.,.,e. ( 10) 

= r ,n, 
= 

mit 
.,.,., 'tn ) lo_,.,,Ji --ö. { u_:, r 
u :: ta-.-, J..., { --r / lf- } :; ( ~ - z., ') I ( z. +- z o :) ( 11 ) 

Man verifiziert (10) am einfachsten, indem man Gl. (24) in 

Verbindung mit Gl. (11) benutzt. 

Für m = M gilt~~ = 0. In der aus der logarithmischen Im

pedanz abgeleiteten Größe U-t- wird gewissermaßen die "Reflek-
m 

tivität" der Grenzflächen ausgedrückt, also das komplexe Ver-

hältnis des "reflektierten" zu dem "transmittierten" Feldan

teil. Bei nicht zu großen Widerstandskontrasten ist der Be

trag der Reflektivität klein, d.h. 1u;I<< 1 und statt (10) 

kann näherungsweise 

e. (12) 

geschrieben werden, wie einer Reihenentwicklung der inversen 

hyperbolischen Tangensfunktionen unmittelbar zu entnehmen ist. 
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Führt man durch die Definition 

( 13) 

eine der logarithmischen Impedanz entsprechende log~rithmi

sche Widerstandsverteilung ein, lassen sich die Gl. (9) und · 

(10) zusammenfassen zur Rekursionsformel des ~-Algorithmus: ~= = 0 -rn ( '"'t' ~+-,,, + X-,,..,+ -1 - x-__,) (14) 

Wendet man sie auf den Oberflächenwert~~ an, so ergibt sich 

ein dem linearen Ansatz Gl. (1) entsprechender Zusammenhang 

zwischen Beobachtungsdaten yn '. _und Mode1lparametern xm: 

'/..,..., '= y: + X~ : ~ rj"l"I..,.,.., '>',,..,, (15) 
""' (n = 1,2, ... N) mit dem"Datenkern" 

~.,.,,.,.,= r .... ?~ai···· t=-~ c/1-a--,., ... J. 
Der Index n soll ausdrücken, daß die logarithmische Impedanz 

~; für die n'te Frequenz (fn) gemeint ist. 

Die durch Gl. (15) definierten Daten lassen sich in ein

facher Form auf dem CAGNIARDschen scheinbaren spezifischen 

Widerstand p und die Phase~ der Impedanz für die Frequenz an n 
f zurückführen. Setzt man die Definition p = lzj 2/wµ und 

n a o 
~=arg {Z} für z = 0 in (3) ein, so erhält man 

Der Datenkern g in Gl. (15) ist dann im Sinne der Nähenm 
rung Gl. (12) modellunabhängig, wenn die Zusatzbedingung 

Gl. (5) erfüllt ist. Sie ergibt wegen 

ö,.,.,, ~ .c:xp [ - ~ l<o d.0 1· -m.:t ( 17) 

einen näherungsweise nur von der Frequenz und dem Schicht

parameter d abhängigen Datenkern. Die Lösung der Gl. (15) 
0 

muß iterativ erfolgen. Nach der ersten, mit der Näherung 

Gl. (17) erfolgten Rechnung werden nach Gl. (10) zu dem er

haltenen Modell exakt passende Datenkerne gewonnen und mit 

ihnen die Rechnung wiederholt . 

Erfahrungsgemäß konvergiert die Lösung nach wenigen Ite

rationen, wenn sie für den gewählten Schichtparameter d 
0 

überhaupt konvergiert. Durch Probieren wird dieser so fest-

gelegt, daß sich für eine vorgegebene Zahl von Schichten 

der kleinstmögliche Anpassungsfehler [6x 21 ergibt. 
m 
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3. ~-Algorithmus 

Zur Linearisierung des Induktionsproblems, wenn die Schicht

dicken d die gesuchten Modellparameter sind, bietet sich zu-
m 

nächst ein von LIPSKAYA eingeführter Algorithmus an: 

Es sei: 
= t~ h -✓J. [ Z / 2 

0 
~ = - J k, {- U } • < 18) 

Dann lauten 

Beziehungen 

für~ die aus den Gl. (7) und (8) abgeleiteten 
m 

p+ == to.-,,, l-, - --1 { -!J 'YTiM / f 'm 

$+ . + °' . 

( 1 9) 

(20) 
_.,..,... ,,..,., 

Schreibt man sie für m = 1,2, ... M-1 in der Form 

- - -+ 1 / <P -::: <!D + < - 0.---rn -,yy, _.,.,.,., "' 

mit K ~ = . iwµ / p , so erhält man eine zu Gl. ( 14) analoge 
m o m 

Rekursionsformel 

cf.:= 
1 p f<' d..,..,,, { 21 ) 

0-m -t- .,...,.., 
-rr,-+...., 

Sie ergibt für das lineare Gleichungssystem 
M-1 _,., , , p 1 , , 

t""" L \' / ..- , cL 
'/ 'Yl 

= - r,,, 02.··· · ÖM-"'.I, ij SM fl'\--1 ' J,1.,,,..., (22) - L ,,., 'h1 ,,,., 

den Datenkern 

Dieser Datenkern ist jedoch auch nicht näherungsweise unab

hängig formulierbar von den Schichtdicken d . Eine Lösung m 
von Gl. (22) würde also durch alle Parameter des Ausgangs-

modells bestimmt werden. Damit scheidet der ~-Algorithmus 

zur Berechnung der Schichtdicken aus. 

4. U-Algorithmus 

Die in Abschnitt 3 gestellte Aufgabe läßt sich anschei

nend nur mit Hilfe partieller Ableitungen lösen. Dies kann 

entweder durch Differentation der Datenkerne des ~-Algorith

mus bezüglich der Schichtdicken geschehen oder aber durch 

eine Differentation in der noch abzuleitenden Rekursionsfor

mel für U (vgl. Gl. 11). Für U gelten nach(~) und (20) 
m m 

(23) 



+ u e. 
'lT1 

wen~ man die Beziehung 
- .;,_ ~ ü = e. -
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) 

zwischen~ und U in Gl. (20) einsetzt . 

Gl. (23) sei in der Form 

$' . .,..,.., 
geschrieben, wobei sich für nicht zu große Widerstandskon

traste die modellfreie Näherung 

(24) 

(25) 

( 23a) 

g-n--i ~ ~ C.-, ( f ,,.,,~,.., ! J~) c2G> 
ergibt. Die Rekursionsformel des U-Algorithmus lautet mit 

diesen Bezeichnungen 

U,,,.,,., -= ( U ·'h-1+..-, 1" 
(27) 

mit u~ = o, woraus sich der Oberflächenwert von u für z = 0 
M-~ :2..(o< +o<. .. . . <>Z,,.,, ) 
2 i 

,.... ..., 2. 

1 ' u,,, ::: Cl e. 
" '7n 

ableiten läßt. 

Als Modellparameter bietet sich offensichtlich die redu

zierte Tiefe der Schichtgrenzen, 
.,.,.., n, 

A /. d. ~ f~ / f.,,, 1 
z = = do 2 w 1 

(28) 
71'1 

an, da dann 

~.., -T 

und somit 

.,.,,, C 1. 

gerade gilt 

M-~ ~ 

-.:::;- - .2..Ko -z. u,,., = :;- s,.,.,,, ~ -rn 

Ä 

z..,..,.., 

,., "'"' 

Da ö fast nur von den logarithmischen Widerstandsverhältnism 
sen abhängt, ergibt Differentation nach z in guter Näherung 

m 

0 

Nunmehr werden für ein gewähltes Ausgangsmodell syntheti

sche Werte für U~ berechnet. Ihr Anpassungsfehler für die 

n'te Frequenz sei 6u . Sie sollen durch Verbesserungen 6z 
n m 

der reduzierten Schichttiefen in linearer Näherung besei-

tigt werden ; Das lineare Gleichungssystem zur Berechnung d i eser 

Verbesserungen aus den Anpassungsfehlern lautet A 

1'1-1. M·-1 _ .:J.. k6 z.....,., 1' 

6 U = \ q 
11 

6 ~ = - ). k
0 

2. S e., Q z.'I'>, 
1, L d11-ni ....,.,., · - ·/) ,,..,, 

...., 

( 2 9) 

~it einem fast nur von der jeweiligen reduzierten Schichtgren

zentiefe z abhängigem Datenk ern g" . m nm 
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5. Kombinierter~ und U-Algorithmus 

Nach dem in Abschnitt 2 beschriebenen Verfahren soll ein 

Ausgangsmodell gefunden worden sein, daß durch Verbesserun

gen der logarithmischen Widerstandsverteilung x =ln(p /p) 
A m m m o 

und der reduzierten Tiefen z = d r w .. 1 noch genauer an vor-
- m o 1 m 
gegebene Daten angepaßt werden soll. Der Anpassungsfehler 

fü · A ( 1 ) d . . f .. u- . A ( 1 ) D h D. ff r yn sei uYn· - , erJenige ur 1 sei uun . urc i e-

rentation nach y erhält man n 

so daß für kleine Anpassungsfehler 

4LJ.,..."' i [ A - (LJA• ) ;. J 6/'t-1 
gesetzt werden darf. 

Für Verbesserungen von x gewinnt man den zugehörigen Da
m 

tenkern durch Different_ation von Gl. (15) nach x , für jene m 
A 

von z ist bereits Gl. (29) abgeleitet worden . . Insgesamt lau
m 

tet das zu lösende System linearer Gleichungen 

+ 

(n = 1,2, ... N)i Die (2M-1) Verbesserungen der Modellparame-
A • 

ter x und z werden daraus nach der Methode der kleinsten m m · 
Quadrate durch Minimierung von [jt.y;2 ) 1

2] gewonnen. Ist 

(2M-1) in der Größenordnung von N, ist eine Stabilisierung 

der Lösung z.B. nach MARQUARDT erforderlich (MÜLLER, 1974; 

Gl. 9). 
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