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U. SCHMUCKER, GOttingen

"Eindimensionale Interpretation logarithmischer Sondierungs-

daten mit zusdtzlicher Anpassung der Tiefen von Schichtgrenzen"

1. Einleitung

Die hier betrachtete eindimensionale Interpretation besteht
darin, zu vorgegebenen Werten ("Daten") vy, * Syn(n=1,2,... N)
einer elektromagnetischen Sondierungskurve y(f) eine passende
Widerstandsverteilung p(z) zu finden. Dabei bezeichnet L ei-
nen Schdtzwert von y(f) flir die Frequenz fn mit dem rms Fehler
6yn. Die gesuchte Widerstandsverteilung soll durch Schdtzwerte
X0 + 6xm(m=1,2,... M) der Modellparameter beschrieben werden.
Es geht nun darum,_yn und X 80 zu formulieren, daR® sie Uber
einen linearen, modellunabhdngigen Datenkern B miteinander

verbunden werden:

Yoo * L B B ® Ay, ()
L8sungen von (1) in der Form
<, = & h,__ y
-

-

(2)

™
gl

Sw_ = 2 ho_ &y,

als Varianz der Schitzwerte X k&nnen z.B. durch Minimie--

- )

"
rung der quadratischen Anpassungsfehler*UAyﬁl.J;. nach der GAUSS-

schen Methode der kleinsten Quadrate gewonnen werden. Es ist
jedoch nicht die Absicht dieses Beitrags, solche Methoden zu
beschreiben. Vielmehr soll dargestellt werden, in welcher Wei-
se das nicht-lineare eindimensionale Induktionsproblem am
zweckmdRigsten im Sinne der Gl. (1) linearisiert werden kann,
und zwar nach Mdglichkeit ohne den Gebrauch partieller Ablei-
tungen zur Berechnung von Verbesserungen fiir ein gewdhltes

Ausgangsmodell.

+:)[ ] bedeutet Summierung Uber n (oder m)
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Wie eine solche Linearisierung beziiglich des Schichtwider-
standes als Modellparameter erreicht werden kann, ist im Pro-
tokollband zum Grafrath-Kolloquium (SCHMUCKER, 1974) beschrie-
ben worden. Wesentlich war dabei die Einfihrung der "logarith-
mischen Impedanz"

Y4,2)= 2o {2(4,2)/ 2, (4,2)} (3)
Z(f,z) ist die komplexe Impedanz des Feldes in Abhdngigkeit
der Frequenz f und der Tiefe z. Sie wird in der Definition
von Yy bezogen auf die Impedanz

2. (2} popegen’ &

eines homogenen Halbraums mit dem Widerstand p(z).

Die gesuchte Widerstandsverteilung p(z) wurde nun durch
ein geschichtetes Modell in der Weise wiedergegeben, daB die
Schichtdicken dm in einem konstanten Verh#ltnis zur jeweili-
gen Skintiefe /§E7aﬂg-standen, daB also

4_"_. /‘{ g'm = ch / “*} fo = const. (3)
fir m = 1,2,... M -1 galt; P ist der Widerstand in der m'ten

Schicht und Py der Widerstand des homogenen Halbraums unter
(M-1) Schichten. Im folgenden wird die Konstante'd_ als Schicht-
parameter bezeichnet; Ps ist eine MaBstabskonstante, also z.B.

Py = 1 QOm.

Im Abschnitt 2 wird noch einmal dargestellt, wie man aus
den logarithmischen Impedanzen an der Erdoberfliche z = 0 die
Schichtwiderstdnde ableiten kann. GemiR der Bedingung Gl. (5)

werden durch sie auch die Tiefen der Schichtgrenzen,
™ ™
Zm = rZ &'TH’ = QLO vaﬂn' /JDQ (6)
m'e &

festgelegt (m = 1,2,...M-1), wobei z_ die Tiefe der unteren
Begrenzung der m'ten Schicht angibt (Abb. 1).

In gewissen Fdllen wird ein in dieser Weise in Schichten
unterteiltes Modell der zu erwartenden "wahren" Tiefenvertei-
lung p(z) bei begrenzter Zahl von Schichten nicht entspre-
chen k&nnen, wenn sich zum Beispiel p(z) sprunghaft dndert, wie
‘etwa an stratigraphischen Grenzen oder Diskordanzen im
Deckgebirge

Um solchen Fdllen Rechnung zu tragen, hat LARSEN (1975)
die Ansdtze (5) und (6) durch Gewichte W SO erweitert, daR
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die Schichtgrenzen des resultierenden Widerstandsmodells in
bestimmten Tiefen liegen: '

d'm = W C{’c ‘/f'm fjfo 5 z,m ='C£o

! .
W._?nl -yf"'m,F /j?:; .

SN3

In diesem Beitrag wird ein neuer Algorithmus vorgestellt,
in dem das eindimensionale Induktionsproblem bei vorgegebenen
Schichtwiderstdnden beziiglich der Tiefen deg Schichtgrenzen
in einem reduzierten TiefenmaBstab 2Z(z) = g/géﬁp(z'fdz'
linearisiert wird. Modellparameter der auf diesem U-Algorith-
mus aufbauenden Interpretation ist also die reduzierte Tiefe

211'\ = Z d‘ﬂrn'.i fc/fm‘ '= d.o ; W’h‘!l

fir (M-1) Schichtgrenzen.

In Abschnitt 3 wird zundchst gezeigt, dak eine Linearisie-
rung bezliglich der Schichtdicken nicht zu einem genﬁgendwpodell~
unabhdngigen Datenkern fihrt. In Abschnitt % wird der neue
Algorithmus zur Bestimmung der reduzierten Tiefen ﬁm abgelei-
tet, wobei sich der Gebrauch partieller Ableitungen nicht um-
gehen 1ldRt. Sie erweisen sich jedoch als n&herungsweise nur
von der Tiefe Em einer - Schicht abh&ngig. In Abschnitt 5 werden
dann der Y-Algorithmus aus Abschnitt 2 und der U-Algorithmus
aus Abschnitt 4 vereinigt, um verbesserte Schichtwiderstéinde
und Schichtgrénzentiefen gemeinsam aus den Anpassungsfehlern
eines Ausgangsmodells zu bestimmen.

2. Y-Algorithmus

Es sei Z(f,z) = EX/Hy die Impedanz eines harmonisch os-

zillierenden elektromagnetischen Feldes, das in einem ge-

schichteten Leiter in Rich-

: 7
tung der z-Achse nach unten X‘//
diffundiert (Abb.1). Das ' y -
Feld habe verschwindend 0 R T R TR TR T T e S
kleine Gra- 0, Ex
Z, —_———_ — = X -
Z o o
Abb.1 | l Hy
Z, e e e G R RS
P3
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dienten in x- und y-Richtung; es soll keine Vertikalkomponen-
te des elektrischen Feldes besitzen. Bezeichnet Z; die Impe-
danz an der unteren Grenze der m'ten Schicht und Zg die Im-

pedanz an der oberen Grenze der gleichen Schicht, gelten fol-

gende Beziehungen (m = 1,2,... M-1):
=" -z (7)
B e e B
mit _ :
o( -Vt.c.u[u\ /S’*ﬁ CL‘m und "Zc:’/iwf'i f'rn .

Gl. (7) folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der tangen-
tialen Feldkomponenten an Schichtgrenzen, Gl. (9) aus der
Diffusionsgleichung filr das elektromagnetische Feld (vgl.
SCHMUCKER, 1970, S. 61 ff.). Die Impedanz an der oberen Be-
grenzung des Halbraums (dM = ®, Py endlich) ist

Zy = /1muo Py

Fiir die in 61. (3) eingeflihrte logarithmische Impedanz

ergeben sich aus (7) und (8) analoge Beziehungen:

-—

wos v e (g ) L2

T4

-~
- et Eaen U e (40
I A N B ria
U = Zenmh{¥/s1- (Z z)/(z+z Y. (11)

Man verifiziert (10) am einfachsten, indem man Gl. (24) in
Verbindung mit Gl. (11) benutzt.

Fiir m = M gilt Tﬁ = 0. In der aus der logarithmischen Im-
pedanz abgeleiteten GrdfRe U; wird gewissermafen die "Reflek-
tivitdt" der Grenzfldchen ausgedriickt, also das komplexe Ver-
h&dltnis des "reflektierten" zu dem "transmittierten" Feldan-
teil. Bei nicht zu grofen Widerstandskontrasten ist der Be-
trag der Reflektivitdt klein, d.h. |UT|<< 1 und statt (10)

kann n&herungsweise

Y. = e T+ Of[lU kg i (12)

geschrieben werden, wie einer Reihenentwicklung der inversen

2L

hyperbolischen Tangensfunktionen unmittelbar zu entnehmen ist.
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Fihrt man durch die Definition g
x(2) = e L5 /peT, %o = Ao fm [f0) (13)
eine der logarithmischen Impedanz entsprechende logarithmi-
sche Widerstandsverteilung ein, lassen sich die Gl. (9) und

(10) zusammenfassen zur Rekursionsformel des ¥-Algorithmus:

?'rn = Kv‘m C“f,’f'h—-l—/) = xﬂh+f_1_ - X:"'H ) - (14)
Wendet man sie auf den Oberflichenwert WE an, so ergibt sich
ein dem linearen Ansatz Gl. (1) entsprechender Zusammenhang
zwischen Beobachtungsdaten yn_und Modellparametern B

\/'r\ = F\f“ +x, = “é 3""‘"’"" ’)‘,’m {15)
(n = 1,2,... N) mit dem"Datenkern"

N §= sz’a"" Xv”""‘/'- (n-a“"")’

Der Index n soll ausdriicken, daB die logarithmische Impedanz
?I fiir die n'te Frequenz (fn) gemeint ist.

Die durch Gl. (15) definierten Daten lassen sich in ein-
facher Form auf dem CAGNIARDschen scheinbaren spezifiéchen
Widerstand Plass und die Phase ¢, der Impedanz flr die Frequenz
f,, zurlckfihren. Setzt man die Definition p_ = [Z[zlwuo und

¢ = arg {Z} ftir z = 0 in (3) ein, so erhilt man

Vo m Yy 0) # b 5O g Y= Lo fgan (72 25, 5 ) 01O)
Der Datenkern gnm in G1. (15) ist dann im Sinne der N&he-
rung Gl. (12) modellunabhdngig, wenn die Zusatzbedingung
Gl. (5) erflillt ist. Sie ergibt wegen
yoon opfm akd y it K= te p(p,

einen n&herungsweise nur von der Frequenz und dem Schicht-

(17)

parameter d_ abhdngigen Datenkern. Die L&sung der G1l. (15)
muR ilterativ erfolgen. Nach der ersten, mit der N&herung
Gl. (17) erfolgten Rechnung werden nach Gl. (10) zu dem er-
haltenen Modell exakt passende Datenkerne gewonnen und mit

ihnen die Rechnung wiederholt.

ErfahrungsgemdR konvergiert die L&sung nach wenigen Ite-
rationen, wenn sie fiir den gewdhlten Schichtparameter dO
Uberhaupt konvergiert. Durch Probieren wird dieser so fest-
gelegt, daR sich flr eine vorgegebene Zahl von Schichten

der kleinstmdgliche Anpassungsfehler [Axé] ergibt.




3. &-Algorithmus

Zur Linearisierung des Induktionsproblems, wenn die Schicht-
dicken dm die gesuchten Modellparameter sind, bietet sich zu-
nichst ein von LIPSKAYA eingefiihrter Algorithmus an:

Es sei: S o
F o« tam*flz.} - -2 L 1-UY . (19)
Dann lauten filr @m die aus den Gl. (7) und (8) abgeleiteten
Beziehungen
+_ e T e = (19)
?_‘m = tawh {../f,mm /fm i%L(?WM)}
= Pl oA . (20}
Schreibt man sie fir m = 1,2,... M-1 in der Form
* ] &;'
ém r""" )
mit K£'= ,imuo/pm, so erhidlt man eine zu Gl1. (14) analoge
Rekursionsformel > 634
El- v Lot Kt
Sie ergibt fir das lineare Gleichungssystem s

- . S P —

% !

MRS 3 O LT R

den Datenkern

cL,m (22)

gﬁm = Yi Y% TTI - .

Dieser Datenkern ist jedoch auch nicht n&herungsweise unab-
hingig formulierbar von den Schichtdicken dm' Eine Ldsung
von Gl. (22) wiirde also durch alle Parameter des Ausgangs-
modells bestimmt werden. Damit scheidet der d-Algorithmus

zur Berechnung der Schichtdicken aus.

4, U-Algorithmus

Die in Abschnitt 3 gestellte Aufgabe 1&Rt sich anschei-
nend nur mit Hilfe partieller Ableitungen l&sen. Dies kann
entweder durch Differentation der Datenkerne des ¥-Algorith-
mus beziiglich der Schichtdicken geschehen oder aber durch
eine Differentation in der noch abzuleitenden Rekursionsfor-
mel fir U (vgl. G1. 11). Fir U_ gelten nach (9) und (20)

+

W= tanh (& (s Jfm) #Eeh OO ) F

Tm +
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U_ = U._ e (24)

wenn man die Beziehung

Uy =-e *¥ (25)

zwischen & und U in Gl. (20) einsetzt.

Gl. (23) sei in der Form (23a)
+ -

geschrieben, wobei sich fiir nicht zu grofe Widerstandskon-
traste die modellfreie N&herung

S ® % oo (Frman { fm) (26)
ergibt. Die Rekursionsformel des U-Algorithmus lautet mit

diesen Bezeichnungen

=2, ~ 2
~ = . 5 ' (27)
U’H'! - CU%-\'A ¥ g’?‘n ) o
mit U& = 0, woraus sich der Oberflichenwert von U fiir z = 0
- s _l(ﬂﬂ*c{"'-"&( )

U:E{ . N

Pl

!

Als Modellparameter bietet sich offensichtlich die redu-

ableiten 1EBt.

zierte Tiefe der Schichtgrenzen,

m
A
= // d ﬂ/ (28)
Zm /p 42 th;
an, da dann gerade gilt
Sy 4 o= - 2K, =,
und somit Mea o
= = - K, =
u = Z S < - a
Pl T

-y
Da Gm fast nur von den logarithmischen Widerstandsverh&ltnis-

sen abhdngt, ergibt Differentation nach ﬁm in guter N&herung

SUA/QQ = —J\Ko S% C_-J'K‘-’Z'hﬂ

Nunmehr werden flir ein gewdhltes Ausgangsmodell syntheti-
sche Werte filr UI berechnet. Thr Anpassungsfehler fiir die
n'te Frequenz sei Aun. Sie sollen durch Verbesserungen Aﬁm
der reduzierten Schichttiefen in linearer N&Zherung besei-

tigt werden. Das lineare Gleichungssystem zur Berechnung dieser

Verbesserungen aus den Anpassungsfehlern lautet 2
iy 2K,

M-a _
Z g;w Agﬁ = =2 K, 2 gfmﬂ AZ . (29)

mit einem fast nur von der jeweiligen reduzierten Schichtgren-

zentiefe Em abhdngigem Datenkern g"

nm’
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5. Kombinierter ¥ und U-Algorithmus

Nach dem in Abschnitt 2 beschriebenen Verfahren soll ein
Ausgangsmodell gefunden worden sein, daB durch Verbesserun-
. gen der logarithmischen Wlderstandsvertellung *x 'ln(p /p )

und der reduzierten Tiefen z = d Z wm,noch geﬁauer an vor-
gegebene Daten angepalt werden soll Der Anpassungsfehler
fiir Fa sei Ay( ), derjenige fir U1 sel Auél). Durch Diffe-

rentatlon nach ¥ erhdlt man

a'.UA-/a’-r = %{émh(%[:?ﬂ"xﬂ]J} = [/" ""(U,:)lj/q")

so daf fiir kleine Anpassungsfehler -
QU.,.‘= % {/f - (UA—)- %AY‘"
gesetzt werden darf.

' Fiir Verbesserungen von xm'gewinnt man den zugehdrigen Da-
tenkern durch Differentation von Gl. (15) nach X s fir jene
von Em ist bereits Gl. (29) abgeleitet worden. Insgesamt lau-

tet das zu l&sende System llnearer Gleichungen

‘- )
K.
ng,, x_ - Zg.h.,,, Az o+ By

}-—(U‘l

(n = 1,2,... N). Die (2M-1) Verbesserungen der Modellparame-
ter xm und 2m werden daraus nach der Methode der kleinsten
Quadrate durch Minimierung von []Ay§2)12] gewonnen. Ist
(2M-1) in der GrdRenordnung von N, ist eine Stabilisierung
der L&sung z.B. nach MARQUARDT erforderlich (MULLER, 197i4;
81.. 9).
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