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Dipl.-Phys. P. WEIDELT, Gottingen

“"Ein Verfahren zur direkten Bestimmung der Leitf&higkeits-
verteilung in einem horizontal geschichteten Leiter"

Mattwoch, den 5, 3. 1969

1. Einleitung

Das am besten definierte Problem im Bereich der erdmagne-
tischen Tiefensondierung ist die Ermittlung der Leitfdhigkeits-
verteilung eines horizontal geschichteten Leiters aus dem Fre-
quenzverhalten des an gseiner Oberfldche gemessenen elektro-
magnetischen Feldes. Im folgenden wird ein Formalismus beschrie-
ben, mit dessen Hilfe sich direkt, d.h. mit einem Minimum an
Modellvorstellungen, die Leitf&higkeitsverteilung im Unter-
grund bestimmen 14Rt. Die Aufgabe 18Rt sich so formulieren:

In einem Leiter, dessen Leitfdhigkeit o nur von der Tiefe z
abhidnge, induziere ein zeitlich variables homogenes &duReres
Magnetfeld elektrische Strme. Gegeben sei dann die Oberflidchen-
impedanz des Leiters, d.h. das Verhdltnis von elektrischem zu
magnetischem Feld an der Oberfldche (m8glichst mit Betrag und
Phase), als Funktion der Frequenz o des duBeren Feldes. Ge-

sucht ist die Leitf&higkeitsfunktion 6(z). (Ein homo gene s
suBeres Feld wurde nur zur Vereinfachung der Darstellung vor-
ausgesetzt. Im Prinzip kann ein duBeres Feld beliebiger, aber
bekannter Inhomogenitdt benutzt werden.)

Die ersten Ansdtze zur exakten Losung der gestellten Auf-
gabe stammen von SIEBERT (1964) und in modifizierter Form von
CHETAEV (1966). In beiden Arbeiten fiihrt der L&sungsweg iiber
Reihendarstellungen, die nur flir hShere Frequenzen konvergent
(oder zumindest semikonvergent) sind. Durch die Beschr&nkung
auf hohe Frequenzen ist jedoch auch die "Tiefenwirkung' der
vorgeschlagenen Verfahren begrenzt. - Die im folgenden verwen-
dete Methode ist im Kern nicht neu. Sie wurde um 1950 von den
beiden russischen Mathematikern I.M. GEL'FAND und B.M. LEVITAN
als Bestandteil einer weiterreichenden Theorie filr ein verwandtes
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Umkehrproblem in der quantenmechanischen Streutheorie ent-
wickelt. Eine zusammenfassende Darstellung dieser Arbeiten
findet sich bei FADDEYEV (1963) und NEWTON (1966). Neu ist
lediglich die Anpassung der bereits vorhandenen Theorie an
die Problemstellung der Tiefensondierung.

2. Die analytischen Eigenschaften der Impedanz

Da im folgenden wesentlich von dem analytischen Verhal-
ten der Impedanz in der komplexen w-~Ebene Gebrauch gemacht
wird, seien einige Bemerkungen hieriiber an den Anfang gestellt.
Macht man fiir die nicht verschwindenden Komponenten des elek-
trischen Feldes Ey bzw. magnetischen Feldes HX die Ansdtze

Ey(z,t) = Im {E(2) eiwt} bzw. H (z,t) = Im {H(z)eiwt},

so ergeben sich aus den Maxwellschen Gleichungen und dem Ohm-
schen Gesetz flir die beiden komplexen Amplituden E(z) und H(z)
die Gleichungen

HL (2) atz) Elz): . ¢

1]

E!' (z) Ay Hiz) )

o
(Der Strich bedeutet die Ableitung nach dem Argument.) Daraus
folpgt.als Grundgleichung fir das elektrische Feld

B! tlz) o= iwuoo(z) Bz (i

Multipliziert man (3) mit der konjugiert-komplexen L8sung
£¥(2z) und integriert {iber z von O bis », so erhdlt man nach
partieller Integration des linken Terms

E'(=)E¥(=) - E'(O)E¥(0) = “|E'(z)|2+iwu o(2)[E(2)|%} dz.
. o
Eine n#here Untersuchung zeigt, daB die Differentialglei-

chung (3) stets im Unendlichen verschwindende L&sungen besitzt,
wenn o(z) nicht stdrker als mit 2" abnimmt. Dabei verschwin-
den die Losungen nicht nur fiir reelles w, sondern fiir alle w
in der komplexen Ebene mit Ausnahme der positiv-imagin&ren
Achse. Hier oszillieren sie, ohne daB sich ihre Amplitude zu
vermindern braucht. Da die rechte Seite von (4) filr kein w
auRerhalb der positiv-imagindren Achse verschwinden kann, k&nnen
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hier auch weder E(O) noch E'(Q) gleich null werden. Die etwas
modifizierte Impedanz

B(0 ., w) E {8 w)

2Uu)es = Sop EommD) Y BT (5)

ist somit auRerhalb der positiv-imagindren Achse eine analy-

t+ische Funktion von «j; sie besitzt hier auch keine Nullstellen.
Auf der positiv-imagindren Achse Jedoch liegen Pole oder Ver-
zweigungspunkte. Springt z.B. die Leitfdhigkeit in der Tiefe

z = diyones:=go. aufgdi=T250s0 ist Z(w) = (1wu 9, ) EV tanh

(v 1wu o .d). Die Impedanz besitzt hier also elne unendllche
Reihe von Polen an den Stellen o= 1(2n-1) T /(uu A d )5
n=1, 2, ... Bel Vergrdferung von d wird die Dichte der Pole
auf der positiv-imagindren Achse immer gréfRer, und 'im Grenz-
fall eines homogenen Halbraums (d»=) sind die Pole durch einen

Verzweigungsschnitt von w = O nach w = i~ 2u ersetzen.

Das analytische Verhalten der Impedanz hat Konsequenzen,
die zwar im folgenden nicht weiter verwendet werden, aber von
prinzipiellem Interesse sind. Zundchst lassen sich wegen der
Aquivalenz zwischen Funktionentheorie und zweidimensionaler
Potentialtheorie vertraute Ergebnisse der Potentialtheorie
heranziehen, um Umrechnungsformeln zwischen Real- und Imagi-
niarteil von Z(w) anzugeben. Dabei entspricht der Realteil von
Z(w) der magnetischen Horizontalkomponente, der Imagindrteil
der Vertikalkomponente. Die Pole von Z(w) entsprechen Linien-
stromen, der Verzweigungsschnitt ist einem Flédchenstrom variab-
ler Stromdichte &quivalent. Das auf der reellen w-Achse beob-
achtete "Feld" ist deshalb "&uReren" Ursprungs, d.h. die Quel-
len liegen in der oberen Halbebene. Aus (4) und (5) folgt
7(-w Ty = Z*(w), so daR das Feld {berdies eine Symmetrie be=-
sitzt (die sich auch schon aus der Lage der Quellen ergibt).
Ferner verschwindet das Feld im Unendlichen, da sich die Impe-
danz fir groBes |w| auBerhalb der positiv-imagindren Achse dem
Halbraumwert (1wuoo(0)) ~1/2 ndhert. Flir reelles v gelte “(w) =
g(w) + ih(w). Dann ist g(-w) = g(w) und h(-w) = -h(w), Mit Hil~
fe der bekannten Umrechnungsformeln fiir die Komponenten eines
superen Magnetfeldes (SIEBERT und KERTZ, 1957) ergibt sich
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+ ©
- 1 hix) il 2 x h(x)
elu) fu- = f S ARP T f S dx
X =W
- OO o
+ ©
& A g(x) dx _ 2w (%)
hGu)is | = { e e )[ _g-—?xznm b i
- 00 (0]

Formeln des obigen Typs sind in vielen Bereichen der Phy-
sik gebrduchlich und werden im allgemeinen als D i s per =
s ionsrelationen bezeichnet. Sie lassen sich auch
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen aus dem Kausalitdtsprin-
zip ableiten (vgl. etwa LANDAU und LIFSCHITZ 1867, Bd. 8, § 62
und § 67). Auch verschiedene andere in der Tiefensondierung be-
nutzte Funktionen (z,B. die Induktionsfunktionen) gehorchen
derartigen Relationen. Die Funktionen miissen jedoch so defi-~
niert sein, daB sie fir groBes |w| verschwinden. - Umrechnungs-
formeln lassen sich ebenfalls flir Betrag und Phase der Impe-
danz angeben. DaB hier Beziehungen bestehen miissen, folgt schon
aus der Tatsache, daR sich im Prinzip aus dem scheinbaren Wi-
derstand p_(uw) = wuolz(w)l2 nach der CAGNIARDschen Methode die
Leitfdhigkeitsverteilung gewinnen 1&BRt, aus der dann durch Be-
yrechnung von E(z) die Phasen bestimmt werden k&nnen. Da Z(w)
auBerhalb der positiv-imagindren Achse weder Pole noch Null-
stellen hat, ist dort log (Z(w)Y iwuoo(O)) analytisch und ver=-
schwindet im Unendlichen. Ist log Z = log |Z| + iy, so gilt

i
]

v(w) e 7

X -w

%-sgn S f log (|2(x)]/%) SR
o

£[=

w dx
sgn o + — } log p (%) —— ,
o X -w

™ 4 2 o0

log|2Cw)| = - log Yuu o(0) - 2 f (p(x) + Iy X dx
)
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Flir den Zusammenhang zwischen Phase y und scheinbarem Wider-
stand p_ folgt hieraus noch eine einfache Niherungsformel.
Macht man (flir w>0) die Substitution w = ¢ eu, X = ce’ und

integriert partiell, so ergibt sich

+o +o
dlog ps(v)

ki av el V=u
y(u)tn/u= 5= f log p (V) RSN COSRY T f = *log|tanh —»r|d

- 00 s

Da sich log|tanh x| so d&hnlich wie eine Deltafunktion verhilt,
tragen nur die Werte von dlog ps/dv in der Umgebung von v = u
wesentlich zum Integral bei. Zieht man deshalb diese Funktion
vor das Integralzeichen und beachtet

+»
2
v=u
f log|tanh —=|dv = - %—
dlog p (u) dlog ps(w) dlog o _(T)
und du ® diog o " T TdTcg T >

wobei T die Periode ist, so erhdlt man als Niherungsformel

dlog pS(T)

v(T) = - o/ (1 + Aes T

)

Bei der Uiblichen doppeltlogarithmischen Auftragung der Son-
dierungskurve ist dlog p_/dlog T gerade ihre Steigung. (Wenn ¢
der Phasenwinkel zwischen E und H ist, besteht nach Gl. (5)
die Beziehung |¢| = n/2 + y.)-Hat man die M8glichkeit, Real-

u n d Imagindrteil der Impedanz iUber einen gréBeren Frequenz-
bereich zu bestimmenso lassen sich die mit mehr oder weniger
grofen Meffehlern behafteten GrdRen in sich konsistent machen,
wenn man nach einer potentialtheoretischen Trennung in inneren
und duBeren Anteil nur den duBeren Anteil beriicksichtigt, da
allein dieser bei exakten MeRwerten vorhanden sein darf. Die
neuen Grofen é und ﬂ bestimmen sich demnach aus den alten

Gréhen g und h durch

L 1 { xn
3w = § g -1 ]{ xb(x) 4,
X =W
(o]
fi(w) = 3 hiw) + & f £ 4,

2 -
o w
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3, Transformation der Grundgleichung

Anstelle der im vorigen Abschnitt verwendeten Impedanz Z(w)
wird jetzt zweckmdRig deren Kehrwert

E'(0,u)

alw) = - m (6)

verwendet. Da Z(w) auBerhalb der positiv-imagindren Achse null-
stellenfrei war, besitzt a(w) dort keine Pole. Nach Gl. (4)
l1iegt die komplexe Zahl a(w) flir positive Frequenzen im 1. Qua-
dranten (wenn ein Leitfdhigkeitsabfall stédrker als z-2 ausge-
schlossen wird). Das Problem besteht darin, aus der Kenntnis
von a(w) flr positives w die Leitf&higkeitsfunktion o(z) in

Gl. (3) zu rekonstruieren. Die Grundgleichung (3) wird durch
die folgenden Substitutionen in eine neue Dgl. transformiert.

z > x:f;’—TﬂTg(o)dw, (7)

0]
L
o(z) » u(x) = g(g) (u0) =:1) (8)
y
B(z) » £ = 7 ZEL L BEL (50) = 1) (9)

Viwuoo(O) A (10)

In Gl. (10) soll der Zweig so ausgewdhlt werden, daB die w-

w > k

Ebene in die rechte k-Halbebene abgebildet wird (die negativ-
imagindre w-Achse wird dabei zur positiv-reellen k-Achse, die
negativ- bzw. positiv-reelle w-Achse zur Winkelhalbierenden im
4. bzw. 1. Quadranten der k-Ebene). Als neue Dgl. ergibt sich

(V(x) + k2) f(x) (11)

£l di(ae)

Vix) ultx)/alx)i, (129

mit

Durch die Vorgabe von E'(0)/E(0) ist auch £'(0)/£(0) = £'(0)
pekannt. Denn aus (7)-(9) folgt zundchst

bw)E_Pw¢)=dm-%owmmm>=am-uwm. (48d



_iqonad

Um die Bedeutung der Gréfe u'(0) zu erkennen, kann man anstelle
von (9) die Substitution g(x) = - E'(z)/E(z) machen. Aus (3)
resultiert dann die Riccatische Dgl.

gz(x) = k2 utx) + gt (x) u?(x). (14)
Sie hat fiir h o h e Frequenzen in 0. N&herung die L&sung
g(x) = k uz(x). In erster Ndherung erhdlt man durch nochmali-
ges Einsetzen in (14) speziell fiir g(0) = alw):

atw) = k + u'@ + 0™ = /oy 3(0) + ut0) *+ o),
(15)

Die GrdRe u'(0) ist also der Abstand zwischen Real- und Ima-
gindrteil der Funktion a(w) flir hohe Frequenzen und muR ebenso
wie die Oberflichenleitfdhigkeit o(0) aus dem asymptotischen
Verhalten von a(w) bestimmt werden. Im Ubrigen steht u'(0) in
engem Zusammenhang mit der Steigung einer CAGNIARDschen Son-
dierungskurve fiir kurze Perioden.

Da alw) wegen (6) und (4) der Symmetriebeziehung al-wJ=a™(w)
gentigt (d.h. an zwei symmetrisch zur imagindren w-Achse gele-
genen Punkten nimmt a(w) zueinander konjugiert-komplexe Werte
an), erfiillt die in (13) definierte Funktion b(k) wegen (10)
die Symmetriebeziehung b(k¥) = b(k). AuBerdem Ubertrdgt sich
das analytische Verhalten von a(w) auf b(k), so daB b(k) rechts
von der imagindren k-Achse (auf der mdglicherweise noch Pole
oder Verzweigungspunkte liegen) analytisch ist.- Bei der im
nichsten Abschnitt erfolgenden Inversion wird V(x) aus b(k)
ermittelt werden. Ist V(x) bekannt, so 1dBt sich u(x) wegen
(12) aus der Dgl.

u'tx) = V(%) uls) (16)
als Anfangswertproblem mit u(0) = 1 und bekanntem u'(0) be-

pechnen. Aus u(x) ergibt sich dann mit (8) und (7) die Leit-
fihigkeit o(z) in der Parameterdarstellung

a(z)

5(0) ut(x) , (17)

X
7 = f = (18)
Zemeln)
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4, Die Inversiocn

Die bisherigen Abschnitte dienten nur zur Vorbereitung der
eigentlichen Inversion, die nunmehr unter wesentlicher Verwen-
dung der Ideen von GEL'FAND und LEVITAN durchgefiihrt werden soll.
Gegeben seien also entlang der Winkelhalbierenden im 1. Qua-
dranten der k-Ebene ( entsprechend positivem w) die Anfangs-
werte £f(0,k) = 1 und £'(0,k) = - b(k) einer fiir x + = ver-
schwindenden Funktion f(x,k), die der Dgl.

£11(x,k) = (V(x) + k2) £(x,k) (19

= (a4
geniligt. Gesucht ist die reelle Funktion V(x) fiir x > 0.

Zundchst werden zwei spezielle L&sungen f,(x,k) und f (x,k)
von (19) konstruiert, die die Anfangsbedingungen

TR0 =1 L R0 1) - (20

O sind dies gerade die Funktionen

£ G e (21

erfiillen. Im Falle V(x)

Wenn V(x) $ 0 ist, existiert ein Integraloperator, der die
Funktionen (21) in eine L&sung von (19) mit den gleichen An-
fangsbedingungen transformiert. Er hat hier die Gestalt

+x

£,(x,k) = XX 4 | AW e Vay, (22

-X

Dabei ist A(x,w) eine reelle Funktion, die nicht von der 'Fre-
quenzi k, sondern nur von den beiden Ortskoordinaten x und w
abhdngt und lediglich fir O < |w| < x nicht verschwindet. Da-
mit die zweite Anfangsbedingung in (20) erfillt werden kann,
muf stets A(0,0) = 0 sein. Seinem Wesen nach hingt A(x,w) eng
mit V(x) zusammen. Um diese Beziehungen aufzudecken setzt man
etwa f+(x,k) aus (22) in (19) ein. Integriert man den dann auf
der rechten Seite von (19) stehenden Term
+x

f Alx,w) ekwdw

=X

k2

zweimal partiell und beachtet die Identitdt

= 5% Alxotx) .
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so ergibt sich nach Zusammenfassung aller Terme

oV { 2 E% AlR.x) = V() | 02 e 3% A(x,-x) +
ga s Kw
+ I {4——7 - —55 3 Vix) Al e™dw = O . (2
i 9X A%

Da A unabhdngig von k sein soll, ergeben sich wegen A(0,0) = O
die drei hinreichenden Bedingugen

2 2

3SA . BEA
2o .22 - V(x) A, (2
3X2 aw2
X
AGx,%) = = f VW) dw , (2
0]
A(X,—X) 240 & (2

Diese Bedingungen bestimmen A eindeutig (Standardbedingungen
fiir eine hyperbolische Dgl.). Von praktischer Bedeutung fir
das Weitere ist allein G1.(25), und zwar in der Form

Vix)i= 2 E% Alaraaz) (2

Die verwirklichte Losung f(x,k) von (19) muf als Linear-
kombination der beiden linear unabhdngigen Ldsungen f_(x,k)
und f_(x,k) darstellbar sein. Man schreibt sie zweckm&Big in

der Gestalt

£(x,k) = £ _(x,k) + C(k) (£, (x,k) - £ (x,k)) (2
mit CtO = & (1 - b/ , -
oder unter Verwendung von Gl. (22):

+x
filae,k) = el iz f A(x,w) e MMay + (k) (ef* - oKXy
-X
+x
+ Cfdc) J A(x,w) (e e»kw) dw . (3
-X

Multipliziert man nun Gl. (30) mit

fiod e .
==e7 , |y| ==




und integriert iiber k entlang eines Integrationsweges unmittel-
bar rechts neben der imagindren Achse, so entstehen aus den
vier Termen von (30) vier Integrale, die hier nur symbolisch
durch

I1 = I2 * I3 it IH (31

angedeutet werden sollen, wobei die Zuordnung offensichtlich ist

Die Auswertung der Integrale ergibt Folgendes:

I, Da E(O,w) auBerhalb der positiv-imagindren Achse keine
Nullstellen aufweist, hat nach Gl. (3) auch f(x,k) im In-
nern der rechten k-Halbebene keine Pole. Weil f sich uber-
dies fir grofes |k| wie e”X¥% yerhilt und ly] < = dist, kann
der Integrationsweg in der rechten k-Halbebene durch einen
gropen Halbkreis geschlossen werden. Da der Integrand im
Innern analytisch ist, gilt

11 =0
12: Mit Hilfe der "zweiseitigen" Laplace-Transformation
gtie +
F(y) = 5%; f &Y ax I Fw) e aw
€“i°° =00

ergibt sich sofort
12 =7 A(X,y) .

I: Die neuen Beobachtungsdaten C(k) werden im folgenden in
Form der Ortsfunktion

gtiw
ol f Cl e G (32)

g-i®

verwendet. Wegen C(k¥) = C¥(k) ist G(x) reell. AuBerdem
verschwindet G(x) fir x <0, da dann der Integrationsweg
wieder durch einen groRen Halbkreis in der rechten Halb-
ebene geschlossen werden kann und da C(k) in seinem Innern
analytisch ist. Zur Berechnung von 6(x) wird C(k) in der
Nahe der imagindren Achse bendtigt, gegeben ist es jedoch
nur auf der Winkelhalbierenden im 1. (und 4.) Quadranten.
Wie sich diese Schwierigkeit liberwinden 1&dRt, soll spdter
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gezeigt werden.- Im Integral 13 verschwindet das Teilin-

=-kx

tegral {iber dem Term mit e =", da der Integrationsweg in

der rechten Halbebene geschlossen werden kann. Daher ist

T,z Glxitiy)

3
: Mit Hilfe des Faltungssatzes fir die zweiseitige Laplace-
Transformation findet man (wegen G(x) = O fiir x < O und
Afsaw) = 0. fln Jwli>ezx)e

%
=3

—
1]

+x
J Alx,w) { 6(y + w) - G(y - w)} dw.

-X

Mit diesen Ergebnissen lautet Gl. (31) explizit

+x
AGry) + CGety) + [ AGLW{B#n) - 6ly-wlaw = 0,]y] < x. (39)
-x

Dies ist eine lineare Integralgleichung zur Bestimmung der
Funktion A(x,y). Die Tiefenkoordinate x spielt in der Inte-
gralgleichung nur die Rolle eines Parameters; die eigentlichen
yariablen sind y und w. Die Integralgleichung muB fir jedes x
erneut geldst werden (im allgemeinen durch Zerlegung in ein
lineares Gleichungssystem, zweckmdfig unter Benutzung der
GauBschen Integrationsmethode). Bendtigt wird jeweils nur die
crsge Alx,x), aus der sich mit Hilfe von (27) V(x) gewinnen
14Rt. Die Leitfdhigkeit erh&lt man dann unter Verwendung von

@l. (16) - (18).

Wie schon erwdhnt, 14ft sich G(x) in der Praxis nicht nach
@l. (32) berechnen, da C(k) nur auf der Winkelhalbierenden be-
kannt ist, und eine Deformation des Integrationsweges fiir x > 0
nicht méglich ist. Die Umkehrung von (32) liefert

-kx

C(k) = J G(x) e "Tax , (34)
o
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also eine Laplacesche Integralgleichung fiir G(x). Ein Weg zur
numerischen Bestimmung von G(x) ist die Zerlegung der Inte-
gralgleichung (34) in ein lineares Gleichungssystem und L&-
sung desselben nach der Methode der kleinsten Quadrate unter
Berlicksichtigung der Tatsache, daR G(x) eine reelle Funktion
gein mu®. Es 14BRt sich jedoch auch eine geschlossene L8sung
angeben, bei der nur die Werte von C(k) auf der Winkelhalbie-
penden im 1. Quadranten benStigt werden (vgl. TITCHMARSH, 1948,
p. 316). Zu diesem Zweck multipliziert man (34) mit kS,O<Re(s)<1
und integriert iiber k entlang der reellen Achse. Das linke
Integral

0

H(s) = [ c(x) x° dk (35)
o
existiert, da der Integrand sich fiir k » 0 wie k"1 una fur

8-2 yerh81lt. Im rechten Integral 148t sich die In-

tegrationsfolge vertauschen. Unter Verwendung von

k + » wie k

f 18/ F ek i ERE mda)
o
und der hier etwas modifizierten Mellin-Transformation

% C+tiw
F(s) = [ () x ° ow o EG) 5%; f F(g)x®-d8;0-<C < 4

o Cmlm
ergibt sich deshalb als LSsung
% +io

sl H(s) 's
6(x) = 5—r . ! T(sry ¥ 9s. (36)

T

Die Funktion H(s) ist nun aus Beobachtungsdaten direkt zu er-
mitteln, denn flr Im(s) > 0 kann der Integrationsweg in Gl.(35)
so deformiert werden, daR er entlang der Winkelhalbierenden

im 1. Quadranten verlduft, wo C(k) bekannt ist. Wenn Im(s) < O
ist, wird der Integrationsweg entlang der Winkelhalbierenden

im 4. Quadranten gefithrt, wo C(k) konjugiert-komplexe Werte an-
oimmt. Es gilt H(s™ = H"(s).- Damit ist die L8sung der Umkehr-
aufgabe vollstdndig.
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5, Beispiel

An einem relativ einfachen Beispiel soll nun die Anwendung
des oben entwickelten Formalismus gezeigt werden. Gegeben sei

(analytisch oder numerisch)

atd) = = EVCOTw)/ECOSa) = h //az + iwuooo : (37)

Gesucht ist o(z).- Zundchst missen aus dem asymptotischen Ver-
halten von a(w) flir grofes w die GréRen o(0) und u'(0) ermit-
telt werden. Es ist

alw) =V iwuooo + b*O(w_1/2).

Ein Vergleich mit (15) ergibt daher
a(0) = o u'(o) = b.

Nach (13), (10) und (29) gilt

gt §

alw) - u'(0) = //a2 + iwuooo = //a2 + k2

Ll

b (k) ;
(1. i/ a2 ¢t o

Nj

Cc(k)

(Wenn a(w) als BeobachtungsgrRe numerisch vorgegeben ist,
sind die beiden obigen Funktionen nur fiir k-Werte auf der Win-
kelhalbierenden im 1. Quadranten sinnvoll. Man wird dann etwa
durch k = (1+1)k' eine reelle Variable k' = i wNOO(O)/E‘einn

fiihren.) Der néchste Schritt ist die Bestimmung von G(x). Bei
numerischen Ausgangsdaten kann der Weg tber die Hilfsfunktion
H(s), 61. (85), fiuhren, wobei jedoch entlang der Winkelhal-
bierenden integriert wird. Aus H(s) wird dann nach Gl. (36)
G(x) berechnet. Wenn aber die Ausgangsgrdfen einfache analyti-
sche Ausdriicke sind, gelangt man durch direkte Verwendung der
Definitionsgleichung (32) schneller zum gleichen Ziel. Im vor-
jiegenden Fall legt man zur Auswertung von (32) einen Verzwei-
gungsschnitt von k = - ia nach k = + ia, ergdnzt den Integra-
+ionsweg durch einen grofen Halbkreis in der linken Halbebene
und zieht dann den Integrationsweg um den Verzweigungsschnitt
Zusammen. Zweckmibig wird dabei zuerst G'(x) berechnet. Das
Endergebnis ist

ax

G(X)="’% [Ji(w)%ﬂ,sz,
0
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wobei J1 die Besselfunktion 1. Ordnung ist. Nun mu® die Inte-
gralgleichung (33) geldst werden, und zwar im allgemeinen durch
Zerlegung in ein lineares Gleichungssystem. In diesem Spezial-

-fall 1&Bt sich die L&sung auch analytisch angeben:

+
aim) » 3 Al e/ R

i

Dabei ist 11 die Besselfunktion 1. Ordnung mit rein imaging-

rem Argument iIiéX) = -i1J,(ix)). Von der L3sung interessiert
nur A(x,x) = 5 a"x . Mit Gl. (27) ergibt sich deshalb
= d
Vix) = 2 -CT}-{'A(X,X) = a2 i

(Zur Kontrolle kann man dies Ergebnis in die Dgl. (19) ein-
setzen. Die im Unendlichen verschwindende L8sung ist

Vo) 2
f(x,k) = 7" & t k x

Deshalb ist b(k) = - £1(0,K)'= Via8050K2 iy Mak ht00) e iEin
gibt dann die Integration von (16)

u(x) = cosh ax + (b/a) sinh ax ,

so daB man fir die Leitfdhigkeit mit (17) und (18) die Para-
meterdarstellung

g.(2) g (cosh ax + (b/a) sinh ax)L+

]

sinh ax
a cosh ax + b sinh ax

erhdlt. Wenn die Ausgangsgrdfen in analytischer Form vorge-
geben waren, ldft sich jetzt der Parameter x eliminieren.

Das Ergebnis ist

(o]
O

a(z) =
(1 =i(b¥a) 2)P0 (RRCKIEE Shoh e Sl

SchlieBlich kann man auch noch E(z) berechnen. Mit Gl. (9)
/ a?4? X
/a2 412

L b Do oy e (hiad) 2
{?1 (b+a)z) (1 (b-a)z) R 5y TR

ergibt sich

f(x)/u(x) = e /alx)i =

E(z)/E(O)

v
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E(z) besitzt die vorgegebene Impedanz (37) und erfillt die
Grundgleichung (3), wenn o(z) durch (38) gegeben ist.

6. SchluRbemerkungen

Das geschilderte Verfahren stellt erstmals die exakte L&-
sung einer Umkehraufgabe aus dem Bereich der Tiefensondierung
dar. Leider jedoch ist der Praktische Wert der L&sung sehpr ge-
ring. AuBer der Tatsache, daB die Methode schwerfdllig ist
und den Einsatz einer elektronischen Rechenmaschine erforder-
lich macht, sind deren Anforderungen an die Genauigkeit der
Mefwerte so groB, daB sie in der Praxis nicht befriedigt wer-
den kdnnen. Aufgrund numerischer Experimente ist eine Genauig-
keit der MeBdaten von etwa zwei Stellen zu fordern, um zuvepr-
ldssige Ergebnisse zu erzielen, Da dje Voraussetzungen der
Theorie in der Praxis durch laterale Leitféhigkeitsanderungen
und duBere Felder unbekannter Inhomogenityt verletzt werden,
streuen die MeBwerte so stark, daf die gewlinschte Genauigkeit
kaum erreichbar ist.

Den Gegebenheiten der Praxis ist deshalb die von SCHMUCKER
vorgeschlagene einfache N&herungsmethode (vgl. den folgenden
Beitrag) weitaus besser angepaBt. Berechnet man etwa fir ein
vorgegebenes Leitfdhigkeitsmodell die Impedanz und gewinnt
daraus mit Hilfe des Verfahrens von SCHMUCKER die Leitfihigkeit
ndherungsweise zurlck, so stimmt die Impedanz dieger Leitfdhig-
keitsverteilung mit der vorgegebenen Impedanz bis auf wenige
Prozente {berein (wie an konkreten Beispielen ermittelt wurde) ,
obgleich zwischen den beiden Leitféhigkeitsfunktionen gréfere
Unterschiede auftreten. In der Praxis wird deshalb nicht Zwi-
schen der ersten Ndherung und der exakten Verteilung untep-
schieden werden kSnnen, da deren Impedanzen im Rahmen der Meg-
genauigkeit Ubereinstimmen. Das Verfahren von SCHMUCKER schdpft
daher den Informationsgehalt der Impedanz bereitsg voll aus,-
Nur wenn Mefdaten geringer Streuung tiber einem groBeren Pepio-
denbereich vorliegen, so da® man erh&hte Anspriiche an die Ge-
nauigkeit der Leitfdhigkeitsbestimmung stellen darf, ist die
Benutzung des aufwendigen Formalismus depr exakten Inversion zy

empfehlen.

(1)
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