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P. WEIDELT, GSttingen

"Zur Frequenzabhdngigkeit von Ubertragungsfunktionen”

Dienstag, den 14.9.1971

1. Einleitung

Ubeﬂtﬁ gungsfunktionen (Ufktn ) erweisen 81ch immer mehr als
der geelgneLste Ausgangspunkt zur Interpretation experimenteller
Daten. Theoretische Uberlegungen zeigen, das Ufktn. keine belie-
bigen Funktionen der Frequenz sein k&nnen, sondern erheblichen Ein-
schrdnkungen unterliegen. Ermittelt man diese Einschré&nkungen unter
gewissen Modellvoraussetzungen, und findet dann, daB sie beili ex-~
perimentellen Daten teilweise nicht erfiillt sind, so existiert kein
Modell, das gleichzeitig den Modellvoraussetzungen geniigt und die
Daten interpretiert, oder: experimentelle und theoretische Kurven
werden sich in diesem Fall ‘an ‘einigen Stellen nie ganz zur Deckung
bringen lassen, soviel"man,éuch die Modellparaméfer verdndern mag.
Setzt man beispielsweise voraus, daB sich die Leitfidhigkeit nur mit
der Tiefe &ndert und daB ein quasihomogenes Feld induziert, so darf
der doppelt-logarithmisch aufgetrégene scheinbare Widerstand als
Funktion der Frequenz theoretisch keine grohere Steigung ais +ﬁ5°
aquelsen Haben :experimentelle ‘Daten an einer Stelle eine gropere
Stelgung5 so wird sich in deren Umgebung kelne Uberelnstlmmung
zwischen experimentellen und theoretischen Sondierungskurven er-
reichen lassen.

Die Untersuchung der Frequenzabhingigkeit von Ufktn. und die
Aufstellung handlicher notwendiger Kriterien fiir die Interpretier-
barkeit von Ufktn. hat deshalb durchaus einen praktischen Sinn.
Leider lassen sich bisher nur filir einen spe21@11en TyD von Ufktn.
relativ weitreichende Aussagen machen (Abschnitt 3}, wihrend der
allgemeine Fall noch offen ist (Abschnitt 2).
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2. Allgemeine Ubertragungsfunktionen

Un.ein konkretes Beispiel vor Augen zu habeh3 depké:man etwa an
eine. zwei~ oder dreidimensionale Leitféhigkeitsanomalie in der ein
homogenes magnetisches Horizqntalfeld.mit den Kbmponenten He(t) und
Dé(t) induziert. Die am Ort r zur Zeit t induzierte Vertikalkompqﬂ
nente Z(r,t) hdngt dann linear von den Werten von H, und D, zu allen
friheren Zeitpunkten t - 1(7 > 0) ab:

0

Z(r;t) = [ fa(p,t) H_(t - 1) + blr,t) D(t - )} dr. =~ ~ (1)
) e

a und b sind dabei die U/fktn. im Zeitbereich die Ortsabhingigkeit
wird im folgenden unterdriickt.

Die Anwendung des Faltungssatzes auf (1) liefert

Zﬂw)_: Alw) He(w) + B(m)iﬁp(m) " “ ) "(2?
Daﬁéi éindwz; ﬁeﬁ Be die ?ouriertrénsformiertenzvon L He5 De ﬁnd
o _
+iwt

wenn als Zeitfaktor e ‘gewdhlt wird. Fiir B gilt Entsprechendes.
A und B sind die Ufktn. im Frequenzbereich. Das Integral (3) konver-
“‘giert auBer fiir reelles w auch fiir alle © mit negativem Imaginaﬁ%éil$
Als Folge'der Kausalitdtsforderuns ist deshalb A(w) in der unteren
w-Halbebene analytisch, wdhrend in der oberen Halbebene Singulari-

tdten auftreten. Aus (3) folgt die Symmetriebeziehung
A¥(w) = AC-0™) | (1)

"txrbézeichnet die konjﬁgiéft;komplexe Gréke) , die zﬁhééhst nur iﬁ-der
" untéren Halbebene giltghabef durch analytische Fortsetzgng auf die
:i obere Halbebene iibertragen werden kann. Nimmt man an, daB A(w) nur
Pole besitzt, so liegen sie aufgrund von (4) entweder symmetrisch
zur positiv-imagindren w-Achse, oder auf dieser Achse selbst. Die
Pole sind mit den Eigenfrequenzenwdes Systems identisch, denn es 

sind die Frequenzen, flir die ein Z auftreten kann, ohne daR ein an-

"regéndés Feld He und De existiert. Flr die'Systeme der Tiefenson-
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dierung, die sich nur aUS—dhmschéh'ﬁiderstanden und lndukt1v1taten
aufbauen {(in denen algo Kapazitdten fehlen), kommt alq ?Elgenu
schwingung® nur dpﬂ Frelm Zerfall wvon S*romsy;tumen mlt selnen ex-
ponenti”"j aD“+1ngeﬂden Zeitfunktionen @kp(ntzr J lnfragew Die
Pole o_ de“ in der Tiefensondierung benutzten Ufktn. 11egen daher.

3

‘simtlich auf der positiv-imagindren w-Achse und sind m;t_den Zer -

fallszeiten tn'durch w = i/;'rn verknlipft. Eine Ufktn. besitzt des- 3
halb die schematische Darstellung
& _ an. .
A o = -——--'—"—-—-—.—'— + AOO! -y . T
(w) B, * 1w 24 én:peell9 b >0 : | (5)

h

Im Einzelfall muf dle Summe etwa durch ein Integral durch eine
Summe mit endllch vielen Gliedern + Integral, durch eine Mehrfach-
summe oder ein Mehrfachintegral ersetizt werden. Ferner sind Modifi-
kationen erforderlich, wenn A flir w + « nicht gegen e;ge Konstante
strebt. S

Die Untersuchung der Polstel‘len_,ist'von:Interé‘s's‘ze5 weil sie
wegen der Aquivalenz zwischen Funktionentheorie und zweidimensionaler
Potentialtheorie eine anschauliche Vorste llung vom Verlauf der Ufktn.
auf der reellen Frequenzachse vermitteln kann: Flieft durch- den
:Punkt (x yo} ein Linienstrom der Stromgtarke I, so'sind seine Ma-

S

nptFeldkomponenten Hy3 Hy im Punkt (x, yi gegeben durch

I Bl mmaE o sbe
zZ = x + 1y, z_ = x_ + iy .
z ¥ o o Yo

x [y e2milzi-z]) 2
TAdentifiziert man z mit w, so 1&Rt sich Real- und Imagindrteil von

Alw} als Horizontal- bzw. Vertikalkcmponente eines Magnetfeldes deuten,
das auf der pos 1t1v~3maalnqrﬂn w~Achse in den Punkten 1b .angeordnete
'L*ﬂienétrome der Stdrke 27 a_ im Punkt w erzeugen. Dlesem Magnetfeld
"ist noch eln_homogencs Horizontalfeld A(w) uberlagert Aus der Lage
“'der Quellen ist ersichtlich, daB das auf dér reellen Frequenzachse
beobachtete "Feld" keine starken Gradienten oder gar Unstetigkeiten

‘aufweisen darf. Auf der reellen Frequenzachse geuLen flir Alw) die

Umrechnungsformeln zwischen den Komponenten elnes zweidlmen51onalen
duReren Magn= "“eidEb, {SIEBERT & KERTZ 1957), "d.h. wenn
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Alw)-= A(w) = g(w) = ih(w)

gesetzt ﬁirdjrgiit_

P ST (k) 2 % xh(x) -
glw) == 4 —==dx = = + dx,
T Tx -0 W Lo o E
(6)
faAt T ny oA (x) 2 % welx)
hlw) = == Xgn =~ F - ~ dx
=00 0 X =

Verwendung flnden dabei die aus (4) folgendep Be21ehungep ,
g(-w) = glw), h(-w) = -h(w). Wiahrend die Umrechnung zwischen Realw
und Imagindrteil immer mglich ist, existieren Umrechnungsformeln
zwischen Betrag und Phase nur dann, wenn A{w) in der unteren Halb-
ebene auch nullstellenfrei ist (da jetzt log A betrachtet wird).

Im allgemeinen ist dies jedoch nicht erfiillt.-

Mit Hilfe dér  "Dispersionsrelationen” (6) 14Rt sich die Kcn-
51stenz ZWlSChen Realw und Imagindrteil von experimentell ermittel-
ten Ufktn, uberprufen. Ein . unerwiinschter “innerer” ‘Anteil kann ‘mit
Hilfe bekannter Trennungsformeln abgespalten werden. Praktisch st&ft
diese Methode wegen des bendtigten groRen Frequenzintervalls auf
Schwierigkeiten. Die Dlsper51onsrelatlonen sind auch nur ein relativ
schwaches Kriterium fiir die Interpretlerbarkelt von Ufktn., da sie
fir eine beliebige Polverteilung in der oberen w-Halbebene gelten
und die'spggiglle Lage der Pole auf der positiv-imaginiren Achse
nicht hinréiéhénd beriicksichtigen. Bequeme Kriterien; die hierauf
Bezug néhmen; lassen sich. bisher jedoch nur: filir denuSpezialfall
angeben, daf in (5) alleRe51duena- das gleiche Vorzeichen haben
also etwa positiv sind. ¥ 4

3. Ubertragungsfunktionen mit positiven Residuen

Zu diesem Typ geh&ren insbesondere alle Ufktn. fiir horizontal

oder kugelsymmetrisch geschichtete Leiter unter Voraussetzung einer

einzigen induzierenden r4umlichen Harmonischen. Betrachtet man etwa
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einen ebenen Leiter und sind E(z,w) und H(z,w) die komplexen Am-
plituden von orthogonalen Horizontalkomponenten des elektrischen
bzw. magnetischen Feldes, deren Richtungen mit der'posi{iVen z~
Richtung ein Rechtssystem bilden, so definiert man eine Ufktn.
c(w) zweckmdfig durch e by 2 o '

-~

E{O,w) - . E(0.w)
impoH(Dﬁw) ET(O,w) ¢

c(w) = (E7 = 3E/3z). (7

Ist o(z) die elektrische Leitfdhigkeit und (/o dz < =, wobei er-

laubt ist, daR ¢ zum AbschluB von einem endlichen Wert auf unend- -

Lieh sppinéﬁi so gilt

b c(w) z 7 a_ >0, b >0..,, , .. (8

n:

Ist [V/o dz dagegen unbeschrénkt, so ist die Summe in (8) durch ein
Integral zu ersetzen, zu dem gegebenenfalls noch eine Summe mit
endlich-vielen Gliedern treten kann. Alle folgenden Schlﬁssp gel-
ten auch. fir diesen Fall. Erwdhnt" sei als Belsplal der homocene

Halbraum (og-= .04 ) mit-einem qua81homogenen Feld:

£ T TUR SR n/ET;“" 0 /X (X + 1w)

Jle Summe (8) beslelil aus umrendlich vielen Gllederns;wobel fur"
grofes n das Residuum a, gegen eine Konstante strebt und b . hzi
wdchst. Es gibt jedoch auch Leltfahlgkeltsveriellungen von be=
schrank*eﬁ Realitdt, die durch endlich viele Summanden beschrie-
ben werden. Dies sind die aus diinnen Schlchten aufpebauten Modelle

Betrachtet man etwa eine dlinne Deckschicht mit der integrierten

Leitfdhigkeit 1 und einen idealen Leiter in der Tiefe ha..Bo gilt:.

fiirr ein homogenes Feld"

clw) =

c~ :-{- -
;7 1@u0Th
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Allgemein fithren N ‘dlinne S@hichf?n auf N Glieder in (8).

.Es blelbt zZu zelgen, daR alle a p051t1v 31nd Dazu genﬁgt die
f’Betrachtung elnes ebenen Leiters mlt homogenem Feld da SlCh alle
?fubrlgen Falle auf dies Modell transformleren lassen (WEIDELT 1970)
w’Dle Glelchung fir E ist-

E'(z,w) = iwu 0(2)E(z,w). (9)

Multipliziert man die zu‘{Sl"konjugiéff—komﬁiexe Gleichung mit E
und integriert itiber z bis zur Maximaltiefe,zm,so ergibt sich nach

partieller Integration und Division durch |E'(03w) |2
z , o

elw) = [ {|E'(z,0)/E'(0,0)|? - iw®u o |E(z,0)/E'(0,w)|2}dz.  (10)
0

i
%

Diese Darstellung zelgt ~dak der Imaglnartell von ¢-in der gesam—
ten rechten m-Halbebene negatlv ist. Strebt w in der Darstellung

n

(8) von rechts gegen den Pol 1bm, w ibm,+ €, € » +0, so gilt

lim ¢ e(ib_+ €) = -ia_.
e++0

Da der Imagindrteil von ¢ negativ ist, muf amj>=0fséin.

Es sei vermerkt, daf fir Ufktn. mit positiven Residuen stets
Umrechnungsformeln zwischen Betrag und Phase existieren, da der
Realteil in der unteren Halbehene {iberall positiv ist, also |c|

dort nicht verschwindet. Strebt c(w) » f(w) flir w + «», so ergibt
sich fir c(w) = c(w)/flw) = |clexp(-iy):
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Da alle "Stréme” in die glelche Rlchtung flleBen5 ist das "Feld"
auf der reellen Frequenzachse besonders glatt die Ufktn. und ihre

Frequenzableitungen erfiillen eine Reihe von Ungleichungen. Im fol-
genden werde eine Unglelchung, dle Ableitungen bis’ elnschlleﬁllcﬁ
n-ter’ Ordnung enthalt3 als ‘Unglelchung n-ter ‘Ordnung™ bezelchnet
Ferner empflehlt es 81¢h Ableitungen nach logw zu betrachten, d1e
CFlir' eine Frequenzfunktlon f(w) durch den Operator Df ausgedruckt
werden sollen, d.h. es gelte

du dlogmrf - diogT . (T = Periode).

\ =
R QR

[ spisd

Von nun an sei w- stets positiv und
clw) = g(w) - ih(w). : 65 : e 2 411

a) Ungleichungen nullter Ordnung

‘Die Trennung von (8) in Real- und Imagindrteil liefert

"g>0,h>o0.

b) Ungleichungen 1. Ordnung
Es sei -
m -
a'nbna kwk - ¥ S s AR
scbw) = = <ot k=0, 1, 2,3 .
ki S (b 2 o+ g?)2 3 s 1
n=1 n w*)
Dann ‘gilt st
- 2 g - 50 + 522?., h. = 51 + $3 3
Dg = -=2$2 5 Dh _-: Sl ok 83 4
oder nach den 8y aufgeldst : S 3
230 = 2g + Dg , 251 = h + Dh ,
: < Yo (12)

2s, = Doy " 2s5 ='h - Dh .
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Aus der Schwarzschen Ungleichung (EAan)2 < ZAﬁasZBﬁz ‘mit LD

) 2-k k+1,1/2 2 T
A, = (ay b " Ta )] /(b ° tw ), B, i_éﬁ b./w

folgt

oder wenn man (12) einsetzt un@_umogdnet

lc + De| < g, [De| <.

Gleichheit besteht nur, wenn (8) lediglich ein. Glied™ hat d.h.
fiir das oben erwahnte Dreischichtenmodell mit der ddnnen Deck—
schicht. S

Aus (12) folgt sofert

Ferner gilt ) o
1 ¥ . et 2
- 7 Dje?| = s S, * 28

]
]
-]
I
N
®
n
1
5
=
5.
1
~~
0
[
w
'
%)
(N}
n
b
o

0 < w'51c21?5 2 b}

oder mit dem scheinbaren Widerstand pg = wuolbziﬁ

IDDS[ < pg s

so daB die doppelt logarltmlsoh:aufgétnagene Sonimevnngéknrue;p
keine Steigung gr&éfer als b 45° besitzt.

e



e) Ungleichungeﬁ 2

Mit
A -
=),
n=1
gilt
g = t +2‘t2 +
Dg = - 2t2 -
Pig = - 4t, +

ﬁoder”nachﬁdéﬁ*ti

8to= 8g + 6Dg +
8t2= - 2Dg -

Die tk erfﬁlleﬂ'die
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Ordnung

Bty s

D?g ,
D?g ,

D?g ,

Dh =

D?h =

3éufgeléstéjr"

)

‘gt =

3

8t 5 =:‘:3

ah +

6t

2t

4Dh

4Dh

+

folgénden sieben Ungleichungen:

v i v
ot e
+ o+

v o
g
ct

1V

v

(14)

- (18)

Vler dleser Ungleichungen= folgen aus der Schwarzschen Unglelchung
oder allgemelner aus der Tatsache, daB ‘die Funktion

ihr Minimum bei k =

f(k) = t

t

2p-k "k

p annimmt. Die drei Ubrigen ergeben sich aus
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f*(k) > 0, woraus folgt
£(k + 1) - £(k) > £(k) - F(k - 1).

Diese Beziehungen lassen sich ganz einfach beweisen. Nach Ein-
setzen von (14) in (15) erhdlt man sieben relativ scharfe, aber
etwas uniibersichtliche Ungleichungen 2. Ordnung. Zweil prdgnantere,
jedoch unschdrfere Beziehungen lassen sich daraus durch Linear-
kombination gewinnen:

(h* - |D2c|2)/16 = (t,t; - t,%) + Wpt, - ) S

2
aig, = oy SE0

y

(g2 -~ |c+2De+D2%c|2)/16 =€t t

2 2 i
5 2mt1 )+2(t1t

&= 2 : S 2
37ty -E") 2 0,

oder ' 2 i
Py e |e: + 2De + D2c| < g, |D%c| < hi~

Die- Unglelchungen '2.0rdnung schlieBen dle Ung1elchungen 1. Ordnung
ein. Z.B. gllt

- : 2;. -
S s - ,(tot

- t,2) - 2 - t.2)5C
o592 4 sl Wb Gkt 2ty + %)+ (Tt t37)20.

2 1 ok 173 ‘ 274

Auch Ungleichungen hdherer Ordnung lassen sich auf dem be-
schrittenen Weg leicht gewinnen. Doch ist ihre praktische Bedeu~
tung gering, da sich bei experlmentellen Daten schon die zwelte
Ableltung nur ungenau bestlmmen 14R/t.

Die oben angegebenen Ungleichungen zwischen Real- und Imaginir-
teil der Ufktn. lassen sich natlirlich auch als Unglelchungen

zwischen Betrag und Phase schreiben. Setzt man

c = lel eV L g = wuglel?

wobei p. der scheinbare Widerstand und 90° - ¢ der Phasenwinkel

zwischen E und H ist, so sind z.B. |c + De| < g und |De| < h

dquivalent mit
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1A

31+ Dp_/p )2 + (D2 < cos?y ,

(1 - Dp/p )% + (DYP? < sin?y

Diesrist ‘offenbareine Verschidrfung von |Dgé1 <o, -
Mit Hilfe der oben ermittelten Einschridnkungen lassen sich leicht

ydlejenlgen Telle elner Sondierungskurve bestimmen, die ‘auf keinen
Fall durch einen geschlchteten Untergrund erklarbar sind, wo also
zw1qchen Messungen und Modell stets eine Dlskrepanz bestehen w:rda
(Umgekehrt Jjedoch brauchen Telle einer Sondlerungskurve die alle
obigen Einschrdnkungen erfiillen, noch nicht unbedingt interpretiert
zu sein.) Wenn einige der Ungleichungen an gewissen Punkten ver-
letzt werden,lassen sich,die.Meﬁwérte derarf.korrigieren, daB zwar
alle Einschrédnkungen erfiillt, die MeRBwerte aber nur mbglichst

- geringfiligig (in ‘einer vorgegebenen Norm) verindert werden. Dies
fiihrt auf eine konvexe Optimierungsaufgabe, die sich bequem nach
der Methode der Schmlttebenen losen 1aﬁt (COLLATZ und WETTERLING

1966, p. 92).

Fig. 1 zeigt als Beispiel die von SCHMUCKER ermittelten Funk-
tionen g und h der ersten vier Sq-Harmonischen (ausgezogene Linien-
zlige)i Es sind Mittelwerte fiir Stdosteuropa. Ableitungen nach der
Frequenz wurden aus” der Steigung einér Parabel- durch drei aufein-
anderfolgende Punkte gewonnen, wobei wénn m&glich der mittelste
Punkt herangezogen wurde. Es zelcte SlCh daR die Unalelchungen

g - [c + De| > 0 und h - |De| > O nicht in allen Punkten erfillt
sind. Deshalb wurden 0pt1male Korrﬂkturen bestlmmtg wobel als-“
Norm die Summe der relativen Abwelchungsquadrate zugrunde gelegt
wurde (gebrochene Linien). Man gewinnt damit einen Anhaltspunkt
Uber den zu erwartenden Grad der Ubéfeinstimmung zwischen Daten
und Modell.

Es konnte hier nur die spezielle Klasse von Ufktn, mit posi-
tiven Residuen untersucht werden. Auf jeden Fall lassen .sich alle

Ufktn. flir geschichtete Halbrdume, Kugeln und Zylinder auf diesen
Typ reduzieren. Ob dariiber hinaus auch Ufktn. fiir lateral inhomogene

e —
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Leiter ganz oder teilweise dazu zdhlen, bzw. wodurch diese zu

charakterisieren sind, miiRten erst weitere Untersuchungen kl&ren.
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