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I .  SCHEELKE, Braunschweig

’’Bestimmung des  Impedanztensors ’  mit Methoden

der s ta t i s t i schen Frequenzanalyse”

Diens t ag ,  den 14 .9 .1971

Im folgenden so l l  kurz geze ig t  werden,  wie man über  d i e  s t a -
t i s t i s che  Frequenzanalyse die  Elemente des  zweidimensionalen Im-
pedanztensors erhalten kann .  Der Tensor is t  bekanntlich definier t
durch

Ex 2 U Hx * Z12  H y

Z 21  »X + Z 22 H y •E =
y

Dabei  s ind E , E , H undx 3 y 3 x Hy d i e  Frequenztransformierten,  a l so
E v (w)  , . . der  entsprechenden Ze i t  funkt i onen .  Alle  Größen s ind
frequenzabhängig und komplex. D ie  vier  unbekannt  en  Tensorelemente
lassen  s ich  normalerweise nur bes t immen,  wenn man mindestens zwei
unabhängige Messungen vo’rliegen hat .

Da j ede  Messung mit irgendwelchen Fehlern behaftet i s t ,  empfiehlt
e s  s i ch ,  auf mehrere unabhängige Messungen e ine  Ausgleichsrechnung
anzuwenden. ; i r ’■ 7 -' x -'-•
Verfügt man a l so  über ' e ' 7’ 1 i

E x .  = Z l l  H Xi
+ Z12  HYi

+ e i mi t  1 =

wobei  e d i e  Meßfehler bedeuten so l l ,  so  kann man d i e  Methode der
kleinsten Quadrate benutzen .  Man b i lde t  d i e  Summe der Fehler-
quadrate Ho.cf

X Vi’  « X Z!2Hy i >< i - 2?2H» >, , ;
i i

(Mi t  einem Stern s ind  d i e  konjugiert  -komplexen Größen beze i chne t . )
Lei te t  man d i e se  Gleichung nach den  beiden konjugiert-komplexen
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Tensorkomponenten ab ,

( £ e e y> = 0 ;  ••-4~
dZ, l l  ° tJ12

H
£ e . e  x ) = 0

bekommt man zwei Be~und se tz t  d i e  Ablei tungen g le ich
Stimmungsgleichungen für und

Nul l ,

Z12 :

so

H HX

Y< x -i
H H Xx . x .E HX

x .  x .
i i

SZ12Z11  ?S +

und

H HX
y i Yi

E HX
X i * i

H HX
X i * ii

Z11 ? Z12 E
i

+

1969)(SIMSDies  gi l t  für j ede fe s t e  Frequenz w

Die  hier  auftetenden Produktsummen so l l en  jetzt  durch quadrati-
s che  Spektren und Kreuzspektren e r se t z t  werden .  Geht man davon aus ,
daß e s  s i ch  be i  den geomagnetischen und geoelektrischen Variatio-
nen um ' s ta t i s t i soheaZei t funkt ionen handel t ,  so  l a s sen  s ich  ihre
Frequenztransformierten nur durch quadratische Spektren und Kreuz-
spektren r icht ig  darstelleri. > r

Hat man also '  eine S tochas t i sche  Funktion x ( t ) ,  so  muß man zu  „
nächst d i e  Kovarianzfunktion <j> ( ? )  berechnen,  um hieraus durch eineÄÄ
Fouriertransformation das quadratische Spektrum $„  v (io) bestimmenr r \ XX
zu können:  . . . / t + / !

X( t ) * V T) * $ xx  Cü)> • . . - - 1 "

Das  wahre Spektrum i s t  nur für - .unendlich lange Zeitfunktionen er -
häl t l ich

m oo < -f; < co w

Beschränkt man sich auf endliche-  Regis t r ie r  längen

- T < t < T , - i “ '

s o  t reten e inige  Schwier igkei ten auf., j ,  ‘
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Zunächst bekommt man für die Kovarianzfunktion nur einen Nähe-

rungswert $ ( x )  im obigen Zeitintervall. Auch die Retardierung x

läßt sich nicht mehr beliebig wählenj..,.es mußj gelten’H.’ - -; : ;-

...0 < X < A < T , . ,,.- H ' ,

wobei A << T sein sollte, um für die. Berechnung .der Kovarianzfunk-

tion eiri genügend großes int egrationsint ervall .zu erhalten.

Außerdem wird durch das Verhältnis T/A die statistische Sicherheit

der spektralen Näherungswerte 4 bestimmt. Denn je  größer T/A,

desto größer ist die Sicherheit , desto kleiner ist aber auch die

Frequenzauflösung. Hier muß man immer einen Kompromiß schließen.

Um die im angenäherten Spektrum $ auftretenden Streuungen zu
’ . . . .  . . - XX:,  J --V tA? l ' l . '

reduzieren,, kann man.1 ein Spektralfenster anwenden, so daß man ge-

glättete Spektralwerte 8" erhält :

♦xx  - $ XX mi t  $ XX * « * *XX ’ , ,  ; 3 ; , j

wenn dies die Faltung mit einem Spektralfensterjbedeut'et (BLACK-

MAN und TUKEY 1958).

Die Qualität ..diesem . Näherungswertes. in Bezug auf das wahre Spek-

trum wird durch "zwei Gößen charakterisiert, nämlich

den statistischen Fehler b(w) = E|8(w)  j - £( w)

Und die Varianz var(w) = E| ®(w) - E|$(iß)|| 2

Beide "Gütezahlen" sollten möglichst klein sein. Ihre Größe hängt

ab von der Registrierlänge T b z w .  von- T/A und von der Art des ver-

wendeten Spektralfensters. Es läßt sich zeigen, daß sich beide

Größen vernünftig verhalten,, wenn man die 'Spektralwerfe in der an-

gedeuteten Weise ermittelt.

Diese Methode hat jedoch einen Großen Nachteil ökonomischer Art:,

die Auswertung langer, Zeitfunktionen wird sehr aufwendig (z.B.

KERTZ 1970). Nun hat in den letzten Jahren die Schnelle Fourier-

transformation oder Fast Fourier Transform (FFT) Schlagzeilen ge-

macht. Nach diesem Verfahren wird in sehr effektiver Weise das

Fourierintegral einer Zeitfunktion berechnet:
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T
X(w) = / x(t)e“lwt dt .

-T

Für statistische Funktionen ist diese Integraldarstellung jedoch

ungeeignet. Man muß deshalb eine Beziehung zwischen

X(w) und $ (w)  herstellen.
XX

In der Literatur findet man dafür häufig folgende Gleichung

(z.B. ROBSON <964):

'n '■ . .  7

$xx <ür) = Cxx(ü)) = liin -~[X(w)p .

Für ein weißes Rauschen läßt sich zeigen , daß diese' Beziehung

nicht richtig ist, denn mit wachsendem T geht die Varianz nicht

gegen Null (JENKINS und WATTS 1969). Dies ist in Figl veranschau-

licht: Die Streuungen um den wahren Wert werden bei der Verdopplung

der Integrationslänge nicht kleiner. Die beigefügte Tabelle ent-

hält noch ein paar numerische Beispiele.

Die richtige Beziehung bekommt man mit dem Wiener-Khintchine-

Theorem (MIDDLETON 1960):-

W “ ’  = CZX(“> = J '

wobei die Reihenfolge der Mittelwertbildungen nicht vertauschbar z

ist. Die Gleichung für' den praktischen Näherungswert lautet damit:

R ... .

cxx( u ) Tf ’ R 2

" P =1 ■ • -Jb-

Man unterteilt also eine Registrierung der Länge T in R gleich-

lange Stücke, berechnet für jedes Stück die Fouriertransformierte ,

bildet die Amplitudenquadrate und dann den Mittelwert. Das Ergeb-

nis ist ein Näherungswert, der demjenigen entspricht, den man durch

eine Fouriertransformation der Kovarianzfunktion bekommt, also

C = <5 . . .
XX XX



Spektrum eines weißen Rauschens

N 50 100 200 400

mean 0.85 1,07 1.00 0.95

variance 0.630 0.777 0.886 0.826

mean square error 0.652 0.782 0 886 0.828
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Glättet man C noch mit einem Spektralfenster, so bekommt man

d.h. diese beiden Näherungswerte sind hinsichtlich Fehler und Va-

rianz äquivalent. Wendet man das Spektralfenster jedoch bereits

auf die Fouriertransformierten an, berechnet man also

I . _ R

= ir ’ I X t g * x ) p( g » X*’P
P=1

so ist die Varianz der C genau so groß wie die der $ . Der

Fehler ist aber noch kleiner, da sich durch die Doppelanwendung

des Spektralfensters die äquivalente Bandbreite verringert. Ein

nach diesem Verfahren berechnetes quadratisches Spektrum zeigt

Fig.2. Das mittlere Spektrum weist einen rehht glatten Verlauf

bei relativ kleinen Fehlern auf.

Durch diese Spektren lassen sich jetzt die Produktsummen , die

bei der Berechnung der Tensorkömponenten auftraten, ersetzen. Denn

abgesehen von einem konstanten Faktor, besteht der Unterschied

lediglich in Filteroperation. Ist aber das Spektrum einigermaßen

glatt, sc ist die Korrelation zwischen benachbarten Frequenzbändern

nur gering. Damit kann man die Tensorkomponenten statt für dis-

krete. Frequenzen ebensogut für schmale Frequenzbänder bestimmen.

Obige Tensorgleichungen lassen sich dann wie folgt schreiben:

. .  CE H ‘ Z11CH H + Z12CH H 5
x x........x x y x

CE H ~ Z11CH H + Z12CH H ”x y x y y y

Man bekommt zwei weitere Gleichungen für Z und 22 indem ma -n

die 2. Tensor-Gleichung in der beschriebenen Weise behandelt. Man

hat dann 4 Gleichungen für 4 Unbekannte, so daß man nach den

einzelnen Tensorkomponenten auflösen kann.

In Fig.3 ist ein Beispiel gezeigt. Dargestellt sind Mittelwerte

für alle 4 Tensorkomponenten mit ihren Fehlern. Der Verlauf der
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Kurven ist ziemlich glatt; auch die Fehler sind teilweise recht

klein.

Es  ist aber zu beachten, daß sich bei der Berechnung von p -s
Kurven die Streuung durch das Quadrieren der Werte erheblich ver-

größert . An diesem Beispiel ist eine Anisotropie klar erkennbar:

Diagonalelemente

x und y ent-

Z liegt deutlich über Z . Außerdem weisen dieyx & xy
Z und Z relativ hohe Werte auf. (Die Indizesxx yy
sprechen den bisher verwandten Indizes 1 und 21)

Man kann jetzt versuchen, den Tensor auf Hauptachsen zu trans-

formieren, indem man eine Koordinatendrehung durchführt. Den zuge-

hörigen optimalen Drehwinkel findet man, indem man

entweder das Minimum von (|Z | 2 t, 22  I 2)

f ?
oder das Maximum von < |Z 2 I 2 + 2

bestimmt (SWIFT 1967).

Tensordrehung: E = D ° E ; H  = D«H ; D = C?S 2A0 ’ -sm<p cos<p

t ! t f m
E = Z H mit Z = DZD .

In Fig. 4 sind die gedrehten Tensorkomponenten( ungedreht : o ,  ge-

dreht:«) dargestellt. Es ist erkennbar, daß die Hauptdiagonalele-

mente zum größten Teil erheblich kleiner, aber nicht Null geworden

sind.

Das größere der beiden Nebendiagonalelemente hat sich nur ge-

ringfügig vergrößert , wogegen sich das andere verkleinert hat , so

daß die Anisotropie ausgeprägter geworden ist. Man kann jetzt aus

den Nebendiagonalelementen die zugehörigen Werte und Phasen be-

rechnen.
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