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Im folgenden soll kurz gezeigt werden,_wie_manrﬁber die sta-
tistische Frequenzanalyse die Elemente des zweidimensionalen Im-
pedanztensors erhalten kann. Der Tensor ist bekanntlich definiert
durch

= + . : ‘
Ex le gx Ziz,Hy.,
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Dabei sind E Ey, H, und Hy die Frequenztransformierten, also

. x’
E, (w); .50 dep” entsprechenden Zeitfunktionen. Allé Gréken sind’

frequenzahhanglg uhd’ komplex. Die ‘vier unbekannten Tensorelementa\
lassen sich normalerwelse ‘nip bestlmmen, ‘wenn’ man mlndestens zwe1

unabhanglge Messungen vdrllegen ‘hat .

D2 Ly RTD

Da jede Messung mlt 1rgendwelchen Pehlern behaftet 1st, emnfzehi*
es sich, auf mehrere unabhénglge Messungen elne Ausglelchsrecnnu g
anzuwenden. i S e ‘-. s ,'3’5: o5 R fn
Verfligt man also “tber

E, =2, H +7Z . H +e, mit i = 1,2,..., N
X; 11 X 12 y; ;

wobei e, die MeBfehler bedeuten soll, so kann man die Methode der
kleinsten Quadrate benutzen. Man bildet die Summe ider'Fehler-
quadrate dimp iy LH

< x _ R _ _ % x- Y i
Z e e? -i (By,= Baalhy = Zogfly OB - 2y Zizﬂy ).

(Mit einem Stern sind die kon]uglert-komplexen Groﬁen bezelcnnct.f

Leitet man diese Gleichung nach den beiden konjugiert-komplesen
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Tensorkomponenten ab,

und setzt die Ableitungen'gleich“Nulls'sd bekommt man zwei Be-
stimmungsgleichungen fir Z11 und 212:

X R g e Byt e . T
und

IE H® =2, . *H H® +2,. 8 H .
> 111'_ x- i . .

Dies gilt filr jede feste Frequenz w (SIMS 1969).

Die- hiep:. auftetendenJ?foduktéummen sollen'jéfzt durch qﬁadrati-
sche Spektren und Kreuzspektren ersetzt werden. Geht man davon aus,
dag es sich bei den geomagnetlschen und geoelektrlschen Varlatlo-
nen um statlstlsche=Ze1tfunkt10nen handelt, so lassen sich ihre
Frequenztransformlerten nur durch quadratlsche Spektren und Kreuz_
spektren richtig . darstellen.'ﬁ ars

Hat man also eIﬂE‘StOChaStlSChe Funktlon x(t), so muﬁ man zu-e~‘:
nichst die Kovarianzfunktion ¢ (T) berechnen, um hleraus durch eine

Fouriertransformation das quadratlsche Spektrum @xg(w) bestimmen

zu kdnnen: il e

Aty
T N

() —>""¢XX<T) T (") .

Das wahre Spektrum 1st nur fur unendllch lange Zeltfunktlonen ep=-
hdltlich

- o £ t < o » =8

Beschrdnkt man. 51ch auf endlwche Reglstrlerlangen

- T < T < T s Frin ol : o g LT

so treten einigelschwierigkeiten auf . . gUE




Zundchst bexommt man - fir die Kovarlanzfunktlon nur einen Ndhe-
rungswert ¢ (T) im oblgen 7e1t1nterva 1. Auch die Retardlerung T
18Rt sich nﬂch* mﬂhv bellpblg wahlen, s -muB: gelteni« i’

—
RO o

.;Off T igﬂﬂfgrgy‘m

wobei A << T sein sollte, um fur die Berechnung-.der Kovawianzfunk—
skdion .ein genhgend groBes Integrat1on51ntervall .zu erhalten.
AuBerdem wird durch das Verh&ltnis T/A die statistische Sicherheit
der spektralen Naherungswerte @ - besfimmt Denn je grdRer T/A,
desto gréBer ist- dié Slcherhe1t desto klelner ist aber auch die

Frequenzauflosung. Hler muﬁ man“1mmep,elnen¢KomPromlﬁ.schlleﬁen.

Un dle Am: angenaherten Spektrum @ ‘auftretenden Streuungen zu

redu21eren kann man:ein: Spektralfenster anwenden, so daf man ge-
w”:glattete Spektralwerte ¢‘= erhalt '

Qxx > Qxx mit @XX = g @XX )

,Wenn‘diés“ﬁié“Faifuﬁﬁ'mifaeiﬁém-Sﬁektrélfenstemibedeuté% (BLACK-
MAN und TUKEY 1958),

Die Qualitédt. dleses Naherungswertes in Bezug auf das wahre Spek-

trum wird durch zwei Goﬁen charakterlslert, nédmlich

'Ef@Cwil.;_@C&jf,._  o
EIQTQ) :TE[é(myl’r", :

m

! den statlstlschen Fehler blw)

i

und dle Varlanz‘,f_phﬁ var(w) -

'Belde ”Gute?ahlen" sollten mogllchst klein seln._Ihre Gréle hidngt
ab von der Registrierlidnge T bzw.-von T/A und von der Art des ver-
wendeten Spektralfensters. Es 148t “sich zeigen, daR SlCh belde“
Groken vernunftlg verhalten, wenn man die- Spektralwerte 1n der an-
gedeuteten Welse ermittelt., o
Diese Methode hat 3edoch elnen GrofRen Nachteil dkonomlscher Art
die Auswertung langer Zeltfunk ionen wird séhpr ' aufwendlg (z.B. o
'KERTZ" 1970) Nun hat in den.letzten Jahren dié Schnelle Fourler—“‘
transformatlon oder Past Fourier Transform (FFT) Schlagzeilen ge-
macht. Nach diesem Verfahren wird in sehr effgktlvgr Weise das

Fourierintegral einer Zeitfunktion berechnet:
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X(w) x 2o 0t

S e
PPN g . _T

Fiir statistische Funktionen ist diése Integraldarstellung jeddch'”
ungeeignet. Man muB deshalb eine Be21ehung zw1schen
X(w) und o (m) herstellen.

In der Literatur findet man dafur hauflg folgende Glelchung'
(z.B. ROBSON :1964): LS ' '

e

(033 Cpw) s %12 2Trx(w)]z >_:f
Fiir ein weifes Rauschen 14Bt Sichviéigeh"&aﬁ diéSe'Béziéhuﬁéhj”:'
nicht richtig ist, denn mit wachsendem T geht dle Varlanz nicht
gegen’ Null “(JENKINS und WATTS 1969) Dies ist in Flgl veranschau~ s
licht: Die Streuungen um den wahren Wert werden bel der Verdopplung
der Integrationslédnge nicht kleiner. Die belgefugte ‘Tabelle ent-
hdlt noch ein paar numerische Beispiele. :

Die richtige Beziehungwgekommt maﬁ'mit dem Wiener-Khintchine-
Theorem -(MIDDLETON 1960) : - -

¢ (W) = C_(w) = %ig-—~ Bl [Xad] 2]

wobeil die Relhenfolge der Mlttelwertblldungen nicht vertauschbar =
ist. Die Glelchung fur den praktlschen N&herungswert lautet damit:

- . R

6 Gy kLo 1S 2

ol B )

Man untertellt also elne Reglstrlerung der Lidnge T in R gleich-
1ange Stﬁcke9 berechnet fir jedes Stilick die Fouriertransformierte,
bildet dle Amplltudenquadrate und dann den Mittelwert. Das Ergeb-
nis ist ein Naherungswert der demjenigen entspricht, den man durch

eine Foquqrtransformatlon.der Kovarianzfunktion bekommt, also
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Gldttet man CXX noch mit einem Spektralfenster, so bekommt man

A S

">

®
XX xx °

d.h. diese beiden N&herungswerte sind hinsichtlich Fehler und Va-
rianz dquivalent. Wendet man das Spektralfenster jedoch bereits

auf die Fouriertransformierten an, berechnet man also
_ R
1

2 g gl 4 s
Co 50 ° 5 Zl (g = X)P(g ® X )p
p:

so ist die Varianz der axx genau so groﬁlwie die der %Xx, Der
Fehler ist aber noch kleiner, da sich durch die Doppelanwendung
des Spektfalfensters die dquivalente Bandbfeite verringert. Ein
nach diesem Verfahren berechnetes quadratiéthes Spektfum zeligt
Fig.2. Das mittlere Spektrum weist einen recht glatten Verlauf

bei relativ kleinen Fehlern auf.

Durch diese SPektreﬁ lassen sich jefzt éie Eroduktéummen9 die
bei der Berechnung dér'Tensor}éfomponeﬁfén‘é.ﬁftraten3 ersetzen. Denn
abgesehen von einem konstanten Faktor, besteht der Unterschied
lediglich in Filteroperation. Ist aber das Spektrum einigermaBen
glatt, sc ist die Korrelation zwischen benachbarten Frequenzbindern
nur gering. Damit kann man die Tensorkomponenten statt fﬁf_diSw

krete Frequenzen ebensogut flir schmale Frequenzbinder bestimmen.

Obige Tensorgleichungenilassen sich dann wie folgt schreiben:

. .

)
1

C

= 7 + 7 s
ExHx 11 HxHx 12 Hny
c = 244E % Ty o
E_H 11"H H 12°H_H
Xy Xy Yy

Man bekommt zweil weitere Gleichungen flir Z und ZZZ,Iihdem man

21
die 2. Tensor-Gleichung in der beschriebenen Weise behandelt. Man
hat dann 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte, so daR man nach den

einzelnen Tensorkomponenten aufl®&sen kann.

In Fig.3 ist ein Beispiel gezeigt;HDéfgestellt sind Mittelwerte

flir alle 4 Tensorkomponenten mit ihren Fehlern. Der Verlauf der
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Kurven ist ziemlich glatt; auch die Fehler sind teilweise recht
klein.

*

Es ist aber zu beachten, daf sich bei der Berechnung von P
Kurven die Streuung durch das Quadrieren der Werte erheblich ver-
gréfert. An diesem Beispiel ist eine Anisotropie klar erkennbar:
Z liegt deutlich iber Zx . AuBerdem weisen die Diagonalelemente

VX

ZXX und Zyy relativ hohe Werte auf. (Die Indizes x und y ent-

sprechen den bisher verwandten Indizes 1 und 2.)

Man kann jetzt versuchen, den Tensor auf Hauptachsen zu trans-
formieren, indem man eine Koordinatendrehung durchfiihrt. Den zuge-
hérigen optimalen Drehwinkel ¢m findet man, indem man

’ ; 1 f

entweder das Minimum von (|Z11]2_t 12,,51%)

v v
oder das Maximum von"‘“:(l'Zizl2 + [22112)

bestimmt (SWIFT 1967).

cos¢ sing

]
Tensordrehung: E -sin¢ cos¢

"
o
t
T
"
@]
(i
o

] ] ? . T T

E =ZH mit Z = DZD

In Fig. 4 sind die gedrehten Tensorkomponenten(ungedreht: o, ge-
dreht:e) dargestellt. Es ist erkennbar, daf die Hauptdiagonalele-
mente zum gréften Teil erheblich kleiner, aber nicht Null geworden

sind.

Das gropere der beiden Nebendiagonalelemente hat sich nur ge-

~ringfligig vergrdRert, wogegen sich das andere verkleinert hat, so

daf die Anisotropie aﬁsgepragter geworden ist. Man kann jetzt aus
den Nebendiagonalelementen die zugehdrigen Werte und Phasen be-

rechnen.
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