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’’Analytische Behandlung der elektromagnetischen Induktion in

einer eindimensional beliebig verformten Grenzfläche idealer

Leitfähigkeit”

Mittwoch, den 13.3.1974

1. Einleitung

Das in der Überschrift formulierte Problem ist mathematisch ein

Randwertproblem der zweidimensionalen Pot entialtheorie. Da die

Geometrie der Grenzfläche in einer Richtung variabel sein soll,

jedoch nach Möglichkeit nicht vorgegeben, sondern aus den Be-

obachtungen auf einer Bezugsfläche CErdoberfläche) bestimmt wer-

den soll, liegt zugleich ein Umkehrproblem vor; allerdings nur

in dem frequenzunabhängigen Rahmen der Potentialtheorie und nicht

unter den allgemeineren und ungleich komplizierteren Vorausset-

zungen der elektromagnetischen Induktion in einem Medium mit end-

licher und variabler Leitfähigkeit Cvgl. WEI.DELT C1972)).

In die erdmagnetische Tiefensondierung ist dieses Problem von

SCHMUCKER .(.1959) zur Deutung seiner Beobachtungsergebnisse über

die Norddeutsche Leitfähigkeitsanomalie eingeführt worden. Die

Behandlung erfolgt dort so, daß der Verlauf der Grenzfläche vor-

gegeben und die Verteilung der dazugehörigen Flächenströme aus

aus der Bedingung bestimmt wird, daß der Raum unterhalb der Grenz-

fläche feldfrei bleiben muß. Der Zusammenhang zwischen magneti-

schem Störungsfeld und Flächenströmen ist durch das BIOT-SAVART-

sche Gesetz gegeben. Durch Variation der Form der Grenzfläche

muß dann als Lösung diejenige Form ermittelt werden, für die das

berechnete und das beobachtete Störungsfeld möglichst gut über-

einstimmen. Hei diesem Vorgehen läßt sich SCHMUCKER von formalen

Analogien zur Behandlung eines zweidimensionalen Umkehrproblems

der Magnetostatik durch PETERS C1949). leiten und gelangt so zu

einer Näherungslösung s mit der Modelle für die Norddeutsche Leit-

fähigkeitsanomalie bestimmt werden Cs. Fig.3 in diesem Beitrag).
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Dieser Weg der Behandlung zweidimensionaler Leitfähigkeitsano-

malien ist in der Folgezeit nur insoweit weiterbegangen worden,

als sich, die Funktionentheorie mit ihrer Methode der konfor-

men Abbildung auf konkrete Formen der {auf dem Symposion von

1963 in Salzgitter-Lebenstedt eingeführten} modellmäßigen Grenz-

schicht der Konduktopause anwenden ließ. Der Wert dieser Ergeb-

nisse liegt vor allem in der Klassifikation von Anomalien (vgl.

SCHMUCKER (.1964)). Die Aufgabe, oberflächennahe Anomalien mit

variabler endlicher Leitfähigkeit behandeln zu müssen, und die

Möglichkeit,, durch den Einsatz elektronischer Rechenanlagen auch

komplizierte und damit realistischere Modelle durchrechnen zu

können, haben die praktische Bedeutung des vorliegenden Problems

stark eingeschränkt. Daß trotzdem die Folgerungen aus diesem ein-

fachen Modell auch heute noch Interpretationshilfen sind, soll

in Abschnitt 6 für die Norddeutsche Leitfähigkeitsanomalie ge-

zeigt werden. Darüber hinaus, ist jede analytische Lösung als Kon-

trolle für die Güte numerischer Verfahren wertvoll. Nicht zu-

letzt aber hat die formale Behandlung des Problems bis zur ana-

lytischen Darstellung der Lösungen ihren Reiz in sich selbst,

2. Beschreibung des Modells,

Neben der schon erwähnten Methode der konformen Abbildung, die

über die Funktionentheorie als zweidimensionale Potentialtheorie

hier prinzipiell anwendbar ist, jedoch nur praktischen Wert hat,

wenn die. Form der Grenzfläche vorgegeben und die Abbildung etwa

nach, der SCHWARZ-CHRISTOFFELschen Formel auch tatsächlich, ausge-

führt werden kann, gibt es als weiteres prinzipiell brauchbares

Verfahren die. Auffindung der gesuchten Grenzfläche durch. Konstruk-

tion der Feldlinien des Störungsfeldes. Wie hierbei vorzugehen

ist, wird in Abschnitt 5 erläutert, wo am Beispiel der Norddeut-

schen Leitfähigkeitsanomalie die für diesen Fall exakte. Lösung

des Problems mit der Feldlinien-Methode hergeleitet wird. Auch,

dieser Weg ist nur begrenzt gangbar, wenn er bis zur. analytischen

Darstellung des Ergebnisses führen soll.

Im folgenden soll nun die. explizite Behandlung der Aufgabe, ohne

Vorgabe eines konkreten Störungsfeldes oder einer konkreten Ver-

formung der Grenzfläche unternommen werden. Es wird sich, zeigen.
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daß dies nur in einer ersten Näherung möglich ist. Das bisher

nur qualitativ formulierte Modell muß dazu zunächst einer quan-

titativen Behandlung zugänglich gemacht werden. Die Einzelhei-

ten dieses Modells und die dabei auftretenden Größen können an

der Fig.l abgelesen werden:

Durch die horizontale Ebene z = 0 sei die "unverformte Grenz-

fläche" gegeben, d.h. die in ± x-Richtung verformte tatsächliche

Grenzfläche, an der die elektrische Leitfähigkeit von 0 auf 00

springen soll, wird durch ihre Abweichungen z = £Cx) von der

Ebene z = 0 festgelegt und soll sich dieser Ebene für große |x|

beliebig dicht annähern. Die z-Achse ist positiv nach unten ge-

richtet. Die Ebene z = 0 möge in einer Tiefe zQ Cmit zQ > 0)- unter

der Beobachtungsebene liegen, die mit der Erdoberfläche identi-

Fig . l  • Illustration des im Text beschriebenen Model ls .
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fixiert werden kann. Für die Angabe der horizontalen Abhängig-

keit einer Größe speziell auf der Beobachtungsebene z = -z

wird x = £ gesetzt.

Als Quelle für das induzierende Magnetfeld wird ein homogener,

horizontaler, nach dem Muster des Ablaufs erdmagnetischer Stör-

ungen in seiner Stärke zeitlich variierender ionosphärischer

Flächenstrom angenommen. Dieser bei Modellrechnungen für lokale

Induktionserscheinungen in mittleren Breiten übliche und brauch-

bare Ansatz soll hier der Einfachheit halber übernommen werden.

Eine Verallgemeinerung des Modells in diesem Punkt ist möglich.

Wegen der Frequenzunabhängigkeit der elektromagnetischen Induk-

tion in Grenzflächen idealer Leitfähigkeit CSkintiefe -*• 0 )  und

der Vernachlässigbarkeit des Verschiebungsstromes in der hier

für die Betrachtungen allein infrage kommenden Nahzone CGebiet I)

der primären und sekundären Stromquellen fällt der zeitliche Ab-

lauf der Störung aus der Rechnung heraus. Das elektrische Feld

bleibt überall klein, verglichen mit dem Magnetfeld, das in

dieser Näherung der "Elektrodynamik quasistationärer Ströme" für

sich allein betrachtet werden kann und wegen der Rotations- und

Divergenzfreiheit im Gebiet I die Eigenschaften eines Potential-

feldes besitzt.

In Fig.l wird ein Zeitpunkt betrachtet, zu dem der ionosphärische

Flächenstrom = const +y-Richtung Gaus der Bildebene heraus),

hat. Das induzierende Magnetfeld unterhalb dieses Flächenstroms

ist dann gegeben durch:

Ö. = H x = pj X CDo o r Jo

mit x = Einheitsvektor in x-Richtung und

' 2ir/c im GAUSSschen Maßsystem Cc = Lichtgeschwindigkeit)
■ 2ir im elektromagnetischen Maßsystem
.1/2 im praktischen Maßsystem

Cla)P =

Bei einer unverformten Grenzfläche idealer Leitfähigkeit in der

Ebene z = 0 würde aus der Forderung eines feldfreien Raumes für

z > 0 folgen, daß der Flächenstrom in dieser Grenzfläche im Ge-

biet II Cz > 0 )  gerade das Feld -Ä und damit im Gebiet I tz < 0 )

das Feld +H erzeugen müßte. Im Gebiet I und somit auch auf der
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Beobachtungsebene würde dann insgesamt das Feld 2 Ä = const

auftreten. Der Betrag dieses beim Fehlen einer Anomalie vorhan-

denen Feldes wird für die Normierung des Störungsfeldes ver-

wendet» das entsteht, wenn die Grenzfläche verformt wird. Da

das Gebiet II auch bei verformter Grenzfläche, also für z > C

feldfrei bleiben muß, ist die in dieser Grenzfläche induzierte

Verteilung des Cin die Bildebene hinein gerichteten) Flächen-

stroms "jCs) gerade von der Art, daß dieses Stromsystem im Ge-

biet II wieder das Feld

HT T = -Ä (2)11. o

erzeugt. Unter diesen Bedingungen verursacht aber "jCs) im Ge-

biet I das Feld

S T = 8 <• 5 ,  C3)1O’

wobei nun der Störungsanteil

= h (x,z) x + h Cx,z) z (4)X z

(mit z = Einheitsvektor in z-Richtung) der auch in der Beobach-

tungsebene nachweisbare Ausdruck der Anomalie ist. Gemessen wird

dort allerdings das durch Überlagerung entstehende Gesamtfeld

t = 2 + L C5)

Wie H ist auch das eigentliche Störungsfeld S ein Potentialfeld .

3. Explizite Behandlung des Problems in erster Näherung

Aus dem zuletzt Gesagten folgt, daß £ als Gradient eines Potenti-

als darstellbar ist:

= - gradft, C6)

wobei 2 der zweidimensionalen LAPLACE-Gleichung
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AiA + AiA = o C7)
3x2 3 z2

genügt. Eine für den vorliegenden Zweck allgemeine Lösung von

C7) erhält man in bekannter Weise, indem für über einen Sepa-

rationsansatz eine partikuläre Lösung hergeleitet und durch In-

tegration über die als freier Parameter auftretende Wellenzahl

k die Lösung verallgemeinert wird. Mit der Bedingung, daß ft für

z -> _oo verschwinden soll, lautet die gesuchte Lösung von C7)

S = / aCk) elkx+ l k l z d k . C8>
— CO-

Die beiden Komponenten von K folgen dann wegen C6) aus (.8 ) nach

h = -3ft/3x; h = -3ft/8z (9a,b)
x ’ z

Es ist nun zu ermitteln, wie h und h mit der Form t;(x) derX z
Grenzfläche verknüpft sind. Mit dem Blick auf die weitere Behand-

lung der Aufgabe erweist es sich als unumgänglich vorauszusetzen,

daß t, eine mindestens stückweise stetig differenzierbare Funktion

ist, daß die durch £ gegebenen Abweichungen von der Ebene z = 0

klein bleiben (.was noch quantitativ formuliert wird) und daß

auch die durch |dz;/dx| gegebene Steigung der Grenzfläche eine

kleine Größe ist. Eine Lösung des Problems unter diesen Bedingungen

soll hier als "erste Näherung" verstanden werden. Blevor sich, zei-

gen wird, wo diese Voraussetzungen konkret verwendet werden, ist

aber der allgemeine Hinweis angebracht, daß es bei starken Ver-

formungen der Grenzfläche fraglich wird, wie lange C8 ) dann noch

eine brauchbare Lösung "im Grenzgebiet" von I ,  d.h. für z ~ 5

bleibt . Mit Sicherheit kann dies nur für den Bereich z < 5 . he-m m
hauptet werden; jedoch soll diese Frage hier nicht weiter unter-

sucht werden.

Zur Auffindung des Zusammenhanges zwischen K und £ müssen zunächst

die Randbedingungen dieses Randwertproblems quantitativ formuliert

werden. Es genügt, dazu die Grenzfläche ?Cx) mit ihrer Flächen-

stromverteilung it Cs) für sich zu betrachten; Sie verursacht nach
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nach (2)  und (3)  das Feld -H für z > ? und das Feld HQ + K

für z < ?. An der Grenzfläche muß die Stetigkeit der Normal-

komponente des Magnetfelds erfüllt sein, während die Tangen-

tialkomponente einen Sprung erleidet, der proportional zu j(s)

ist; in Formeln:

n • C5I I - = 0 (10)

und n x - 5 -) = - 2p jCs) y (11)

mit n = Normaleneinheitsvektor der Grenzfläche c und p nach (la).

Zur Benutzung der Randbedingungen kann man im vorliegenden Fall

entweder so vorgehen, daß man die im xz-System gegebenen Kompo-

nenten der Felder und Cvgl. Fig.l) auf das System des be-

gleitenden Zweibeins £ ,  n an die Grenzfläche (mit $ = Tangenten-

einheitsvektor) durch eine ebene Drehung um den Winkel a der Nei-

gung der Grenzfläche transformiert; oder man stellt n im xz-

System dar und führt die Vektoroperationen in CIO) und Cll) aus.

Dabei ist es angebracht, bereits die aus den Bedingungen der

ersten Näherung folgenden Vernachlässigungen vorzunehmen. Wird

also

= a mit |a| « 1 C.12a4b )

angesetzt, so ergeben sich Unterschiede in der Größenordnung ent-

sprechend :

Ko ?> l\l ■ l\l> l Ho “I » “l> K “I- C13>

Ausdrücke der kleinsten in C131 aufgeführten Größenordnung werden

bereits vernachlässigt. Für n erhält man nach Fig.l in dieser

Näherung

n = z - a x C14)

und durch Einsetzen von C2), C31 mit C4), C141 und Vernachlässi-

gung von h a  wegen C13);
h (()  = 2a H . (15)
& o
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Die (lediglich, durch die Bedingungen der ersten Näherung einge-

schränkte) Allgemeinheit der Verformung der Grenzfläche in x-

Richtung soll darin zum Ausdruck kommen, daß 5 durch ein FOURIER-

Integral dargestellt wird :

+°° .,
C(x) = f K(k) e1KX dk. (16)

—CO

Dann läßt sich, für die linke Seite von C15) nach (8)  und (9a) und

für die rechte Seite nach GIB) und C12a) jeweils ein FOURIER-

Integral angeben:

- f|k| a(k)elkx+ 'k ‘ ?dk = 2H i fk K(k)elkx dk. (17)
_oo ° _oo

Die durch. (17) geforderte Übereinstimmung der beiden Integrale

verlangt als Konsequenz der ersten Näherung: exp{Jk|c} ■+ 1. Da

sich im Spektrum a(k) des Störungsfeldes das Spektrum K(k) der

Grenzfläche widerspiegelt und umgekehrt, kann diese Forderung

so interpretiert werden, daß es im Spektrum <(k) eine kleinste

Wellenlänge und damit eine größte Wellenzahl k geben muß,

derart daß der Spektralbereich für noch, kürzere Wellenlängen

keinen merklichen Beitrag zur Form der Grenzfläche gibt :

K(|k| > k max ) ■* Ö.  Ist ?max die größte, absolut genommene Abwei-

chung der Grenzfläche von der Ebene z = 0 ,  so muß zwischen ?max

und. kmax die Beziehung gelten:

k • 5 << 1 /\ exp{|k| } ■+ 1. (18)max max * 1 1

Damit ist diese zuvor nur qualitativ aufgeführte Bedingung quanti-

tativ formuliert. Auch von den beiden weiteren Bedingungen der

ersten Näherung, nämlich. (12a,b)  ist bereits bei der Herleitung

von (17) Gebrauch gemacht worden. Ohne diese Voraussetzungen

wäre die nun mit (18) aus (17)  folgende Verknüpfung der beiden

Spektralfunktionen durch

aCk) = - 2H-oi sgn 
k £Ük) (19)
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mit sgn k = |k|/k nickt explizit angebbar.

Mit der einfachen Beziehung C191 im Wellenzahl-Bereich liegt

bereits die Aufgabe gelöst vor» das durch elektromagnetische

Induktion in der entsprechend & Ck 1 verformten Grenzfläche ent-

stehende Störungsfeld S. Cüber (.8) und C9a,bl) berechnen zu

können.

Die noch verbleibende Aufgabe der Lösung des Umkehrproblems be-

steht lediglich, in der Fortsetzung eines Potential!eldes , aller-

dings hier in Richtung auf seine Quellen. Als gegeben können da-

bei die normierten anomalen inneren Anteile des beobachteten

Feldes angesehen werden. Das heißt für das vorliegende Modell,

daß in der Beobachtungsebene z = - zQ die Größen hx C£)/2Ho und

h U)/2H. in ihrer C -Abhängigkeit bekannt sind und für großez o
|g| hinreichend schnell verschwinden. Auch diese Größen lassen

sich dann durch FOURIER-Integrale darstellen:

h u i  +<»
—A ___  = ' r
2H J

O -0Q

hx ca
CCk)elk? dk= J BCk)elk dk;

—OQ

(20a,b)

FOURIER-Transformation liefert BCk) und CCk), die damit eben-

falls bekannt sind. Prinzipiell genügt die Kenntnis einer dieser

spektralen Verteilungen, da hx und hz wegen ihrer Herkunft aus

demselben zweidimensionalen Potential in bekannter Weise durch

eine HILBERT-Transformation miteinander verknüpft sind. In  der

erdmagnetischen Tiefensondierung wird dieser Zusammenhang meistens

durch den von KERTZ eingeführten Kommutierungsoperator K ange-

geben: Ist fCx) eine durch FOURIER-Entwicklung darstellbare Funk-

tion

+°° ..
fCxl = J ßCkle1Kx dk, C21al

so gilt Cvgl. SIEBERT und KERTZ C.19 5 7 D

Kf = - i f sgn k gCk)elkx dk = | f -'"u ’ C 2 1 b )

-oo -oo
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Cer Operator K ist danach die FOURIER-Darstellung der (.negativen)

HILBERT-Transformation. Wegen der auftretenden Singularität ist

das rechte Integral im Sinne des CAUCHYschen Hauptwertes zu be-

stimmen.

Aus C8) und C9a,b) folgt sofort, daß h und h ein Transforma-X z
tionspaar wie f und K.f sind, so daß generell gilt:

h Cx,z) = K h.Cx,z). (.22)
Z X

Diese Beziehung gilt dann speziell auch für h C?)/2H und h (.£)/X. o z
2H nach C20a.b). Wird schließlich noch aCk) und nach C19) damito ’
auch K.Ck) über (.8) und C9bl für z = - zQ mit CCk) verbunden, so

erhält man bei Formulierung dieser Beziehungen im Wellenzahl-

Bereich:

CCk) = - i sgn k BCk) = ik tcCk)e- zo C23)

Ist also das normierte Störungsfeld durch BCk) oder CCk) gegeben,

so kann nach (.23) KCk) und dann nach C16) die dazugehörige Form

?(x) der Grenzfläche berechnet werden. Typisch für diese poten-

tialtheoretische Lösung ist, daß die Größe zQ unbestimmt bleibt

und vorgegeben werden muß. Genau darin liegt die prinzipiell nicht

zu umgehende Vieldeutigkeit des Ergebnisses. Selbstverständlich

läßt sich C23) ebenso dazu verwenden, zu einer durch &. gegebenen

Form der Grenzfläche das normierte Störungsfeld auf der Beobach-

tungsebene z = - zQ zu bestimmen.

Wie aus. dem soeben beschriebenen Verfahren hervorgeht, erfolgt die

wechselseitige Berechnung von Störungsfeld und Form der Grenz-

fläche, ohne daß die Verteilung des Flächenstroms jCsl in der

Grenzfläche explizit verwendet wird und bekannt sein muß. Dem ent-

spricht, daß die Randbedingung Cll) bisher nicht benutzt worden

ist. Setzt man in Cll) n nach C14), nach C21 und nach C3)

mit ii nach C4) ein und berücksichtigt C13), so erhält man für

die Flächenstromdichte

jCsl = HÖ C1+ hx CU/2H.o )/p. (24 )
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Nach Fig.l läßt sich die Bogenlänge s auf der verformten Grenz-

fläche eindeutig der Koordinate x zuordnen. Beachtet man noch,

daß nach CI) HQ = pjQ ist, so besagt (2ä), daß die Flächenstrom-

dichte die folgende Form hat

j(x) = jo Cl + g(x)) mit |g(x)[ << 1. (25)

Der in der Grenzfläche anomal induzierte Anteil an der Strom-

dichte ist danach jQ g(x). Aus C25) und (24) folgt mit (8), (9a),

(18) und (19) für gCx) die explizite Darstellung

+“ • v
gCx) = - f|k| ic(k)e1 x dk, (26)

—CO

die diese Größe über C16) mit ?Cx) verknüpft. Vergleicht man dar-

über hinaus g(x) nach (26 )  mit der nach x differenzierten Glei-

chung (16), d.h. nach (12a) mit der Steigung a der Grenzfläche,

so sieht man mit einem Blick auf (21a,b), daß auch g(x) und a(x)

durch eine HILBERT-Transformation ineinander übergeführt werden

können (geschrieben mit dem Kommutierungsoperator K):

a = K g. (27)

Ausgehend von (24), lassen sich durch geeignete FOURIER-Transfor-

mationen genau jene Integraldarstellungen für die Komponenten des

normierten Störungsfeldes auf der Beobachtungsebene herleiten,

wie sie in der hier aus geführt en ersten Näherung auch aus der di-

rekten Anwendung des BIOT-SAVARTschen Gesetzes auf die Flächen-

stromdichte jCs) gefunden werden. Die damit angedeutete Möglich-

keit, das vorliegende Problem sowohl über die Potentialtheorie

(wie in diesem Beitrag) als auch über das BIOT-SAVARTsche Gesetz

(wie im Ansatz bei SCHMUCKER (1959)) parallel behandeln zu können,

führt zusammen mit der Forderung, daß das Gebiet II feldfrei blei-
.... ’

ben muß, zu sich entsprechenden Ergebnissen der beiden Wege, wo-

raus wieder recht allgemeine Integralbeziehungen folgen, die über

die HILBERT-Transformation hinausgehen und im Anhang 1 ohne Be-

weis mitgeteilt werden. Daß diese Parallelität besteht, ist nicht

verwunderlich, weil einerseits das BIOT-SAVARTsche Gesetz eine

allgemeine Lösung für potentialtheoretische Randwertprobleme der

hier behandelten Art ist und andererseits bei dem hier gewählten
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Weg über die Potentialfheorie. die Aussage des RI.CT-SAVARTsehen

Gesetzes durch die Randbedingung CH) hineinkommt.

4. Anwendung des Formalismus von Abschnitt 3 auf die Nord-

deutsche. Leitfähigkeitsanomalie.

Noch immer können die wesentlichen großräumigen Eigenschaften der

Norddeutschen Leitfähigkeitsanomalie, insbesondere für erdmagne-

tische Störungen vom Typ einer Bay, der Untersuchung von

SCHMUCKER (.19 59) entnommen werden. Der von SCHMUCKER ermittelte

Verlauf der Is anomalen der normierten anomalen inneren Anteile

h. und z. des Störungsfeldes rechtfertigt in hohem Maße das Mo-

dell einer zweidimensionalen 4A°m°-Üe. Verwendet werden die Daten

für h. und z-, die den hier benutzten Größen h C£)/2H und1 1. x o
h C?)/2H entsprechen, auf dem eng vermessenen Ostprofil von Len-z o
sahn (Len) bei Kiel bis Bieberstein (Bib) bei Fulda. In Fig.2

ist (mit ausgezogenen Linien) der Verlauf von h und z auf diesem

Profil, das die Anomalie praktisch senkrecht überquert, für Bay-

Störungen aufgetragen. Diese beiden Kurven müssen zunächst in

einer möglichst guten Näherung analytisch dargestellt werden. Da-

zu empfiehlt es sich, von einer geeigneten zweidimensionalen

Quellenverteilung auszugehen, aus derem Potential dann h und h

folgen und so automatisch (.22) erfüllen. Für diese Aufgabe bietet

sich eine Entwicklung nach Strcm-Multipolen an. In meinem Beitrag

auf dem Symposion in Goslar (.vgl. SIEBERT (1965)) habe ich mich

bereits mit dieser Frage befaßt und gezeigt, daß ein um 45° gegen

die Vertikale geneigter Strom-Dipol (.zweidimensionaler Dipol) in

einer Tiefe von 127 km unter einem Profilort, der nicht ganz in

der Mitte zwischen den Stationen Ebstorf (Ebs) und Fallersleben

(Fal) liegt, eine bereits ausreichende Näherung liefert. Die nor-

mierten Feldkomponenten dieser Anordnung in der Beobachtungsebene

sind (gestrichelt) ebenfalls in Fig.2 eingetragen worden. Aus

ihrem Verlauf wird deutlich, daß der obere Pol nördlich, d.h. in

+ x-Richtung, vom unteren Pol liegt und einem (negativen) Linien-

strom in die Bildebene hinein entspricht Cs. auch. Fig.3). Die

formelmäßige Darstellung der beiden Feldkomponenten lautet
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Fig • 2: Verlauf von h und z Causgezogene Linien) und ihre
analytische Approximation durch das Feld eines Stromdipols
(gestrichelt) auf dem SCHMUCKERschen Ostprofil.

h. C O ]  0 + 2  E-n 2 C28a)
x 1= + D ----- ---12

h CE)J CE2+n 2)2 C28b)Z» 'Q

mit

% = zo + ZD’ <29)

wobei z = Zp Cz > 0) die Tiefe des Strom-Dipols unter der Ebene

z = 0 angibt. Dann ist die Tiefe des Strom-Dipols unter der
Beobachtungsebene , also im vorliegenden Fall: n = 1 2 7  km. Die

'O
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Größe D ist das Dipolmoment des zweidimensionalen Dipols. Auch

ihr Zahlenwert muß durch Anpassung von (28a,b) an den Verlauf

von h und z bestimmt werden. In Fig.2 wurde dafür D = 2HQ r(2/3

verwendet.

Damit liegen alle für die Anwendung des Formalismus des Ab-

schnitts 3 benötigten Größen und Beziehungen vor: Setzt man (28a)

in (20a) oder (28b) in (20b) ein und führt die FOURIER-Transfor-

mation aus (wofür im Anhang 2 die Transformationspaare zusammen-

gestellt sind), so findet man

(30a)

(30b)

BCk)  '

C (k )  .
+ ik)e % 'k I .± 4H C 1 k Io

Einsetzen in (23) liefert die Spektralfunktion KCk) der Grenz-

flächenverformung

xCk) Ci sgn k - l)e"i k l zD (31)
o

mit Zp  nach (29). Die Form <;(x) der Grenzfläche selbst folgt dann

aus der Berechnung des FOURIER-Integrals (16) (wofür ’wieder An-

hang 2 die Transformationspaare enthält). Das ergibt:

D x + zn
?(x) ----- ----- , (32)

2H x2 + z2

o D

Auch die Lösung (32) ist erst eindeutig festgelegt, wenn zß vorge-

geben wird, wobei lediglich (29) erfüllt sein muß, also

0 < z-p < 127 km. Wird außerdem der schon gegebene Wert von D be-

nutzt, so ergibt die numerische Auswertung von C32) das zunächst

überraschende Ergebnis, daß jede der hier möglichen Grenzflächen

durch die Beobachtungsebene hindurchtritt, d.h. es gibt immer ein

x-Intervall, für das z; < - z ist. Die Ursache für dieses fatale

Resultat liegt nicht darin, daß das hier betrachtete Modell prin-

zipiell unbrauchbar wäre, sondern daß die Norddeutsche Leitfähig-

keitsanomalie eine so starke Anomalie ist, daß sie nicht in der

Näherung des Abschnitts 3 behandelt werden darf. Man erkennt dies

sofort daran, daß die Lösung C32) die Bedingung C18) für die Be-

obachtungsdaten der Norddeutschen Leitfähigkeitsanomalie nicht
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erfüllt: Aus (.31) folgt, daß für die obere. Grenze von k min-

destens k = 1/z gefordert werden muß. Die absolut genomme-m O.X L>

ne maximale Abweichung c tritt nach C32) bei x = (vT - l)zPmax m D
auf und beträgt dort ?max = x

m « Nach diesen Beziehungen

ist aber die Bedingung (.18) k <<1 für die Norddeutschemax max
Leitfähigkeitsanomalie nicht zu erfüllen. Eine zufriedenstellen-

de Behandlung dieser Anomalie durch das Modell einer perfekt

leitenden Grenzfläche erfordert dahex' die Auffindung der exakten

Lösung.

5 • Bestimmung der Form der Grenzfläche durch die Berechnung der
Feldlinien des Störungsfeldes

Der physikalische Sachverhalt dieser Methode läßt sich, schnell

beschreiben: Dazu ist es nur erforderlich, die Randbedingung CIO)

auf das gesamte hier auftretende Magnetfeld fr. zu erweitern, das

ja das unmittelbar zu beobachtende Feld ist. Da das Gebiet IX

feldfrei sein muß, kann es an der Grenzfläche £Cx) auch keine in

das Gebiet II hineinzeigende Normalkomponente von fr geben. Wegen

der Stetigkeitsbedingung CIO) muß dann auch die zum Gebiet I ge-

hörende Normalkomponente von fr auf der Grenzfläche verschwinden,

während dort die Tangentialkomponente wegen Gill existiert. Diese

stellt damit an der Grenzfläche das Feld fr seihst dar, d.h. das

x-Profil der Grenzfläche stimmt stets mit dem Verlauf einer Feld-

linie von fr überein. Die Aufgabe besteht also darin, aus dem be-

kannten Verhalten des. Feldes auf der Beobachtungsebene die Feld-

linien von H zu berechnen. Nach der soeben angestellten Überle-

gung gibt dann jede ganz unterhalb der Beobachtungsebene liegende

Feldlinie den Verlauf einer potentiellen Grenzfläche an, worin

sich wieder die Vieldeutigkeit der Lösung äußert. Eindeutigkeit

wird erreicht, wenn die Tiefe der für ]x| + ~ unverformten Grenz-

fläche vorgegeben wird .

Allgemein laßt sich dieses Problem nur bis zur Aufstellung von

Differentialgleichungen für die Schar der Feldlinien behandeln.

Dies ist auf zwei verschiedenen Wegen möglich:

a)  Soll das allgemeine Wegelement dt = $ dx + 2 dz  der xz-Ebene

zugleich ein Element einer Feldlinie von fr sein, so muß gelten
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Ü x d s  = 0. (.33)

Einsetzen von H. nach. 05) mit H. nach Cl) und X. nach CD führto
bereits auf die Differentialgleichung dieses Verfahrens

dz h Cx,z)
— = - - -z---------- . (34)
dx 2H + h Cx.zlo x ’

Mit (34) läßt sich die Aufgabe von Abschnitt 3 exakt lösen, wenn

man sich das Feld des Strom-Dipols nicht nur für das spezielle

Niveau der Beobachtungsebene , sondern allgemein hinschreibt. For-

mal bedeutet das, in C28a,b) 5 durch x und durch -z+z zu

ersetzen. Die dann durch Einsetzen von (28a,b) in (.3D entstehen-

de gewöhnliche nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung

besitzt eine explizit angebbare Lösung. Wird die Integrations-

konstante aus der Forderung z = 0 für |x| -> 00 bestimmt und in

dieser speziellen Lösung z = 5 gesetzt, so erhält man für die

Form der Grenzfläche den durch CA2) gegebenen Verlauf, wie er

auch auf dem Weg über das Vektorpotential gefunden wird.

b)  Ordnet man dem Magnetfeld H. in bekannter Weise durch

H. = H. t = rot X (35)

ein Vektorpotential X zu, so gilt für das vorliegende Problem,

daß die gesuchten Feldlinien von X durch die Kurvenschar

A(x,z) = const gegeben sind. Dies ist folgendermaßen einzusehen:

Da 5 nur von x und z abhängt und auch nur Komponenten in x- und

z-Richtung besitzt, kann X nur eine y-Komponente haben, die eben-

falls nur von x und z abhängt:

X = ACXjZly. (36)

Damit stehen X und H überall senkrecht aufeinander, woraus folgt

X x X = H A n. (37)

Wegen (36) muß eine Richtungsdifferentiation von X in die Rich-

tung von X selbst verschwinden. Mit einer aus der Vektoranalysis

bekannten Umformung gilt dann

(X*grad)X = y grad A2 - X x rot X = 0.
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Mit (.35), C36) und C3Z) folgt daraus

grad A = - H n. C38.)
A

Da also der1 Gradient von A immer die Richtung von -n hat» müssen

die Linien ACx,z) - const als die dazugehörigen Orthogonaltra-

jektorien in der xz-Ebene stets die Richtung von t haben und sind

damit die Feldlinien von

Die Bestimmung von X erfolgt aus C35), d.h. hier aus dem folgen-

den System von zwei partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung:

| | = h C x 1 Z); || = - 2H - h Cx,Z ). C39a,b>

Wie unter a)  müssen zur Berechnung von A für die Norddeutsche

Leitfähigkeitsanomalie die im gesamten Gebiet I geltenden Aus-

’ drücke von h und h , die man wieder durch Einführung der Varia-X z
bien x und z in C28a,b) erhält, in C39a,b) eingesetzt werden.

Das ergibt

3A = D x2+2Tix-jit 3A = _ 2 H  + D x 2 -.2nx.-ri 2_ £40a,b)

3x Cx2 +T|2.)2 3 z ° Cx2 +.r 2.)2

mit ü = - z + 2
D -

Man kann nun so vorgehen, daß als erstes C40a) nach x integriert

wird. Die "Integrat ionskonstante” ist dann aber noch eine Funktion

von z ; ZCz). Wird der so entstandene Ausdruck für A unter Be-

achtung von (.41) partiell nach z differenziert, so muß er mit

(,40b) identisch sein. Das liefert eine Bestimmungsgleichung für

dZ/dz. Mit bekanntem Z ist dann auch die allgemeine Lösung von

& gegeben, aus der durch Konstant.setzen die Schar der Feldlinien

folgt. Mit der Randbedingung z = 0 für |x| •* «> erhält man dann

w ie unter a)  genau die Grenzfläche, bei der der Strom-Dipol im

Abstand zß unter der Ebene z = 0 liegt. Wird in dieser speziellen

Lösung wieder z = ? gesetzt, so ist die gesuchte exakte Lösung

des Problems durch den folgenden analytischen Ausdruck gegeben;
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x2C + D x + D(z -£) + Uz D -5)
2 = 0 (42)

mit D = D/2HQ. (42a)

Gleichung (.42) ist kubisch, in £ und quadratisch in x und wird

numerisch am besten so behandelt, daß Werte für ? vorgegeben

werden, für die die quadratische Gleichung in x gelöst wird. Da-

bei ist zu beachten, daß immer nur Punkte der Lösungskurve be-

stimmt werden, die die Randbedingung z = 0 für |x| -> °° erfüllt.

Ein Beispiel einer solchen Lösungskurve (ausgezogen) enthält die

im nächsten Abschnitt erörterte Fig.3.

Macht man die Annahme t << z-r, und rechnet dafür die erste Nähe-max D
rung von (.42) aus, so ergibt sieb wieder die in Abschnitt 4 un-

ter dieser Bedingung gefundene Lösung C32), die dort aus der all-

gemeinen Formulierung C23) der ersten Näherung berechnet worden

ist und deren Lösungskurve (punktiert) für das betrachtete Bei-

spiel ebenfalls in Fig.3 eingezeichnet worden ist.

6. Erörterung der Ergebnisse im Hinblick auf eine. Deutung

der Norddeutschen Leitfähigkeitsanomalie

Bei einer ersten Betrachtung der Ergebnisse ist es angebracht,

keine Rücksicht auf den unrealistischen Charakter des Modells zu

nehmen, sondern die Ergebnisse so zu interpretieren, als ob ein

Sprung der elektrischen Leitfähigkeit von 0 auf <» im Untergrund

Norddeutschlands möglich sei. Wie schon mehrfach bemerkt , bleibt

bei diesem Vorgehen die Größe z , also die Tiefe der Ebene z = 0

und nach (.29) dann auch zß , unbestimmt. Allerdings läßt sich

diese Vieldeutigkeit etwas, einschränken: Eine Bedingung dieser

Art ist die, daß die verformte Grenzfläche die Beohachtungsebene

(.Erdoberfläche) nicht durchstoßen darf. Mit den schon im Abschnitt

4 für die Norddeutsche Leitfähigkeitsanomalie genannten Werten

n = 127 km und D = n 2/3 = 5376 ,T km2 läßt sich aus (.42) ausrech-<0 '"0
nen, daß z > 51 km sein muß, damit diese Bedingung erfüllt wird,o
Außerdem darf bei einer Feldfortsetzung in Richtung auf die

Quellen, wie sie hier vorgenommen wird, die verformte Grenzfläche
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bei einer Verlagerung in größere Tiefen den Strom-Dipol nicht

überqueren. Betrachtet man daraufhin das Verhalten von £ nach

(42) in der Umgebung der Abszisse x = 0 des Strom-Dipols , so

findet man, daß dieser Fall auch für beliebig großes, aber

endliches nicht eintreten kann, auch wenn dabei negativ

wird und damit die Bezugsebene z = 0 tiefer liegt als der Strom-

Dipol. Daraus ±olgt bereits anschaulich, was auch die Rechnung

ergibt, daß nämlich die Verformung der Grenzfläche, d.h. die

maximale vertikale Schwankungsbreite in 5, um so größer wird,

je größer zQ ist. Die Aufwölbung wird dabei zunehmend steiler.

Soll also die Verformung möglichst gering bleiben, müssen in

diesem Sinne oberflächennahe Modelle betrachtet werden Cdie

allerdings im üblichen Sprachgebrauch immer noch Modelle von

Tiefenanomalien sind).

Ein Beispiel für ein solches oberflächennahes Modell zeigt Fig.3,

Es ist festgelegt durch zQ = 60 km, woraus sofort zß = 67 km

folgt. Diese Tiefe von 60 km für die unverformte Grenzfläche ist

auch deswegen angesetzt worden, weil sie zugleich die Tiefe des

oberflächennächsten Modells bei SCHMUCKER C1959) .ist. Die dort

mit einem einzelnen Sinusbogen der Amplitude 40 km approximativ

beschriebene Verformung ist Cais gestrichelte Linie) in Fig.3

mit eingezeichnet worden. Im übrigen stellt die ausgezogene Linie

in Fig.3 die exakte Lösung nach C42) und die punktierte Linie

die erste Näherung nach C32) für dieses Beispiel dar. Bei der

Beurteilung der Verformung ist zu beachten, daß der Ordinaten-

maßstab um den Faktor 3 gegenüber dem Abszissenmaßstab überhöht

ist. Aber auch in einer Darstellung mit gleichen Einheiten bleibt

die Verformung beträchtlich. Sie beträgt bei der exakten Lösung

maximal 84 km bei einem horizontalen Abstand der beiden Extrema

von 138 km.

Will man das Modell der Wirklichkeit annähern, so könnte man ver-

suchen, in der Umgebung der Grenzfläche einen Bereich starker Zu-

nahme der Leitfähigkeit mit der Tiefe zu sehen, sei es als Folge

unterschiedlicher Materialeigenschaften des Untergrundes , sei es

als Folge einer entsprechenden Temp erat uranomalie oder eines an-

deren Effektes, Bei allen diesen Möglichkeiten bleibt jedoch das

Ausmaß der von der Stärke der Induktionsanomalie, geforderten Pro-

filaufwölbung erstaunlich und schwer vorstellbar. Dieser Eindruck
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Fig.3: Modelle zur Deutung der Norddeutschen Leitfähigkeits-
anomalie durch eine Gaus der in 60 km Tiefe liegenden Ebene
z = 0 entstandene ) eindimensional verformte Grenzfläche:
ausgezogene Linie = exakte Lösung nach (42); punktierte Linie =
erste Näherung nach C32); gestrichelte Linie nach SCHMUCKER
(1959).

wird noch verstärkt, wenn man berücksichtigt, daß die hier be-

trachtete Tiefenanomalie in Wahrheit noch von der mächtigen,

elektrisch gut leitenden Sedimentdecke der Norddeutschen Tief-

ebene überlagert sein müßte, wodurch der Effekt der Anomalie an

der Erdoberfläche abgeschwächt wird. Um also den beobachteten

Effekt zu erklären, müßte die tatsächliche Tiefenanomalie noch

ausgeprägter sein, als sie. sich aus dem hier behandelten Modell

ergibt.

Da andererseits, auch die Versuche, die Norddeutsche Leitfähig-

keitsanomalie als reine Deckschicht-Anomalie zu deuten, keinen

vollen Erfolg gehabt haben, wird mit den hier gewonnenen Ergeb-

nissen die Vorstellung bestärkt, daß es sich Lei dieser zu den

bemerkenswertesten Ihduktionsanomalien auf der Erde gehörenden
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Erscheinung um eine kombinierte und damit komplizierte Deck-

schicht-Tiefenanomalie handelt. Allerdings ist auch dann zu

erwarten, daß sich, die hier gefundene Systematik der Verfor-

mung der Grenzfläche qualitativ im Verlauf der Linien gleicher

Leitfähigkeit im tieferen Untergrund auch einer Deckschicht-

Tiefenanomalie wiederfindet. So zeigt das detaillierteste der

zur Zeit vorliegenden Modelle, das STEVELING C1973, Abb.39) auf

der Grundlage seiner Pulsations- und Variationsregistrierungen

auf einem Profil von Wingst nach. Süden über die Anomalie hin-

weg mit Hilfe von Computer-Programmen berechnet hat und das

Einzelheiten der Leitfähigkeitsverteilung bis in eine Tiefe von

45 km enthält , in seinem mittleren und nördlichen Abschnitt

etwa unterhalb von 15 km Tiefe Isolinien, die in ihrer Form dem

Verlauf der Grenzfläche in Fig.3 außerordentlich ähnlich sind.

In dieser Weise kann also das. hier untersuchte Modell auch, als

Interpretationshilfe herangezogen werden, und es kann darüber

hinaus in einem Näherungsverfahren als erster Schritt bei der

Behandlung eines, durch eine Deckschicht mit endlicher Leit-

fähigkeit erweiterten Modells benutzt werden.

Anhang 1

Die in Abschnitt 3 erwähnten Integralheziehungen, die sich, hei

Anwendung des BIOT-SAVARTschen Gesetzes auf das vorliegende Pro

bletl aus dem Absehizneffekt im Gebiet II  ergeben, lauten bei

Benutzung der schon zuvor verwendeten Größen:

+Qf° Cx_ n d? dx =
dx r2

o
2O / gCx)

-oo r 2
0

und
+oo

f Cx-£) gCx)
_c° p 2

0

- z f dx
° m 9

0

mit r 2 = Cx-O  2 + z 2.

Dabei müssen entsprechend C12a) und C27) d C/dx = a und gCx) Trans

format ionspaare einer HILBERT-Transformation sein.
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Anhang 2

Be i  Fes t l egung  der  exponen t i e l l en  FOURIER-Transformation durch

4-00 . 4-oo

GCq) = f FCp)e  i p dp und FCpl = f GCq)e”1 P dq
—oo — oo

l a s sen  s ich,  d i e  im Abschnitt 4 verwendeten Paare von FOURIER-
Transf  ormierten in  die  folgende Tabe l l e  bringen (mit a = cons t )  :

FCp) GCq)

1
a 2 +p 2

-a  | q |Tre 1 1

a

__2 __
a 2 +p 2

- a  I q Inr  sgn  q e 1 1

1
Ca 2 +p 2 ) 2

-ü-  ( l+a |q |  ) e -4d
2a  3

__EL _____
(_a 2 +p 2.) 2

ich e - a |  Qi
2a

... . . ........
Ca 2 +p 2 ) 2

2-  <1 - a | q | )
2a
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