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1. Aufgabenstellung

Modellrechnungen zur erdmagnetischen Tiefensondierung sind selbst
bei der Vorgabe sehr einfacher Leitféhigkeitsstrukfuren aufwen-
dig in Rechenzeit und Speicherbedarf. Zu ihrer rationellen Ge-
staltung sollen in dem folgenden Beitrag verschiedene Methoden
dargestellt und miteinander verglichen werden, die eine numeri-
sche Ldsung der elektromagnetischen Diffusionsgleichung eines
harmonisch oszillierenden Feldes in einem lateral-inhomogenen

Substratum ermdglichen.

Den Modellrechnungen liegen folgende Annahmen zugrunde;

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem (x,y,z), z posi-
+iv nach unten. Das leitfdhige Substratum erflille den unteren
Halbraum z > 0; es sei in homogene Bereiche unterschiedlicher
Leitfdhigkeit unterteilt. Die rdumliche Struktur des induzieren-
den Feldes, dessen Quellen im oberen Halbraum z <0 liegen, sei
in der z = 0 Ebene vorgegeben, und es gilt, die Feldyerteilung
des Gesamtfeldes im unteren Halbraum zu bestimmen. An Bereich-
grenzen und an der Oberfldche des Substratums sind dabei -Stetig-
keits- und Randbedingungen zu erfiillen.

2. Ausgangsgleichungen

Das Leitfdhigkeitsmodell sei 2-dimensional,
a(x,2z) = a (z) + T, (x,2),

laterale Leitfihigkeitsunterschiede seien auf einen Streifen
0 <z <d, |x|] <L in der Vertikalebene beschrinkt, AuRerhalb
der genannten Grenzen verschwindet o oder wird zumindest wie
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o eine reine Funktion der Tiefe. Die gesuchte Feldkomponente
ist EX bei E-Polarisation und HX bei H-Poclarisaticon. Sie sei

im folgenden allgemein mit
F(x,2z) = Fn(x,z) L Fa(x,z)

bezeichnet. Der zu o, gehSrige Normalanteil F ovon F wird im
unteren Halbraum als bekannt vcocrausgesetzt. Ist das dubere
induzierende Feld auf der Oberfldche des Substratums homogen -
bei H-Polarisation eine notwendige Voraussetzung - so ist Fn
eine reine Funktion der Tiefe. Bei E-Polarisation sind auch

in x-Richtung inhomogene induzierende Felder zugelassen,

Die Diffusionsgleichung des anomalen Anteils,

ViR medunla B0 ¥ oF 1), (1)
wird durch eine Differenzengleichung filr Fa an den Gitterpunk-
ten eines rechtwinkligen Netzes ersetzt. Zeilenindex ist

m =il 2 o.M Spal tenindex 0 =142, o N "Die'Randzeilen

m 1 und m = M sollen mit der oberen (z = 0) und unteren

(z = d) Begrenzung der Leitfdhigkeitsanomalie zusammenfallen,

die Randspalten n = 1 und n = N seien jedoch in einiger Ent-

fernung auBerhalb der seitlichen Begrenzungen x = + L gelegen,

]

Ist £ der gesuchte Wert von F_ am Gitterpunkt Pmr’ so hat die

a
Differenzengleichung fiir m = 2,3, ... M-1 die allgemeine Form

o £

4 o '
@nn :m n-1 f mn “mn mn *m n+1

S e + b f =4 2)
mnEmEbdin mn m=1.n. . mn’

Flir die Randzeilen ergeben sich zus&tzliche Bedingungen fir das ,
anomale Feld, die sein Verschwinden flir z - £ « bewirken

(SCHMUCKER, 1971).. Sie schaffen eine lineare Abh&ngigkeit zwischen
allen Funktionswerten Fa auf der betreffenden Randzeile, so daR

fiir m = 1 die Produktsummen




n-1 N~1

Db pleiif
g nk “1n-k =9

an i:1n+k (3)

auf der rechten Seite von (2) zu ergdnzen sind. Die Koeffizi-
enten der entsprechenden Erweiterung auf der unteren Randzeile
seien mit p;k und q;k hezeichnet. Sie stellen auf beiden Rand-
zeilen eine mit wachsendem k schnell abklingende Gewichtsfunk-
tion der entfernteren Zeilennachbarn dar.

Es sei F der gesuchte L&sungsvektor, der die Funkiionswerte

R nach Zeilen geordnet enth&lt, D ein in entsprechender Weise
gebildeter Vektor der rechten Seiten dmn’ B die zugeh&rige
Matrix der Koeffizienten a b__ usw.. Das zu l¥Ysende Glei-

mn? “mn
chungssystem lautet dann in Matrixschreibweise

BT = D. Ci)

1o driickt das.anomale Feld durch das be-

Seine L¥sung F = B
kannte Normalfeld in einer vorgegebenen Leitfdhigkeitsyertei-
lung aus. Dabei ist in D die Leitfdhigkeitsanomalie g_ und in
der Hauptdiagonale yon B die Gesa@tleitféhigkeit (on + ca) ent-

halten.

B ist eine mit vielen Nullen besetzte quadratische Matrix von
M ¢« N Zeilen und Spalten. Die Anordnung der von Null verschie-

denen Elemente ist dem folgenden Schema zu entnehmen:
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Die Kehrmatrix B-i, deren Berechnung (MN)? Speicherplitze er-
fordern wilrde, ist gleichmaﬁig besetzt, ihre Elemente diirften
aber in der Umgebung der Hauptdiagonale am gréBten sein, d.h.
das anomale Feld an einem Gitterpunkt wird von dem Produkt

Fnd in einer gewissen Umgebung dieses Punktes abhdngen, deren
Abmessungen durch die 8rtliche Skintiefe bhestimmt wird.

3. Direkte Berechnung yon Zeilenvektoren

Aus den Funktionswerten fnn einer Zeile wird der Zeilenvektor

ml

e Fh

mN

gebildet, aus den rechten Seiten ein entsprechender Vektor D >

aus den Koeffizienten der Nachbarpunkte die (NeN) Matrizen

bml le bml
\
\
B u aI{lZ bm\2 CI\nQ Bi & e
m B gl m I e
'\amN'_me me

+ ;
Wegen der zusdtzlichen Koeffizienten Pik’ q;k auf den Randzei-

len sind B, und By voll besetzte Matrizen.

Fir die gesuchten Zeilenvektoren I ergibt sich das Gleichungs-

system
; + Ve
BlPl + B1F2 : = D1
pi g o+ g
Bm]:"m_1 + Bm:m + sm;m+1 = Dm (5)
ByFpo1 * Byfym = Dy -

Seine Koeffizienten, die selbst wieder Matrizen sind, bilden
eine tridiagonale Matrix, deren Dreieckzerlegung im Anhang ge-
zeigt wird. Bei der L®sung ist die Berechnung und fortlaufende
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Speicherung der Kehrmatrizen B%l erforderlich, der Speicher-
bedarf betrdgt MN?.

4, Iterative Berechnung yon Zeilenvektoren

Man kann (5) auch nach dem Gauf-Seidel-Verfahren iteratiy in der
folgenden Weise approximativ l&sen: Ist F& eine bekannte Né&he-
rung des Zeilenvektors Fm’ so ist
pric mitenl oopbEa N EEm ) (6)
m m . cEm m"m+1 m m-17?
eine verbesserte Niherung, wenn man die Berechnung der Verbesse-
rungen in der oberen Randspalte beginnt. Gl.(6) wird zeilenwei-
se geldst, wobel sich heim mehrfachen Durchlaufen der Zeilen 1
bis M immer neue rechte Seiten mit den verbesserten Vektoren
der Nachbarzeilen ergeben. Im Unterschied zur L&sung in Abschnitt
3 ist eine Speicherung der gleichbleibenden Kehrmatrizen B;l
nicht notwendig, so daR sich der Speicherbedarf auf (MeN + N2?),
d.h. auf die Zahl der Gitterpldtze zuzlglich der Zahl der Ele-

mente von B reduziert.

5. Iterative LYsung Uber Spaltenyekioren

Aus den Funktionswerten einer Spalte werde der Spaltenyektor

gebildet, aus den rechten Seiten dmn ein entsprechender Vektor
D, aus den Koeffizienten der Nachbarpunkte die (M+M) Matrizen
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in ~Tn
- +
Bn 'y b2n b2n b2n :
N N N
\\ ot \\ N
an an

Aus den Koeffizienten der entfernteren Nachbarn auf den Rand-

zeilen ergeben sich die nur in den Eckpunkten besetzten Diago-

nalmatrizen

nk an

Die Bestimmung der Spaltenvektoren aus den resultierenden Glei-

chungen
n-1 : N-1
+ : =3
g Prk Fnk " An Fro-1 Bn Fn it Fn+1 ¥ g Uk Fn+k Dn &
fiir p = 1452, .. N erfolgt am besten iterativ, da die Elemente

der Matrizen P und Q mit wachsendem k gegen Null streben. Be-
schrinkt man die direkte L&sung zundchst auf die unmittelbaren

Nachbarspalten, so erhdlt man in

n-1 N=-1

1" ti " = 4 ! o
An Fn—l y Bn Pn e Cn Pn+1 Dn g Pnk Fn-«k Z an n+k 8)

ein Gleichungssystem fiir die verbesserten L&sungen FH, dessen
Koeffizienten wiederum eine einfach zu zerlegende tridiagonale

Matrix bilden. Wichtig ist, da® die zur Losung bendtigten Kehr-

matrizen B' nur einmal berechnet zu werden brauchen (s. Anhang).

Hierzu werden NM? Speicherpldtze bendtigt.

Die Zahl der notwendigen Iterationen 148t sich verringern, wenn
man die {ibernichsten Nachbarspalten in die direkte L&sung mit

einbezieht, d.h., wenn man die verbesserten Ndherungen aus

. i 1 1" "
Pn2 Fﬁ 2 % An Fg—l & Bn Fh i Cn Fn+1 % Qn2 n+2
n-1 N-1 _
A b ? :
= D DU P E LoQu T n—k (9)

n 3 nk “n-k 3
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bestimmt. Da die KoeffizientenPn2 und Q. , der zusdtz-
lichen Spalten nur in den Ecken besetzte Diagonalmatrizen dar-
stellen, erh8ht sich der Rechenaufwand und Speicherbedarf

gegenliber der L&sung nach Gl.(8) nur unwesentlich (s. Anhang).

6. Iterative Berechnung der Elemente

Das GauB-Seidel-Verfahren kann auch direkt auf die Ausgangs-
gleichung (4) angewandt werden. Es seil fﬁn eine bekannte Nd&he-
rung der Elemente fmn des LOsungsvektors F. Erfolgt die Be-
rechnung verbesserter Ndherungen fﬁn innerhalb einer Zeile von
links nach rechts fortschreitend von der oberen zur unteren

Randzeile, so ist

: G 6 Sk, ol =

b
mn N mn Tmn-1 ~ Cmn fmn+l (10)

T 1l o + |

Auf den Randzeilen kommen auf der rechten Seite die Produkt-

summen der Gl.(3) hinzu. Der Speicherbedarf liegt in der Gré-
Benordnung der Zahl der Gitterplétze MeN,

7. SchluBbetrachtung

Rein iterative Verfahren nach Akschnitt 6, wie sie insbesondere
von JONES (JONES and PRICE, 1970) entwickelt worden sind, zeich-
nen sich durch einen geringen Speicherbedarf aus. Dieser Vor-
teil wird aufgewogen durch die schlechte Konvergenz der Néhe-
rungen, insbesondere bhei groRen Leitfdhigkeitsunterschieden
innerhalb des gewdhlten Modells. Addiert man ndmlich in der
Matrix B, Gl.(4); die Elemente einer Zeile auRBerhalb der Haupt-
diagonale und zieht man diese Summe von dem Element in der
Hauptdiagonale ab, so ergibt sich bei einem Gitterpunktabstand

XA als Differenz iwﬁoqk?. Diese Differenz, deren Betrag fir die
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Konvergenz ces Verfahrens ausschlaggebend ist, verschwindet
also in schlecht-leitenden Bereichen, wenn der Gitterabstand
klein gegeniliber der ®&rtlichen Skintiefe wird. Zur Erhaltung

der Konvergenz mifte also der Gitterabstand der jeweiligen

Leitf&higkeit angepakt werden.

Direkte Lésungsverfahren (Abschnitt 3), wie sie insbesondere
von SWIFT (1867) und WRIGHT (156%) verwandt worden sind, kennen
keine Konvergenzschwierigkeiten, ihr groRer Speicherbedarf
(N?M) ist jedoch entschieden ein Nachteil. Gleiches gilt fir
die direkte L®sung {iber Spaltvektoren, deren Speicherbedarf

bei NM? liegt, wenn keine Randbedingungen fir die obere und
untere Begrenzung benutzt werden, wenn also ein etwa quadrati-

sches Gitternetz verwandt werden muB.

Werden jedoch Randbédingungen gemdB Gl.(3) eingeflihrt, so kann
man mit relativ wenigen Zeilen M << N auskommen. Die L&sung
iber Spaltenvektoren erfordert dann einen vergleichsweise ge-
ringen Speicherbedarf, muR aber nunmehr iteratiy erfolgen. Die
Ndherungen konvergieren erfahrungsgemdfl besonders schnell, wenn
nach G1.(9) die liberndchsten Nachbarspalten mitr in die direkte
Losung einbezogen werden. Eine verlé&Rliche, wenn auch unter un-
gliinstigen Bedingungen langsame Konvergenz erhdlt man beil der
iterativen Berechnung von Zeilenvektoren (Abschnitt 4) und bei
der iterativen Berechnung von Spaltenvektoren unter Ausschluf

der iiberndchsten Nachbarspalten (Abschnitt 5, G1.8).

Nach den bisherigen Erfahrungen sind die beiden zuletzt ge-
nannten Verfahren gleichwertig. Thre Anwendung empfiehlt sich
dann, wenn ein Modell ohne groRe Leitf&higkeitskontraste ‘yor-
liegt. Am Beispiel eines einfachen Modells, das in Fig.4 meines
Beitrages zum Rothenberge-Protckoll gezeigt wird, sollen Spei-
cherbedarf und Rechenzeit auf der UNIVAC-Anlage in G&ttingen
flir die drei zuletzt genannten Rechenverfehren yverglichen wer-
den. Das Modell umfaRt 3 Zeilen und 20 Spalten, der Leitféhig-
keitskontrast betrdgt 1:100, die Maschenweite im Verh&ltnis

zur Skintiefe im gut-leitenden Bereich 1:2, im schlecht-leiten-
den Bereich.l:ZQ; Zur Kennzeichnung der Glite der N&herung ist

die grofte Differenz ﬁmax angegeben, die sich zwischen BRerech-

nungen von Hay/Hn aus BEax/Bz und K = (BEax/By) auf den Rand-
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-zeilen nach 15 Iterationen ergibt. Die Maximalamplitude von
H... betrdgt Q.5 « H" j
ay n

Speicherbedarf Rechenzeit (ms)x )
(N=20, M=3) pro Iteration ; §
max
Zeilenvektor i)
(G1.6) 6O+LL40" " 210(€60) 0.03
Spaltenvektor
mit Nachbar-
spalten (G1.8)| 60+180 150(260) 0.02
Spaltenvektor
einschlieBl,
Uberndchster
Nachbarspalten : :
(G1.9) 60+180+120 260(560) <0.001
2 In Klammern Rechenzeit der 1.Iteraticn
it Die Hauptdidgonale und 10 Nebendiagonalen
der Matrizen B4 und By sind nach ihrer
Dreieckszerlegung zusitzlich gespeichert
worden.
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Anhang

Es ist die Aufgabe gestellt, ein lineares Gleichungssystem

Bx = y durch Dreieckszerlegung der Koeffizientenmatrix B nach
dem GAUSSschen Algorithmus zu l&sen (s. 2.B. Zurmithl, 196u4).
Die Elemente von B seien selbst wieder Matrizen, die Elemente
der Vektoren x und y seien selbst wieder Vektoren. Die Matrix
B sei nur auf der Hauptdiagonalen und einer beschré&nkten Zahl

von Nebendlagonalen besetzt.

Zundchst sel angenommen, da® wie in den Gleichungssystemen
(5) und (8) jeweils eine Nehendiagonale oberhalb und unterhalb

der Hauptdiagonale besetzt ist:

3 i
Bi= AZ\ 32\ C2\ :
N \\ AN
\AN BN

Diese Matrix werde nunmehr als Produkt zweier Dreiecksmatrizen

dargestellt: B = EG mit

N N\ 2y &
EN I 0 GN
I ist die Einheitsmatrix. Aus dieser Definition ergeben sich
folgende Rekursionsformeln zur Bestimmung der Elemente von E

und G, die gleichfalls wieder Matrizen sind:

G1 = Bl
Gn =.Bn —_En Cn-l
En 5 An Gn--l
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fir n = 2,3, ... N. Ihre Berechnung vereinfacht sich inyden

hier betrachteten Fdllen dadurch, dak An und Bn nur auf der

Hauptdiagonale besetzt sind. En und Gn sind vollbesetzt, zur
Berechnung des L&sungsvektors x =‘(xn) gfqugt es aber, sich

auf die Speicherung der N Kehrmatrizen G = zu beschrédnken.

Aus dem Vektor y = (yn) der rechten Seiten und der Dreiecks-
matrix E wird zundchst ein Hilfsvektor

mit den Elementen

Bqpd g

Zo B B AN
fir n = 2,3,... N berechnet. Damit ergibt sich fir die Elemente
des L&sungsvektors x - ¢! 2z die Rekursionsformel

Ll

o e

% Eaitiee oie ey

n S R N

fﬁl‘ n = N_la N-za_ AR i) .1-‘

Enthidlt die Koeffizientenmatrix B wie in Gl,(9) jeweils zwei
begsetzte Nebendiagonalen oberhalbh und unterhalb der Hauptdia-

gonale,

so enthalten auch die zur Dreieckszerlegung eingefilhrten Ma-

trizen E und 6 jeweils zwei besetzte Nebendiagonalen:
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L 0
. E, I CGRER. 0y
B B i : G, Ry Q
\\ il Ny G = o
\HN\EN I G3 R3 Q3
N
\ N Y
0 E \
N

Flir ihre Elemente ergeben sich die Rekursionsformeln

Cue™ By Gy, = By - E; Ry

R0 R, = €,i= Byl

n n n-1 7 N2
B b= o Q4
o -1
En = (A - H.n Rn 21 Gn_1
e
n n n-2
mit n = 3,4 ... N. Die Elemente des Hilfsvektors z ='(zn) er-
h&dlt man aus
200 5 Zo Y, = By 2y |

|
|
|

mit noe Ne2d Nesw o e

Da die Matrizen Pn und Qn nur an den Endpunkten der Hauptdia-
gonale besetzt sind, ist die Matrix H nur in den Randzeilen
besetzt, die Matrix Rn auf der Hauptdiagonalen und in den Rand-
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spalten. Die Matrizenprodukte Ho Qs sind dann an den Eck-

punkten, die Matrizenprodukte Ho R, nur in den Randzeilen

besetzt. Neben den Kehrmatrizen 2 G;l sind zur Berechnung
des L8sungsvektors nun mehr auch die Randspalten von Rn fort=-
laufend zu speichern. Zum Speicherbedarf NM? fir die N Kehr-
matrizen G;1 kommen also noch 2 NM Speicherpldtze fir die

Randspalten der N Matrizen Rn hinzu.



