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U .  SCHMUCKER, Göttingen

"Direkte und iterative Verfahren zur Behandlung 2-dimensiona-

ler Leitfähigkeitsmodelle1*

Mittwoch, den 13.03.1974

1 , Aufgabenstellung

Modellrechnungen zur erdmagnetischen Tiefensondierung sind selbst

bei der Vorgabe sehr einfacher Leitfähigkeitsstrukturen aufwen-

dig in Rechenzeit und Speicherbedarf. Zu ihrer rationellen Ge-
staltung sollen in dem folgenden Beitrag verschiedene Methoden

dargestellt und miteinander verglichen werden, die eine numeri-

sche Lösung der elektromagnetischen Diffusionsgleichung eines

harmonisch oszillierenden Feldes in einem lateral-inhomogenen

Substratum ermöglichen.

Den Modellrechnungen liegen folgende Annahmen zugrunde;

Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem Cx,y,zl, z posi-

tiv nach unten. Das leitfähige Substratum erfülle den unteren

Halbraum z > 0; es sei in homogene Bereiche unterschiedlicher

Leitfähigkeit unterteilt. Die räumliche Struktur des induzieren-

den Feldes, dessen Quellen im oberen Halbraum z < 0 liegen, sei

in der z = 0 Ebene vorgegeben, und es gilt, die Feldverteilung

des Gesamtfeldes im unteren Halbraum zu bestimmen. An Bereich-

grenzen und an der Oberfläche des Substratums sind dabei 'Stetig-

keits- und Randbedingungen zu erfüllen.

2. Ausgangsgleichungen

Das Leitfähigkeitsmodell sei 2-dimensional ,

aCx ,z l  = er Czi  + o? Cx . z l .* n a ’ ’

laterale Leitfähigkeitsunterschiede seien auf einen Streifen

0 < z < d,  |x| < L in der Vertikalebene beschränkt. Außerhalb

der genannten Grenzen verschwindet er oder wird zumindest wieo.
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an eine reine Funktion der Tiefe. Die gesuchte Feldkomponente

ist E bei E-Polarisation und H bei H-Polarisation. Sie sei
x x

im folgenden allgemein mit

FCx,z) = F Cx,z) + F Cx,z)n d

bezeichnet. Der zu cr gehörige Normalanteil Fn von F wird im

unteren Halbraum als bekannt vorausgesetzt. Ist das äußere

induzierende Feld auf der Oberfläche des Substratums homogen -

bei H-Polarisation eine notwendige Voraussetzung - so ist Fn

eine reine Funktion der Tiefe. Bei E-Polarisation sind auch

in x-Richtung inhomogene induzierende Felder zugelassen.

Die Diffusionsgleichung des anomalen Anteils,

V 2F_ = iom Cer F + oF  1, ( 1 )a o a n a ’

I

wird durch eine Differenzengleichung für F an den Gitterpunk-Gl
ten eines rechtwinkligen Netzes ersetzt. Zeilenindex ist

m = 1,2, ... M,  Spaltenindex n = 1,2, ... N. Die Randzeilen

m = 1 und m = M sollen mit der oberen Cz = 0 )  und unteren

Cz = d )  Begrenzung der Leitfähigkeitsanomalie zusammenfallen,

die Randspalten n = 1 und n = N seien jedoch in einiger Ent-

fernung außerhalb der seitlichen Begrenzungen x = ± L gelegen.

Ist f der gesuchte Wert von F am Gitterpunkt P n , so hat die

Differenzengleichung für m = 2,3, ... M-l die allgemeine Form

amn m n-1 + bmn mn + cmn n+1

+ bmn " m+l n + bmn fm-l n " djun*

Für die Randzeilen ergeben sich zusätzliche Bedingungen für das

anomale Feld, die sein Verschwinden für z ■* ± ~ bewirken

(SCHMUCKER, 1971).. Sie schaffen eine lineare Abhängigkeit zwischen

allen Funktionswerten F auf der betreffenden Randzeile, so daß
- ' ~ cl

für m = 1 die Produktsummen
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n-1  _ N-1
z p~i f-i v + 2 j.i ( 3 ), _ 0 nk  In-k  , _x nk  In+kK - z K~  z

auf der  rechten  Se i t e  von C2) zu  ergänzen s ind .  D ie  Koe f f i z i -
enten der entsprechenden Erweiterung auf der  unteren Randzei le

4” + e
se i en  mit  p . und q . beze ichne t .  S i e  s t e l l en  auf be iden  Rand-
ze i l en  e ine  mit  wachsendem k s chne l l  abk l ingende  Gewichtsfunk-
t i on  der  entfernteren Zeilennachbarn da r .
Es  s e i  F der gesuchte Lösungs  vektor , der d i e  Funktionswerte
f nach Ze i l en  geordnet enthäl t ,  D e in  in  entsprechender Wei se
geb i lde t e r  Vektor  de r  rechten  Se i t en  d , B. d i e  zugehör ige
Matrix der  Koeff iz ienten  a » bmn usw.  . Das zu  lösende  Gle i -
chungssystem lautet dann in  Matrixschreibweise

BF = D. C4>

-1Se ine  Lösung F = B D drückt das.  .anomale Feld  durch, das  be -
kannte Normalfeld in  e iner  vorgegebenen Leitfähigkeitsvertei-
lung aus .  Dabei  i s t  in  D d i e  Lei t fähigkei tsanomal ie  a_  und  ina
de r  Hauptdiagonale  von B d i e  Gesamt le i t fäh igke i t  ( a  + a ) en t -na
ha l t en .

B i s t  e ine  mit  v i e l en  Nu l l en  bese t z t e  quadrat ische Matrix von
M • N Ze i l en  und Spa l t en .  Die  Anordnung de r  von  Nu l l  ve r sch i e -
denen Elemente i s t  dem folgenden Schema zu  entnehmen:

m 1 2 3 M
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— 1Die  Kehrmatrix B , deren Berechnung CNN) 2 Speicherp lä tze  e r -
fordern würde ,  i s t  g le ichmäßig bese t z t ,  ihre Elemente dürf ten
aber in  der Umgebung de r  Hauptdiagonale  am größten s e in ,  d .h .
das  anomale Feld  an  e inem Gitterpunkt wird von dem Produkt
F a in  e iner  gewissen  Umgebung d i e se s  Punktes abhängen,  derenn a
Abmessungen durch d i e  ör t l iche Sk in t i e fe  bestimmt wi rd .

3 . Direkte  Berechnung von Ze i l envek to ren

Aus den  Funktionswerten f einer Ze i l e  wird der  Zeilenvektormn

geb i lde t ,  aus den  rech ten  S'eiten e in  entsprechender  Vektor  D ,
aus den  Koef f i z i en t en  der Nachbarpunkte d i e  CN«N) Matr izen

Wegen der  zusä t z l i chen  Koef f i z i en ten  P nk > q nk auf den Randzei-
len  s ind  und B vo l l  be se t z t e  Matr izen.

ergibt  s i ch  das  Gleichungs-Für d i e  gesuch ten  Ze i l envek toren  F
sys tem

¥1  + < F 2 D1

+
Vm-l  + + C51Dm

BM FM-1 + B FTytM M D .M- ’

wieder  Matrizen s ind ,  bi lden
Dreieckzerlegung im Anhang ge -

Se ine  Koef f iz ien ten ,  d i e  s e lb s t
e ine  t r id iagonale  Matr ix ,  deren
ze ig t  w i rd .  Be i  der  Lösung i s t  d i e  Berechnung und fortlaufende
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Speicherung  der Kehrmatrizeri B~ e r forder l i ch ,  der  Spe iche r -
bedar f  beträgt  MN 2 .

U . I tera t ive  Berechnung von Zei lenvektoren

Man kann C5) auch, nach dem Gauß-Seide l -Verfahren  i te ra t iv  in  der
folgenden Weise  approximativ l ö sen :  I s t  e ine  bekannte Nähe-
rung des  Ze i l envek to r s  Fm , so  i s t

F” = B CD - B*F '  1 - B“F" . 1 ,  C6)r amm m m+1 m m-1  ’

e ine  verbesse r te  Näherung,  wenn man d i e  Berechnung de r  Ve rbes se -
rungen in  der  obe ren  .Randspa l t e  beg inn t .  G l .  CS) wird ze i l enwe i -
se  ge lö s t ,  wobei  s i ch  beim mehrfachen Durchlaufen der  Ze i l en  1
b i s  M immer neue rech te  Se i t en  mit  den  ve rbes se r t en  Vektoren
der  Nachbarzei len  e rgeben .  Im Unte r sch ied  zur  Lösung in  Abschnit t

. . . - 13 i s t  e ine  Speicherung der  g le ichble ibenden Kehrmatrizen B
n ich t  no twend ig ,  so  daß s i ch  de r  Spe icherbedar f  auf CM»N + N 2 ) ,
d .h .  auf d i e  Zahl der  Gi t te rp lä tze  zuzügl ich  der Zahl der E l e -
mente  von B r eduz i e r t ,tn

5 .  I t e r a t i ve  Lösung über Spal tenvektoren

Aus den  Funktionswerten einer  Spa l t e  werde der Spaltenvektor

geb i lde t ,  aus  den  rech ten  Se i t en  d e in  entsprechender  Vektor
D,  aus  den Koeff iz ienten  der Nachbarpunkte d i e  CM*M) Matr izen
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b m bin

b 2nb2n b 2nBn

bMn

Aus den Koeffizienten der entfernteren Nachbarn auf den Rand-

zeilen ergeben sich die nur in den Eckpunkten besetzten Diago-

nalmatrizen

■nk
o

° + /
qnk

nk
o
o

Qnk 1Pnk

Pfik

Die Bestimmung der Spaltenvektoren aus den resultierenden Glei-

chungen

n-l N-l
E. P . F . + A F / + B F + C F + E Q , F = D ( 7 )
2 nk nk n n-l n n n n+1 xnk n+k n

für n = 1,2, ... N erfolgt am besten iterativ, da die Elemente

der Matrizen P und Q mit wachsendem k gegen Null streben. Be-

schränkt man die direkte Lösung zunächst auf die unmittelbaren

Nachbarspalten, so erhält man in

n-l N-l
A F" + B F" + C F’’ = D - E P . F' - E Q . F* C8)n n-l n n n n+1 n nk n-k „ n+k

ein Gleichungssystem für die verbesserten Lösungen F , dessen

Koeffizienten wiederum eine einfach zu zerlegende tridiagonale

Matrix bilden. Wichtig ist, daß die zur Lösung benötigten Kehr-

matrizen nur einmal berechnet zu werden brauchen Cs. Anhang).

Hierzu werden NM2 Speicherplätze benötigt.

Die Zahl der notwendigen Iterationen läßt sich verringern, wenn

man die übernächsten Nachbarspalten in die direkte Lösung mit

einbezieht, d.h. wenn man die verbesserten Näherungen aus

Pn2 pn-2 + An Fn-1 + Bn pn + Cn Pn+1 + %2 pn+2

n-l N-l
= D - E P . F’ , - E Q . F’ C9)

n o nk n-k ~ nk n-k
O
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bestimmt. Da die Koeffizienten P „ und Q o der zusätz-
nz nz

liehen Spalten nur in den Ecken besetzte Diagonalmatrizen dar-

stellen, erhöht sich der Rechenaufwand und Speicherbedarf

gegenüber der Lösung nach Gl.( 8 )  nur unwesentlich (s. Anhang).

6 .  Iterative Berechnung der Elemente

Das Gauß-Seidel- Verfahren kann auch direkt auf die Aus gangs -

gleichung C4 ) angewandt werden. Es sei eine bekannte Nähe-

rung der Elemente f des Lösungsvektors F. Erfolgt die Be-

rechnung verbesserter Näherungen f n innerhalb einer Zeile von

links nach rechts fortschreitend von der oberen zur unteren

Randzeile, so ist

= “nn ’ fmn-l ’ °nn <1 0 >

b + f' ) / b _m+ln mnb"  f"  .
m-ln

Auf den Randzeilen kommen auf der rechten Seite die Produkt-

summen der G1.C3) hinzu. Der Speicherbedarf liegt in der Grö-

ßenordnung der Zahl der Gitterplätze M*N.

7. Schlußbetrachtung

Rein iterative Verfahren nach Abschnitt 6 ,  wie s i e  insbesondere

von JONES CJONES and PRICE, 19  70). entwickelt worden sind, zeich-

nen sich durch einen geringen Speicherbedarf aus. Dieser Vor-

teil wird aufgewogen durch die schlechte Konvergenz der Nähe-

rungen, insbesondere bei großen Leitfähigkeitsunterschieden

innerhalb des gewählten Modells. Addiert man nämlich in der

Matrix B ,  G1.C4), die Elemente einer Zeile außerhalb der Haupt-

diagonale und zieht man diese Summe von dem Element in der

Hauptdiagonale ab, so ergibt sich bei einem Gitterpunktabst and

A als Differenz iuip crX2. Diese Differenz, deren Betrag für die
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Konvergenz des Verfahrens ausschlaggebend ist. verschwindet

also in schlecht-leitenden Bereichen, wenn der Gitterabstand

klein gegenüber der örtlichen Skintiefe wird. Zur Erhaltung

der Konvergenz müßte also der Gitterabstand der jeweiligen

Leitfähigkeit angepaßt werden.

Direkte Lösungs verfahren (Abschnitt 3), wie sie insbesondere

von SWIFT C1967) und WRIGHT (1S69) verwandt worden sind, kennen

keine Konvergenzschwierigkeiten, ihr großer Speicherbedarf

(N  2M) ist jedoch entschieden ein Nachteil. Gleiches gilt für

die direkte Lösung über Spaltvektoren , deren Speicherbedarf

bei NM2 liegt, wenn keine Randbedingungen für die obere und

untere Begrenzung benutzt werden, wenn also ein. etwa quadrati-

sches Gitternetz verwandt werden muß.

Werden jedoch Randbedingungen gemäß Gl.(31 eingeführt , so kann

man mit relativ wenigen Zeilen M << N auskommen. Die Lösung

über Spaltenvektoren erfordert dann einen vergleichsweise ge-

ringen Speicherbedarf, muß aber nunmehr iterativ erfolgen. Die

Näherungen konvergieren erfahrungsgemäß besonders schnell, wenn

nach. Gl.(9) die übernächsten Nachbarspalten mit in die direkte

Lösung einbezogen werden. Eine verläßliche, wenn auch, unter un-

günstigen Bedingungen langsame Konvergenz erhält man bei der

iterativen Berechnung von Zeilenvektoren (Abschnitt 41 und bei

der iterativen Berechnung von Spaltenvektoren unter Ausschluß

der übernächsten Nachbarspalten (Abschnitt 5, Gl.81.

Nach den bisherigen Erfahrungen sind die beiden zuletzt ge-

nannten Verfahren gleichwertig. Ihre Anwendung empfiehlt sich,

dann, wenn ein Modell ohne große Leitfähigkeitskontraste ’vor-

liegt. Am Beispiel eines einfachen Modells, das in Fig.4 meines

Beitrages zum Rothenberge-Protokoll gezeigt wird, sollen Spei-

cherbedarf und Rechenzeit auf der UNIVAC-Anlage in Göttingen

für die drei zuletzt genannten Rechenverfahren verglichen wer-

den. Das Modell umfaßt 3 Zeilen und 20 Spalten, der Leitfähig-

keit skontrast beträgt 1:100, die Maschenweite im Verhältnis

zur Skintiefe im gut-leitenden Bereich 1:2, im schlecht-leiten-

den Bereich 1:20. Zur Kennzeichnung der Güte der Näherung ist

die größte Differenz <5 angegeben, die sich, zwischen Berech-

nungen von H /B aus 3E /Bz und K H C3E_ /3yl auf den Rand-
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zeilen nach 1 5  Iterationen ergibt. Die Maximalamplitude von

H beträgt 0.5 • EL .
ay n

Speicherbedarf
CN = 2 0 ,  M=3)

Rechenzeit Cms  ) s
pro Iteration 6

max

Zeilenvektor
CGI.6 ) 60+440**’ 210C660) 0 . 0 3

Spal  tenvektor
mit Nachbar-
spal  ten CGI.8 ) 60+180 150C260) 0 . 0 2

Spalt  envektor
einschließl.
übernächster
N achbarsp alt en
CGI.9 ) 60+180+120 260C560) <0.001

In Klammern Rechenzeit der 1 .Iteration

Die Hauptdiagonale und 10 Nebendiagonalen

der Matrizen'  B und B sind nach ihrer
Dreieckszerlegung zusätzlich’ gespeichert
worden.
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Anhang

Es ist die Aufgabe gestellt, ein lineares Gleichungssystem

Bx = y durch DreiecksZerlegung der Koeffizientenmatrix B nach

dem GAUSSschen Algorithmus zu lösen Cs. z.B. Zurmühl, 19641.

Die Elemente von B seien selbst wieder Matrizen, die Elemente

der Vektoren x und y seien selbst wieder Vektoren. Die Matrix

B sei nur auf der Hauptdiagonalen und einer beschränkten Zahl

von Nebendiagonalen besetzt.

Zunächst sei angenommen, daß wie in den Gleichungssystemen

C5 1 und C8) jeweils eine Nebendiagonale oberhalb und unterhalb

der Hauptdiagonale besetzt ist:

Produkt zweier DreiecksmatrizenDiese Matrix werde nunmehr als

dargestellt: B = EG mit

I ist die Einheitsmatrix. Aus dieser Definition

folgende Rekursionsformeln zur Bestimmung der Elemente von E

und G, die gleichfalls wieder Matrizen sind:

»1
Bn
An

ergeben sich

G1
Gn
En

Cn-1- E
-ln

Gn-1
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für n = 2,3, ... N. Ihre Berechnung vereinfacht sich in den

hier betrachteten Fällen dadurch, daß A und B nur auf dern n
Hauptdiagonale besetzt sind. En und Gn sind vollbesetzt, zur

Berechnung des Lösungsvektors x = Cx ) genügt es aber, sich
n -1

auf die Speicherung der N Kehrmatrizen Gn zu beschränken.

Aus dem Vektor y = Cyn) der rechten Seiten und der Dreiecks-

matrix E wird zunächst ein Hilfsvektor

z = Gx = E- 1 y

mit den Elementen

Z1 =

zn ” yn Zn-1

für n = 2,3,... N berechnet. Damit ergibt sich für die Elemente
-1

des Lös.ungs.vektors x = G z die Rekursionsformei

XN = GN1 ZN

x = G- 1 Cz - C x• . )n n n n n+1

für n = N-l, N-2, ... 1.

Enthält die Koeffizientenmatrix B wie in G1.C91 jeweils zwei

besetzte Nebendiagonalen oberhalb und unterhalb der Hauptdia-

so enthalten auch die zur Dreieckszerlegung eingeführten Ma-

trizen E und G jeweils zwei besetzte Nebendiagonalen:
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d ie  Rekurs  ions  forme InFür ihre Elemente ergeben s i ch

G1 = B1 G 2 = B 2 E 2 R1

R1 = C1 R 2 = C 2 " E 2

Gn = Bn - E n Rn-1 ‘ H n n-2

R = C - E Q .n n n n -1

E = (A - a Rn n n n -2  n -1

H = P G -1 „ .n n n -2 '

mit  n = 3 ,4  . . .  N .  Die Elemente des  Hi l f svektors  z = Cz ) e r -
hä l t  man aus

Z1 = y l z 2 = y 2 " E 2 Z1

Zn ” y n E n Zn-1  E n Zn-2  ’

d i e  Elemente des  Lösungsvektors aus

-1x.  T = G„ z,  TN NN

XN-1  ~ GN-1  Cz N- l  " -1  XN J

x = G -1 Cz - R x . . - x 9 )n n n n n+1  x n n+z

mi t  n = N-2 ,  N-3  , . . .  1 .

Da die  Matrizen P und Q nur  an  den  Endpunkten der  Hauptdia—n n
gona le  bese t z t  s i nd ,  i s t  d i e  Matrix Hn nur i.n den  Randzei len
bese t z t ,  d i e  Matrix R auf der Hauptdiagonalen und in  den Rand-
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spalten. Die Matrizenprodukte

punkten, die Matrizenprodukte Hn

besetzt. Neben den Kehrmatrizen

des Lösungsvektors nunmehr auch

laufend zu speichern. Zum Speicherbedarf NM  2

matrizen G
n

Randspalten der N Matrizen R

Q o sind dann an den Eck-xn-2
R n nur in den Randzeilenn-2

G~ sind zur Berechnung

die Randspalten von Rn fort-

für die N Kehr-

kommen also noch 2 NM Speicherplätze für die

: hinzu.
n


