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P. WEIDELT, G&ttingen

"Modellrechnungen zur elektromagnetischen Induktion in

dreidimensionalen Strukturen'

Mittwoch, den 13.03.1974

1. Einleitune

Numerische L&sungen dreidimensionaler Induktionsprobleme tau-
chen in der Literatur bisher nur sehr vereinzelt auf

(z.B. JONES & PASCOE (1972), LINES & JONES (1973})). Der Grund
daflr sind weniger mathematische Schwierigkeiten als vielmehr
die Tatsache, daf man beili der Ublichen Diskretisierung der Max-
wellschen Gleichungen in einem Bereich, der einen m8glichst
grofen Teil von Leiter und Luftraum einschlieBt, selbst bei be-
scheidenen Modellen sehr bald an die Grenzen der internen
Speicherkapazitédt grofer Rechenanlagen st&ht, Auch kdnnen wirt-
schaftliche Erwdgungen nicht mehr ganz auBer Acht gelassen wer-
den. W&hlt man als Grundbereich etwa einen Quader mit 20 Zellen
in jeder Richtung, so sind zur Speicherung des komplexen elek-
trischen Feldvektors 3 x 2 x 20 x 20 x 20 = 48 000 Speicher-
pldtze erforderlich. Zur iterativen Verhesserung einer Komponen-
te einer Zelle benétigt man etwa 0.0005 sec pro Iteration,

Nimmt man an, daR etwa 150 Iterationen notwendig sind, so er-
gibt dies eine Rechenzeit von 24 000 x 0.0005 x 150 sec = 30 min,
(Auf der Univac 1108 der Universitdt G6ttingen kostet eine Mi-
nute Rechenzeit etwé 6 DM, so daR hier flir dies Modell (fiktive)

Kosten von etwa 200 DM entstehen.)

Mit Hilfe von Greenschen Funktionen gelingt es, den Grundhereich
zu verkleinern und so den Speicherplatz- und Rechenzeitbedarf

zu verringern. Fig.l skizziert die drei M&glichkeiten zur Modell-
rechnung. Bei Methode A (oben) besteht der Grundbereich aus dem
ganzen Leiter und dem Lufthalbraum. Man diskretisiert die Max-
wellschen Gleichungen und 18st sie mit der (approximativen)

Randbedingung, daf das anomale elektrische Feld E_ an der Be-
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Fig.1l: Die drei méglichen Grundhe-
reiche flir Modellrechnungen (Beran-
dung schraffiert).

grenzung verschwindet., Deshalb muR der Grundbereich mdglichst
grop gewdhlt werden. In Methode B (Fig.l, Mitte) besteht der
Grundbereich nur noch aus der anomalen Schicht, in der die
Quellen des anomalen Feldes liegen. Mit Hilfe des Greenschen
Satzes 1dBt sich deshalb E_ oberhalb (unterhalb) und auf der Be~
grenzung der anomalen Schicht durch die Randwerte der Tangen-
tialkomponente von rot Ea ausdriicken. Man gewinnt damit eine
Randbedingung flir die Ober- und Unterseite der anomalen Schicht.
An den vertikalen Grenzfldchen setzt man etwa<§a = 0 (oder wen=-
det eine Impedanzrandbedingung an) und 16st im Innern die in-
homogenen Maxwellschen Gleichungen flr E_. In zwei Dimensionen
wird die Methode B von SCHMUCKER (1971) verwendet. In der Me-
thode C schlieBlich (Fig.l, unten) wird der Grundhereich auf die
Anomalie beschrdnkt und die Maxwellschen Gleichungen werden in
eine inhomogene lineare Vektor-Integralgleichung {iber dem
Grundbereich verwandelt. Der aus der normalen Schichtung abzu-
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leitende Tensorkern erfiillt alle Randbedingungen automatisch.
Flir zwel Dimensionen ist diese Methode von HOHMANN (1971) an-
gegeben worden und -~ . kiirzlich von RAICHE (1974) auf drei Di-

mensionen erweitert worden. Wir geben im folgenden eine Dar=
stellung der Methode C und werden abschliefend einige Ergeb-

nisse vorfiihren.

2. Die Integralgleichungsmethode

r bezeichnet den Ortsvektor und x, y, z (z positiv nach unten)
sind artesische Koordinaten, die zur Vereinfachung der Schreib-
weise manchmal auch mit Xys Xpp Xg bezeichnet werden. Der Lei-
ter mit der Leitféhigkeit o(r) liege im Halbraum z > 0. Bel der
tiblichen Vernachldssigung des Verschiebungsstromes und unter
der Annahme von Vakuumpermeabilitdt sind flr einen harmonischen

Zeitfaktor et die komplexen Amplituden E und H des elektri-
schen und magnetischen Feldvektors im SI-System verknlpft durch

rot H(z) = o(x) E@) + 1 (x) caely
rot ECr) = - dep, HGp) 225

oder zusammengefaft
rot® Bln) HiAd Bledss = fupl i el (25 32

Hier ist j_ die Stromdichte des &duBeren Magnetfeldes,

rot? = rot rot und

k2 (x) =‘iwpo o(r). (2.4)

g(r) wird in einen normalen und anomalen Anteil zerlegt, wobei

sich ersterer nur in z-Richtung &dndern soll:
alz) = q (z) + g, (). (2.5)

Entsprechend gilt auch
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2l indnine? 2 o
K32t e k¥, MR e
wobei E_  als die Ldsung von
2 2 S s .
rott E.+ ko E .3 = 1ou, J_ (2.6)

definiert ist, die fir z + « verschwindet, oder zumindest gegen
eine Konstante strebt (wenn ndmlich das duRere Feld homogen ist
A

und o(z) fir z » « stdrker als z verschwindet). Methoden zur

Berechnung von E_ sind bekannt.

Aus (2.3) und (2.6) Telgt

2 2 )
rot™ E. t Kt E = = kT Bl (2.17)

Nun sei G.(r fr), i = 1, 2, 3 die Lbésung von

rot? 8, Gz £} + K2(2) 6, ) =~ & 6@ - z), 2.8)

die im Unendlichen verschwindet ( ~ bezeichnet in (2.8) und inm
folgenden einen Einheitsvektor). Multipliziert man (2.8) mit
E_(r) und (2.7) mit G;(x fr) und integriert die Differenz iber
den ganzen Raum (bezliglich r), so ergibt sich aus dem Greenschen

Vektortheorem (z.B. MORSE & FESHBACH, 1953, p. 1768), ndmlich

S (Uerot?y - Verot?Uldt = é{(ﬁ_ x rotVl.U + (_H_ x VlsrotU}dA (2.9)

(dt = Volumenelement, dA = Fl&chenelement), und wegen des Ver-

schwindens von E_ und G. flir r » «

e ) == J K@) 8, (e fr)E(r)dT, DoF 20035 T2, 05)

al fe.0)

Kombiniert man alle drei Komponenten von E_ und setzt Eﬁ ='§7En,
goslautet (2 9a)

E(r ) = B (el - 1 elin) %;Olgz + E(z)dt (2.10)

mit dem Greenschen Tensor (dyadische Schreibweise)
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3
T o tie A G el X 2. (2.11)

3
37(2512) =L ox S5 Frdi=s .. iy o i
=1 1,3=1

Die Tensorelemente Gij erlauben eine einfache physikalische In=
terpretation: Gi.nglg) ist die j-te Kompcnente des elektrischen
Feldes, das ein in der normalen Leitf&higkeitsstruktur im Punkt
b gelegener elektrischer Dipol mit Einheitsmoment in Xi—Rich—
tung im Aufpunkt r erzeugt. Erster Index und erstes Argument
beziehen sich also auf die Quelle, zweiter Index und zweites
Argument auf den Beobachter. Wegen des Reziprozitdtsgesetzes

der elektromagnetischen Theorie sind Quell- und Beobachterpara-

meter vertauschbar, d.h. es gilt

GingOLQ) = Gjigngo). (252129

Zum Beweis ersetze man in (2.8) r durch r', schreibe eine ana-
loge Gleichung flr gﬁngg'l, multipliziere Uber Kreuz mit gj
und gi, integriere die Differenz bezlglich r' {liber den Voll-
raum und gewinne (2.12) mit Hilfe von (2.8). Wegen (2.12) kann

man anstelle von (2.10) auch schreiben

{p) 'ECp) '?C_I_‘JE‘_OldT (2 310a)

Gl. (2.10) oder (2.10a) ist eine vektorielle Fredholm-Integral-
gleichung 2, Art flir das elektrische Feld E'mit. dem Greenschen
Tensor als Kern und dem normalen E-Feld als abhsolutes Glied.
Beide GrdRen hingen nur von der normalen Leitf&dhigkeitsyertei-
lung ab. Der Integrationsbereich ist die ancmale Leitf&higkeits-
verteilung. Zur Bestimmung des Kernes éy'hat man zundchst die
Leitfi&higkeit innerhalb der Anomalie durch die normale Leit-
féhigkeit zu ersetzen. Dann legt man in jeden Punkt dieses Be-
reichs zwei horizontale und einen vertikalen Dipol und berech-
net das resultierende Vektorfeld in jedem Punkt des ancmalen
Bereichs. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Kerne ist erheh-
lich. Er 148t sich jedoch durch Ausnutzung der Reziprozitdt
(2.12) und der horizontalen Isotropie des normalen Leiters stark
‘reduzieren. Insbesondere bendtigt man anstelle von zwei nur
einen horizontalen Dipol. Da die Kerne von a und Eh unabhdngig
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sind, kénnen die gleichen Kerne verwendet werden, wenn die ano-
male Leitfdhigkeit innerhalb des fest vorgegebenen anomalen Be-
reichs und/oder das dulere Feld gedndert werden (z.B. andere

Polarisationsrichtung).

In dem einfachsten, allerdings fur die Anwendungen wenig inter-
essanten Fall eines homogenen Vollraumes mit der Leitfdhigkeit

A sind die Tensorelemente einfach gegeben durch

2% e
G p I p) TS LR e : ) = (2.12a)
Y 1] Yo Hensel; 4R
0 S
i 2 ; 2 2
= uwRuz-{C1+u+u )dij—C3-3u+u l(xi—xiol(xj-xjol/R }
(2.12b)

(z.B. MORSE & FESHBACH, 19587 "p. 1781) .#Hier igk

2 i e 1/2 i
R #ile srpi|ibenkan=, (Aubagndaes, s k. B
und dij das Kronecker-Symbol. Die Tensorelemente filir einen homo-
genen Halbraum lassen sich auf Besselfunktionen reduzieren und
werden im Anhang angegeben. Die Elemente fir einen Zweischichten-

falll pibt: RALCHE (A48T )

Die einfachste Methode zur Modellrechnung besteht darin, den St&r-
kérper in kleine Quader zu zerlegen und in jedem Quader das elek-
trische Feld als konstant anzunehmen. Hat man insgesamt N Zellen,
so reduziert sich die Integralgleichung auf ein komplexes line-
ares Gleichungssystem mit 3 N Gleichungen und 3 N Unbhekannten.
Wenn man das als konstant angenommene E vor das Integral zieht,
ergeben sich die Koeffizienten durch Integration der Gij Uber
eine Zelle. Den grdRten Koeffizienten jeder Gleichung ergibt das
Element G,., integriert liber die Zelle mit dem Quelldipol. Be-
trachtet man nur den Anteil Ggi der primdren Erregung, so erhdlt
man aus (2.12a) fiir eine Zelle mit den Dimensionen lx* 1 lz

i o)
7 «Biiflin G11

yi



—kORO —koRl R1 e—kOR2

2 (¢] ~ 4L
ko J G . dt «~ 1—(1+kORO)e e R2 ,

13

wobel der Integrationsbereich die Zelle um r, ist und

i 1/3 _ - 2 172
R, = (81, 1 1/4m''%, Ry = 1./2; Ry = (Ri+1 1/m)',

Dabei wurde ndherungsweise der Integrationsbereich flr den er-
sten Term von (2.12a) durch eine volumengleiche Kugel und fir
den zweiten Term durch einen volumengleichen Zylinder mit Achse

o Q

in xl—Richtung ersetzt. Die Terme Gizlund G13 liefern aus Symme-

triegriinden keinen Beitrag.

Das Gleichungssystem kann entweder iterativ (etwa GauR-Seidel-
Methode) oder durch Matrixinversion gelbst werden. Die letzte
Methode kommt wegen des hohen Speicherplatzbedarfes nur filir
kleinere anomale Bereiche infrage. Bei dreidimensionalen Mo-
dellen ist die Ausnutzung von Symmetrien besonders vyorteilhaft.
Hat man eine anomale Struktur mit zwei vertikalen Symmetrie-
ebenen (etwa homogener Quader), so reduziert sich die Anzahl

der Unbekannten auf etwa 1/4, und damit bei Matrixinyersion der
Speicherplatzbedarf auf etwa 1/16., Bei iterativen Verfahren ver-
ringert sich sowohl die Zeit filir eine Iteration als auch die Ge-
samtzahl der Iterationen. Nachteil der GauR-Seidel-Iteration
ist, daB die Leitfé&higkeitskontraste nicht zu extrem sein dirfen,
Bei numerischen Experimenten wurde filir Leitfdhigkeitsunterschie-
de bis 1:100 gute Konvergenz erreicht. Bei hSheren Kontrasten
kann man entweder auf die Matrixinversion zurilickgreifen oder die
Methode der Spektralverschiebung ven HUTSON & KENDALL (1972)

verwenden.=Als Anfangsndherung wurde stets EO ='_E_I_n verwendet.

Wenn das elektrische Feld im Innern der Anomalie bekannt ist,
mu® mit einem zweiten Satz von Kernen das elekitrische und magne-
tische Oberflichenfeld etwa aus (2.10) berechnetr werden. Zur Be-

stimmung der Magnetfeldkerne hat man die Rotation von (2.10)
bezﬁglich,go zu nehmen. Die typische Rechenzeit flir einen ano-
malen Quader von 8xix2 Zellen, der in einem homogenen Halbraum
zehnfach schlechterer Leitféhigkeit liegt, ist bei einem Oher-

flichennetz von 18x14 Zellen etwa 80 sec (nach 15 Iterationen).
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Die ersten Erfahrungen Uber M&glichkeiten und Grenzen der In-

tegralgleichungsmethode sind an der sehr viel einfacheren

zweidimensionalen Version gewonnen worden. Flir ein Testmodell
werden in Fig.2 die Ergebnisse der Differentialgleichungsme-
thode von SCHMUCKER mit den Resultaten der hier verwendeten
Integralgleichungsmethode verglichen. Die Ubereinstimmung ist
recht gut. Die Spitze in H ist direkt iliber einer Kante zu

erwarten.
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Fig.2: Test der Integralgleichungsmethode, Es
induziert ein quasihomogenes Feld in y-Rich-
tung.

Die vollstidndige und {ibersichtliche Darstellung der bei drei-
dimensionalen Modellrechnungen anfallenden Ubertragungsfunk-
tionen bereitet erhebliche Schwierigkeiten, Nimmt man quasi=-
homogene &duRere Felder an, so bendtigt man zur Beschreibung der
komplexen elektrischen und magnetischen Oberfldchenfelder fiir
zwel zueinander senkrechte Polarisationen insgesamt 24 fldchen-
hafte Darstellungen. Vier davon lassen sich zu einer anschau-
lichen Induktionspfeilkarte zusammenfassen (Real- und Imagindr-
teil von H_ flr beide Polarisationen). Fig.3 bringt ein Bei-

spiel:.
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Eine komplette Darstellung aller FeldgrdRen wird fir ein an-
deres Beispiel in den Figuren 4 - 7 gegeben. Der Stérkérper
besteht aus einem Quader mit p = 1 Qm an der Oherfldche eines
homcgenen Halbraumes mit p = 10 Q@m. Die Dimensionen des Quaders:
50 km lang, 25 km breit, 10 km m&chtig. Das induzierende Feld
hat eine Periode von 120 sec. Fig.4 zeigt das E-Feld flir ein
duReres elektrisches Feld in x-Richtung, entsprechend einem
duBeren Magnetfeld in y-Richtung. Aufgetragen sind im folgen-
den stets die auf das absolute Normalfeld normierten anomalen
Feldanteile. Die E_-Komponente bricht im Innern des guten Lei-
ters zusammen. An den Stirnfldchen springt EX im Verhé&ltnis der
Leitfihigkeiten, an den Tangentialfldchen ist es stetig. Die

i -Komponente ist nur an den vier Ecken des Quaders wesentlich
verschieden von null. Die Vorzeichen lassen sich erkl&ren, wenn
man sich das elektrische Feld in den guten Leiter hineingeso_
gen denkt. Die Ez-Komponente ist in der GréRenordnung von EX.
Ihre Ursache sind elektrische Fldchenladungen, und zwar nega-
tive Ladungen an der Vorderseite der Anomalie, die die E-Feld-
linien zur Oberfliche hiegen und positive Ladungen an der hin-
teren Seite, die die Feldlinien wieder in den Leiter hinein-
lenken. Abgesehen vom Vorzeichen wiederholt der Imagindrteil ah~
geschwdcht den Verlauf des Realteils. - Fig.5 zeigtr das zuge-
hérige Magnetfeld. Die Vorzeichen lassen sich mit der Vor-
stellung deuten, daf das Feld aus dem gutleitenden Storkdrper

herausgedrdngt wird.

Fig.6 und 7 zeigen das elektromagnetische Streufeld fir den
Fall eines &duReren Magnetfeldes in +x-Richtung. Dazu gehért
ein duBeres elektrisches Feld in -y-Richtung. Dieser Polarisa-
tion entspricht im Zweidimensionalen die H-Polarisation, d.h.
das magnetische St¥rfeld verschwindet, wenn man die Anomalie

ins Unendliche verléngert.

Das elektrische Feld an der Erdoberfldche 1l4Rt sich in einen
toroidalen und poloidalen Anteil aufspalten:

| : . 2 .
E = Ep * Eq = rot(z ¥5) + grad 7%
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Fig.8b: Toroidaler und poloidaler Anteil der Ey—quponente
von: Figiti. :
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Der erste Anteil besitzt keine Vertikalkomponente, zum zweiten
Anteil geh&rt kein Magnetfeld (wegen rot grad = 0). Der zweite
Anteil ist das elektrische Feld der Fldchenladungen. Zur Be-
rechnung der Anteile kann man den Greenschen Tensor 2Z in

einen tecroidalen und poloidalen Anteil zerlegen. Fig.8 zeigt
die Aufspaltung der Horizontalkomponenten des elektrischen Fel-
des filir ein &duReres Feld in +x-Richtung. Beil Verldngerung der
Anomalie wdchst der torcidale Anteil auf Kosten des poloidalen,

der schlieBlich ganz verschwindet (E-Polarisation).

SchlieBlich ist noch der Ubergang vom Dreidimensionalen zum
Zweidimensionalen in Fig.9 dargestellt. Im gewdhlten Beispiel

N~ wN —
=
14
n
o
(=]
=
3

—Ly = 15 km—

Fig.9: Der Ubergang von 3D auf 2D, Dargestellt sind die
Felder auf einem Profil in der Miite eines Quaders der
Lénge Lx'

liegen auf dem Mittelprofil eines Quaders schon anndhernd zwei-
dimensionale Verh&ltnisse yvor, wenn die Ldnge etwa dreimal gré-

Ber ist als die Breite.
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Anhang

Die Tensorelemente flir einen homogenen Halbraum

Fiir einen Halbraum mit der Leitfdhigkeit 9ss@ lassen sich
die L&sungen von (2,8) leicht angeben. Verwendet man die z.B.
von SOMMERFELD (1935) formulierten Randbedingungen sowie die
dortige Integraldarstellung flr die primdre Erregung, so er-
hilt man fiir den Fall, daB Quellpunkt . und Aufpunkt r im un-

teren Halbraum liegen unter Verwendung der Abkiirzungen

Ry Skx =% )t s by w8t (z & 208
-k R
-l o o e 172
€+ * Tyr, © 2 St g )

Wk 18909 1 1 :
e fF’3E{IoC§ko[R+-Z-Zo])Kocfko[R+ 3o

wobei I und K/ modifizierte Besselfunktionen nullter Ordnung

erster und zweiter Art sind, die Tensorelemente

2
Gy = (1 - = =2 G e
k? 9x? k2572 i
0 (0]
2
c, =6, =-+=-228
£ kgiaxby
3%a,
S =
kg 9x 0z
2 2
ny-'c1-—1—2——3—2>a-l;——3-;m_+s>
ko oy ko 9z
320,
Gyz=_.j:..... +
2
ko oydz
32%a
G :'_.:.]'__ %
ZX

2
ko 0Z9X
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5%a
Say 7 - l? -
ko 0Z3dy
2
6, = -+ 2
k; 3z?
Die Vertikalkomponentew@xz, Gyz’ Gzz’ die flir z + + 0 verschwin-

den, streben filir z - ~ O gegen die Grenzwerte

n2 2 2
Sl e N N L S B
Xz 2 3 vz 2 14222 2 2
2 Dz, k2 dydz, k& 5z
: S 1 1
T fo s Bzo {Io(zkoLRo N Zo])Ko(zko[Ro ¥ zo])}
Bl h i 5 2 i 2 2
und R 2 (= xo) b & yo) *ozZ2.

Da in den Anwendungen lber die Koordinaten des Aufpunktes,

Gl. (2.10), oder des Quellpunktes, Gl. (2.10a), integriert wird,

braucht ein Teil der oben angefilthrten Differentiationen nicht
ausgefihrt werden. (Es gilt 3/3x ='—3/3xo, 8/9y = -3/dy, und
z.B. da_/3z = -da _/8z_, d0,/0z = ~30_/8z .) ;
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