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P. WEIDELT, Göttingen

"Modellrechnungen zur elektromagnetischen Induktion in

dreidimensionalen Strukturen"

Mittwoch, den 13.03.1974

1. Einleitung

Numerische Lösungen dreidimensionaler Induktionsprobleme tau-

chen in der Literatur bisher nur sehr vereinzelt auf

Cz.B. JONES & PASCOE C19Z21, LINES & JONES C19Z31). Der Grund

dafür sind weniger mathematische Schwierigkeiten als vielmehr

die Tatsache, daß man bei der üblichen Diskretisierung der Max-

wellschen Gleichungen in einem Bereich, der einen möglichst

großen Teil von Leiter und Luftraum einschließt, selbst bei be-

scheidenen Modellen sehr bald an die Grenzen der internen

Speicherkapazität großer Rechenanlagen stößt. Auch, können wirt-

schaftliche Erwägungen nicht mehr ganz außer Acht gelassen wer-

den. Wählt man als Grundbereich, etwa einen Quader mit 20 Zellen

in jeder Richtung, s.o sind zur Speicherung des komplexen elek-

trischen Feldvektors 3 x 2 x 20 x 20 x 20 = 48 000 Speicher-

plätze erforderlich,. Zur iterativen Verbesserung einer Komponen-

te einer Zelle benötigt man etwa 0.0005 see pro Iteration.

Nimmt man an, daß etwa 150 Iterationen notwendig sind, so er-

gibt dies eine Rechenzeit von 24 000 x 0.0005 x 150 see = 30 min.

CAuf der Univac 1108 der Universität Göttingen kostet eine Mi-

nute Rechenzeit etwa 6 DM, so daß hier für dies Modell (.fiktive)

Kosten von etwa 200 DM entstehen.).

Mit Hilfe von Greenschen Funktionen gelingt es, den Grundbereich

zu verkleinern und so den Speicherplatz- und Rechenzeitbedarf

zu verringern. Fig.l skizziert die drei Möglichkeiten zur Modell-

rechnung. Bei Methode A Geben) besteht der Grundbereich aus dem

ganzen Leiter und dem Lufthalbraum. Man diskretisiert die Max-

wellschen Gleichungen und löst sie mit der Capproximativen)

Randbedingung, daß das anomale elektrische Feld E_, an der He-
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Fi.g»l ; Die drei, möglichen Grundhe-
reiche für Modellrechnungen (.Beran-
dung schraffiert).

grenzung verschwindet , Deshalb muß der Grundhereich möglichst

groß gewählt werden. In Methode B CFig.l, Mittel besteht der

Grundbereich nur noch aus. der anomalen Schicht, in der die

Quellen des anomalen Feldes liegen. Mit Hilfe des Greenschen

Satzes läßt sich deshalb E oberhalb (.unterhalb! und auf der B.e-cl
grenzung der anomalen Schicht durch die Randwerte der Tangen-

tialkomponente von rot Ea ausdrücken. Man gewinnt damit eine

Randbedingung für die Ober- und Unterseite der anomalen Schicht.

An den vertikalen Grenzflächen setzt man etwa E = 0  Coder wen-

det eine Impedanzrandbedingung an) und löst im Innern die in-

homogenen Maxwells chen Gleichungen für E . In zwei Dimensionen

wird die Methode B von SCHMUCKER C1971) verwendet. In der Me-

thode C schließlich CFig.l, unten), wird der Grundbereich auf die

Anomalie beschränkt und die Maxwellschen Gleichungen werden in

eine inhomogene lineare Vektor-Integralgleichung über dem

Grundbereich verwandelt. Der aus der normalen Schichtung abzu-



- 444 -

leitende Tensorkern erfüllt alle Randbedingungen automatisch.

Für zwei Dimensionen ist diese Methode von HOHMANN (.1971) an-

gegeben worden und kürzlich von RAICHE (.1974) auf drei Di-

mensionen erweitert worden. Wir geben im folgenden eine Dar-

stellung der Methode C und werden abschließend einige Ergeb-

nisse vorführen.

2 , Die Lntegralgleichungsmethode

r bezeichnet den Orts vektor und x,  y ,  z Gz positiv nach unten!

sind artesische Koordinaten, die zur Vereinfachung der Schreib-

weise manchmal auch mit x. , x0 , x bezeichnet werden. Der Lei-

ter mit der Leitfähigkeit crCr) liege im Halbraum z _> 0.  Bei der

üblichen Vernachlässigung des Verschiebungsstromes und unter

der Annahme von Vakuumpermeabilität sind für einen harmonischen

Zeitfaktor eTürt die komplexen Amplituden E und H. des elektri-

schen und magnetischen Feldvektors im SI-System verknüpft durch

rot HCr) = a Gr) EGrl + _ie Cr?) C2.ll

rot ECrl = - iwp Q HCrl C2.2)

oder zusammengefaßt

rot  2 ECr) + k 2 Crl ECrl = - iwv o -ie Qe)• C2.31

Hier ist j die Stromdichte des äußeren Magnetfeldes,

rot  2 = rot rot und

k 2 (r)  = iwp  o crCr) . G2 .k )

aCrl wird in einen normalen und anomalen Anteil zerlegt, wobei

sich ersterer nur in z-Richtung ändern soll:

er Gr)  = er Gz)  + er Gr  ) . C2 .5 )— na  —

Entsprechend gilt auch
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k 2 = k 2 + k 2 , E_ = + E ,

wobe i  E a l s  die Lösung von

rot 2 E + k 2 E = - iwy i ( 2 .6 )— n —n o -‘•e

def in ie r t  i s t ,  d i e  für z ve r schwinde t ,  oder  zumindest  gegen
e ine  Konstante  s t r eb t  Gwenn nämlich das  äußere Fe ld  homogen i s t
und a ( z )  für z ■* 00 stärker  als z”  2 ve r schwinde t ) .  Methoden zur
Berechnung von .E s ind  bekann t .

Aus C2 .3 )  und (2 .6 )  folgt

rot 2 E + k 2 E = - k 2 E . C2 . 7 }—a n —a a —-n

Nun se i  G GrJ ' r ) ,  i = 1 ,  2 ,  3 d ie  Lösung  von

rot 2 G.Cr  I r l  + k 2 Grl G-Gr | r )  = - x .  6 Gr - r 1 ,  C2 .8 )—i —o i — n — — x —o * — —x — —o

die im Unendlichen verschwindet G A bezeichnet in  C2 .8 )  und im
folgenden einen Einhei tsvektor) .  Multipliziert man C2 .8 )  mit
E Gr) und G2.7)  mit G . Gr f r )  und integr ier t  die Differenz über
den ganzen Raum Gbezüglich i?l , so  ergibt s i ch  aus dem Greenschen
Vektortheorem Gz.B.  MORSE & FESHBACH, 1953 ,  p .  1768) ,  nämlich

/Qj« ro t  2_V - _V*rot 2 lJldT = >{Gji x rot_V)*IJ + Gn x V. l ' ro tUldA C2 .9 )

GdT = Volumenelement ,  dA = Flächenelement) ,  und wegen des  Ver -
schwindens von E und GL für r •* 00

E . Gr 1 = - f k 2 Gr) G . ( r  J ' r i ’ECr ldT  , i =1 ,  2 ,  3 .  C2.9a )

Kombiniert  man a l l e  drei  Komponenten von  E und se tz t  E = E-E ,
so  lautet  G2 .9a )

ECth  ) = E Gr ) - f k 2 Cr) Gr l r )  • EGr ld t  C2 .10 )

mit dem Greenschen Tensor  Cdyadische Schreih.weisel
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3
£

i j  3=1

3
= X x . G - Cr I r )

i = l - 1 - 1 - ° ‘ -1 G . . Gr I r ) x.  x . .
1 3 -ol----! _ 3

( 2 . 1 1 )

eine einfache physikalische In-

j-te Komponente des elektrischen

Leitfähigkeitsstruktur im Punkt

mit Einheitsmoment in x„. -Rich-

tung im Aufpunkt r erzeugt. Erster

beziehen sich also auf die Quelle,

Argument auf den Beobachter. Wegen

der elektromagnetischen Theorie sind Quell- und Beobachterpara-

meter vertauschbar, d.h. e s  gilt

Die Tensorelemente G .

terpretation  : G Gr r )  i s t  die

Feldes, das ein in der normalen

gelegener elektrischer Dipol

erlauben

—o i
Index und erstes Argument

zweiter Index und zweites

des Reziprozitätsgesetzes

G . . Gr I r ) = G . . Grl r ).
■ ij —ol — j i — 1 —o

( 2 . 1 2 )

G2.8) r durch r * , schreibe eine ana-Zum Beweis ersetze man in

multipliziere über Kreuz mit .G-GjGr|r'l,

d i e  Differenz bezüglich r 1 über den Voll-

loge Gleichung für

und _G , integriere

raum und gewinne G2.12) mit Hilfe von G2.9). Wegen G2.12) kann

man anstelle von G2.10) auch schreiben

ECr  o l = E Gr ) - f k , |Grl ECr )  • Gr] r l d r C2.10a)

G l .  G2.10) oder C2.10a) ist eine vektorielle Fredholm-Integral-

gleichung 2 .  Art für das elektrische Feld E mit dem Greenschen

Tensor als Kern und dem normalen E-Feld als absolutes Glied.

Beide Größen hängen nur von der normalen Leitfähigkeits  Vertei-

lung ab. Der Integrationsbereich ist die anomale. Leitfähigkeits-

verteilung. Zur Bestimmung des Kernes 6*4 hat man zunächst die

Leitfähigkeit innerhalb d e r  Anomalie durch d i e  normale Leit-

fähigkeit zu ersetzen. Dann legt man in jeden Punkt dieses Be-

reichs zwei horizontale und einen vertikalen Dipol und berech-

net das. resultierende Vektorfeld in jedem Punkt des anomalen

Bereichs. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Kerne ist erheb-

lich.  Er läßt sich, jedoch  durch Ausnutzung der Reziprozität

G2.12)  und der horizontalen Isotropie des. normalen Leiters, stark

reduzieren. Insbesondere benötigt man anstelle von zwei nur

einen horizontalen Dipol. Da die Kerne von und E unabhängig
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sind,  können die gleichen Kerne verwendet werden, wenn die ano-

male Leitfähigkeit innerhalb des fest vorgegebenen anomalen Be-

reichs und/oder das äußere Feld geändert werden Cz.B. andere

Polarisationsrichtung).

In dem einfachsten, allerdings für die Anwendungen wenig inter-

essanten Fall eines homogenen Vollraumes mit der Leitfähigkeit

sind die Tensorelemente einfach gegeben durch

1 fi 2 e""'  O'R
G . . Cr |r) = Cfi. . - — - - -- - - -  ) ----  = (.2.12a)
1 3 ° k 2 3x. 3x. 4irR

o i j

= - - -' fCl+u+u2 )&..-C3+ 3u+u2 )(_x.-x. ICx.-x. l/R 2}
47TRU2 X IO 3 : o

C2.12b)

(z.B. MORSE & FESHBACH, 1953, p. 1781). Hier ist

1 /9
R = Ir - r I , k = Ciwu a ) , u = k Ri — —o 1’ o o o  ’ o

und (5 . . das Kronecker-Symbo1. Die Tensorelemente für einen homo-

genen Halbraum lassen sich auf Besselfunktionen reduzieren und

werden im Anhang angegeben. Die Elemente für einen Zweischicht.en-

fall gibt RAICHE C1974).

Die einfachste Methode zur Modellrechnung besteht darin, den Stör-

körper in kleine Quader zu zerlegen und in jedem Quader das elek-

trische Feld als konstant anzunehmen. Hat man insgesamt N Hellen,

so reduziert sich die Integralgleichung auf ein komplexes line-

ares Gleichungs system mit 3 N Gleichungen und 3 N Unbekannten.

Wenn man das als konstant angenommene E vor das Integral zieht,

ergeben sich, die Koeffizienten durch Integration der über

eine Zelle. Den größten Koeffizienten jeder Gleichung ergibt das

Element G , integriert über die Zelle mit dem Quelldipol. Be-

trachtet man nur den Anteil G?. der primären Erregung,

man aus C2.12a) für eine Zelle mit den Dimensionen 1 ,

z.B. für G

so erhält

1 , 1v * z
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, 2  , r O , ~ -1 M+ l r  R 'l " k ° R O + " k OR l K 1 " k O R 2
k o f G l l  dT - + e - e

wobei  der  In t eg ra t i onsbe re i ch  d i e  Ze l l e  um r Q i s t  und

R = (31  1 1 /47r)  1 /3 , R. = 1 /2 ,  R = CR| +1 1 / n ) 1 7 2 .cj xyZ i  x Ä z.

Dabei  wurde näherungsweise  de r  In tegra t ionsbere ich ,  für den  er-
s t en  Term von C2 .12a )  durch, e ine  volumengleiche Kugel und für
den zwei ten  Term durch e inen volumengleichen Zy l inde r  mit Achse
in  x .  -Richtung e r se t z t .  D ie  Terme G° und G° l ie fe rn  aus Symme-
tr iegründen ke inen  Be i t r ag .

Das Gle ichungssys tem kann entweder  i te ra t iv  Cetwa Gauß-Se ide l -
Methode)  oder durch Matr ixinversion ge lös t  we rden .  Die l e t z t e
Methode  kommt wegen des  hohen Spe i che rp l a t zbeda r f e s  nur für
k l e ine re  anomale Bere iche  i n f r age .  Be i  d re id imens iona len  Mo-
de l l en  i s t  d ie  Ausnutzung von Symmetrien besonde r s  vortei lhaft .
Hat man e ine  anomale Struktur mit zwei vertikalen Symmetrie-
ebenen  Cetwa homogener  Quade r ) ,  so  r eduz ie r t  s ich  die  Anzahl
der  Unbekannten auf  etwa 1 /4 ,  und damit be i  Matri.xi.nyersi.on der
Spe icherp la tzbedar f  auf etvza 1 /15 .  Be i  iterativen Verfahren ver-
r inger t  s i ch  sowohl  d i e  Ze i t  für eine Iteration a l s  auch. die. Ge-
samtzahl  de r  I t e r a t i onen .  Nachte i l  der  Gauß-Seide l - I te ra t ion
i s t ,  daß d i e  Leitfähigkeit sk.ontras.te nicht zu  extrem sein dürfen.
Be i  numerischen Experimenten wurde für Leitfähigkeitsunterschie-
de  b i s  1 :100  gu t e  Konvergenz  e r re i ch t .  Bei höheren Kontrasten
kann man entweder auf d ie  Matrixinversion zurückgreifen oder d i e
Methode der  Spekt ra lverschiebung von HUTSON & KENDALL C1972)
verwenden  . “A l s  Anfangsnäherung wurde s t e t s  E°  = E ve rwende t .

Wenn das  e l ek t r i s che  Fe ld  im Innern de r  Anomalie bekannt  i s t ,
muß mi t  e inem zwei ten  Sa t z  von Kernen das  e lek t r i sche  und magne-
t i s che  Oberf lächenfe ld  etwa aus C2 .10 )  berechnet werden .  Zur Be-
stimmung der  Magnetfeldkerne hat man d i e  Rotat ion von C.2.10)
bezüg l i ch  r zu  nehmen .  D ie  t yp i sche  Rechenze i t  für einen ano-
ma len  Quader  von 8x4x2  Ze l l en ,  de r  in  einem homogenen Halbraum
zehnfach, schlechterer  Leitfähigkeit l i eg t ,  i s t  bei  einem Ober -
f lächennetz  von 18x14  Ze l l en  etwa 80  s ee  Cnach 15  I t e r a t ionen) .
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3. Ergebnisse

Die ersten Erfahrungen über Möglichkeiten und Grenzen der In-

tegralgleichungsmethode sind an der sehr viel einfacheren

zweidimensionalen Version gewonnen worden. Für ein Testmodell

werden in Fig.2 die Ergebnisse der Differentialgleichungsme-

thode von SCHMUCKER mit den Resultaten der hier verwendeten

Integralgleichungsmethode verglichen. Die Übereinstimmung ist

recht gut. Die Spitze in H ist direkt über einer Kante zu

erwarten.

Fig.2 ; Test der Integralgleichungsmethode.,. Es.
induziert ein quasihomogenes: Feld in y-Ri.ch-
tung.

Die vollständige und übersichtliche Darstellung der bei. drei-

dimensionalen Modellrechnungen anfallenden Übertragungsfunk-

tionen bereitet erhebliche Schwierigkeiten. Nimmt man quasi-

homogene äußere Felder an, so benötigt man zur Beschreibung der

komplexen elektrischen und magnetischen Oberflächenfelder für

zwei zueinander senkrechte Polarisationen insgesamt 2 4  flächen-

hafte Darstellungen. Vier davon lassen sich zu einer anschau-

lichen Induktionspfeilkarte zusammenfassen CReal- und Imaginär-

teil von H. für beide Polarisationen}. Fig.  3 bringt ein Bei-

spiel.
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Fig » 3: Synthetische Induk-
tionspfeile für drei Peri-
oden. Die Anomalie besteht
aus einem Quader mit 40 km
Länge, 20 km Breite, 10  km
Mächtigkeit und p = 1 fim.
Er liegt an der Oberfläche
eines homogenen Halbraumes
mit p = 10  ftm. Dargestellt
sind die reellen und imagi
nären Pfeile. Letztere mit
offenen Pfeilköpfen.

T . 1200SEC 5 NH
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Eine komplette Darstellung aller Feldgrößen wird für ein an-

deres Beispiel in den Figuren 4 - 7  gegeben. Der Störkörper

besteht aus einem Quader mit p = 1 flm an der Oberfläche eines

homogenen Halbraumes mit p = 10 Qm. Die Dimensionen des Quaders:

50 km lang, 25 km breit, 10 km mächtig. Das induzierende Feld

hat eine Periode von 120 see. Fig.4 zeigt das E-Feld für ein

äußeres elektrisches Feld in x-Richtung, entsprechend einem

äußeren Magnetfeld in y-Richtung. Aufgetragen sind im folgen-

den stets die auf das absolute Normalfeld normierten anomalen

Feldanteile. Die E -Komponente bricht im Innern des guten Lei-

ters zusammen. An den Stirnflächen springt Ex im Verhältnis der

Leitfähigkeiten, an den Tangentialflächen ist es stetig. Die

E -Komponente ist nur an den vier Ecken des Quaders wesentlich

verschieden von null. Die Vorzeichen lassen sich erklären, wenn

man sich das elektrische Feld in den guten Leiter hineinges.o-

gen denkt. Die E -Komponente ist in der Größenordnung von E .

Ihre Ursache sind elektrische Flächenladungen, und zwar nega-

tive Ladungen an der Vorderseite der Anomalie, die die E-Feld-

linien zur Oberfläche biegen und positive Ladungen an der hin-

teren Seite, die die Feldlinien wieder in den Leiter hinein-

lenken. Abgesehen vom Vorzeichen wiederholt der Imaginärteil ah-

geschwächt den Verlauf des Realteils. - Fig.5 zeigt das zuge-

hörige Magnetfeld. Die Vorzeichen lassen sich mit der Vor-

stellung deuten, daß das Feld aus dem gutleitenden Störkörper

herausgedrängt wird.

Fig.6 und 7 zeigen das elektromagnetische Streufeld für den

Fall eines äußeren Magnetfeldes in +x-Richtung. Dazu gehört

ein äußeres elektrisches Feld in -y-Richtung. Dieser Polarisa-

tion entspricht im Zweidimensionalen die H.-Polarisation, d.h.

das magnetische Störfeld verschwindet, wenn man die Anomalie

ins Unendliche verlängert.

Das elektrische Feld an der Erdoberfläche läßt sich in einen

toroidalen und poloidalen Anteil aufspalten:

= Ej + Eg, = rotCz ipj,) + grad ipg.
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elektrische Feidvektor in  Real— und Ima—Fig .  U ; Der anomale
g'inirteil für ein äußeres elektrisches Feld in  Ex -Richtung.
Dazu gehört e in  Magnetfeld in  +y-Rich±ung. Der Störkörper
i s t  e in  50  km langer,  25 km breiter und 10  km mächtiger Qua--1" - - - T r _ L-T -ni hv> riiiWOC

mit p = 1 ßm direkt an  der Oberfläche eines Halhraumes
p = 10  ßm. Die Periode des induzierenden Feldes beträgt
see .  Zur Normierung dient das normale elektrische Fe ld .

der
mit
120
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Fig  . 5 : Das anomale Magnetfeld zu  dem Modell,  von Fig,  4 .  Das
normale Magnetfeld dient zur Normierung.
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Fig.6.: Real- und Imaginärte.il des anomalen elektrischen Feld
vektors für ein äußeres elektrisches Feld in ~y-Ri.ch±ung , Da
zu gehört ein Magnetfeld in +x-Richtung. Derselbe Störkörper
und dieselbe Periode wie in Fig. «
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Der erste Anteil besitzt keine Vertikalkomponente, zum zweiten

Anteil gehört kein Magnetfeld Cwegen rot grad = 0). Der zweite

Anteil ist das elektrische Feld der Flächenladungen. Zur Be-

rechnung der Anteile kann man den Greenschen Tensor O4 in

einen toroidalen und poloidalen Anteil zerlegen. Fig.8 zeigt

die Aufspaltung der Horizontalkomponenten des elektrischen Fel-

des für ein äußeres Feld in +x-Richtung. Bei Verlängerung der

Anomalie wächst der toroidale Anteil auf Kosten des poloidalen,

der schließlich ganz verschwindet CE-Polarisation).

noch der Übergang vom Dreidimensionalen zumSchließlich ist

Zweidimensionalen in Fig.9 dargestellt. Im gewählten Beispiel

Fig .9 : Der Übergang yon 3D auf 2D, Dargestellt sind die
Felder auf einem Profil in der Mitte eines Quaders der
Länge L*.

liegen auf dem Mittelprofil eines Quaders schon annähernd zwei-

dimensionale Verhältnisse vor, wenn die Länge etwa dreimal grö-

ßer ist als die Breite.
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Anhang

Die  Tensorelemente für einen homogenen Halbraum

Für e inen Halbraum mit  der  Leitfähigkeit  l a s sen  s i ch
die  Lösungen von (2 .8 )  leicht  angeben.  Verwendet man die  z .B .
von SOMMERFELD (1935)  formulier ten Randbedingungen sowie  d i e
dor t ige  In tegra lda r s te l lung  für d i e  primäre Er regung ,  so  er-
hält man für den Fa l l ,  daß Quellpunkt r und Auf  punkt r im  un-
teren Halbraum l i egen  unter Verwendung der  Abkürzungen

R 2 = (x - xQ ) 2 + (y  - yQ ) 2 + ( z  ± z Q ) 2

g + = 1 e ’ k ° R± , k = ST « > 1 /z
&± 4irR+ o oo

a ± = g_ ± g +

6 = - fc 'b { I o t-KC R < Z - z oDK0 Clk  0 [R  + * z ♦ z j » ,

wobei  I und KQ modifizierte Besselfunktionen null ter  Ordnung
e r s t e r  und zweiter  Art s i nd ,  d i e  Tensore lemente

Gxx = (1  - — -U-) 6 -
k 2 äx  20

. 1_
' k 2

0

a 2

3z  2
Ca_ + ß)

G - G •: ■_ 1 a 2 ß
xy yx k 2 3x3y

1 3 2 a +
Gxz

>4 3x3z
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a 2a
G = - - -----------

z y k 2 9z9y
0 J

1 9 2 s-----------l a  .
k 2 9z  2o

CIGz z

G , G . d i e  für z ■* + 0 verschwin-yz ’  zz ’
den ,  streben für z -* - 0 gegen die  Grenzwer te
Die Vertikalkomponent® G ,zS

±---------L-, G = - - ---------— , G = - - ---------
k 2 9x9z  yz k 2 9y9z k 2 9z  2o o o J o oo

f = { i  LR - z J )K Gyk +
o 2ir 9 z o 2 o L o oJ o 2 o u o o-1

o
mit

und R 2 =(x -x )  2 +Cy-y )  2 +z  2 .o o J o o

Da in  den Anwendungen über  d i e  Koordinaten des  Aufpunktes ,
G l .  ( . 2 .10 ) ,  oder  de s  Quel lpunktes ,  G l .  C2 .10a> ,  integriert  w i rd ,
braucht e in  Te i l  der oben angeführten Different ia t ionen nicht
ausgeführt werden .  CEs gi l t  9 /9x  = -9 /9x  o , 9 /9y  = -9 /9y  Q und
z .B .  9a  / 9z  = -9a  + / 9z  o , 9a  + / 9z  = -9a_ /9z  Q . )
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