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Netzwerkmodell - Betrachtungen zur geometrischen Deutung des
Hystereseeffektes bei Kapillardruckkurven und die
Konsequenzen fiir Inversionsaussagen

M. Jonas

Zusammenfassung

Die in praxi gemessenen Kapillardruckkurven 3 = (C)
(mit S&ttigung ~ und Kapillaritdt C) sind bei gngbener Hﬁ)ren—
radienverteilung (als Parameter) nicht nur Funktionen des
normierten Kapillardruckes Cr sondern auch der zugrundeliegen-
den Netzwerkstruktur. Es ist daher beabsichtigt, mit Hilfe von
Betrachtungen an Netzwerkmodellen mit beliebiger Netzwerk-
struktur und (zundchst) kreiszylindrischen Kapillaren die
Ursachen flr das Entstehen von Hystereseeffekten aufzuzeigen.
Ihre wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung kann auf der
Grundlage einer k = 2-Radienverteilung geschehen. Die
Konsequenz ist eine analytisch-geometrische Deutung des
Hystereseeffektes, die auf dem Zusammenhang zwischen Punkten
des Sattigungs- und des Entsdttigungsastes beruht. Hierbei
liegt ein Raum zugrunders der durch die k-1 relativen
Radienhdufigkeiten und die Sattigung aufgespannt wird. und in
dem nun die Kapillardriicke als Parameter auftreten. Dem
einfachen "Kapillarbiindelmodell™ fallen zentrale Abbildungs-
eigenschaften in diesem Raum zu. Aussagen zur Inversion - das
ist der Rilckwdrtsschluft von einer durchgeflihrten Kapillar-
druckmessungen auf die tatsdchlich vorliegende Kapillar-
radienverteilung - werden diskutiert, ebenso der Ubergang auf
Mehrradienverteilungen (k > 2).
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Die "Kapillardruckkurve"™ und das Kapillardruckexperiment sind
im allgemeinen recht gut bekannt. Im folgenden soll modell-
theoretisch auf dieses petrophysikalische Experiment einge-
gangen werdenr und das Ziel wird eine verbesserte Auswerte-
technik bzw, Inversion sein - das ist der Rlckwdrtsschluff von
der aufgenommenen Kapillardruckkurve auf die tatsdchlich vor-
liegende Radienverteilung im Porenraum.

Der Gang der Messung ist - ohne auf technische Details der
Probenvorbereitung und des Experimentablaufs ndher einzu-
gehen - einfach beschrieben (Abb. 1): Eine Gesteinsprobe wird
in eine Kammer eingebrachtr in die nach anschlieffender Evaku-
ierung Quecksilber (gepumpt wird. Dieses wird infolge schritt-
weiser Druckerh8hung - nachdem die Kammer selbst gefdllt ist -
zunehmend gegen den Kapillardruck in die Probe geprefit.

Das Experiment wird dann folgendermaf’en graphisch umgesetzt
(Abb. 2): Der jeweils eingestellte Druck wird gegen das einge-

drungener ebenfalls gemessene Hg-Volumen bzw. - nach Normie-
rung auf das Gesamtporenvolumen - gegen die zugehdrige
Sdttigung Z: aufgetragen, und man erhdlt eine Kurve dieser

pr1n21p1ellen€bestalt Nach erreichtem Schwelldruck, der durch
die grdften auftenliegenden Porenzugdnge der Probe gegeben ist:
werden in Abfolge die ndchst kleineren bis hin 2zu immer
kleineren Porenrd3umen gefdllt. Hier ist dann ein sehr
schnelles Anwachsen des Druckes 2zu verzeichnen, denn es wird
immer schwieriger, das nichtbenetzende Quecksilber in die
kleinen und kleinsten 2Zwickel zu pressen. Derselbe Versuch
138t sich "rldckwdrts"™ durchflhren, und das Ergebnis ist eine
Hysterese, ein mit der Injektionskurve nicht zusammenfallender
Drainageast, der in aller Regel nicht in den jungfrdulichen
Anfangszustand zurlickfdhrt. Der Grund hierflir ist in dem
Abreiffen des Hg-Fadens und dem Verbleiben einer partiellen Hg-
Sattigung im Porenraum zu sehen.

Das Kapillardruckexperiment macht also - in Form der Kapillar-
druckkurve - eine ganz spezifische Aussage {dber das unter-
suchte Gesteinr genauer fber die Porengrdfienverteilung in Ver-
bindung mit der im Gestein vorliegenden Netzwerkstruktur, denn
beide Porenraumcharakteristikar die als Parameter in dieser
Darstellung fungierenr beeinflussen sowohl den Filll- als auch
den Entsdttigungsvorgang; und unsere Aufgabe soll es seins aus
der Messung auf den einen der beiden Parameter: die Poren-
grdftenverteilung, riickzuschliefien.

Dazu soll ein wenig mehr auf den grundlegenden, hinter diesem
Experiment stehenden Gedanken eingegangen werden:

Der auf der Ordinate aufgetragene Kapillardruck ist eine Funk-
tion des effektiven Porenradius - falls die Darstellung des
Porenraumes zundchst mit Hilfe kreiszylindrischer Kapillaren
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akzeptiert wirdr, so 1laft sich dieser Zusammenhang sogar
quantitativ erfassen -, wdhrend die S&ttigungsachse als kumu-
lative Haufigkeit verstanden werden kann. Eine diesen Sachver-
halt verdeutlichende und vertrautere Darstellung gewinnt man.,
wenn wir die Kapillardruckkurve einschlieflich beider Achsen
an der Winkelhalbierenden spiegeln und zur inversen Kapillar-
druckkurve Z = X (pc) dbergehen (Abb. 3). In Anbetracht
der Tatsache: & eigeﬂ%lich der Druck die unabhdngige und die
Sdttigung die abhdngige Variable ist, ist diese Art der
Auftragung die wesentlich sinnvollere. Aus Grilnden der
Gewohnheit und um keine Verwirrung aufkommen zu lassen, soll
im folgenden jedoch weiterhin mit der ersten Darstellungs-
form, der konventionellen Kapillardruckkurver gearbeitet
werden. Dabei soll der gedankliche und spdter noch zu recht-
fertigende Vorgriff gestattet sein, da® beim Entsdtti-
gungsvorgang vorerst kein Abreiffen des Quecksilbers erfolge
und der zugeh8rige Ast bis in den Urzustand zurdcklauft.

Flir den Fall, daf® ein Kapillarblndelmodell (KBM) anstelle des
Gesteins mit seiner komplizierten Netzwerkstruktur vorldge
(Abb. 4), wdre die L8sung der gestellten Aufgabe sehr einfach.
Hierbei handelt es sich um ein Modell mit der gleichen
Kapillarradienverteilung:, bei dem sdmtliche Kapillaren
parallel angeordnet sind und aufgrund der fehlenden
Netzwerkstruktur keine Hysterese auftreten kann. Beide
Vorgdnge - Injektion und Drainage - wiirden also durch eine
Kurve beschrieben und dann wilrde eine einfache Differentation
die gesuchte Kapillarradienverteilung liefern.

Im Falle unseres Gesteins mit einer vorhandenen Netzwerk-
struktur sind die Verhdltnisse allerdings etwas schwieriger
geartet. Hier kdnnen durchaus - um zundchst beim S&ttigungs-
vorgang zu bleiben - potentiell fdllbare Kapillaren isoliert
im Netzwerkinneren liegenr so daR sie keinen Kontakt mit
anderen: bereits mit Hg gefdllten Kapillaren haben; also trotz
erreichtem zugeh8rigen EKapillardruck bleiben sie weiterhin
leer. Bei jeweils gleichem Kapillardruck erhdlt man somit eine
geringere Sdttigung als beim KBM und kommen mit dem
Sdttigungsast oberhalb (>) der KBM-Kurve zu liegen.

Bei dem Entsdttigungsvorgang ist es dagegen genau umgekehrt:
Nicht alle potentiell entleerbaren Kapillaren werden - wieder
aufgrund ihrer Lage im Netzwerk - auch tatsdchlich entleert.,
so daf letztlich eine grdfere Sattigung als beim KBM zurlickbe-
halten wird und dieser Ast somit unterhalb (K) der KBM-Kurve
verlauft.

Ob Sdttigungs- oder Entsdttigungsast = wilrde jetzt
differenziert werden: erhielte man nicht die wahre Kapillarra-
dienverteilung. Die beiden Asten anhaftende Hiufigkeitsverzer-
rung ist zuvor riickgdngig 2zu machen - d. h., per Entzerrung
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oder Dekonvolution. Dies ist eine - natlrlich von der Netz-
werkstruktur abhdngige - Abbildung zurlick auf auf die KBM-
Rurve, Erst dann liefert <eine Differentation wieder das
gewlinschte Ergebnis.

Eine exakte L3sung fdar die jeweils durchzuflhrende
Dekonvolution ist nur dber Studien graphentheoretisch kombina-
torischer Natur an Netzwerkmodellen zu erhalten. Da dieses ein
recht aufwendiges Unterfangen ist: soll stattdessen ein N&he-
rungsverfahren vorgestellt werdenr, bei dem die Hysterese
ausgenutzt und der Aufwand wesentlich eingeschrdnkt wird.

Dazu ist es ratsamr, modelltheoretisch vorzugehen und das
gesamte Kapillardruckexperiment z. B. an einem regelmdfigen
Quadratmaschen-Netzwerk (QMN) zu simulieren (Abb. 5). Trotz
dieser Einschr@nkung und der folgenden Vereinfachungen, die
nur dazu dienenr das Modell behandelbar zu machen:, wird der
Obergang auf realistische Verh&ltnisse - und dies soll
ausdrlicklich betont werden - spdter m8glich sein.

So soll/sollen vorerst:

- nur Vorgdnge im Porenraum, d. h. in den Kapillaren
interessieren;

- alle Zweigkapillaren im Netzwerk kreiszylindrisch sein und
die mittlere L3nge 1 besitzen;

- eine 2-Radienverteilung vorliegen: etwa gemdft Abb. 5. Die
genaue Lage der jeweiligen Kapillaren im Netzwerk ist jedoch
nicht bekannt;

- im Netzwerkinneren anfangs Vakuum herrschen - allerdings
ohne physikalische Wirkung -, das an zwel Seiten des Netz-
werkes {lber ein flir Hg undurchdringliches Diaphragma mit
einem Vakuumreservoir, in Verbindung steht. Von den so ent-
standenen Sackgassenkapillaren kann das Hg dann - nach voll-
stdndiger Sdttigung des Netzwerkes - spdter wieder seinen
Rllckweg antreten;

- die Knoten im Netzwerk kein eigenes Volumen besitzen und
auch kein Abreiffen der Hg-Phase zulassen; d. h. der Ents&t-
tigungsast wird bis in den jungfrdulichen Anfangszustand mit
Sdttigung Null zurdcklaufen.

Mit diesen Voraussetzungen 1la8ft sich ein solches Quadrat-
maschen-Netzwerkmodell in Angriff nehmen: aber es soll eine
andere Vorgehensweise gewdhlt werden:

Der Kapillardruck pc soll als erreicht und gedanklich als
fest vorgegeben ange&ommen werden (Abb. 6). Die 2-Radienver-
teilung soll stattdessen variieren: d. h. n, und n,r und zwar
derart, da® ihre Summe, die Gesamtzahl alle} Kapiliaren (N) »
weiterhin konstant bleibt. Die Netzwerkstruktur soll ebenfalls
erhalten bleiben.
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Abb. 5
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Abb. 6
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Es ist bereits bekannt: bei erreichtem Kapillardruck pcl sind
- im Falle der S&ttigung - alle n, Stlck r,-Kapillaren
potentiell fdllbar, die Obrigen: &2 Stdck }2-Kapillarenr sind
dagegen weiterhin nicht fdllbar.

Flir jede vorgegebene 2-Radienverteilung - das Radienverhdltnis
wurde hier willkdrlich mit 2 gewdhlt - 138t sich nun das zu
erwartende, mit Hg geffillte Netzwerkvolumen bzw. - nach Nor-
mierung auf das Gesamtporenvolumen - die 2zugehd8rige Sdttigung
berechnen. Diese S3dttigungswerte lassen sich nun in einen
Graph eintragen:, in dem die Abszisse die relative Radienhdu-
figkeit n./N und die Ordinate die S&ttigung Z(n,r n,) angibt -
angedeute& durch die Rauten in Abb. 6. Im nachslen §chritt ist
die 2-Radienverteilung jetzt noch_kontinuierlich 2zu denken.
Die entsprechende Kurve soll mit > £ (QMN) " bezeichnet wer-
den - der Querbalken als Hinweis daPauf. daf es sich hier um
einen Erwartungswert handelt, der Index "sat" verweist auf den
S&ttigungsvorgang und "QMN" schliefflich steht £dr Quadrat-
maschen-Netzwerk.

Um dber diese filr das Quadratmaschen-Netzwerkmodell spezi-
fische Kurve etwas aussagen zu kdnnen, ist es zweckmdfig, das
entsprechende KBM heranzuziehen, dessen Kurve sich in einem
derartigen Graphen stets angeben 1laft. Sie ist wie gesagt
hysteresefrei, worauf auch ihre Kennzeichnung

g .

hinweisen soll - diesmal ohne Querbalkenr "ent" flr Entsdtti-
gungsvorgang und "KBM" fdr Kapillarbindelmodell. Sie muf
natlirlich in Anbetracht der Tatsache, daff bei paralleler
Anordnung der Kapillaren stets maximale S&ttigung vorliegt:,
oberhalb (>) unserer zuerst eingetragenen Kurve verlaufen.

(KBM) =2_ (KBM) "

ent

Bei Vergleich ist festzustellen, daff sich beim QMN nach einem
anfdnglich entgegengesetzten Verhalten mit 2zunehmender Anzahl
potentiell fdllbarer r.-Kapillaren eine Anndherung an die je-
weils maximale Sattigung einstellt. Dieses asymptotische
Verhalten ist auch verstd&ndlich:; denn je grdfier n., um soO
schwieriger wird es werden: 1lediglich potentiell “fdllbare
Kapillaren isoliert im Netzwerk unterzubringenr: so daf sie
nicht mit tatsdchlich geflillten Kapillaren in Kontakt kommen.

Die soweit geschilderten Gedanken k&nnen natfirlich auch auf
den Entsdttigungsvorgang (bertragen werden: Das gleiche
Modell; eine variable 2-Radienverteilungs Druckerniedrigung
von p auf p“,r d. h. nun sind die r,-Kapillaren die
potenti%ll entleé&barenr die r,-Kapillaren df% nicht entleer-
baren, und es wird ein zur Saltigung genau entgegengesetztes
Verhalten auftreten - einen Entsdttigungsast, der oberhalb ()
des KBM zu liegen kommt, bei kleineren n.,/N-Werten ein "weg-
laufendes™ Verhalten: bei grdfieren dann “wieder eine asymp-
totische N&herung an das KBM. Genau die gleichen KRurven, nur
flr ein anderes Radienverhdltnisr, sind in Abb. 7 dargestellt.
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Abb. 7
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Damit wurde alles zusammengetragen was ndtig ist, um das ganze
Verfahren zu invertieren und um rdckwdrts auf die Radienver-
teilung zu schliefen, die bis hierhin - zusammen mit der Netz-
werkstruktur - stets als bekannt vorausgesetzt und als "Input"
fdr die Rechnungen und Graphen vorgegeben war.

Im folgenden so0ll ein beliebiges Netzwerkmodell vorliegen
(Abb. 8)rs von dem wir weder wissen, was f{ilr eine Netzwerk-
struktur es besitzt, noch wie grof es ist. Einzig und allein
sei bekannt - etwa durch Vergleich des bei der hdchsten Druck-
stufe eingeprefiten Hg-Volumens mit einer anderweitigen volume-
trischen Messung -, daf eine 2-Radienverteilung vorliege.
Inversion ist nun, wie bereits gesagt, der ROckwdrtsschluf von
der durchgefidhrten Kapillardruckmessung auf die tats&dchlich
vorliegende 2-Radienverteilung.

Die uns aus dem Experiment verfligbaren Mefiwerte mdgen etwa
entsprechend Abb. 8 vorliegen. Mit ihnen erstellt man nun
nicht etwa eine konventionelle Kapillardruck- bzw. zweistufige
Treppenkurver %ondern betrachtet sie im Zusammenhang mit dem
Graphen flr p konstant: wie dies soeben durchdiskutiert
wurde. In ihn tgagen wir zundchst die Kurve des entsprechenden
KBM vollstdndig ein:s dann die auf das Porenvolumen normierten
Mefwerte - und zwar in Form von horizontalen Geraden bzw.
Mefwertniveaus, denn es ist bekannt, daB auf ihnen irgendwo
fir das richtige n,/N (und damit auch n,/N) der tatsdchliche
Sdttigungs- bzw. Entsdttigungspunkt liedéen muff. Nun ist vom
Sdttigungspunkt bekannt, da®® er unterhalb (<) der KBM-Kurve
liegen muft, der Entsd8ttigungspunkt dagegen oberhalb (2) der
KBM-Kurve liegt. Der n.,/N-Bereich: den beide Mefiwerte erf{il-
len, kann dann also n&r die gemeinsame Schnittmenge des in
Abb. 8 schraffierten Bereiches sein. Der 2zugehdrige nZ/N-
Bereich ist oben abzulesen.

Damit sind also Intervalle gefunden: in denen die
tatsdchlichen relativen Radienhdufigkeiten liegen midssen. Mehr
als diese beschrdnkten Inversionsaussagen sind allerdings auch
nicht zu erwarten, denn es 1ist genau die unbekannte
Netzwerkstruktur, neben dem Druck der zweite Parameter in
dieser Darstellung, ber die keine Information irgendeiner Art
erhdltlich ist; und sie ist die Ursache f{ir die Breite des
verbleibenden Intervalles.

Das gleiche Inversionsverfahren - mit einer sogar etwas
beschrdnkenderen bzw. eingrenzenderen Aussagefdhigkeit - 1afnt
sich nun auch bei Mehrradienverteilungen anwenden. Falls also
eine Kapillardruckmessung in z. B. k Druckschnitten durchge-
fdhrt wurde, erhdlt man ebenso viele Intervallaussagen flir die
k Stdck relativen Radienhdufigkeiten n,/Ns ...r n,/N. Diese
Intervallaussagen erlauben es dann: mi& folgenderlbberlegung
in die  ursprlinglicher, konventionelle [Kapillardruckkurve
zurfickzugehenr in der die Kapillarradienverteilung und Netz-
werkstruktur die Parameter sind:
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Abb. 8
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Wirde die genauer tats3chlich vorliegende Mehrradienverteilung
bekannt sein (Abb. 9), dann kd&nnte man auch den genauen
Verlauf der KBM-Kurve angeben. Da aber nur Intervallaussagen
zur Verfligung stehen, kann auch nur ein Schlauch konstruiert
werdenrs in dem die Rurve des entsprechenden KBM liegen muf,
und etwa den Verlauf in Abb. 9 haben wird. Dies ldft sich mit
dem vorhin gefundenen asymptotischen Verhalten des Netzwerk-
charakters des Gesteins begridnden.

Nun von der Modellvorstellung zurdck in die Realitdt (Abb.10):

Bis hierhin wurde mit einem Entsdttigungsast gearbeitet, der
bis in den jungfrdulichen Anfangszustand mit S3dttigung Null
zurlckl3uft. Genau dieser Fall ist in der Realitdt aber auch
gegebens wenn ein Kapillardruckexperiment zwei- oder mehrfach
wiederholt wird, also eine Art Schaukelversuch. Der Schlauch:,
der soeben betrachtet wurde, wilrde also genau zwischen den
beiden Asten der Kapillardruckkurve liegen und es uns ermdg-
lichen, die wahre relative Porenradienverteilung zumindest der
Poren recht genau zu ermitteln, die flr diese Hysterese ver-
antwortlich ist.

Das gleiche Verfahren 1laft sich natlirlich auch auf die
breitere Hystereseerscheinung Ubertragen. Hier sind allerdings
weitergehende netzwerktheoretische Uberlegungen erforderlich,
die letztendlich aber nur die Breite des Schlauches und den
Verlauf der EKBM-Kurve im Innern betreffenr, im Prinzip jedoch
nichts an der Auswertetechnik &ndern.

Eine wichtige Anmerkung: Dieses Inversionsverfahren berlck-
sichtigt auch andere in der Realitdt vorkommende Erscheinungen
wie z. B. Kontaktwinkelhysterese, Konstriktionen der Poren-
kandle und - last not least - Anpassungen an den die innere
Oberfldche beschreibenden Kulissenbereich.
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Abb. 9
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Abb. 10

Kapillardruckkurve eines B52-Sand -
steines
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