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Summary

The work contained in this thesis considers deformations of the Earth, which are produced
by the loads of the last ice-age glacial sheets. The forces the Earth sets against the surface
loads are the buoyancy force of the Earth’s mantle and the opposing force by the elastic flexure
of the lithosphere. Because the time scale of the ice-age of some 100,000 years is short with
respect to geological time scales, the viscoelastic behaviour of the Earth has to be considered.
Viscoelasticity results in a retarded response of the Earth, which is observed as postglacial uplift
in previously glaciated regions, 8,000 years after deglaciation.

To model the buoyancy of the Earth’s mantle, often a viscous incompressible fluid of ho-
mogeneous density is assumed. More recent studies consider also compressibility of the mantle
material, but keep the homogeneous density. This results in an inconsistent reference state, be-
cause the self compression due to hydrostatic pressure is neglected. These models are discussed
here, and the problems are shown, which arise from the description of the field equations for a
viscoelastic compressible gravitating continuum in a half-space geometry.

The opposing force by the elastic flexure of the lithosphere is determined by the flexural rigidity
of the lithospheric plate. If we consider viscoelastic layers in the lithosphere, the flexural rigidity is
reduced. Therefore, the overall thickness of a viscoelastic layered lithosphere is much larger than
its effective elastic thickness deduced from assuming one elastic plate. Consequently the effective
elastic thickness looses its merit for assessing the lithosphere thickness. We show, how strong
effective elastic thickness and lithosphere thickness may differ, in which way the viscoelastic
structure of the Earth influences this difference for glacial loads and which consequences arise
for the lithospheric stress state.

Zusammenfassung

Die Arbeit beschéftigt sich mit den Deformationen des Erdkorpers, die durch die Auflasten der
eiszeitlichen Eisschilde hervorgerufen werden. Die Kriifte, die der Erdkorper dabei den Auflasten
entgegensetzt, sind die Auftriebskraft des Erdmantels und die Gegenkraft durch die elastische
Verbiegung der Lithosphére. Fiir den hinsichtlich geologischer Zeitskalen recht kurzfristigen eis-
zeitlichen Belastungsprozess von wenigen hunderttausend Jahren muss zusétzlich noch das vis-
koelastische Verhalten des Erkorpers beriicksichtigt werden, das zu einer verzdgerten Antwort
des Erdkorpers fiithrt, und noch heute, ca. 8000 Jahre nach Ende der letzten Vereisung, in einer
nacheiszeitlichen Hebung der vormals vereisten Gebiete beobachtet wird.

Um den Auftrieb durch den Erdmantel zu modellieren, wird dieser haufig durch eine visko-
se inkompressible Fliissigkeit homogener Dichte beschrieben. Neuere Arbeiten beriicksichtigen
auch die Kompressibilitidt des Mantelmaterials, behalten jedoch die homogene Dichte bei, wo-
durch sich das Kontinuum in keinem konsisten Anfangszustand befindet, da die Eigenkompres-
sion durch den lithostatischen Druck vernachlissigt wird. Diese Modelle werden in der Arbeit
diskutiert, und die Probleme aufgezeigt, die sich bei der Losung der viskoelastischen Bewegungs-
gleichung fiir eine Halbraumgeometrie ergeben.

Die Gegenkraft aus der elastischen Verbiegung der Lithosphire wird durch ihre Biegestei-
figkeit bestimmt. Nehmen wir viskoelastische Schichten innerhalb der Lithosphére an, so set-
zen diese die Biegesteifigkeit herab. Somit ist die Méchtigkeit einer viskoelastisch geschichteten
Lithosphére weitaus grofler als die sich allein aus einer elastischen Schicht ableitbaren effek-
tiven elastischen Dicke. Die effektive elastische Dicke verliert damit ihren Stellenwert fiir die
Abschitzung der Lithosphiarenméchtigkeit. Wir zeigen, wie weit effektive elastische Dicke und
Lithosphéirenméchtigkeit differieren kénnen, wie die Viskositétsstruktur diese Differenz fiir gla-
ziale Auflasten beeinflusst und welche Konsequenzen sich daraus fiir den Spannungszustand der
Lithosphére ergeben.



Mit welchem Recht dringt sich
Gegenwart vor? Imagination hief3
die Herrin der Welt.

Erhard Kéastner

1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der durch Auflasten verursachten Deformation des
Erdkorpers. Die Auflasten kénnen dabei Luftdruckvariationen, Meeresspiegeldnderungen, Eis-
schilde oder Gebirge sein. Um dabei den ‘Festkérper’ Erde realistisch zu modellieren, wird das
Problem kontinuumsmechanisch mit Hilfe der Gravito-Viskoelastodynamik (GVED)! fiir ebene
Geometrie formuliert. Obwohl die Erde nahezu Kugelgestalt hat, ist die Annahme einer flachen
FErde bei kleinrdumigen Deformationen, fiir die die Kriimmung der Oberfliche vernachléssigbar
ist, von Interesse. Die Form der Losungen ist in diesem Fall einfacher als fiir sphérische Geome-
trie und die numerische Berechnung stabiler. Die GVED beschreibt im Wesentlichen folgende
Eigenschaften eines Kontinuums: 1. Das Kontinuum reagiert auf Anregungen viskoelastisch,
d. h. dass neben dem aktuellen Spannungszustand auch die Belastungsgeschichte in den aktu-
ellen Deformationszustand eingeht. 2. Das Kontinuum unterliegt im ungestorten Zustand der
durch die Schwere erzeugten hydrostatischen Vorspannung. 3. Das mechanische und das gravita-
tive Verhalten sind gekoppelt. Die letzte Eigenschaft ist bei der Behandlung fiir ebene Geometrie
problematisch, so dass nicht von vorneherein klar ist, ob die vollstéindige Form der Feldgleichun-
gen das Deformationsverhalten der Erde adiquat wiedergibt (Amelung & Wolf, 1994). Héufig
wird bei der Beschreibung des Verhaltens des Kontinuums die Kompressibilitdt vernachléssigt.
Thr Einfluss auf die Losungen der GVED wird in dieser Arbeit anhand verschiedener N&herun-
gen betrachtet und fiir die Deformation eines homogenen Halbraumes bzw. einer elastischen
Lithosphére iiber einem homogenen Halbraum berechnet. Eine konventionelle Annahme dabei
ist, die Lithosphére als elastische Schicht zu modellieren. In dieser Arbeit wird insbesondere
der Einfluss der Viskoelastizitéit der Lithosphére auf die glazial isostatische Ausgleichsbewegung
(GIA)? untersucht.

1.1 Gravito-Viskoelastodynamik

Die Feldgleichungen, der GVED wurden bereits von Love (1911) fiir ein elastisches Material-
gesetz formuliert. Auf ihr basieren die Berechnung der Eigenschwingungen der Erde (Alterman
etal., 1959; Lapwood & Usami, 1981) sowie der Gezeitendeformationen und Auflastdeforma-
tionen, fiir die der Trigheitsterm in der Bewegungsgleichung vernachléssigt ist (Takeuchi et al.,
1962). Die zunichst elastisch formulierten Feldgleichungen wurden spiter auf eine Maxwell-
Rheologie tibertragen (Parsons, 1972; Peltier, 1974; Cathles, 1975; Nakiboglu & Lambeck, 1980;
Wolf, 1985b, 1991a). Theoretisch kann die GVED aus folgenden Grundlagen hergeleitet werden:
1. der topologischen Beschreibung eines geschichteten Kontinuums und materieller Tensorfelder
sowie den damit verbundenen Abbildungsvorschriften fiir kleine Deformationen, 2. den Erhal-
tungsséitzen fiir Masse und Impuls, 3. den allgemeinen Prinzipien fiir ein lineares Materialgesetz,

1 engl. Gravito-ViscoElastoDynamics

2 engl. Glacial Isostatic Adjustment
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4. der Definition des Newton-Potentials und der Schwere und 5. der Theorie kleiner Stérungen.
Damit ist es moglich, die Feldgleichungen zu linearisieren und getrennt nach den Referenz-
feldern, die den Ausgangszustand beschreiben, und den Inkrementialfeldern, die eine Stérung
beschreiben, zu betrachten. Bei der Behandlung quasi-statischer Deformationen, d.h. bei Ver-
nachléssigung des Triagheitsterms, kénnen die Losungen der inkrementiellen Feldgleichungen im
Laplace-Bereich durch ein diskretes Spektrum von Eigenfunktionen bzw. Relaxationsmoden dar-
gestellt werden (Peltier, 1974, 1976; Wu & Peltier, 1982). Eine iibliche Vereinfachung ist dabei
die Annahme von Inkompressibilitidt, so dass die Materialparameter in den einzelnen Schich-
ten homogen sind. Sieht man das Material dagegen als kompressibel an, stellt ein homogener
viskoelastischer Korper keinen konsistenten Ausgangszustand dar (Love, 1911; Wolf, 1991a).
Trotz dieser Inkonsistenz, d.h. der Untersuchung kompressibler Stérungen eines aus homoge-
nen Schichten bestehenden Korpers zu betrachten, ist dieser Ansatz sowohl fiir die Modellie-
rung von Eigenschwingungen als auch fiir die Modellierung der GIA verbreitet. Jeans (1903)
und Love (1908) wiesen bereits auf die Folgen dieser Vereinfachungen fiir eine elastische Ku-
gel hin, die darin bestehen, dass der Ausgangszustand der Erdkugel bei zu grofler Elastizitét
und Kompressibilitat instabil ist. Die damit verbundenen Probleme fiir die Modellierung einer
viskoelastischen Kugel wurden von Plag & Jiittner (1995), Hanyk et al. (1999) sowie Vermeer-
sen & Mitrovica (2000) diskutiert. Im Wesentlichen treten dabei Rayleigh-Taylor-Instabilitdten
auf, und das Spektrum der Relaxationsmoden erweitert sich um eine unendliche Anzahl soge-
nannter D-Moden. Tromp & Dahlen (1990) erwihnten die Existenz zusitzlicher Singularitédten
im Eigenschwingungsspektrum einer viskoelastischen Kugel, die sie aber nicht berticksichtigten.
Wieczerkowski (1999) fand Instabilitédten fiir Jupitergezeiten auf Io und konnte diese den ela-
stischen Instabilitdten von Love (1908) zuordnen. Inwieweit sich diese Charakteristika auf die
Modellierung kompressibler Stérungen fiir ebene Geometrie iibertragen, wird in dieser Arbeit
untersucht. Bei Betrachtung von Oberflichenwellen zeigen sich kontinuierliche Anteile im Spek-
trum, die mit dem inkonsistenten Ausgangszustand verbunden sind (Maupin, 1996). Fiir das
hier untersuchte Auflastproblem wird gezeigt, dass die Ergebnisse einer &hnlichen Untersuchung
von Purcell (1998) teilweise revidiert werden miissen.

1.2 Lithosphire

Die Beriicksichtigung der Lithosphére bei der Interpretation der GIA unterlag einer wechselvol-
len Geschichte. Wie Wolf (1993) ausfithrte, wurde ihre Bedeutung zu Beginn des vergangenen
Jahrhunderts mit der des oberen Mantels als Substratum gleichgesetzt. Dies dnderte sich mit
den Arbeiten von van Bemmelen & Berlage (1935) und Haskell (1935), die den Einfluss der
Lithosphére als unbedeutend einstuften und sie in ihren Modellierungen vernachléssigten. Dass
dieser Ansatz ungeniigend war, zeigte McConnell (1965), der die Bedeutung der Lithosphire
als elastische Deckschicht eines viskos geschichteten Erdmodelles hervorhob. Seitdem wurde das
origindre Konzept wieder aufgegriffen, die Lithosphére als kompetente Schicht zu beriicksichti-
gen, ,die die Fahigkeit hat, die Ausgleichsbewegung zu beeinflussen®* (Wolf, 1993), jedoch mit
der Einschrinkung, dass sie vor Allem in den Randgebieten der pleistozédnen Eisschilde von
Bedeutung ist.

Damit wurde die GIA vor Allem in Hinblick auf die Materialeigenschaften des Erdmantels
interpretiert, wobei der Bestimmung der Mantelviskositit mit 102! Pas durch Haskell (1935)
groe Bedeutung beizumessen ist (Mitrovica, 1996). Die Wissenschaft konzentrierte sich auf die
Viskositédtsstruktur des Erdmantels, mafl der Lithosphéire nur die Bedeutung einer elastischen
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Randbedingung zu und modellierte sie in der Diinne-Platten-N#herung (TPA)! (Walcott, 1970).
Als einziger Parameter war die Biegesteifigkeit von Interesse, die die Deformation in der Néhe
des Lastrandes dominiert und aus der eine elastische Dicke abgeleitet werden kann. Die Werte,
die in der Literatur genannt werden, schwanken zwischen 50 km und mehr als 200 km fiir die
kratonischen Gebiete von Fennoskandien und Nordamerika (Wolf, 1993). Gleichzeitig héngen die
aus Belastungsprozessen bestimmten elastischen Dicken auch von der lateralen Ausdehnung der
Last, der Belastungsdauer und dem Alter der Lithosphére ab (z.B. Burov & Diament, 1995).
Diese Werte stehen im Widerspruch zu Lithosphérendicken von 200 bis 400 km, die durch Erkun-
dungsverfahren wie Seismologie, Geoelektrik oder Geothermie bestimmt wurden (z. B. Calcagni-
le, 1982; Balling, 1995). Die Diskrepanz fiihrte zu Differenzierungen des Begriffes Lithosphiire,
so dass man heute zwischen der seismologischen Lithosphére (LID), der thermischen und der
rheologischen Lithosphére unterscheidet (Anderson, 1995). Die seismologische Lithosphére be-
zeichnet den Ubergang zu signifikant geringeren seismischen Scherwellengeschwindigkeiten, die
thermische Lithosphére bezeichnet den Bereich, in dem der Warmetransport rein konduktiv
erfolgt, und grenzt damit den konvektiv wiarmetransportierenden Bereich des Mantels ab; die
rheologische Lithosphére bezeichnet den Bereich, in dem das Material fiir geologische Zeitskalen
elastisch reagiert. Die rheologische Lithosphére stimmt noch am Besten mit dem urspriinglichen
Konzept iiberein, “a surface shell of the earth with the capacity of sustaining long-enduring stress
differences without significant flow“ [ Von Hochstetter (1880, S. 3) nach Wolf (1993)]. Mit dem
Modell einer temperaturaktivierten Rheologie (Ranalli & Murphy, 1987) kann man die rheolo-
gische Lithosphére durch eine Geotherme von 450°C—600°C definieren. Ein weiteres Struktur-
merkmal, das die Biegeeigenschaften einer elastischen Lithosphére signifikant beeinflusst, sind
Schwichezonen innerhalb der Lithosphére, die zum Beispiel durch die Materialdnderung von
der Kruste zum Mantel verursacht werden (Turcotte et al., 1984; Kruse et al., 1991). Dabei ent-
koppelt die Schwichezone in der Unterkruste die elastische obere Kruste von der elastischen
Mantellithosphére beziiglich der Scherkréfte, was die Biegesteifigkeit der gesamten Lithosphére
erheblich reduziert. Dies kann zu einer vollstdndigen Entkopplung der oberen Kruste fithren.

Ubertrégt man diese rheologischen Charakteristika der Lithosphire, die im Wesentlichen tek-
tonische Prozesse beschreiben, auf die GIA, ergibt sich das Problem der sehr viel geringeren
Belastungsdauer. Die GIA liuft auf Zeitskalen zwischen 10* und 10° a ab, wohingegen geologi-
sche Zeitskalen bei > 107 a beginnen. Damit miissen die rheologischen Erkenntnisse zu kleineren
Belastungsdauern extrapoliert werden. Hinzu kommt, dass die rheologischen Gesetze in der Li-
thosphire auf diesen Zeitskalen unzureichend sind, zumal die Kriechraten von nur 107 1°s~!
sehr viel geringer sind als die im Labor reproduzierbaren von 10~8s~! (z. B. Ranalli & Murphy,
1987; Kohlstedt et al., 1995). In dieser Arbeit werden die beiden Aspekte einer viskoelastischen
Lithosphére, duktile Schwéchezone in der Kruste und viskoelastische Mantellithosphére, in Hin-
blick auf die GIA behandelt. Beziiglich einer duktilen Schwichezone innerhalb einer elastischen
Lithosphére wird hier erstmals die Wichtigkeit des Viskositédtskontrastes zwischen dieser Schicht
und dem oberen Mantel erortert. Desweiteren wird, ausgehend von einem nichtlinearen rheolo-
gischen Gesetz, eine lineare viskoelastische Parametrisierung der Mantellithosphére abgeleitet.

Ein weiterer Grund, die Lithosphére bei der Modellierung der GIA zu bertiicksichtigen, ist die
Untersuchung der Horizontalbewegung, da sie in stdrkerem Mafle als die Vertikalkomponente
von der oberflichennahen Struktur der Lithosphére abhéingt. Die durch die GIA verursachten
horizontalen Geschwindigkeiten liegen dabei eine Groflenordnung unter Vertikalen Geschwin-
digkeiten und konnten erst ab ca. 1990 durch die Verbesserung vorhandener Messtechniken wie

! engl. Thin Plate Approximation



8 Einleitung

VLBI' und die Entwicklung Satelliten gestiitzter Methoden wie SLR? oder GPS? mit der nétigen
Genauigkeit von < 1 mm/a gemessen werden (James & Morgan, 1990). Auf Grund der grofien
Basislingen bei VLBI werden die mit dieser Methode gemessenen Geschwindigkeitsvektoren
durch die Radialkomponente der Bewegung beeinflusst (James & Lambert, 1993). Erst mit GPS
ist es moglich die Horizontalbewegung unabhéngig von der Basisldnge als Tangentialkomponente
mit der notigen Genauigkeit zu beobachten.

1.3 Zielsetzung der Arbeit

Die Ziele dieser Arbeit lassen sich in folgenden Punkten zusammenfassen:

e Herleitung der die Gravito-Viskoelastodynamik (GVED) beschreibenden Feldgleichungen
fiir ein geschichtetes Kontinuum aus allgemeinen Prinzipien

e Bestimmung der allgemeinen Losungen fiir inkompressible und kompressible Deformatio-
nen eines geschichteten Halbraumes fiir verschiedene Ndherungen der GVED

e Diskussion der Niherungen in Bezug auf Stabilitdt anhand der Energiebeitriage zur Defor-
mation und anhand der zeitlichen Entwicklung der Deformationen an der Oberfliche

e Einfluss einer kompressiblen elastischen Lithosphére auf die Ausgleichsbewegung eines
viskoelastischen Halbraumes bei Auflast

e Deformationsverhalten einer viskoelastischen Lithosphire und ihr Einfluss auf die Aus-
gleichsbewegung

Dazu werden in Kap. 2 die Grundlagen der kinematischen Formulierung fiir einen mehrschich-
tigen Halbraum dargestellt und aus allgemeinen Erhaltungsséitzen in dieser Formulierung die
Feldgleichungen der GVED hergeleitet. In Kap. 3 werden die Feldgleichungen fiir ein zylinder-
symmetrisches Problem gel6st und die analytischen Losungen fiir verschiedene Néherungen der
GVED in Anh. B angegeben. Mathematische Hilfsmittel sind dazu in Anh. A und B zusam-
mengestellt. In Kap. 4 wird das Verhalten der Néherungen fiir einen homogenen Halbraumes
diskutiert und in Kap. 5 in Bezug auf das Deformationsverhalten einer elastischen Lithosphére
betrachtet. In Kap. 6 wird das Verhalten einer viskoelastisch geschichteten Lithosphire iiber
einem viskoelastischen Halbraum untersucht. Da das Verhalten der Losungen iiber ihre Relaxa-
tionsspektren beschrieben werden kann, sind deren Hauptcharakteristika in Anh. C zusammen-
gestellt. Verzeichnisse der verwendeten Abkiirzungen und mathematischen Symbole sowie der
erscheinenden Abbildungen und Tabellen schlieflen sich an das Literaturverzeichnis an.

! engl. Very Long Baseline Interferometry
2 engl. Satellite Laser Ranging
3 engl. Global Positioning System
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Gravito-Viskoelastodynamik

In diesem Kapitel werden die Feldgleichungen vorgestellt, die das mechanische Verhalten eines
als Kontinuum' aufgefassten Korpers beschreiben. In Abschn. 2.1, S. 9 stellen wir nach Wolf
(1997, S. 12) die Kinematik eines Kontinuums in kartesischen Koordinaten dar, wobei wir uns
auf kleine Auslenkungen beschrianken. In dieser Darstellung leiten wir in Abschn. 2.2, S. 16 die
mechanischen Feldgleichungen her, die sich aus der Massenerhaltung und Impulserhaltung er-
geben. Die Materialgleichung fassen wir als lineares hereditéres Relaxationsfunktional auf. Die
gravitativen Feldgleichungen ergeben sich aus dem Newton-Potential und bestimmen das durch
die Dichteverteilung hervorgerufene Schwerepotential und die dadurch verursachte Schwere (Ab-
schn. 2.3, S. 21). Die Grenzflichenbedingungen an den Schichtgrenzen folgern wir entsprechend
aus den Erhaltungssétzen und der Definition des Schwerepotentials (Abschn. 2.4, S. 23). Um die
Feldgleichungen zu linearisieren, teilen wir die Totalfelder in Referenzfelder auf, die den hydro-
statischen Ausgangszustand beschreiben, und Inkrementialfelder, die durch eine kleine Stérung
aus dem Ausgangszustand hervorgehen (Abschn. 2.5, S. 26).

In dem Kapitel wird die in der Kontinuumsmechanik gebriuchliche Indexnotation fiir karte-
sische Koordinaten verwendet, die die Einstein’sche Summationskonvention einschlieBt.?

2.1 Kinematische Formulierung fiir ein geschichtetes
Kontinuum

In diesem Abschnitt wird fiir ebene Geometrie die kinematische Formulierung der Bewegung ei-
nes Kontinuums und die Darstellung in tensoriellen Feldgréfien vorgestellt, die die physikalischen
Eigenschaften des Kontinuums beschreiben (siehe Wieczerkowski, 1999, Kapitel 2).

2.1.1 Konfigurationen

Um das Kontinuum in verschiedenen Zusténden zu beschreiben, folgen wir der Darstellung von
Truesdell & Noll (1992). Die Autoren unterscheiden dabei verschiedene geometrische Konfi-
gurationen und zuléssige Koordinatentransformationen zwischen diesen, die den Begriff einer
Bewegung mathematisch fassen.

Referenzkonfiguration
Das deformierbare Kontinuum B sei eine dreidimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit?
und werde durch bijektive Abbildungen, die im Folgenden als Konfigurationen bezeichnet wer-

! Der Begriff Kontinuum bezeichnet einen stetig mit Materie gefiillten Raum.
% Eine Einfithrung in diese Notation findet sich in Wolf (1997, S. 12).

3 Differenzierbare Mannigfaltigkeit ist der mathematische Begriff fiir ein Kontinuum ohne Definition eines
Bezugssystems.
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den, in den dreidimensionalen Euklid’schen Raum R? abgebildet. Uber die Referenzkonfiguration

£: B— X CR? (2.1)

definieren wir die Geometrie des Kontinuums. Jedem Materiepunkt wird dabei ein Koordina-
tentripel (X7, X2, X3) zugeordnet, das wir als Referenzposition bezeichnen. Die Geometrie ist so
gewdhlt, dass das Kontinuum den internen Halbraum X, mit X3 > 0 einnimmt. Fiir den nicht
mit Materie gefiillten externen Halbraum X_ := R3\ X, gilt X3 < 0. X', bezeichnet dabei den
Abschluss der Menge X,

Um verschiedene isochemische Bereiche des

Kontinuums zu unterscheiden, bestehe X} aus . A gl
L ebenen Schichten (disjunkte offene Mengen) | l X3 -
xW 1 =1,., L, wobei I = 1 die Schicht X; : ;
bezeichnet, die an den externen Halbraum .... atxl e
renzt: ! :
g i XS) '
L P -

! : , .

xo=Jal. (2.2) : 5

Der Teil 812\,’9 des Randes einer Schicht ?S?\ x '

XJ(FZ) beschreibt die Grenzfliche, die fir i =1 '
den Ubergang zum externen Halbraum X~ : O°X, |
und fiir [ = 2, ..., L den Ubergang zur Schicht

Xﬂ_l) festlegt, wobei die Schichten des Kon-  Abbildung2.1: Geometrie des geschichteten
tinuums aneinander grenzen sollen (Anh. 2.1,  Halbraumes in der Referenzkonfiguration.
S. 10). Fiir die Schichten [ > 1 gilt dann

ox =V axl Y (2.3)
Der Bereich des Randes
02X, = ox, \o'al (2.4)

beinhaltet fiir die Schichten X" 1 =1, ..., L, die unendliche laterale Ausdehnung und fiir X"’
auch die unendliche vertikale Ausdehnung (X3 — c0).

Aktuelle Konfiguration
Die aktuelle Konfiguration p des Kontinuums B,

p: B—R,CR?, (2.5)

in der jedem Materiepunkt das Koordinatentripel (r1,r2,73) zugeordnet ist, geht durch einen
differenzierbaren Hom6omorphismus? x, der im Folgenden als Bewegung bezeichnet wird, aus
der Referenzkonfiguration & hervor (Noll, 1958):

X : X+ — R+ . (26)

! Der Abschluss einer Menge geht aus dieser hervor, indem man alle Haufungspunkte der Menge hinzufiigt.
2 Ein Homoomorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung, deren Inverse ebenfalls stetig ist.
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Demzufolge stellt R_ = R?\ Ry den externen Halbraum in der aktuellen Konfiguration dar.
Mit dieser Einschrinkung von x wird gewéhrleistet, dass keine Risse, Durchdringungen und
Nihilationen innerhalb des Kontinuums auftreten, jede Teilmenge iiber

x: xP — RrD (2.7)

abgebildet wird und sich das Kontinuum B im gestorten Zustand wiederum aus disjunkten
Mengen zusammensetzt:

L
R. = JRY. (2.8)
=1

Sofern jede neue Konfiguration durch eine stetige Bewegung des Kontinuums eingenommen wird,
ist es gerechtfertigt, x () als stetig differenzierbar nach der Zeit ¢ € R anzusehen (Truesdell &
Noll, 1992, S. 37ff.). Diese Betrachtungsweise bezeichnen wir als materiell, und es ist sinnvoll
den Materiepunkt X € X, in der Referenzkonfiguration von einem Raumpunkt r € R?® zu
unterscheiden, an dem sich ein Materiepunkt zum Zeitpunkt ¢ befindet (Marsden & Hughes,
1983, S. 2).

2.1.2 Lagrange’sche Formulierung

In der Lagrange’schen Formulierung wird zu jedem Zeitpunkt ¢ die aktuelle rdumliche Koordi-
nate r; eines Materiepunktes als Funktion seiner materiellen Koordinate X; und seiner Verschie-
bung u; angegeben, d.h. mit x identifiziert:

ri = ri(X,t) = X; +ui(X,t) = x(X,t), XeiX;. (2.9)

Die Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung eines Materiepunktes sind dementsprechend die erste
und zweite materielle Zeitableitung von r;:

2

d d
V; = dt’l"i = 7T¢(X,t), a; = d?’l‘i = X,t) . (2.10)

d a1l
Eine tensorielle Feldgrofe f;;... an der Koordinate r; sei in jeder Schicht so oft wie nétig stetig
differenzierbar und werde durch seine materielle Koordinate X; und ihre Anderung in ¢ festgelegt:

Wir bezeichnen sie deshalb als materielle Feldgrifie. Thre zeitliche Anderung ergibt sich durch
die materielle Zeitableitung

d
di fij... = %fij...(X,t)- (2.12)
Der materielle Gradient der Feldgrofie wird in kartesischen Koordinaten wie folgt notiert:
0
fijok = Tkaz‘j...(X,t). (2.13)
Insbesondere definiert
bij =T (2.14)

den Bewegungsgradienten.!

! b;; wird auch als Deformationsgradient bezeichnet.
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2.1.3 Euler’sche Formulierung

In der Fuler’schen Formulierung ist der Raumpunkt eine unabhingige Variable. Damit ist der
Materiepunkt X; eine Funktion des Raumpunktes und der Verschiebung U; = u; und kann mit
Hilfe von (2.9) mit der Inversen von x identifiziert werden:

X; = X;(r,t) = r; — Ui(r,t) = x Yr,t), r€Ry. (2.15)
Die Euler’sche Formulierung fiir eine tensorielle Feldgrofie lautet
Fyj. = Fy (r,t), r € R3. (2.16)

Eine Einschrénkung des Definitionsbereiches auf » € R ist nur dann moglich, wenn Fj; . eine
materielle FeldgroBe ist, d.h. eine Lagrange’sche Formulierung existiert (S. 10).

Die zeitliche Anderung einer Feldgrofie bezogen auf r; wird mit Hilfe der rdumlichen Zeitab-
leitung

0

O Fyj.. == g

Fij“_(’l“,t) (217)
beschrieben. Ist die Feldgrofle materiell, existiert auch ihre materielle Zeitableitung (2.12),
diFyj... = OFyj.. + Fij 1k Vi, (2.18)

wobel die Definition

0

Fz‘j...,k = 871”1@

Fij..(r,t) (2.19)

fiir den rdumlichen Gradienten der Feldgrofie verwendet worden ist. Vi stellt geméfl (2.10) die
Geschwindigkeit des Kontinuums dar. Der rédumliche Gradient der Referenzposition X ; ist
gleich der Inversen b'zl-j des Bewegungsgradienten,

b_%j = X@j . (220)
Materielle Feldgrofien stimmen in der Euler’schen und Lagrange’schen Formulierung {iberein:

Bilden wir in (2.21) den rdumlichen Gradienten, verbindet nach Anwendung der Kettenregel
und (2.20) die Beziehung

Fij k= fij bl (2.22)

den rdumlichen mit dem materiellen Gradienten. Wahlen wir als Feldgréfle die Verschiebung, so
erhalten wir mit (2.15) und (2.20) insbesondere

Uij = uij — wirUgy, (2.23)

so dass fiir kleine Verschiebungen der rdumliche und der materielle Verschiebungsgradient iiber-
einstimmen.
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2.1.4 Materielle und raumliche Inkremente

Wir nehmen im Folgenden an, dass sich der Zu-
stand des Kontinuums in der aktuellen Konfigurati-
on nur geringfiigig von seinem Zustand in der Refe-
renzkonfiguration unterscheidet. Beschreiben wir die
Zustiande des Kontinuums durch materielle tensori-
elle FeldgroBen, kann der aktuelle Wert einer Feld-
grofe in der Lagrange’schen Formulierung als

fi (Xt = fOX) + DXt (2.24)

geschrieben werden. Hierbei stellt fl(JO)(X ) die Feld-

grofe in der Referenzkonfiguration dar und wird im  Abbildung2.2: Inkremente tensorieller
Folgenden als die den Ausgangszustand beschrei- Feldgrofilen. Der gestrichelte Vektor ist die
bende Feldgrofie bezeichnet. fz(f) (X, t) heift mate- Parallelverschiebung von FO(X) nach r.

rielles Inkrement und beschreibt die Anderung der
Feldgrofie beziiglich des Materiepunktes.
Im Unterschied zum materiellen Inkrement beschreibt das rdumliche Inkrement in der Lagran-

ge’schen Formulierung fz(JA)(X ,t) die Anderung einer Feldgrofe beziiglich des Raumpunktes X;,

(A)

und das rédumliche Inkrement in der Euler’schen Formulierung F;. ™ (r,t) die Anderung einer

FeldgroBe beziiglich des Raumpunktes r; (Abb. 2.2). Fiir kleine Stérungen kann ihre Differenz

fi(ﬁ)(X,t) — Fi(ﬁ)(r,t) ~ [FZ(JO),C(X) — Fyj. k(r,t)] Uk(r,t) vernachlissigt werden, so dass die
rdumlichen Inkremente gleich sind. Somit ist ihre Formulierung als Feldgrofle konsistent, da fiir
diese gemif (2.21) Gleichheit gefordert wurde. Das advektive Inkrement

(8)

RVt = (D (XD u(X,t) = 9 (X 1) — f]

©j... ij... iJ... (X7t) (225)

verbindet das rdumliche mit dem materiellen Inkrement (Abb. 2.2). FeldgroBen, die eine Zu-

standsénderung des Kontinuums verursachen, werden als Anregungen f7; (X,t) bezeichnet.

2.1.5 Grenzflichenbedingungen
Die Unstetigkeit einer Feldgrole f;;.. an einer Grenzfliche OIXP ist gegeben durch
_ !
i (X D]E =[5 (X0 — J7 (X0, Xedxl. (2.26)

Dabei bezeichnen

fi—;..(X’t) = XIILHX fij-~-(X/7t) ) X'e X-g-l) ’ (2'27)
f5 (X0 = Jim fi (X0, X ex) (2.28)

Der Wert einer Feldgrofie auf einer Grenzfliche wird bedarfsweise als Mittelwert definiert:
fEX) = U (X 4 S (XL, X eoal (2.29)
ij. o) = g g AR ij. )] + - :

Desweiteren sind Anregungen f; (X,t), X € GIXJ(FI) auf den Grenzflichen erlaubt, so dass zum
Beispiel

i (X, 0]F = (X0 — f (X0 + f5(X, ), Xedal (2.30)
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gilt.
Mit der Grenzflichenbedingung

(X, 0T =0, Xedal (2.31)

wird erreicht, dass zwei infinitesimal benachbarte Materiepunkte, die sich an der Grenzflache
81/'\.’9 gegeniiberstehen, nach einer Bewegung infinitesimal benachbart bleiben und die Grenz-

fldche in der aktuellen Konfiguration 817%59 lautet. Mit dieser Einschriankung kann man die
Definitionen (2.26)—(2.28) auch Euler’sch formulieren. Als Regularititsbedingung gilt fiir die in
dieser Arbeit betrachteten Bewegungen

‘fiin(X’t) | < 00, X € 8OOX+ . (2.32)

2.1.6 Integraldarstellungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Transformationsregeln der Linien-, Flichen- und Volu-
menintegrale von der Euler’schen in die Lagrange’sche Formulierung. Zu diesem Zweck definieren
wir die differentiellen Elemente als Feldgroflen, und schreiben fiir das rdumliche Linien-, Fléchen-
bzw. Volumenelement'

dSi(r) = dr;, dA;(r) == d*r; dV(r) := d°r (2.33)
und entsprechend fiir das materielle Linien-, Flichen- bzw. Volumenelement,

ds\V(X) = dX; da”(X) = d®X;, dO(X) = P*X . (2.34)

2

Ein Teilvolumen Vy C X, der Referenzkonfiguration wird entsprechend (2.6)
X: Vyr —Vr (2.35)

bewegt, wobei Vg C R4 gilt. Integrieren wir eine Feldgréfie F;.. {iber das aktuelle Volumen Vg,
gilt mit (2.21)

/ Fy (rt)dVir) = | fi (X,8) do(X,1). (2.36)
Vr Vx

in der Lagrange’schen Formulierung (rechts) ist das rdumliche Volumenelement, fiir das gemif}
(2.21) dv(X,t) = dV(r) gilt, eine von der Bewegung abhingende Feldgréie. Die Transforma-
tionsregel fiir ein rdumliches Volumenelement in ein materielles Volumenelement lautet (z. B.
Malvern, 1969, S. 208)

do(X,t) = [5(X,t)] dv®(X) (2.37)
mit der Jacobi-Determinante

J(X,t) == det[b(X,1)] . (2.38)

1 Zur Verdeutlichung geben wir in diesem Abschnitt die Argumente mit an.
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Nehmen wir an, dass neben der Verschiebung auch der Gradient der Verschiebung klein sein soll,
gilt mit (2.9) und (2.14), dass j(X,t) > 0. Wir lassen deshalb im Folgenden die Betragsstriche
weg und erhalten fiir (2.36) mit (2.37)

/ Fu(m)dVr) = [ i (X, §(X,8) dvO(X) . (2.39)
Vr Vxy

Eine in X, eingebettete Fliche Ay der Referenzkonfiguration wird entsprechend (2.6)
xX: Ax — Ar (2.40)

bewegt, so dass Ag eine in Ry eingebettete Fliche darstellt. Dann gilt fiir ein Oberflacheninte-
gral

/ Fijmk(r,t) dAk(’I") = fij...k(X7t) dak(X,t) y (2.41)
AR Ax

wobei in der Euler’schen Formulierung das rdumliche vektorielle Fléchenelement dA;(r) =
N;(r) dA(r) mit N;(r) als Flichennormale von Az und dA(r) als rdiumlichem skalarem Fléchen-
element geschrieben werden kann. In der Lagrange’schen Formulierung ist dagegen da;(X,t) =
n;(X,t) da(X,t), in der die rdumliche Flichennormale und das rdumliche Flichenelement als
Feldgroflen aufgefasst werden. Die Transformationsregel fiir ein rdumliches Flichenelement in
ein materielles lautet (z. B. Malvern, 1969, S. 169)

ni(X, 1) da(X,t) = j(X,0) 55X, ) n”(X) da®(X) , (2.42)

wobei n;o) die materielle Flachennormale ist, so dass sich

/ Fiyx(r,t) Nu(r) dA(r) = / Lk (X0 (X, ) b (X6 nl0 (X)) da®) (X))
AR -AX
(2.43)

ergibt. Um ein Integral der Form [ Ax Fjj;... dA zu transformieren, nutzen wir dA = +/N; dA N;dA
aus und erhalten mit (2.42) und 57 > 0

| o X0\ O VX O b (X0 (X0 5(X,) da®(X) . (244)

Ax

Die Transformation eines raumlichen Linienelementes in ein materielles lautet
dSi(r) = dsi(X,1) = biy(X. ) ds\(X) (2.45)

so dass fiir ein Wegintegral

/m Fyj 1(r,t) dSk(r) = XX2 Fij (X, 1) b (X, 1) dslD (X)) (2.46)

gilt.
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2.2 Mechanische Feldgleichungen

Im folgenden Abschnitt wird die Lagrange’sche Formulierung der Feldgleichungen, die den me-
chanischen Zustand des Kontinuums beschreiben, aus Erhaltungssédtzen hergeleitet. Dabei wer-
den in der Euler’schen Formulierung die Massenerhaltung durch die Kontinuitétsgleichung (Ab-
schn. 2.2.1, S. 16) und die Impulserhaltung durch die Bewegungsgleichung (Abschn. 2.2.2, S. 16)
beschrieben. Die Materialgleichung (Abschn. 2.2.3, S. 18) fassen wir als lineares hereditéires Re-
laxationsfunktional in der Formulierung von Gurtin & Sternberg (1962) auf.

2.2.1 Kontinuititsgleichung

Die Kontinuitétsgleichung ergibt sich aus der Massenerhaltung, die in der materiellen Darstel-

lung
dy </ PdV) =0 (2.47)
Vr

lautet. Dabei bezeichnet P = p die Massendichten in der Euler’schen bzw. Lagrange’schen
Formulierung. Es ist leicht einzusehen, dass in der materiellen Darstellung kein Massenfluss
durch die Oberfliche des Volumens auftreten darf, da sich die Oberfliche mit den Teilchen mit
bewegt. Da x bijektiv ist, konnen desweiteren keine Quellen und Senken erscheinen (Abschn. 2.1,
S. 9). Gleichung (2.47) impliziert mit (2.36) in der Lagrange’schen Darstellung, dass ausgehend
von der Referenzkonfiguration fiir jede weitere Konfiguration

/ pdv — / PO dw® =0 (2.48)
Xy Xy

gelten muss. Ersetzen wir dv mit Hilfe von (2.37) und beriicksichtigen, dass dann der Integrand
von

| o= a® —o (2.49)
X

fiir jedes Teilvolumen Vy C X, verschwinden muss, erhalten wir die differentielle Formulierung
der Massenerhaltung:

P =jp. (2.50)

2.2.2 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung folgt in Anlehnung an die Impulserhaltung der Punktmechanik aus
einer dquivalenten Formulierung fiir ein Kontinuum. Dabei wird der Begriff des Teilchens durch
den des Kontinuums ersetzt, die Summe iiber einzelne Teilchen durch ein Integral iiber die
Dichteverteilung (Malvern, 1969, S.213):

Die zeitliche Anderung des Impulses einer gegebenen Masse des Kontinuums, die das Vo-
lumen Vi einnimmt, ist gleich dem Integral aus den an der Oberfliche 0V extern an-
greifenden Fléchenkriéfte T; (Traktionen) und dem Integral iiber die in seinem Inneren
wirkenden Volumenkréften PF;.
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Diese Darstellung fordert fiir die internen Krifte das Prinzip von actio et reactio (Newton’s
drittes Postulat). In der Euler’schen Formulierung ergibt sich damit

/ Pd,V;dV = / T%ij dA + / PFE;dV , (2.51)
Vr VR Vr

wobei links die Beziehung

dt[/ PFijde] :/ P dFij. dV (2.52)
VR V‘R

(Malvern 1969, S. 211) und im ersten Summanden rechts die Definition der Traktion T; := T};N;
mit der Cauchy’schen Spannung 7;; ausgenutzt worden ist.

Die Symmetrie der Cauchy’schen Spannung 7;; ergibt sich aus der Erhaltung des Drehim-
pulses, fiir das anstelle von Newton’s drittem Postulat fiir die Kréfte Egalitit, Opposition und
Kollinearitét gefordert werden muss (Malvern, 1969, S. 215). Zusétzlich darf das Material nicht
polar sein.!

Transformieren wir (2.51) mit (2.39) und (2.43) in die Lagrange’sche Formulierung und ver-
wenden gemf (2.10) d;V; = d?r;, so folgt

/ tij bk n,(go) da® + / p(fi —d?r)jdv® =0. (2.53)
NV Vv
Mit der Definition der Piola’schen Spannung? entsprechend (z.B. Marsden & Hughes, 1983, S.
135)

Tij = J bkt (2.54)

die die aktuellen Traktionen bezogen auf ein materielles Flichenelement beschreibt, und der
Massenerhaltung (2.50) folgt

/ Tij ng-o)da(o) + / ,0(0) (fi — d?ri) dv® = 0. (2.55)
OVxy Vx

Wenden wir auf den ersten Summanden den Gaufi’schen Satz an, und nehmen wir an, dass der
Integrand verschwinden muss, damit

/v (755 + PO (fi — d2r))] do® =0 (2.56)
X

auf jedem Teilvolumen Vy erfiillt wird, ergibt sich die differentielle Bewegungsgleichung in der
Lagrange’schen Formulierung zu

75 + PO (fi = diri) = 0. (2.57)

In dieser Darstellung der Bewegungsgleichung beziehen sich somit alle Kréfte auf die Referenz-
konfiguration. Dass die Definition (2.54) sinnvoll ist, kann man wie folgt zeigen:

! Bei polaren Materialien treten innerhalb des Kontinuums Kriiftepaare auf, die dazu fiihren, dass die Spannung
von der rdumlichen Rotation abhéngt (z. B. Eringen, 1989, S. 112).

2 Sie wird auch als nicht symmetrische Piola-Kirchhoff’sche oder erste Piola-Kirchhoff’sche Spannung bezeich-
net (Wolf, 1991a).



18 Gravito- Viskoelastodynamik

Wenden wir den Gaufl’schen Satz bereits in der Euler’schen Formulierung (2.51) an und transformieren
danach in materielle Koordinaten, so erhalten wir mit (2.22) und (2.39) fiir den ersten Summanden

/ Tij)j dV = / tich b_}cjj d’U(O) . (258)
VR VX

Vergleichen wir diesen mit dem ersten Summanden von (2.56), indem wir mittels (2.54) die Piola’sche
Spannung durch die Cauchy’sche Spannung ersetzen, erhalten wir

/ Ty v = / (G0t do©® = / (Gb%%) 5t do @ + / Gkt dv® . (2.59)
Vx Vx Vx Vx

Um eine Ubereinstimmung mit (2.58) zu erhalten, muss somit der Term

[ bt (2.60)
Vx
verschwinden, was durch die Piola-Identitit (jb'y) ; =0 (Marsden € Hughes, 1983, S. 117) erfillt ist.

2.2.3 Materialgleichung

Die Materialgleichung verbindet den aktuellen Spannungszustand des Kontinuums mit seiner
Konfigurationsgeschichte. Die iiblichen Materialgesetze, die von Laborexperimenten auf geophy-
sikalische Prozesse extrapoliert werden (Kirby, 1983), beschreiben einen stationiren Zustand,
der nicht von der Deformationsgeschichte abhingt (z.B. Birger, 1996). Um den transienten
Ubergang vom Verhalten eines elastischen Festkorpers zu einer viskosen Fliissigkeit zu beschrei-
ben, muss die Deformationgeschichte jedoch in die Materialgleichung eingehen. Dies wird im
Allgemeinen durch das Prinzip des schwindenden Gedichtnisses' erreicht. Es besagt, dass wei-
ter zurickliegende Deformationen einen geringeren Einfluss auf den jetzigen Spannungszustand
haben als weniger weit zurickliegende (Truesdell & Noll, 1992, S. 101).

Grundlagen solcher Materialgesetze liefert die Viskoelastizitétstheorie (z. B. Coleman & Noll,
1961). Wir folgen in diesem Abschnitt im Wesentlichen der Darstellung von Gurtin & Sternberg
(1962) fiir die lineare Viskoelastizitétstheorie. Sie vereinheitlicht die verschiedenen Darstellungen
linearer Gesetze, die aus dem Boltzmann’schen Superpositionsprinzip hervorgehen (z. B. Gross,
1953), und diskutiert die Existenz der Laplace-Transformierten. Mit dem so zur Verfiigung
gestellten Apparat ist es moglich, verschiedene lineare Gesetze zu diskutieren (Miiller, 1986;
Kornig & Miiller, 1989; Birger, 1996; Riimpker & Wolf, 1996; Wieczerkowski & Wolf, 1998). Wir
beschriinken uns in dieser Arbeit auf die Maxwell-Viskoelastizitéit als einfachstes und fiir die
Modellierung von GIA konventionelles Materialgesetz (z.B. Peltier, 1974; Cathles, 1975; Wolf,
1985b) (Abschn. 3.3, S. 38).

Allgemeine Prinzipien

Nach Noll (1958) muss eine Materialgleichung folgenden Prinzipien geniigen: (1) Bestimmtheit,
d.h. die Spannung eines Materieteilchens am Ort r;( X, t) zur Zeit ¢ ist durch die Vorgeschichte
der Bewegung einer beliebig kleinen Umgebung von X; definiert, und (2) Objektivitét, d. h. der
durch eine Materialgleichung beschriebene Prozess soll gegeniiber einer Koordinatentransforma-
tion des Bezugssystems invariant sein. Das Prinzip der Bestimmtheit erfiillen wir, indem die
Materialgleichung in Form eines Funktionals

Tij(t) = Mylr(t—t)], ¢ >0 (2.61)

! englisch: fading memory



2.2 Mechanische Feldgleichungen 19

geschrieben wird, wobei M;; ein hereditdres Materialgesetz darstellt, ¢t der aktuelle Zeitpunkt
und ¢’ ein zuriickliegender Zeitpunkt ist. Zusétzlich ist angenommen worden, dass die Material-
gleichung rein mechanisch ist.! Das Prinzip der Objektivitit erfiillen wir, indem die Abhéingigkeit
von M;; auf den Verschiebungsgradienten U; ; beschrinkt wird, so dass die Translationsinvarianz
gewihrleistet ist, und weiter auf die Verzerrung

E;; = %(U@j + Ujﬂ' — Uk,i Uk,j) , (2.62)

so dass die Invarianz gegeniiber einer Drehung gewihrleistet ist (Landau & Lifschitz, 1989, S. 2).
Schreiben wir das Materialgesetz in Form einer Tensoroperation, schlieffen wir auch die Invarianz
gegeniiber der Inversion mit ein.

Fiir (2.61) nehmen wir ein lineares hereditires Materialgesetz an, so dass ausgehend von einem
Spannungszustand in der ungestérten Referenzkonfiguration der aktuelle Spannungszustand

- _ (0 (9)
T; = T + T

(2.63)

lautet und das materielle Spannungsinkrement TZ-(;S) in der aktuellen Konfiguration durch ein
Superpositionsintegral mit der Verzerrung E;; verbunden ist. Fiir kleine Deformationen ver-
schwindet zusétzlich in (2.62) der nichtlineare Term und mit (2.23) stimmen die Euler’sche und
Lagrange’sche Verzerrung iiberein:

Eij = &5 - (264)
Wir formulieren das Materialgesetz Lagrange’sch.

Lineares hereditires Materialgesetz

Gurtin & Sternberg (1962) gehen in ihrer in sich geschlossenen Darstellung der linearen Viskoela-
stizitétstheorie von zulédssigen Spannungs- und Verzerrungsvorgeschichten aus. Eine Spannungs-
bzw. Verzerrungsvorgeschichte heifit zuldssig, wenn tg)(t) bzw. €;;(t) stetig auf t € (—o0,00)
und tz(?) (t) = 0 bzw. g;(t) = 0 auf t € (—o0,0) sind. Ein Materialgesetz heifit linear hereditir
beziiglich einer zuléssigen Verzerrungsvorgeschichte, wenn es die Prinzipien der Linearitét, zeit-
lichen Invarianz, Kausalitdt und Stetigkeit beziiglich t erfiillt. Allgemein kann man ein solches
Materialgesetz in Form einer Stieltjes-Konvolution ey * dmy;x; schreiben,

t
t) = / et — 1) dmgr () (2.65)

—0o0

wobei die tensoriellen Relaxationsfunktionen m;j;; folgende Eigenschaften besitzen:

(a) Myjkl = Mkl = Myl fir t € (—O0,00),

(b) myjp = 0 fiir t € (—o00,0),

(c) miji von beschrénkter Variation auf jedem abgeschlossenen (2.66)
Teilintervall von t € (—o0, ),

(d) mijm rechtsseitig stetig .

! Wird zum Beispiel eine thermomechanische Kopplung betrachtet, kénnen in M;; weitere Zustandsfunktionen
erscheinen (Eringen, 1989, S. 162).
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GeméiB Eigenschaft (b) erfiillt das Materialgesetz das Prinzip der Kausalitét. Die Form (2.65)
der Stieltjes-Konvolution ist kommutativ,! so dass

Ekl * dmijkl = mijkl * de’;‘kl . (267)

Die Stieltjes-Konvolution (2.65) kann durch eine Riemann-Konvolution ey * dymijp ersetzt wer-
den:

t
1 = eqmiza(0) + / ep(t —t') dymijp (t') dt’ . (2.68)
0

Sofern |e;;(t)| und |m;jg(t)| fiir ¢ — oo von O(e®') sind, gilt fiir alle Laplace-Variablen s €
{s] Re(s) > so}, dass die Laplace-Transformierte von (2.68) beziiglich der Zeit

ﬁ{tz(?)(t)} = Z’E‘?)(S) = /000 tgj)(t) e ds = smi(s) Ei(s) (2.69)

existiert (z. B. Bronstein & Semendjajew, 1987). Die Tilde bezeichnet dabei die Laplace-Trans-
formierte der jeweiligen Funktion. Um die Gleichungen in einer Form zu schreiben, die dem
Hooke’schen Gesetz entspricht, fassen wir sm;;r; zu Relaxationsmoduln zusammen.

Soll das Materialgesetz isotrop sein, so reduzieren sich die 21 linear unabhéngigen Komponen-
ten von my;p(t) auf genau zwei skalare Funktionen. In Anlehnung an die Lamé’schen Parameter
A und p fiir elastische Medien definieren wir Lamé’sche Relaxationsfunktionen m;(t) und ma(t),
so dass

t
tﬁ?) = dijepr, m1(0) + ij / ekt — 1) dpmy (t') dt’
! (2.70)
+ 2¢&45;ma(0) + 2 /0 gij(t —t') dpma(t') dt’ .

Hierbei ist 0;; der Einheitstensor zweiter Stufe. Die Volumenrelaxation wird dann mit Hilfe von

mg = my + 3my (2.71)

und die Scherrelaxation iiber msy beschrieben. Wir lassen keine Volumenrelaxation zu und de-
finieren mg3(t) iiber den elastischen Kompressionsmodul x (siehe Wieczerkowski, 1999, S.20):

Kk = mg = konst. (2.72)
Einsetzen von (2.71) und (2.72) in (2.70) liefert das materielle Druckinkrement
P = —key (2.73)
und die inkrementielle Materialgleichung
t
tgf) = 5ij [Ekk R — %Ekk mQ(O) — % / Ekk(t — t,) dt/mg(t/) dt/]
0

t (2.74)
+ 261‘]‘ mQ(O) + 2 / €ij (t — tl) dt/mg(t/> dt’ .
0

! Mit g;; = 0 fiir t € (—o0,0) weichen Gurtin & Sternberg (1962) von anderen Autoren ab, indem sie explizit
annehmen, dass die lokale Spannungsvorgeschichte vollstdndig durch eine zuléssige Verzerrungsvorgeschichte defi-
niert ist, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt. Mit dieser Annahme kénnen sie die obere Integrationsgrenze in (2.65)
auf ¢ reduzieren. Bei Coleman & Noll (1961) und Malvern (1969, S. 319ff.) ist die obere Integrationsgrenze oo, so
dass das Integral nicht kommutativ ist.
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Nach Laplace-Transformation von (2.74) erhalten wir

10 = Xawoy + 208, , (2.75)
wobei wir die Lamé’schen Relaxationsmoduln

=k — 2smy , (2.76)

o= smy (2.77)

eingefiihrt haben; i bezeichnen wir als Scherrelaxationsmodul.

2.3 Gravitative Feldgleichungen

Allgemein ist das Schwerepotential @(r) am Raumpunkt r; iiber das Newton-Potential definiert
als das Negative der auf die Einheitsmasse normierten potentiellen Energie, die das Materie-
teilchen durch seine Wechselwirkung mit allen anderen Materieteilchen innerhalb eines Gebietes
Vg erfihrt (Teisseyre, 1989, S. 2), so dass

/

D(r,t) := v / Plr ’t,) av(r')y, recR?. (2.78)
ve T =7

v ist dabei die Gravitationskonstante. Diese Integraldarstellung stellt sicher, dass die skalare

Funktion des Potentials ¢ und deren lokaler Gradient @; als stetige Feldgréfien existieren, sofern

P innerhalb von Vg beschrinkt und aulerhalb von Vz Null ist und Vi endlich ist. Entsprechend

existiert fiir eine stiickweise stetige Dichteverteilung die Schwere als Gradientenfeld

) P
Gi(r,t) ==~ / (ri —7i) /<§ ) av(r'y, reR®. (2.79)
Vr r —7/|

Fiir die gewéhlte ebene Geometrie kénnen das Schwerepotential und der Schwerevektor nicht
selbstkonsistent aus der Dichteverteilung hervorgehen. Wir verwenden die Theorie jedoch fiir
die in Abschn. 2.5.3, S. 28 definierten Inkremente, fiir die wir unter Anderem fordern, dass P(®)
fiir || — oo verschwindet.
In der Lagrange’schen Formulierung lauten die entsprechenden Ausdriicke (2.78) und (2.79)
mit (2.39) und (2.50)
. P(O)(X ’) 0 ’
O(X,t) =~ /VX X0 (X0 WX, XeX,, (2.80)

sowie

T 4 —r (0) ’
gi( X, t) == fy/ [ri(X’, 1) (X, )] pP(X)

% (X, t) — (X", 0)]3 WO, XX (281)
X ’ ’

Diese Darstellung schréinkt jedoch den Wertebereich der Raumpunkte entsprechend r» € R ein.

2.3.1 Potentialgleichung

Sofern P(r) innerhalb jeder Schicht R(l) einer Holderbedingung geniigt,' gilt fiir das Potential
eines Materieteilchens r € Vi die Poisson’sche Differentialgleichung

@7“‘ = —47‘(”'}/P. (2.82)

! Die Hélderbedingung besagt, dass fiir alle Punkte ' € Vg mit |r — 7’| < ¢ Konstanten A > 0 und o > 0
existieren, so dass |p(r) — p(r")| < Ar®. Diese Bedingung ist stirker als Stetigkeit und fiir & < 1 schwicher als
Differenzierbarkeit (Teisseyre, 1989).
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Um dies zu zeigen, unterteilt man Vg in ein Gebiet Vg, fiir das die Dichte am Punkt r;
verschwindet, und ein geniigend kleines Gebiet Vg4, das eine Kugel mit Radius rg um den
Punkt r; beschreibt und fiir das die homogene Dichte Ps = P(r) ist. Die Holderbedingung
gewéhrleistet, dass @(r) von Vg, als harmonische Funktion mit @ ;; = 0 existiert. Das Potential
fiir einen inneren Punkt der homogenen Kugel Vi, lautet mit (2.79)
@Z—Q?T’)/PS(%HTZ'—T2) ) (2.83)

S

Die zweite Ableitung & ;; liefert dann (2.82).
Um die Potentialgleichung in der Lagrange’schen Formulierung zu erhalten, schreiben wir

(2.83) mit (2.50) und p” =1 js ps:

gsp = =27yl (§rir —r2) . (2.84)
Bilden wir zweimal den materiellen Gradienten, nutzen aus, dass Ps und damit auch p§°) und
js konstant sind, und multiplizieren die bei der Gradientenbildung auf der rechten Seite er-
scheinenden Bewegungsgradienten b;; mit seiner Inversen, lautet die Potentialgleichung in der
Lagrange’schen Formulierung'

G(GrbGibhi + 6b5ikbhi) = —4mypl? . (2.85)

2.3.2 Schweregleichung
Die Schweregleichung verbindet die Schwere (2.79) mit dem Schwerepotential (2.78). Da wir von

einer Rotation des Kontinuums absehen, vernachlissigen wir den Zentrifugalanteil der Schwere.
Sofern die Dichteverteilung innerhalb von Vi stiickweise stetig ist, kann in beiden Gleichungen
Integration und Differentiation vertauscht werden, so dass

o, =G;. (2.86)

)

Bilden wir den materiellen Gradienten des Potentials (2.80), ergibt sich

o [ri(X7 1) = (X, 8) ] bra(X, ) p0(X) 0O (X7
bi=7 (X, 1) — (X, WK 250

Vergleicht man (2.87) mit (2.81) lautet die Schweregleichung in der Lagrange’schen Formulierung

gi = &b (2.88)

Mit (2.13) und (2.21) kann (2.88) auch direkt aus (2.86) bestimmt werden. Zu bemerken ist hier,
dass sich das materielle Schwerefeld nicht als Gradient des materiellen Potentialfeldes ergibt, da
sich der Beobachtungspunkt durch die Bewegung des Kontinuums verdndert hat.

Damit auch in der Lagrange’schen Darstellung die Schwere der rdumliche Gradient des Schwe-
repotentials bleibt, berechnen wir mit (2.80) und (2.81) das Potential und die Schwere am Raum-
punkt X; aus der Lagrange’schen Darstellung der aktuellen Konfiguration:

(0) ’
(X, 1) =~ /VX M d®(X") (2.89)

! (2.85) unterscheidet sich von Wolf (1997, G1. 3.7), wo neben materiellen auch riumliche Gradienten erscheinen.
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sowie

— [rs(X",t) = Xi] pO(X7)
Gi(X,t) ==~ /VX X — (X', 1))

Sofern sich der Zustand des Kontinuums in der aktuellen Konfiguration nur geringfiigig von
seinem Ausgangszustand unterscheidet (Abschn. 2.1.4, S. 13), fithren diese Darstellungen auf
die lokalen Inkremente

dv (X7 . (2.90)

pM(X 1) = d(X,t) — V(X)) (2.91)
aV (X, 1) = Gi(X,t) - ¢g(X) . (2.92)

2.4 Grenzflaichenbedingungen

Wir formulieren die Grenzflichenbedingungen zunéchst Euler’sch und transformieren sie dann
in die Lagrange’sche Formulierung.

2.4.1 Mechanische Feldgréfien

Fiir jede Grenzfliche 812(9 bzw. 61729 sind Unstetigkeiten in den Materialparametern erlaubt.
Um eine Kopplung der Schichten untereinander zu erreichen, fordern wir jedoch, dass die Grenz-
fliichen miteinander verschweifit sind! und die Spannungen iiber die Traktion auf der Grenzfliche
iibertragen werden.

Stetigkeit der Konfiguration
Die Grenzflachen sollen entsprechend (2.31) in jeder Konfiguration infinitesimal benachbart blei-
ben, so dass mit

[Vi]T =0 (2.93)

die Konfiguration an einer Grenzfliche stetig ist.

Stetigkeit der Traktion
Die Stetigkeit der Traktion ergibt sich aus der Im-

pulserhaltung an einer Grenzflache. Entsprechend RV
Lapwood & Usami (1981, S. 217ff.) betrachten
wir dazu eine geniigend kleine kreisformige Scheibe IRV
Dr C 817259 mit der Fliche A, so dass D eben ist. 7"'2(,)

{

Weiter legen wir einen flachen Zylinder Z mit Kreis-
flichen par?dlel zu Dy und der Dicke A in die Grenz-
ﬂa((lzl_lf)alRSr) 7 (sls) dass er je zur Hélfte in die Schichten Abbildung2.3: Flacher Zylinder 2 beidsei-
Ry " und RY ragt (Abb. 2.3). Die Flichenmassen- tig der Grenzfliche 81723{) und Flichenmas-
dichte X betrachten wir realisiert als superponierte  gendichte P* (schraffiert).

Dirac’sche Deltafunktion senkrecht zu 617%5?

P (r') = X5[(ri — )Nt (r)], redRP. (2.94)

! englisch: welded boundary condition
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Allgemein gilt in Z die Impulserhaltung (2.51), so dass
| miniaa == [ (PP 4P (5 - i) av. (2.95)
OZ z

0Z unterteilt sich in die beiden ebenen Flichen 0~ Z C R(j‘” und 0T Z C Rﬁ) mit den
Flachennormalen —N;“ und Ni+ sowie den Mantel OM Z. Wihlen wir h gegeniiber dem Radius
von Z geniigend klein, konnen wir erreichen, dass auf der linken Seite der Kriiftefluss durch oM 2
klein gegeniiber dem Fluss durch 9~ Z und 9" Z ist. Mit der Stetigkeit der Konfiguration (2.93)
und der Bewegung (s. S. 11), ist auch d;V; stetig. Die Volumenkraft F; ist regulir, so dass sich
fiir den Grenziibergang h — 0 in (2.95) und N; = N,

/ [ﬂ?Tij]deAZ/ S(F — dV;)dA (2.96)
DR D’R

ergibt, wobei der Mittelwert F durch (2.29) definiert ist und der Beitrag von P verschwindet.
Da (2.96) auf jeder Teilfliche Dg erfiillt sein muss, gilt fiir die Grenzflichenbedingung der
Traktion in der Euler’schen Formulierung

[Ti; N; 12 = =2 (F — diVi) (2.97)

Um die Grenzflichenbedingung in die Lagrange’sche Formulierung transformieren zu koénnen,
nutzen wir in (2.96) die Definition der Beschleunigung, (2.10), die Transformationsregeln fiir
Feldgroflen, (2.21) und (2.22), sowie die Transformationsregeln fiir die Integrale, (2.43) und
(2.44):

/ [tij b 0D )E da® = — / (fF - dfri)a\/n;?) bl U et jda® . (2.98)
DX DX

Dabei ist Dy der Definitionsbereich der kreisférmigen Scheibe D in der Referenzkonfigurati-
on. Ersetzen wir mit (2.54) die Cauchy’sche durch die Piola’sche Spannung und beziehen die
Flachenmassendichte auf die Referenzkonfiguration,

o = o /0O bl b (2.99)

die sich durch die Divergenz der Grenzfliche von der aktuellen Flichendichte o unterscheidet,
erhalten wir

/ [7ij nﬁo’]t da” = — / (fEf = d*r;) o da® . (2.100)
Dx Dy

Mathematisch bedeutet o®, dass die Last unabhiingig von der Konfiguration 81735? des Konti-
nuums als Randbedingung vorgegeben ist (Truesdell & Noll, 1992, S. 126). Mit der Bedingung,
dass (2.100) auf jeder Teilfldche erfiillt sein muss, lautet die Grenzflichenbedingung der Traktion
in der Lagrange’schen Formulierung

(71 = = (fF = diri)o™. (2.101)
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2.4.2 Gravitative Feldgroflen

Stetigkeit des Schwerepotentials

Um die Stetigkeit des Potentials an einer Grenzflache 8IRZ+ zu zeigen, an der eine Flachenmas-
sendichte als Storung vorgegeben ist, folgen wir der Argumentation von Lapwood und Usami
(1981, S. 219) fiir einen Dichtesprung an einer Grenzfliche: Wir betrachten dazu wiederum
Abb. 2.3 auf S.23. Das Schwerepotential unterteilen wir geméaf

¢ = o% + o° (2.102)

in das durch die Masse im Zylinder Z verursachte Schwerepotential (2.78)

P+P2
_ //h T 7r| (2.103)

und das durch die Masse auBerhalb des Zylinders hervorgerufene Potential #°. &% ist stetig
beziiglich eines beliebigen Aufpunktes r, auflerhalb des Zylinders. Gleiches gilt fiir das Schwe-
repotential @ innerhalb jeder einzelnen Schicht. Nach (2.102) ist dann aber auch ¢© innerhalb
jeder einzelnen Schicht stetig. Wir bilden nun den Grenziibergang h — 0, wobei wir in (2.103)
die Beitrige 7 und &3 beziiglich P und P¥ unterscheiden. Fiir #2 nutzen wir aus, dass P~
in Z stetig und fiir h — 0 endlich bleibt. Damit ist

PZ(r,) = / a4 (2.104)

A |ra =7

iiber die Grenzfliche stetig. Fiir den ersten Beitrag folgt @%7 — 0, so dass das Potential ¢© —
o — 4522 an der Grenzflache 81735?, das heiflt iiber einen Dichtesprung stetig ist. Damit folgt

[®]f =0. (2.105)

Die Stetigkeit der Transformation von der Euler’schen Formulierung in die Lagrange’sche For-
mulierung und (2.21) fithrt dann entsprechend auf

[¢]f =0. (2.106)

Stetigkeit des Schwerevektors

Um die Grenzflaichenbedingung fiir die Schwere ¢ ; iiber BIRS? und unter Beriicksichtigung einer
Flachenmassendichte ) zu bestimmen, gehen wir wie in Abschn. 2.4.1, S. 23 fiir die Traktion
vor (Abb. 2.3 auf S.23): Allgemein gilt innerhalb von Z die Poisson’sche Differentialgleichung

(2.82). Integrieren wir iiber Z und wenden den Gauf}’schen Satz an, so erhalten wir

/ ®,;N;dA = —4m/ (P+ P¥)dv. (2.107)
0Z zZ

Unterteilen wir 0Z in die beiden ebenen Flichen 0~ Z C Rgi_l) und 07 Z C R(l) parallel zu Dr
mit den Fldchennormalen —N;r und N;r sowie dem Mantel OM Z und wihlen h gegeniiber dem
Radius von Z geniigend klein, so dass der Kriftefluss durch OMZ klein gegeniiber dem Fluss

durch 9~ Z und 97 Z ist, erreichen wir, dass sich die Masse auf der rechten Seite von (2.107) auf
den Beitrag von P* (2.94) reduziert. Mit h — 0 ergibt sich aus (2.107) und N; = N,

/ (@f—@;)NidA:—ZIM/ X dA . (2.108)
Dr ’ ’ Dr
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Da diese Gleichung fiir jede Teilfliche Dg erfiillt sein muss, gilt fiir die Grenzflichenbedingung
der Schwere in der Euler’schen Formulierung

[6:N;]T = —4rry 2. (2.109)

Um die Grenzflichenbedingung in die Lagrange’sche Formulierung transformieren zu kénnen,
nutzen wir in (2.108) entsprechend der Darstellung fiir die Stetigkeit der Traktion (S. 23) die

Transformationsregeln (2.21), (2.22), (2.43) und (2.44) und ersetzen mit Hilfe von (2.99) o durch

O'RZ

/ (b ki jbki n,(co) 17 da® = — 47y / o da® . (2.110)
DX DX

Mit der Bedingung, dass (2.110) auf jeder Teilfliche erfiillt sein muss, lautet die Grenzflachen-
bedingung fiir die Schwere in der Lagrange’schen Formulierung

(¢, b jbhinD )T = —amyoR. (2.111)

Im Unterschied zu Wolf (1997, Gl. 3.12) erscheint in dieser Darstellung der Normalenvektor der
Referenzkonfiguration.

2.5 Linearisierung der Feldgleichungen und
Grenzflaichenbedingungen

Die in Abschn. 2.2, S. 16 und Abschn. 2.3, S. 21 gelisteten Feldgleichungen sowie die Grenz-
flachenbedingungen aus Abschn. 2.4, S. 23 werden nun zusammengestellt (Abschn. 2.5.1, S. 26)
und dann iiber einen Stérungsansatz linearisiert. Dazu teilen wir die Felder in ihren Referenzan-

teil (Abschn. 2.5.2, S. 27) und ihren Inkrementialanteil (Abschn. 2.5.3, S. 28) auf.

2.5.1 Totalfelder

Die Totalfelder werden beschrieben durch
die Kontinuitdtsgleichung (2.50) aus Abschn. 2.2.1, S. 16

pj = p?, (2.112)
die Bewegungsgleichung (2.57) aus Abschn. 2.2.2, S. 16
Tijj + pWg =0, (2.113)

wobei der Tragheitsterm vernachléssigt ist,
die Materialgleichung (2.61) aus Abschn. 2.2.3, S. 18

tij = My[r(t—1)], t' >0, (2.114)

wobei (2.54) die Cauchy’sche Spannung ¢;; mit der Piola’sche Spannung 7;; verkniipft,
die Potentialgleichung (2.85) aus Abschn. 2.3.1, S. 21

J {¢,jk b_%'i b-}%’ + (257]‘ b_}@k b_}ﬂ‘ } = —47T’}/p(0) , (2.115)
und die Schweregleichung (2.88) aus Abschn. 2.3.2, S. 22

gi = ¢ b (2.116)
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Die mechanischen Grenzfiichenbedingungen (2.93) und (2.101) aus Abschn. 2.4.1, S. 23 lauten
unter Vernachlissigung des Tragheitstermes

[r:]f =0, (2.117)

(00 7] = —gio® (2.118)
Die gravitativen Grenzflichenbedingungen (2.106) und (2.111) aus Abschn. 2.4.2, S. 25 lauten
[¢]Z =0, (2.119)

(605 in o)t = —dmyoR, (2.120)

wobei o® die Flichendichte in der Grenzfliche GIXJ(rl) darstellt. Fiir die Behandlung von GIA
reprisentiert die Flichendichte o® in der Oberfliche 8I?C'J(rl) die glaziale Eislast.

2.5.2 Referenzfelder

Die Referenzfelder beschreiben das Kontinuum in seinem Ausgangszustand. Im Folgenden wird
angenommen, dass sich das Kontinuum im Ausgangszustand im hydrostatischen Gleichgewicht
befindet. Weiterhin wird o® = 0 angenommen. Das Spannungsfeld ist isotrop,
0
t) =~ 9 | (2.121)

und iiber den Druck p := —t;;/3 definiert. Entsprechend Abschn. 2.2.3, S. 18 liefert die Ma-
terialgleichung fiir die Referenzkonfiguration keinen Beitrag. Sofern wir annehmen, dass der
Ausgangszustand durch isotrope, isochemische und inkompressible Schichten XJ(FZ) beschrieben
wird, reduziert sich die Kontinuitditsgleichung (2.112) auf

o9 = konst. (2.122)

Die iibrigen Feldgleichungen (2.113), (2.115) und (2.116) lassen sich mit bz(?) = 6ij, ¥ =1 und
TZ-(;)) = tg-)) [nach (2.9), (2.38) und (2.54)] fiir den Ausgangszustand berechnen:

- + o0 gl =0, (2.123)
6% = —amyp©, (2.124)
40 = 6O (2.125)

Die Grenzflichenbedingungen BIX(Z), l=1,...,L ergeben sich entsprechend (2.117)—(2.120) zu

("]t =0, (2.126)
P21t =0, (2.127)
(6] =0, (2.128)
D1 = 0. (2.129)

In (2.129) ist zusétzlich beriicksichtigt, dass im hydrostatischen Ausgangszustand die Schwere
senkrecht auf der Grenzfliche steht. Ist dies nicht der Fall, lautet (2.129) [qb(io ) s nz(o) =0.

Aus diesen Gleichungen kann der Ausgangszustand des Kontinuums fiir ebene Geometrie nicht
selbstkonsistent berechnet werden. Das Integral der Poisson’schen Differentialgleichung (2.124)
divergiert fiir einen Halbraum mit nicht verschwindender konstanter Dichte. Somit muss das
Potential ¢(¥) im gesamten Raum vorgeben werden.
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2.5.3 Inkrementialfelder

Die Inkrementialfelder liefern den Stérungsbeitrag zu den Totalfeldern (2.24). Wir nehmen an,
dass alle Stérungen isochemisch und isentrop (Wolf, 1991a), aber kompressibel sind. Die Feld-
gleichungen fiir die Inkrementialfelder ergeben sich durch Substitution der nach Referenzfeld und
Inkrementialfeld aufgeteilten Totalfelder (2.24) in die Feldgleichungen (2.112), (2.113), (2.115)
und (2.116) und Entwicklung nach Termen erster Ordnung in den Inkrementen. Der Verschie-
bungsgradient w; ; wird ebenfalls als Inkrement angesehen, so dass U; ; = u;j, 7 = 1 + u;; und
bl = 6ij — u;; gelten. Damit folgt die Kontinuititsgleichung aus (2.112):

P = —u;; p© (2.130)

Die Verbindung zwischen den Inkrementen der Piola’schen und Cauchy’schen Spannung (2.54)
ergibt sich zu (z.B. Vermeersen & Vlaar, 1991)

Tz’(f) - tz(?) + ukvktl(?) - Ujk 7552) ; (2.131)

so dass mit (2.121) fiir ein Kontinuum mit hydrostatischem Ausgangszustand

é 6
gilt. Entwickelt man die mechanischen Feldgréfien nach materiellen Inkrementen und die gravi-
tativen FeldgroBen nach lokalen Inkrementen, erhilt man aus (2.113), (2.123) und (2.132) fiir

die Bewegungsgleichung

8 A
10+ (0 g )i = p 0 g ui; + p @ g =0. (2.133)
Die Materialgleichung lautet entsprechend (2.65)
t
ty = /_ en(t —t) dmyu(t') , (2.134)

wobei wir Linearitdt beziiglich u; ; durch
gy = 5 (uij + uji) (2.135)

in (2.62) erreicht haben.
Die Potentialgleichung ergibt sich aus (2.115) zu

6% = 4wy (0 i) s (2.136)
und die Schweregleichung aus (2.116) zu
gl(A) _ q(f)_ (2.137)

Eine detaillierte Darstellung der Linearisierung findet sich in Wolf (1997, S. 23-25).

Die Grenzfidchenbedingungen fiir die Inkrementialfelder folgen als lineare Gréflen aus den
Grenzflichenbedingungen der Totalfelder (2.117)—(2.120), die wiederum nach den jeweiligen In-
krementen aus (2.9), (2.24) und (2.25) entwickelt sind. Nach Eliminierung der Grenzflichenbe-
dingungen fiir die Referenzfelder (2.126)—(2.129) lauten sie

[wi]t =0, (2.138)

(n@ @] = — g0k, (2.139)

[ ]t =0, (2.140)

0 (o = a7y p D))t = —dmyot. (2.141)
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In (2.139) und (2.141) wurden zusétzliche Eigenschaften ausgenutzt:
Die Grenzflichenbedingunyg fiir das Inkrement der Traktion lautet nach Linearisierung von (2.118):

(0@ 7O+ _ g0 or (2.142)
Ersetzen wir die Piola’sche durch die Cauchy’sche Spannung (2.54) gemdf

7O 4 Ti(;s) = tE?) + tgf) + tl(-?) (Ojk ur e — Ujk) (2.143)

?

und beachten die Stetigkeit der Flichennormalen (2.31) fir deren Inkrement nach (2.42)
0 = [0 = [(65uen — uji) s 1 (2.144)

gilt, vereinfacht sich (2.142) zu (2.139).
Die Grenzflichenbedingung fir das Schwereinkrement lautet nach Linearisierung von (2.120):

[0 (o™ + 69 uy) + 0l ¢© (635 uns — i)t = —dmyot. (2.145)

Nutzen wir tm ersten Summanden, dass die Grenzfliche fiir eine hydrostatisch ausgeglichene Fliissigkeit

eine Aquipotentialfliche beziiglich ) mit der Eigenschaft |g§0)\ = konst. darstellt, so dass desweiteren
mit (2.124)

¢ 0l = gD pl — _ g7y p© (2.146)

2JJ

gilt,' und im zweiten Summanden wiederum (2.144), vereinfacht sich (2.145) zu (2.141).

Fiir einen hydrostatischen Ausgangszustand unterscheiden sich somit die inkrementiellen Grenz-
flachenbedingungen in linearer N#herung nicht von den in Wolf (1997, S.22) abgeleiteten, in
denen die Flichenbelegung o statt o™ vorgegeben ist (2.99).

Aus den Feldgleichungen (2.130), (2.133)—(2.137) und den Grenzflichenbedingungen (2.138)—
(2.141) 14sst sich fiir eine vorgegebene Dichteverteilung pl9 ein lineares Materialgesetz (Abschn.
2.2.3, S. 18), ein Potentialfeld #) sowie eine Stérung o™ auf den Grenzfliichen das Deformati-
onsverhalten des geschichteten Kontinuums berechnen. Die Verschiebungen und Spannungen als
materielle Inkremente beschreiben dann den Deformationszustand relativ zum Ausgangszustand,
und die gravitativen FeldgroBen als lokale Inkremente die Anderung an der Referenzposition.

! Dies muss auch fiir die Herleitung in Wolf (1997, S. 26) gefordert werden.
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2.6 Resumé

In diesem Kapitel ist die Herleitung der fiir die folgenden Kapitel benttigten Feldgleichungen
rekapituliert worden. Folgende Schliisse sind dabei von besonderem Interesse:

e Die Bewegungsgleichungen in der Lagrange’schen Formulierung sind dquivalent zur Eu-
ler’schen Formulierung und kénnen aus dieser durch entsprechende Koordinatentransfor-
mationen gewonnen werden. Dabei ist es moglich, diese Transformationen in der Tensor-
notation fiir kartesische Koordinaten auszufithren, ohne auf eine strengere kurvilineare
Notation zuriickgreifen zu miissen, bei der zwischen ko- und kontravarianten Tensoren
unterschieden wird.

e Fiir die Formulierung des Materialgesetzes wurde ausgenutzt, dass neben der Deformation
auch die Verschiebung eine inkrementielle Feldgrofie ist.

e In der hier gewihlten Darstellung ist die Flichenmassendichte o™ als Stérung aufgefasst
worden, die fiir die Referenzkonfiguration vorgegeben ist. Demgegeniiber wurde in der
Darstellung von Wolf (1997) die Flachenmassendichte o fiir die aktuelle Konfiguration
vorgegeben, so dass sich die Grenzflaichenbedingungen der Totalfelder unterscheiden:

hier S. 27
Wolf (1997, S. 22)
[ri]f =0 (3.10) [ri]t =0 (2.117)
[njti ]t = —gio (3.13) 7]t = —gio®  (2.118)
[¢]F =0 (3.11) (6] =0 (2.119)
[ni b7 = —dnyo (3.12) (¢, b8 bk )T = —4myoR (2.120)

Sofern in der Referenzkonfiguration alle Flidchennormalen kollinear zur Schwere sind, hat
diese abweichende Betrachtungsweise keine Auswirkung auf die inkrementiellen Grenz-
flichenbedingungen (2.138)—(2.141), da sie sich nicht von denen in Wolf (1997, S. 26, GL
(3.61)—(3.64)) unterscheiden.
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Losung der inkrementiellen Feldgleichungen
fiir ein geschichtetes Kontinuum

Es werden nun die im vorherigen Kapitel hergeleiteten Feldgleichungen auf einen geschichteten
Halbraum angewendet und fiir ein axialsymmetrisches Problem geltst. Nach einer Darstellung
des prinzipiellen Losungsansatzes fiir die mechanischen und gravitativen Feldgleichungen in Ab-
schn. 3.1, S. 33 und Abschn. 3.2, S. 37 wenden wir uns in Abschn. 3.4, S. 39 Nédherungslosungen
zu, die sich bei Vernachléssigung verschiedener Terme in den Feldgleichungen ergeben. Dabei ist
insbesondere die Regularitét der im Laplace-Bereich gelosten Feldgleichungen fiir die Riicktrans-
formation in den Zeitbereich von Interesse, die von dem betrachteten Materialgesetz abhéngt.
Wir verwenden die Maxwell-Viskoelastizitdt als Materialgesetz, die in Abschn. 3.3, S. 38 vorge-
stellt wird. In Abschn. 3.5, S. 43 skizzieren wir die inverse Laplace-Transformation mit Hilfe des
Residuensatzes und in Abschn. 3.5.3, S. 47 die diskrete Hankel-Transformation, mit deren Hilfe
die Riicktransformation in den Raumbereich erfolgt.
Die Feldgleichungen werden unter folgenden Annahmen gelost:

e Der Ausgangszustand wird durch ein inkompressibles, hydrostatisch vorgespanntes Konti-
nuum definiert.

e Storungen des Ausgangszustandes sind kompressibel.

e Das Materialgesetz wird durch die Maxwell-Viskoelastizitdt beziiglich Scherungen und
durch Elastizitéit beziiglich Kompression bestimmt.

e Die Materialparameter sowie der Schwerevektor sind in jeder Schicht konstant.

Setzen wir die Materialgleichung (2.74) in die inkrementielle Bewegungsgleichung (2.133) ein,
beriicksichtigen den inkompressiblen Ausgangszustand mit Hilfe von (2.123) und wenden die
Laplace-Transformation beziiglich der Zeit an, ergibt sich die Bewegungsgleichung zu

X(ﬂk,k )i + (U + ), + (p?) uj )i — p© gi(o) U g + P ~§A) =0. (3.1)
Entsprechend lauten die Potentialgleichung (2.136) und die Schweregleichung (2.137)

3 = amry O, (3.2)

K1

=4, (3.3)

Wir werden im Folgenden axialsymmetrische Anregungen betrachten, so dass es giinstig ist,
das Problem in Zylinderkoordinaten zu diskutieren (Abschn. A, S. 99). Dazu stellen wir die zu
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l6senden Gleichungen kompakt in Operatorform dar:

AV + (A+)VV-a+ V(u-Vp0) - p0 g0y .5 4 o005 — g, (3.4)
~ N’
I II III v
V2B = 4xypO V. a, (3.5)
g = veld (3.6)

wobei V den Nabla-Operator und V2 den Laplace-Operator bezeichnet. In (3.4) haben die Terme
folgende Bedeutung:

I Die viskoelastische Kraft kann hinsichtlich dreier Zeitintervalle aufgeteilt werden:

1) die instantane elastische Antwort, die durch Kompressions- und Schermodul bestimmt
wird,

2) die Relaxation der Scherkréfte auf der Zeitskala der Maxwell-Zeit,

3) das lineare Kriechen einer Newton’schen Fliissigkeit, das durch die dynamische Vis-
kositéat bestimmt wird.

IT Die hydrostatische Vorspannung ergibt sich aus der Bewegung von Materiepunkten im
Spannungsfeld des Ausgangszustandes, das durch ein hydrostatisches Druckfeld p(® be-
schrieben wird. Da die Schwere in jeder Schicht als konstant und vertikal nach unten
gerichtet angenommen wird,

g = ¢ e, = konst., (3.7)
vereinfacht sich der Term zu

V(u-vp?) = p0 ¢V (u-e.). (3.8)

IIT Die interne Auftriebskraft wird durch die inkrementielle Dichtednderung bewirkt.

IV Das Schwereinkrement koppelt die Bewegungsgleichung (3.4) mit der Potentialgleichung
(3.5). Im Folgenden vernachléssigen wir diesen Term.

Um den Einfluss der Terme auf die Losung zu untersuchen, betrachten wir vier vereinfachte
Bewegungsgleichungen:

e I =0 (Niherung C0): Kompressibilitit ohne Schwere
Sie représentiert das klassische Boussinesq-Problem (z. B. Farrell, 1972). Da in einer vis-
koelastischen Fliissigkeit die elastischen Riickstellkréifte, die hier ausschlielich wirken,
relaxieren, ist diese Naherung nur fiir den elastischen Fall von Interesse.

e I + IT = 0 (N#herung C1): Kompressibilitdt mit hydrostatischer Vorspannung
Die hydrostatischer Vorspannung wirkt bei einer vertikalen Verschiebung als Riickstell-
kraft.

e I + IT + ITI = 0 (Ndherung C2): Kompressibilitdt mit hydrostatischer Vorspannung und
internem Auftrieb
Die interne Auftriebskraft wirkt bei Kompression der hydrostatischen Vorspannung ent-

gegen.
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eI + II = 0 und limk — oo (Néherung IC): Inkompressibilitdt mit hydrostatischer Vor-
spannung
Diese Niherung reprisentiert den inkompressiblen Grenzfall sowohl von Naherung C1 als
auch von Naherung C2. Ndherung IC ist in der Betrachtung von Auflastproblemen weit
verbreitet (z. B. Wolf, 1985¢) und ist auf GIA verschiedener Regionen der Erde angewendet
worden: (Fennoskandien: Breuer & Wolf, 1995; Kaufmann & Wolf, 1996; Thoma & Wolf,
1999), (Kanada: Wu & Hasegawa, 1996), (Patagonien: Ivins & James, 1999) (Antarktis:
Ivins et al., 2003).

Né&herung I 4 III = 0 wird nicht betrachtet, da fiir eine viskoelastische Fliissigkeit hier ebenfalls
nach Spannungsrelaxation die Gegenkraft fehlt, die ein hydrostatisches Gleichgewicht herstellt
(Wolf, 1991a; Wu, 1992).

Die Grenzflichenbedingungen (2.138)—(2.141) sind unabhéngig von der betrachteten Nihe-
rung und ergeben sich zu

[w]t =0, (3.9)

[%(5) e, ]t = —gWe, 5%, (3.10)

(6] =0, (3.11)

(gD — a7y pQ @) e ]t = —d4xyst, (3.12)

wobei wir n(9) = e, (Abschn. 2.5.2, S. 27) und (3.7) beriicksichtigt haben. Die Regularitiitsbe-
dingungen aus (2.32) sind das Verschwinden aller inkrementiellen FeldgroBen fiir | X | — oo,

(9)

{a,t", ¢ g™ =0 fir X € 9™x,, (3.13)

sowie das Verschwinden der Traktion im oberen Halbraum,

no
[

t’ e ]” =0 fir X e dXx,. (3.14)

Die Abschnitte iiber kompressible Modelle beruhen teilweise auf Vorarbeiten von Wolf (un-
veroffentlichtes Manuskript).
3.1 Losungsansatz fiir die mechanischen Feldgleichungen

Um (3.4) in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) (S. 100) zu l6sen, machen wir die Annahme, dass sich
u hinsichtlich der Koordinaten und der Laplace-Variablen s faktorisieren ldsst. Dann lautet der
Produktansatz (Rundle, 1980)

Ansatz

WX, s) :n;/o (T (k, 2, 5) B"(kr, )

+ V"(k,z, s)C"(kr, o) + W"(k:,z,s) P"(kr,p)]|kdk .

(3.15)
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Dabei ist folgende orthogonale Vektorbasis in Zylinderkoordinaten verwendet worden (Ben-
Menahem & Singh, 1968):

1 ) Jn(k ;
B" = EV[Jn(kr) eznsﬂ] = {8kr‘]n(kr) e, + Z'nlirr)eso} 6ZTL<,07 (316)
c - %V x P" - {zn J"éﬁr) er — Ordu(kr) 6@} e, (3.17)
P" = J,(kr)e?e, . (3.18)

Hier sind J,(kr) die Bessel-Funktion erster Art und n-ter Ordnung (Abschn. A.1, S. 99), k die
Wellenzahl, i := /—1 die imaginire Einheit und U " V™ und Wn die spektralen Komponenten
der Verschiebung, die wir im Folgenden als Verschiebung bezeichnen (Anh. A.3, S. 100) und X
das Kreuzprodukt.

Differentialgleichungssystem

Setzen wir (3.15) mit (3.16)—(3.18) in (3.4) ein und vernachlissigen den Term IV, erhalten wir
unter Ausnutzung des Nablakalkiils', der Losung ¢ fiir die Laplace’sche Differentialgleichung
V2 =0,

¢ = Jp(kr)emeths (3.19)

und der Orthogonalitdt von B", C™ und P" ein lineares Differentialgleichungssystem zweiter
Ordnung nach der Koordinate z:

GO2U" — KA+ 20 U" + k(A + 1) 0.W"™ + p O g@ W™ = 0, (3.20)
1 11
PV — K2V =0, (3.21)
| S —

I
(A+200) 2W" — K EW" — k(A + 1) 0.0" + p* g 0. W™
Y II

+ p© 4@ (kff” - azW”) ~0. (3.22)

I1I

Dabei ist (3.21) von (3.20) und (3.22) entkoppelt. In Anlehnung an die Rayleigh- und Love-
Wellen, die den Losungsraum der dynamischen Bewegungsgleichung bilden, bezeichnen wir nach
Singh (1970) die Gleichung (3.21) als L-Problem und (3.20), (3.22) als R-Problem. Damit sind
B" und P" die Basisvektoren des R-Problems und C" der Basisvektor des L-Problems.

Koeffizientenmatrix

Um die Bewegungsgleichungen fiir ein geschichtetes Modell zu l6sen, schreiben wir das Differen-
tialgleichungssystem als System erster Ordnung. Dazu fithren wir die Traktion ein, die auf die
Fliache normal zu e, wirkt (z.B. Singh, 1970),

t(X,t)-e, = Z /000 [R"(k, z,s) B"(kr, )
n=0

+ Sk, z,8) C™(kr, ) + T"(k,z,8) P"(kr, )] kdk

(3.23)

! Gemeint sind Identitéiten fiir zusammengesetzte Ausdriicke mit V (z. B. Bronstein & Semendjajew, 1987, S.
5761.).
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wobei é", S™ und T" die spektralen Komponenten der Traktion bezeichnen. Mit der Material-
gleichung (2.75) ergibt sich

toe.= NV -u)e. +1i[V(u-e)+ (e V)al. (3.24)

Setzen wir (3.15) und (3.23) in (3.24) ein, erhalten wir

R" = 0 (8.0" + kW"), (3.25)
St = o v, (3.26)
T" = (A+20) 9. W" — XkU" . (3.27)

Differenzieren von (3.25)—(3.27) nach z und Substituieren der zweiten Ableitungen in (3.20)-
(3.22), ergibt fiir das R~ und L-Problem jeweils ein homogenes lineares Differentialgleichungssy-
stem erster Ordnung, das wir formal

.Y =AY mit Y=[U"W"R"T"" (3.28)
bzw.
.Y = AMYY mit YV =[v" 5T (3.29)

als jeweiligen Verschiebungs-Spannungs-Vektor schreiben. Die von z unabhéngigen Koeffizien-
tenmatrizen lauten respektive

1
0 —k = 0
. 2
Ak 1
AP 0 0 -
A = A+2n0 A+ 24
o 4 k2 o) k ’
Ak (A+R) i o p© gk 0 L
A +2n A+ 20
(O A + b 2) p 0 g k 0 i (011 — 61 ) p g
X427 N+ 27
(3.30)
1
0 =
Al = S (3.31)
Gk 0

wobei die Schaltfunktionen dyy bzw. drrr Eins sind, sofern Term IT bzw. ITI in den Feldgleichun-
gen bertiicksichtigt ist.

Einschrinkung auf axialsymmetrische Stérungen

Solange zum Ursprung r = 0 axialsymmetrische Anregungen der Bewegungsgleichung betrachtet
werden, folgt aufgrund der Isotropie in den Materialeigenschaften, dass alle Abhéngigkeiten von
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der Koordinate ¢ verschwinden miissen. Damit verschwinden alle Terme mit n # 0, und die
Losung (3.15) reduziert sich mit (3.16)—(3.18) und 9,Jo(x) = —J1(z) auf das R-Problem

alr, z,s) = —er/ U°(k,z, ) J1(kr) kdk +ez/ WOk, z,8) Jo(kr) kdk , (3.32)
0 0

2 s)e. = —e, / ROk, 2, 8) Tu(kr) kdk + e / TO(k, 2, 8) Jo(kr) kdk . (3.33)
0 0

Die von k, z und s abhéngigen Funktionen U und W (das hochgestellte n = 0 wird im Folgenden

vernachléssigt ) werden aus der Losung des Differentialgleichungssystems und den zugehérigen

Randbedingungen bestimmt. Das L-Problem wird im Folgenden nicht behandelt, da die betrach-

teten Storungen die Komponente fiir C™ nicht anregen. Fasst man fooo f(r) Jpo1y(kr)rdr als

Integraltransformationen F'(k) := Ho 13{f(r)} auf, sind U, W, R und T Hankel-Transformierte:

Ur(r,z,s) = —H{MU(k, 2,8)} == — /OOO Uk, z,s) Iy (kr) kdk (3.34)
o(r 2 8) = H W (k,2,8)) = /OOO Wik, 2 ) Jo(kr) k i | (3.35)
Fou(r,2,8) = —H Rk, 2,8)} = —/OOO R(k, 2, 8) Ty (kr) ke ds (3.36)
Foulr,28) = HMHT(k 2, 8)) = /O T Tk, 2, 5) Jo (k) ke d: (3.37)

Dieser Ansatz weist im Vergleich zu anderen Arbeiten abweichende Vorzeichenkonventionen auf
(z. B. Farrell, 1972; Wolf, 1985a).

Losung fiir einen geschichteten Halbraum
Das System (3.28) kann mit Hilfe der Propaga-

tormatrixmethode gelost werden, wobei sich bei i Y~ (2) )+C(1)
Kenntnis der Losung Y in der Tiefe 2y die Losung l Y+ (1)
in der Tiefe z entsprechend z :
Y~ (2)

Y(2) = P(z,2) Y(z0) (3.38) v ) +co

ergibt (Anh. B, S. 107). PO (a1, 2) ) Y- (1)
z
Betrachten wir einen aus L Schichten beste- s 1+C(’+1)

henden Halbraum (Abb. 3.1), miissen wir fiir die : Y (20)
Schichten | = 1,..., L — 1 je einen Schichtpropa- Y- (21) "
gator PY bestimmen, so dass ) +C

; PU(z, 2;) Y (2)
Y (z41) = PO>zp0,2) Y (). (3.39)

Desweiteren werden die Grenzflichenbedingun-

gen (3.9) und (3.10) an jeder Schichtgrenze durch ~ Abbildung3.1:  Schichtpropagation P! und
Grenzschichtpropagation +C® in einem ge-
schichteten Halbraum.

Yt (z) = Y (5) + CY, (3.40)

wobei CY = [0,0,0,—¢(© E’IR]T eine Last auf der Grenzfliche z = z; darstellt, Y (2;) und
Y (%) im Sinne von (2.27) bzw. (2.28) aufzufassen sind und die Hankel-transformierte Fldchen-
massendichte mit Hilfe von

eine Grenzflaichenpropagation représentiert,

o (r, 2, 5) ::/ SRk, z,8) Jo(kr) kdk (3.41)
0
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definiert ist. Zusammen mit den Regularitéitsbedingungen lautet die Losung an der Oberfliche

L—1
HM*SYC®
- — _vY¢© O] o
Y (1) = =Y + ll:[l PO, 210) — 7 (3.42)
und setzt sich aus der speziellen Losung fiir die Stérungen
L-1 i '
RN | R CR el (3.43)

=1 [=1

und der allgemeinen Losung fiir das homogene Problem zusammen, die mittels HM* S/ det M
an die spezielle Losung angepasst ist (Abschn. B.1.3, S. 110). Dabei beschreiben H die Halb-
raumlosung, M die Funktionalmatrix, M* ihre transponierte Komatrix und det M ihre Determi-
nante. Die Losung kann fiir jede beliebige Tiefe durch Anwendung der Propagatoren berechnet
werden.

3.2 Losungsansatz fiir die gravitativen Feldgleichungen

In diesem Abschnitt wird die Losung der Poisson’schen Gleichung (3.5) und der Schweregleichung
(3.6) mit den Randbedingungen (3.11) und (3.12) dargestellt.

Ansatz
Mit dem Ansatz

(r,z,s) Z/ "k, z, 8) Jn(kr) €™ k dk (3.44)

ergibt sich aus (3.5) und (3.11)

k@ + 8?0 = 47y p 0 D, (3.45)
[@¢]f =0, (3.46)

wobel wir uns wieder auf axialsymmetrische Anregungen beschrinken und den Index n gewthn-
lich unterdriicken.

D =0,W — kU (3.47)

stellt die Hankel-transformierte Divergenz der Verschiebung dar. Weiterhin gilt fiir den Schwe-
revektor

gB(r 2z s) = Z /OO [E"(k, z,5) B"(kr,¢) + G"(k,z,s) P"(kr,¢) ] kdk . (3.48)

Da E(A) gemiB (3.6) das Gradientenfeld des Potentials ¢(®) darstellt, treten in (3.48) keine
Terme mit C™ auf. Damit folgen aus (3.6) und (3.12)

E=ko, (3.49)
G=20,9, (3.50)
(G — 4nypO W]t = —47y 2R, (3.51)
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Koeffizientenmatrix
Die Gleichungen (3.45) und (3.50) lassen sich als inhomogenes Differentialgleichungssystem erster
Ordnung schreiben:

0.2 =BZ+ F. (3.52)

Dabei sind Z := (&,G)T der Losungsvektor, F := (0,477 p(® D)T der Quellterm und B :=
( ]?z (1) ) die Koeffizientenmatrix der gravitativen Feldgleichungen. Die Eigenwerte von B lauten

+k. Die in Abschn. B.2, S. 111 unter Beachtung der Regularitidtsbedingung (3.13) bestimmte
Losung von (3.52) lautet

L
Z(1)]" = (1{’“) 2y 32 =) (ER— (= o) W(a) + Dy ) (3.53)
=1

Der durch die Divergenz der Verschiebung verursachte Quellterm ist dabei

2 N o~
/ Ha=2) P(2') de/ fiir I =1,.,L—1,
El — 2141 . o (354)
lim / =) D'y dy' firl=1L .
Z—00 P

Die Divergenz der Verschiebung D ergibt sich aus dem mechanischen Schichtpropagator PO,
indem wir in (3.47) mittels (3.27) 0, eliminieren, so dass

4

1 0) ~5(0) +
= =——— ) [Py (z,2) = 2kpuPy(z,2) ] [Yi(z)]" . (3.55)
A+ 2 Zz; * !

D(2)
Bei Kenntnis der Schichtpropagatoren kénnen wir somit die Integrale in (3.54) geschlossen an-
geben. Die Dichte pg, die fiir [ = 1 in (3.53) erscheint, ist die Dichte des oberen Halbraumes.

3.3 Maxwell-Viskoelastizitit

Unter der Annahme von Mazwell- Viskoelastizitat wird nunmehr die Relaxationsfunktion me
festgelegt. Die Maxwell-Viskoelastizitdt wird als Differentialgleichung mittels

1
tij = Mo dt%‘} (3.56)

dt —
tlig +T

dargestellt, wobei el-cjl- = gjj — %5% 0i; der Deviator der Verzerrung und 7 die Maxwell-Zeit ist.

Fiir eine Heaviside’sche Verzerrung 6% h(t)! beschreibt die Relaxationsfunktion
ma(t) = h(t) poe " (3.57)

als Losung von (3.56) die vollsténdige Relaxation der instantanen elastischen Scherspannung
(Abb. 3.2a auf der gegeniiberliegenden Seite). Fiir eine Heaviside’sche Scherspannung t;; h(t)

0 fiir t € (—00,0)

Die Definition der Heaviside-Funktion lautet h(t) := { 1 fiir £ € [0, 00)
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a) b)

ot

Applied strain, € = constant Applied stress, ¢ = constant

Stress, t
Strain, ¢

Elastic Fluid Elastic Fluid
limit Time, t limit limit Time, t limit

Abbildung 3.2:  a) Spannungsverlauf [ Relaxationsfunktion mso (3.57)] fiir Maxwell-Viskoelastizitét
und eine konstant gehaltene Deformation und b) Deformationsverlauf [ Kriechfunktion jo (3.58)] fiir
Maxwell-Viskoelastizitéit und eine konstant gehaltene Spannung.

zeigt die Kriechfunktion

ja(t) = h(t) (:ﬂ + 71775) (3.58)

als Losung von (3.56) zunéichst eine instantane elastische Scherung proportional zu 1/p9 und
nachfolgend ein lineares Kriechen mit der stationdren Viskositdt n := uor (Abb. 3.2b). Mit
diesen Charakteristika stellt Maxwell-Viskoelastizitéit das einfachste lineare Materialgesetz dar,
das elastisches und viskoses Verhalten sowohl gegeniiber einer konstant gehaltenen Scherung als
auch einer konstant gehaltenen Scherspannung in sich vereint, so dass seine Anwendung sehr
verbreitet ist (z. B. Korolczuk, 1996). (3.57) gentigt den Bedingungen fiir ein lineares hereditéres
Materialgesetz in (2.66), so dass in (2.74) eingesetzt die inkrementielle Materialgleichung fiir
Maxwell-Viskoelastizitét

t
é .
) = dylemn = fewp + 3/ et — ) B2 et/ ar')
0 T
' (3.59)
+ 26@7' Ho — 2/ Eij(t—t’) @6—15'/7' dt
0 T
lautet.!

Mit (2.69) und (2.77) bestimmt die Laplace-Transformierte von (3.57) den Scherrelaxations-
modul fiir Maxwell-Viskoelastizitét zu

~ Ho
= = 3.60
F= 1y (sT)~1 (3.60)
und mit (2.76) und (2.77) den ersten Lamé’schen Relaxationsmodul zu
N=pr-—2_t0 3.61
FTST A (sr)! (3.61)

3.4 Niaherungslésungen

In diesem Abschnitt werden fiir die betrachteten Naherungen die mechanischen Feldgleichun-
gen angegeben sowie die Regularitit der Eigenwerte diskutiert. Die Regularitit gewahrleistet
die Differenzierbarkeit in der komplexen Zahlenebene, die fiir die Riicktransformation in den
Zeitbereich mit Hilfe des Residuensatzes erforderlich ist.

'Mit (2.67) und (2.68) kann (3.59) auch in einer Form dargestellt werden, in der die Ableitung nach der Zeit
auf die Verzerrung und nicht auf die Relaxationsfunktion wirkt.
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3.4.1 Kompressibilitidt ohne Schwere

Naherung CO stellt das konventionelle Boussinesq-Problem dar. Wir erhalten sie, wenn wir alle
Terme vernachléssigen, in denen die Schwere auftritt:

AV + A+ )VV.-a =0. (3.62)
I

Differentialgleichungssystem
Unter Beriicksichtigung von (3.20)—(3.22) ergibt sich das Differentialgleichungssystem

LO2U — K2 OA+20)U + k(A+p)0.W =0, (3.63)
PV - KV =0, (3.64)

A+ 20) W — BE2aW — k(A+1)8.U = 0. (3.65)
Eigenwerte
Mit dem Losungsansatz ™ lautet die charakteristische Gleichung fiir das R-Problem

(m? —k?)? =0 (3.66)
mit m; = k und me = —k als Eigenwerte der Vielfachheit Zwei, und entsprechend fiir das
L-Problem

m? — k> =0 (3.67)

mit mq = k und my = —k der Vielfachheit Eins.

3.4.2 Kompressibilitidt mit hydrostatischer Vorspannung

Fiir Ndherung C1 werden neben den viskoelastischen Kriaften die hydrostatische Vorspannung
beriicksichtigt, so dass

Vi + A+ ) VV-a+ p g0V (i-e.) = 0. (3.68)
I II

Differentialgleichungssystem
Mit (3.20) und (3.22) erhalten wir fiir das R-Problem

RO — P O+20)U + k(A +7)0.W + p©QgOpw =0, (3.69)
A+ 20) W — B2aW — k(A+ 1) 8.0 + p@ gD a.w = 0. (3.70)
Eigenwerte

Aus den Gleichungen (3.69) und (3.70) ergibt sich die charakteristische Gleichung fiir das R-
Problem

2 232 2 2 P(O) 9(0)
2k(AN+2p)
deren Losungen die einfachen Eigenwerte
my = k, mg = —my, (3.72)
my = k(V1+e—e), my = —k(V1+e+e) '

sind. Da wegen (3.71) in (3.72) Wurzelterme als Funktion der Laplace-Variablen s erscheinen,
miissen wir die Regularitéit der Eigenwerte gesondert betrachten.
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Abbildung 3.3: Schnittlinie und Verzweigungspunkte von 1/1 + €(s)? in der komplexen Zahlenebene.
a) Positionen der Schnittlinien C!, C? und der Verzweigungspunkte s¥, s5 und s§ in der komplexen
Zahlenebene. b) Realteile der Verzweigungspunkte als Funktion der Wellenzahl k.

Regularitét

Die Regularitéit! der Eigenwerte muss in der gesamten komplexen Zahlenebene, d.h. fiir s € I
untersucht werden. In den Formeln fiir die Eigenwerte mo 4 erscheint gemaf (3.72) der Ausdruck

1+ €(s)?, so dass fiir € = +4, und € = +ioco Verzweigungspunkte auftreten. Desweiteren
sind die Eigenwerte fiir ¢ = +4a mit a > 1 imaginir, was mit den Schnittlinien von /1 + €(s)?
{ibereinstimmt.? Gleichzeitig bedeutet dies mit \/ 1 +¢€(s)2 = Va2 — 1, dass die Schnittlinien
auf einem Kreisbogen liegen (Abb. 3.3a). Fiir Maxwell-Viskoelastizitét ergeben sich mit (3.60),
(3.61) und (3.71) die Verzweigungspunkte sf , und s5 sowie die Schnittlinien C; o aus

B,y fira=1,
1 ’
1 4 110 Cio fira>1,
_ 1y 4 o _ : 3.73
s(a) T( 3 p<o>g<9)> s8 fiir @ — o0, &7
2kai

reguldr sonst.

Aus 2k i in (3.73) ist ersichtlich, dass der Pfad von sf o(k) mit den Schnittlinien C; 2 zusam-

menfillt. Fiir k& — oo konvergiert der Realteil Re{sz}(oc k72— s =-1 Hffi/"?m (Abb. 3.3b)

und fiir k — 0 schlieBen sich die Schnittlinien zu einem Kreis mit dem Radius (s5 + 1/7)/2.

3.4.3 Kompressibilitidt mit hydrostatischer Vorspannung und internem
Auftrieb

In Nédherung C2 beriicksichtigen wir zusétzlich zur hydrostatischen Vorspannung den internen
Auftrieb:

AV + A+ VV-a 4 p0 g0V (a-e.) — pWgDe.V.u=0. (3.74)
Y II II1

! Eine Funktion f(2) heiBt im Punkt z = zo € IC regulir, wenn sie in einer Umgebung von zo differenzierbar
ist (Bronstein & Semendjajew, 1987, S. 519).

2 Die Schnittlinie von y/z stimmt mit der negativen Realachse iiberein. Damit ist z = |z|e’® mit —180° <
¢ <180°. Diese Wahl entspricht der Konvention in der komplexen Arithmetik von FORTRAN.
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a) 1 b) 0 R
c<0 ol c>0 R 853 5? 548 5?
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Abbildung 3.4: Schnittlinien und Verzweigungspunkte von /1 — €(s) in der komplexen Zahlenebene.
a) Positionen der Schnittlinien C<° und C>° und der zugeordneten Verzweigungspunkte s5, sg
und s¥, s¥ in der komplexen Zahlenebene. b) Realteile der Verzweigungspunkte als Funktion der

Wellenzahl k.

Differentialgleichungssystem
Mit (3.20) und (3.22) erhalten wir fiir das R-Problem

G020 — B A+2)U + k(A1) 0. W + p©O¢gOrw =0, (3.75)
A+ 20) W — B2aW — k(A + 1) 8.0 + p0 g kU =0. (3.76)
Eigenwerte

Die charakteristische Gleichung von (3.75) und (3.76) lautet

(0) 4(0)
(m? = k)2 -l =0 mit €= —29 (3.77)
k /(3 + 20
und liefert die einfachen Eigenwerte
my = k+/1+e€, mg = —mq , (3.78)

mgzk\/l—e, my = —MmMy .

Sofern € > 1, sind mg 4 imagindr. Damit ist fiir ein elastisches Kontinuum, g = po, fiir & < k&
die Stabilitdt nicht mehr gewihrleistet, wobei der Wellenzahl der Stabilitdtsgrenze,
(0) 4(0)
e = ke = — L 9 , (3.79)
(K + 3 1o) po

die von Love (1911, S. 111) tiber die elastischen Module definierte Stabilitdtsgrenze entspricht.

Regularitit
Die Eigenwerte mo 4 weisen bei € = 1 Verzweigungspunkte auf. Fiir Maxwell-Viskoelastizitét
ergeben sich mit (3.60), (3.61) und (3.77) zwei Verzweigungspunkte:

-1

1 ke \2 16 [ p(0) g(0) \?
B _ L) Ho P9 _
e
Fiir ¢ = oo weisen die Eigenwerte m; 4 Verzweigungspunkte auf, die aus (X + 2u)p = 0
hervorgehen:
1
B By, (3.81)

XY
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Die Schnittlinien, auf denen die Eigenwerte imaginér sind, lauten

CV = {seR|s5E<s<s5},

3.82
V= {seR|sE<s<sP}. (3.82)

Fiir k — oo ergibt sich aus (3.80), dass s¥(x £72) — 0 und s5(x k72) — s5 konvergiert
(Abb. 3.4 auf der gegeniiberliegenden Seite).

3.4.4 Inkompressibilitidt mit hydrostatischer Vorspannung

Fiir ein inkompressibles Medium, Néherung IC, ergibt sich das materielle Druckinkrement aus
p@ = —lim oo AV - u. Setzen wir dies in (3.4) ein und beriicksichtigen, dass die Divergenz
V - win (3.4) und (3.5) verschwindet, so erhalten wir

aviu — vpl + )00 viu.e.] =0, (3.83)
I, A—o0 ﬁ
Vou=0. (3.84)

Differentialgleichungssystem
Fiir die Losung von (3.83) und (3.84) wird zusétzlich das Hankel-transformierte Druckinkrement

(X ,s) = Z/ P"(k,z,8) Jn(kr) kdk (3.85)
n=0 0
verwendet. Mit (3.16)—(3.18) und der Axialsymmetrie ergibt sich fiir das R-Problem
02U — ak?U — kP + p O g0 kW =0, (3.86)
LOPW — B2W — 8.P + p0 g0 oW =0, (3.87)
oW — kU =0, (3.88)
Eigenwerte

Das Differentialgleichungssystem (3.86)—(3.88) fiihrt auf die charakteristische Gleichung

(m* - k%)% =0, (3.89)
so dass die Eigenwerte

mi =k, me = —k (3.90)

lauten und die Vielfachheit Zwei haben. Die Eigenwerte sind regulr.

3.5 Riicktransformation in den Raum-Zeit-Bereich

Um die Losung in der Raum-Zeit-Bereich zu transformieren, wird fiir endliche Zeitintervalle
eine Faktorisierung der Lastgeschichte, o®(r,t) = o*(r)o'(t), angenommen. Hierbei stellt o*
die Form der Last und ¢ die zeitliche Anderung der Lasthohe dar. Nach Laplace- und Hankel-
Transformation lautet die Lastgeschichte fiir ein Zeitintervall, fiir das ¢ und damit insbesondere
der Lastradius rq, konstant ist,

SRk, s) = X"(kry)a(s) . (3.91)
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i

Abbildung 3.5: Ersetzen des Bromwich-Integrationsweges a), durch Kontour die alle nicht reguléren
Bereiche (Kreuze und Zickzacklinien) ausschliefit b). Gestrichelte Integrationswege sowie der Halb-
kreis liefern keinen Beitrag, so dass die durchgezogenen Wege um die nicht reguldren Bereiche
verbleiben.

Die Faltung der Lastgeschichte mit der spektralen Losung der Feldgleichung ergibt
y(r,t)« o (r,t) = H! { S(krp) £ 54 (s) Y (K, 3)] } . (3.92)

Der Stern symbolisiert hier die Faltung sowohl mit der rdumlichen Verteilung der Last als auch
mit ihrer zeitlichen Anderung. £! bezeichnet die inverse Laplace-Transformation. Zuniichst be-
trachten wir die inverse Laplace-Transformation fiir eine Heaviside’sche Lastgeschichte. In Ab-
schn. 3.5.3, S. 47 behandeln wir die inverse Hankel-Transformation fiir die Riicktransformation
in den Raumbereich.

3.5.1 Inverse Laplace-Transformation mit Hilfe des Bromwich-Integrals

Fiir die Riicktransformation der spektralen Losungen in den Zeitbereich wird das Bromwich-
Integral verwendet. Mit diesem lésst sich die inverse Laplace-Transformation schreiben als

1 d+ioco

f) = LYf(s)} = fls)eds (3.93)

B 2mi d—i00

wobei die Funktion f(¢) die Bedingungen

f(s) regulér fiir Res > ¢, (3.94)
|Sl|iinoo f(s)=0 (3.95)

erfiillen muss (Bronstein & Semendjajew, 1987, S634f.) und der Abstand § zur Imaginérachse
so gewihlt ist, dass alle nicht regulidren Bereiche links vom Integrationsweg liegen (Abb. 3.5a).

Durch einen Halbkreis in der linken Halbebene kann dieser Integrationsweg fiir ¢ > 0 ge-
schlossen werden und das Integral durch Ausschluss aller nichtreguldren Bereiche mit Hilfe des
Residuensatzes gelost werden (Abb. 3.5b).
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3.5.2 Faltung mit der Heaviside-Funktion

Die Faltung der spektralen Losung ?(s) mit einer Heaviside’schen Anregung! h(t) lautet formal

_ . 1 04ico 1
Y(t) xh(t) = LYY (s)h(s)} = Y (s) - eds, (3.96)

21 §—ioco S

wobei 1/s die Laplace-Transformierte von h(t) ist. Da lim oo Y beschrinkt ist, erfiillt der
Integrand von (3.96) die Bedingung (3.95). Der als elastische Amplitude bezeichnete Grenzwert
fiir ¢ — 0 lautet mit (3.96)
1 d+ioco " 1 "
YE = lim[Y(t) xh(t)] = Y(s)=ds = lim Y(s). (3.97)
s

t—0 2710 Js—ino §—00

Der als inviskose Amplitude bezeichnete Grenzwert fiir ¢ — oo existiert nur dann, wenn Y (s) fiir
Re{s} <0 regulér ist. Dann gilt insbesondere, dass Y (0) regulér ist, und mittels der Cauchy’schen
Integralformel
F . 1 <> 1 <
Y" = lim [Y(t)xh(t)] = — Y(s)—ds = Y(0) . (3.98)

t—o00 211 s=0 S

Mit (3.97) lédsst sich das Faltungsintegral (3.96) alternativ in der Form

Y(t) «h(t) = YE + 1 /:HOO Y(s) = (e —1)ds (3.99)

274 S5 ioo S

schreiben. Sofern die inviskose Amplitude existiert, lautet sie mit ¢ — oo in (3.99)

1 0+ico 1
YE=vE - — / Y(s) - ds . (3.100)
271 J5_ioo s

Sind alle nichtreguldren Bereiche identifiziert, reduziert sich die Integration unter Anwendung
des Residuensatzes auf

Y(t) xh(t) = Y + i Z g ?(s)% (e —1)ds, (3.101)
L k

wobei C} den Weg bezeichnet, der den jeweiligen nichtreguldren Bereich ausschliet und die
Summe alle vorhandenen nichtregulédren Bereiche erfassen muss.

Bei Anwendung dieses Ansatzes auf Probleme der Gravito-Viskoelastodynamik wird haufig
davon ausgegangen, dass die nichtregulédren Bereiche als einfache isolierte Pole auf der Realachse
vorliegen. In diesem Fall kann das Heaviside’sche Theorem auf den jeweiligen Pol angewendet
werden (Arfken, 1985, S.400):

Lasst sich der Integrand als Quotient zweier regulédrer Funktionen p(s) und q(s) darstellen,
wobei q(s) an der Polstelle s;, eine einfache isolierte Nullstelle aufweist, gilt

Res{p(sk)} 1 7{3 ps) 4o (s _ (3.102)

a(sp) | 2mi

! Zur Definition von h(t) siche S. 38.
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Abbildung 3.6: Kontouren fiir Nidherungen C1, a), und C2, b), die die jeweiligen nicht reguliren Be-
reiche ausschlieffen. Die gestrichelt gezeichneten Integrationswege sowie der Halbkreis liefern keinen
Beitrag, so dass die durchgezogenen Wege um die nicht reguléren Bereiche verbleiben.

Mit dem Losungsvektor (3.42) und (3.101) liefern die Ableitungen an den Nullstellen der Funk-
tionaldeterminante die Residuen

YN(s1)

R { Y } S .7 3.103
s (sk) 0s det M5, ( )
wobei YN der Zihler des Losungsvektors ist. Die Residuen oder Moden werden somit durch die

Relaxationszeit —1/s; und die viskose Amplitude

Y)Y = —Res{ ?(sk)} slk (3.104)

charakterisiert, und das Faltungsintegral lautet

Y(t)+h(t) = Y? 43 Y (1 ety (3.105)

k
Die Eigenvektoren der Naherungen C1 und C2 liefern neben den Relaxationsmoden nichtregulére
Bereiche (S. 41 bzw. S. 42). Die Schnittlinien und Verzweigungspunkte miissen dementsprechend

identifiziert und durch entsprechende Integrationswege ausgeschlossen werden. Fiir Naherung C1
gilt

1 Y (s)

2w Joiz2 s

M
Y(t) « h(t) = YE + DY) (1 —e*') - (1 —e*t) ds (3.106)
k

und fiir Ndherung C2

M ~
" _ D) \ _ est _ 1 Y(S) . est s
Y(t) * h(t) = YY" + Ek Y,y (1 ) 5 [fé@ +j€>0] (1 ) ds,
(3.107)

wobei § ein geschlossenes Wegintegral um die jeweilige Schnittlinie bezeichnet. Fiir die nume-
rische Integration entlang der in Abb. 3.6 dargestellten Integrationswege greifen wir auf Stan-
dardroutinen zuriick (Press etal., 1992), die wir gegebenenfalls fiir eine komplexe Arithmetik
erweitert haben. Die Faltung mit einer beliebigen Lastgeschichte ergibt sich unmittelbar aus
dem Faltungssatz (z. B. Thoma & Wolf, 1999).
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3.5.3 Inverse Hankel-Transformation mit Hilfe der diskreten
Hankel-Transformation

Die Faltung des Losungsvektors Y (k,t) mit der Lastfunktion X" (k) lautet

y(rt) = o' (r) = (=)' Ho {Y (k,t) £"(k)} = (-1)%! /Ooo Y (k,t) X7 (k) Jo1(kr) k dk
(3.108)

und kann im Allgemeinen nur numerisch gel6st werden. Anstelle einer einfachen Integration mit
Hilfe der Simpson-Regel verwenden wir die von Johnston et al. (1998) vorgeschlagene diskrete
Hankel-Transformation. Sie beruht auf der finiten Hankel-Transformation (Sneddon, 1951, S.
82):

Sofern f(r) fiir r € (0, R) Dirichlet-Bedingungen erfiillt und in diesem Bereich ihre finite
Hankel-Transformierte

Fo) / F) In(r €8 ke dk (3.109)

lautet, wobei &' eine Nullstelle von J,(RE') = 0 bezeichnet, gilt fiir jeden Punkt in
€ (0,R), an dem f(r) stetig ist,

(&)
T R2 Z 51 J’ an)] ’ (3.110)

wobei iiber alle positiven Nullstellen £ summiert wird.

Fir R — 1 in (3.109) ergibt sich mit r = R+’ und Jj = —J; in (3.110) die diskrete inverse
Hankel-Transformation fiir den Grad 0 zu

2 > Jo ’I“OZZ/R)
R;F @;/R) E Tt (3.111)

wobei «; die positiven Nullstellen von Jo bezeichnet. Entsprechend lautet mit J|(8;) = Jo(3;) —
1/6; J1(Bi) = Jo(B:) die diskrete inverse Hankel-Transformation fiir den Grad 1

Jl(Tﬁl/R)

A (3.112)

=

fr) = %> F(Bi/R)
=1

wobei (; die positiven Nullstellen von J; bezeichnet. Fiir die Transformation der Feldgrofien
Y (t) setzen wir voraus, dass im Abstand von fiinf Lastradien die Stérung abgeklungen ist, so
dass R = 5y, gilt.
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3.6 Resumé

In diesem Kapitel sind die in Kap. 2 présentierten Feldgleichungen fiir ein zylindersymmetri-
sches Problem gel6st worden. Dabei wird die Abhéngigkeit von der Radialentfernung durch
Besselfunktionen und trigonometrische Funktionen beschrieben und die Abhéngigkeit von der
Tiefe durch Exponentialfunktionen. Die Tiefenabhéingigkeit ergibt sich dabei aus einem homo-
genen Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung, das von der betrachteten Naherung der
Bewegungsgleichung (3.4) abhéngt:

e Niherung CO: konventionelles Boussinesq-Problem als elastisches Vergleichsmodell, I = 0
e Niherung C1: Beriicksichtigung der hydrostatischen Vorspannung, I+ IT =0

e Niherung C2: Beriicksichtigung der hydrostatischen Vorspannung und des internen Auf-
triebs, I+ 11 + 11T =0

e Niherung IC: inkompressibler Grenzfall von Ndherung C1 bzw. Ndherung C2

Um die Bewegungsgleichung von der Schweregleichung zu entkoppeln, ist Term I'V nicht beriick-
sichtigt worden, und um die stabilisierende Wirkung von Term IT fiir eine viskoelastische Fliissig-
keit nicht aufler Acht zu lassen, ist dieser Term nur in Ndherung CO vernachléssigt.

Die Annahme (linearer) Maxwell-Viskoelastizitét fiir die Materialgleichung ermdoglicht es, nach
Laplace-Transformation die zeitliche Abhéngigkeit in der Bewegungsgleichung zu eliminieren.
Die inverse Laplace-Transformation ist iiber das Bromwich-Integral bestimmt worden. Um das
Integral auf die Residuen der zu invertierenden Funktion reduzieren zu kénnen, muss das regulére
Verhalten der Losungen diskutiert werden. Irreguléres Verhalten tritt dabei in allen Ndherungen
in Form einfach isolierter Polstellen auf, die sich als Relaxationsmoden (isolierte Nullstellen von
det M) interpretieren lassen. Weitere Irregularititen treten in folgenden Ndherungen auf:

e Néherung Cl: zwei Schnittlinien in der negative Halbebene, |s| < 0

e Niherung C2: eine Schnittlinie in der negativen und eine Schnittlinie in der positiven
Halbebene mit s = 0 als Verzweigungspunkt

Diese als kontinuierliche Moden interpretierten Bereiche miissen berticksichtigt werden.
Fiir die inverse Hankel-Transformation ist das von Johnston et al. (1998) verwendete Verfahren
présentiert.
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Homogener viskoelastischer Halbraum

Die Losung der in Kap. 2 vorgestellten inkrementiellen Feldgleichungen fiir ein viskoelastisches
Kontinuum beruht im Wesentlichen auf der von Peltier vorgeschlagenen Methode, die viskoela-
stischen Feldgleichungen fiir einen radial geschichteten Planeten Laplace’sch zu transformieren
und ihre Losung durch ein diskretes Spektrum von Eigenfunktionen darzustellen, die als Relaxa-
tionsmoden bezeichnet werden (Peltier, 1974, 1976; Wu & Peltier, 1982). Die Relaxationsmoden
sind dabei vergleichbar mit den Eigenschwingungen, die die Losungen der dynamischen Feldglei-
chungen einer elastischen Kugel beschreiben (Alterman et al., 1959). Die weitreichenden Paral-
lelen dieser beiden Darstellungen wurden von Tromp & Mitrovica (1999a) herausgestellt. Wolf
(1985b) tibertrug den modalen Ansatz auf einen vertikal geschichteten Halbraum. Der Charakter
der Relaxationsmoden des ebenen Modelles war dabei mit denen des entsprechenden sphérischen
Modelles vergleichbar. In Hinblick auf das dynamische Problem entspricht dies dem Ubergang
von Eigenschwingungen fiir sphérische Geometrie zu Oberflichenwellen fiir ebene Geometrie.

Bei Annahme inkompressibler Stérungen wird die Losung durch ein diskretes Spektrum von
Relaxationsmoden dargestellt, deren Anzahl sich nach der Zahl der Schichten des Erdmodel-
les richtet (Han & Wahr, 1995; Vermeersen et al., 1996a; Wu & Ni, 1996), aber auch von der
angenommenen Rheologie, z. B. Maxwell- oder Burgers-Viskoelastizitiit, abhingt (Riimpker &
Wolf, 1996; Wolf, 1997). Betrachtet man kompressible Storungen, tritt fiir sphirische Geometrie
das Problem auf, dass die Anzahl der Moden nicht mehr endlich ist. Han & Wahr (1995) for-
derten die Existenz einer abzéhlbaren unendlichen Menge von Moden innerhalb eines endlichen
Intervalles. Diese wurden von Vermeersen et al. (1996b), Hanyk et al. (1999) und Vermeersen &
Mitrovica (2000) eingehend untersucht. Eng verbunden mit der Frage, ob in einem Spektrum
alle Moden auffindbar sind und ihre Amplituden bestimmt werden konnen, ist die Frage nach
der Vollsténdigkeit der spektralen Darstellung der Losung. Allerdings ist diese Frage bereits fiir
das elastodynamische Problem nicht geklirt (z. B. Malischewsky, 1987, S. 206).

Die Anzahl der Untersuchungen iiber kompressible viskoelastische Stérungen eines Halbrau-
mes ist klein. Wolf (1985b) bemerkte, dass eine Darstellung durch diskrete Moden nicht mehr
moglich ist. Er verwendete deshalb eine polynomiale Niherung fiir die Darstellung der Eigen-
werte. Analog ergeben sich kontinuierliche Spektren fiir die Wellenausbreitung in unendlich
ausgedehnten Kontinua (Wilcox, 1984) sowie fiir Oberflichenwellen (z. B. Maupin, 1996). Ihre
Existenz und Bedeutung fiir viskoelastische Stérungen wird im Folgenden erstmals diskutiert.

Ein weiteres Problem kompressibler Storungen ergibt sich aus der Annahme eines homogenen
Ausgangszustandes. Eine kleine kompressive Storung nahe der Oberfliche fiihrt fiir eine invis-
kose Fliissigkeit zu einer Singularitét, sofern die hydrostatische Vorspannung [ Term II in der
Bewegungsgleichung (3.4) | nicht beriicksichtigt ist (Wolf, 1991b; Wu, 1992). Wenn der interne
Auftriebsterm [Term III| beriicksichtigt ist, ergeben sich fiir ein viskoelastisches Kontinuum
Rayleigh—Taylor-Instabilitédten (Plag & Jiittner, 1995). In diesem Fall ist auch fiir einen elasti-
schen Korper die Stabilitat nicht gewéhrleistet, sofern die elastische Riickstellkraft kleiner als ein
bestimmte Stabilitdtsgrenze ist (Jeans, 1903; Love, 1908; Wieczerkowski, 1999). Wolf (1985b)
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umging das Problem moglicher Instabilitdten dadurch, dass er den internen Auftriebsterm ver-
nachléssigte.

FEin anderer Weg, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, Dichte und Kompressionsmodul
als Funktion der Tiefe iiber die Williamson—Adams-Beziehung vorzuschreiben (Bullen, 1975, S.
67f.) und lokal inkompressible Stérungen, das heifit p(®) = 0, fiir das lokale Dichteinkrement
anzunehmen (Wolf, 1997). Im Gegensatz zur materiellen Inkompressibilitiat wird dabei das lokale
Druckinkrement p(®) = x p(®) /p(0) aus k — oo und p(®) — 0 gebildet (Abschn. 3.4.4, S. 43).
Unter dieser Annahme wurden Losungen fiir eine viskose Kugel von Li & Yuen (1987) und Wu &
Yuen (1991) bestimmt, fiir einen viskoelastischen Halbraum von Wolf & Kaufmann (2000) und
fiir eine viskoelastische Kugel von Martinec et al. (2001a) und Wolf & Li (2002). Eine wichtige
Konsequenz dieser Annahme ist, dass der Auftriebsterm nicht mehr in der Bewegungsgleichung
erscheint und die durch die Kompressibilitdt bedingten Probleme in den Relaxationsspektren
verschwinden. Als Folge entsprechen den Relaxationsmoden jene fiir ein materiell inkompressi-
bles viskoelastisches Kontinuum (N#herung IC), und es erscheinen keine Instabilitdten (Wolf &
Kaufmann, 2000).

In diesem Kapitel wird das generelle Verhalten der in Kap. 3 behandelten Naherungslésungen
an Hand eines homogenen Halbraumes dargestellt und die Problematik des mit kompressiblen
Storungen inkonsistenten Ausgangszustandes herausgestellt. Dabei wird auf die analytischen
Darstellungen aus Anh. B, S. 107 zuriickgegriffen. Da die Wellenzahl k in SI-Einheiten unhand-
lich ist, verwenden wir in den folgenden Kapiteln die dem Legendre-Grad fiir sphérische Geo-
metrie entsprechende normierte Wellenzahl

Zunéchst diskutieren wir die Storungen eines homogenen, elastischen Halbraumes (Erdmodell U,
Tab. 4.1). Danach wenden wir uns dem viskoelastischen Halbraum zu (Abschn. 4.2, S. 54), wobei

Schicht  p(© (kg m~—3) k (GPa)  puo (GPa) n (Pas) h (km)
Mantel 3380 124.7 67.0 1.0- 102 00
Tabelle4.1: Parameterwerte fiir Erdmodell U. Fiir Ndherung IC gilt x = co.

die Diskussion der Moden sowie der Regularitit im Mittelpunkt stehen. In diesem Abschnitt
gehen wir auf die Stabilitdtsgrenze ein.

4.1 Storungen eines elastischen Halbraumes

Fiir die Diskussion der N#herungen bei Elastizitét ersetzt nach Einsetzen von (3.60) in (3.97)
der elastische Schermodul den Scherrelaxationsmodul, so dass die Abhéngigkeit von der Laplace-
Variablen verschwindet.

4.1.1 Verschiebungen

Horizontalverschiebung

Abbildung 4.1a auf der gegeniiberliegenden Seite zeigt die auf das hydrostatische Gleichgewicht
2R /p©) normierte und mit der normierten Wellenzahl multiplizierte elastische Horizontalver-
schiebungen an der Oberfliche. Die Verschiebung von Néherung IC verschwindet wegen v = 1/2
in (B.99). Im Vergleich der kompressiblen Niherungen erkennt man, dass nur fiir kleine Wellen-
zahlen signifikante Unterschiede zwischen den Naherungen auftreten. Fiir grofle n verschwindet
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Abbildung4.1:  Verschiebungen und Schwereinkremente an der Oberflidche fiir einen elastischen,
homogenen Halbraum in betrachteten Niherungen als Funktion der normierten Wellenzahl n (nach
der Strichlinge geordnet: Niherung CO — C1 — C2 - IC). a) zeigt die Horizontalverschiebung U¥ n,
Niherung IC ist hier Null, b) die Vertikalverschiebung W¥ in logarithmischer Darstellung, c) das

lokale Schwereinkrement G und d) das materielle Schwereinkrement G(‘;)E, beide in logarith-
mischer Darstellung (beachte das negative Vorzeichen in ¢). In ¢) und d) ist die Schwerewirkung
der Last abgezogen. Die Verschiebungen sind auf X%/p(®) normiert, die Schwerestérungen sind auf
27~ YR normiert.

der Einfluss der hydrostatischen Vorspannung. Die Proportionalitéit zu 1 — 2 v ist fiir alle Néhe-
rungen ausschlaggebend, siehe (B.73), (B.99) und (B.127), und die zusétzlichen Terme in (B.85)
und (B.122) sind nur fiir kleine Wellenzahlen von Bedeutung. Ndherung C1 unterscheidet sich fiir
kleine Wellenzahlen von N#éherung CO durch eine geringfiigig griofere Verschiebung. Fiir n — 3
divergiert Ndherung C2.

Vertikalverschiebung

In Abb. 4.1b ist die auf das hydrostatische Gleichgewicht normierte Vertikalverschiebung an der
Oberfliache logarithmisch dargestellt. Die Verschiebungen der kompressiblen Modelle sind um
den Faktor 2 (1 — v) erhoht, siehe (B.74) und (B.100). Fiir grofie n verschwindet wiederum der
Einfluss der hydrostatischen Vorspannung. Fiir kleine Wellenzahlen ist die Vertikalverschiebung
fiir Naherung C1 gegeniiber der fiir Ndherung CO verringert, da die hydrostatische Vorspannung
als zusétzliche Riickstellkraft wirkt. Dagegen dominiert fiir kleine Wellenzahlen in Naherung C2
der interne Auftrieb gegeniiber der hydrostatischen Vorspannung, was zu einer Erhéhung der
Vertikalverschiebung fiihrt. Fiir n < 3 tibertrifft die Verschiebung das Schwimmgleichgewicht, was
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auf eine Singularitéit hinweist, die sich aus der Bedingung ergibt, dass in (3.77) nur fiir e<1 der
elastische Zustand stabil ist. Fiir € > 1 sind die Eigenwerte ms 4 imaginér, so dass die Stérung
mit der Tiefe durch eine harmonische Funktion beschrieben wird und nicht mehr die Bedingung
der Regularitét fiir z — oo erfiillt. Dieses Verhalten wurde bereits von Love (1911, S. 111ff.)
fiir eine homogene Kugel diskutiert. Fiir die gewéhlten Parameter (Tab. 4.1 auf S.50) liegt die
Wellenzahl der Stabilitétsgrenze geméf (3.79) bei n® = 1.7.

4.1.2 Schwere

Lokales Schwereinkrement
Das lokale Schwereinkrement ¢(®), das die Freiluft-Schwereanomalie anniihert, geht unmittelbar
aus den Feldgleichungen hervor. Fiir Ndherung IC setzt es sich aus der direkten Anziehungs-
kraft der Fléchenlast und dem Massendefizit durch die Vertikalverschiebung zusammen. Fiir
die kompressiblen Niherungen muss gemif (B.52) desweiteren der Quellterm D beriicksichtigt
werden, der durch das Dichteinkrement verursacht wird. Fiir Ndherung CO kompensiert er den
Beitrag des Massendefizites, der durch die zusitzliche Vertikalverschiebung W0 —W1€ o 1—-2v
hervorgerufen wird. Somit weicht das lokale Schwereinkrement (B.75) nicht von dem von Néhe-
rung IC ab. Dieses Verhalten zeigen fiir groie n auch Néherungen C1 und C2 (Abb. 4.1c auf der
vorherigen Seite), so dass fiir alle Ndherungen

)E

GOF ~ 9y R (1 —p® WIC) (4.2)

gilt, wobei WIC die Vertikalverschiebung von Néherung IC bezeichnet.

Materielles Schwereinkrement
Mit (2.25) tritt fiir das materielle Schwereinkrement ¢(® das advektive Inkrement g(d) =
9,99 w hinzu, das die Schwereiinderung durch die Bewegung der Massenpunkte beriicksich-

tigt:
G(‘S)E ~ 27y DR (1 — p(o) WIC> + 0,g0 WP
=27y 5% | 1400 (aWE - W), (4.3)
wobei a := 9,90 /(27w p©) = 45/(3p) ~ 2.2 fiir p© = 3380kgm > und p = 5517 kgm >
als mittlere Dichte der Erde gilt,! und somit das materielle Dichteinkrement durch die Bewegung

im Schwerefeld dominiert wird. Mit W¥ oc 2 (1 —v) kénnen wir den Einfluss der Kompressibilitit
in (4.3) iiber

GO" ~ 2mER{1 + pOWIC [a2(1—v) — 1]} (4.4)

abschétzen. Der Einfluss der Kompressibilitdt zeigt sich in den vergleichbaren Verldufen der
Vertikalverschiebung und des materiellen Schwereinkrementes (Abb. 4.1b, d auf der vorherigen
Seite).

4.1.3 Energiebilanz

Die Beitrige der verschiedenen Terme in der Bewegungsgleichung zur Deformation lassen sich am
Finfachsten an Hand der Potentiale untersuchen, die die von den Fléchen- und Volumenkréften

19,9 = 8ynp~308-10"°s72



4.1 Storungen eines elastischen Halbraumes

a

=

Energy potential

Energy potential

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

co

Er

| | |

10

100 1000 10000
Normalized wave number

UL B A

S—
E+Eu+Ep

& -

Ex

| | |

10

100 1000 10000
Normalized wave number

b

=

Energy potential

Energy potential

53
1.2 e
Ct Ec+Eu+E,
1
0.8 [ Eu
0.6 - .
0.4 |- &
021 —
&
0 R | M | Lo
1 10 100 1000 10000
Normalized wave number
1.2 — L B ] B L] B
IC Eu+Ep
1
Eu
0.8 —
0.6 —
0.4 -
0.2 i
&
o A | e | TR TIT
1 10 100 1000 10000

Normalized wave number

Abbildung4.2: Potentiale zur elastischen Deformation fiir Erdmodell U in betrachteten Naherungen
als Funktion der normierten Wellenzahl n. Dargestellt sind die auf £c normierten Beitrége &, £, &,
und deren Summe &, +&,,+&, in a) fiir Néherung CO, in b) fiir Naherung C1, in c) fiir Ndherung C2
und in d) fiir Niherung IC. In ¢) ist der Energiebereich auf —1.2 bis 1.2 erweitert, und die Beitriige
der hydrostatischen Vorspannung (pre-stress) und des internen Auftriebes (internal buoyancy) zu &,
sind gestrichelt.
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verrichtete Arbeit beschreiben (Abschn. A.3.4, S. 102). Es konnen vier Potentiale auftreten: das
Kompressionspotential &, das Scherpotential £, das Auftriebspotential £, und das Anregungs-
potential £c, das die Arbeit beschreibt, die aufgebracht werden muss, um das Kontinuum zu
deformieren. Die Energieerhaltung fordert geméfl (A.39) £, + &, + &, = Ec. In Abb. 4.2 auf der
vorherigen Seite sind die auf £ normierten Potentiale fiir Erdmodell U in den Nidherungen CO,
C1, C2 und IC dargestellt.

Fiir Ndherung CO (Abb. 4.2a) sind das Kompressions- und das Scherpotential konstant. Sie
sind gleich dem Anregungspotential, und es gilt &/, = (1 — v —212)/(1 — v + v?)/2. Damit
ist unabhéngig von der Wahl der elastischen Parameter &,, > 2 El

Fiir Ndherung C1 (Abb. 4.2b) nimmt &, mit sinkendem n zu Gunsten von &, und &, ab. &,
erreicht bei n ~ 3 seinen Maximalwert von ~ 0.2 und sinkt dann wieder. Alle drei Potentiale
summieren sich zum Anregungspotential.

Niaherung C2 (Abb. 4.2¢) verhilt sich fiir grole Wellenzahlen wie Niherung C1. Der Einfluss
von &, bleibt jedoch auch fiir kleine Wellenzahlen zunéchst gering, da sich der positive Beitrag
der hydrostatischen Vorspannung und der negative Beitrag des internen Auftriebes teilweise
aufheben. Fiir n < 4 dominiert der interne Auftrieb, so dass £, negativ wird. Die Summe
der Potentiale weicht fiir Niherung C2 von der Anregungsenergie ab, was dem Prinzip der
Energieerhaltung widerspricht. Dabei ist die innere Energie des Halbraumes, £ +&,+E, fiirn > 4
geringfiigig grofer als die fiir die Deformation aufgewendete Arbeit £c. Dieses Ergebnis stimmt
damit iiberein, dass der Ausgangszustand kein Gleichgewichtszustand ist; fiir n < 2 ist die innere
Energie dagegen kleiner als Null. Fiir Auflasten in diesem Wellenzahlbereich ist das Kontinuum
instabil, und wird vom internen Auftrieb dominiert. Dabei ist die durch die Vertikalverschiebung
aufgebrachte Energie (A.55) grofer als die zur Deformation benétigte Energie.

Fiir Naherung IC (Abb. 4.2d auf der vorherigen Seite) sind Scher- und Auftriebspotential
gleich dem Anregungspotential, und es gilt £,/&, = p(© g© /(2K ).

4.1.4 Deformationsverhalten

Um die Tiefenabhéngigkeit des Deformationsfeldes zu diskutieren, verwenden wir statt des De-
formationsfeldes die Potentialdichten fiir eine spektrale Anregung (Abb. 4.9 auf S. 65). Die ent-
sprechend Abschn. A.3.4, S. 102 berechneten Potentialdichten fiir den elastischen Halbraum sind
jeweils in der Spalte unter E dargestellt, die iiber jeder Kurve angegebene Maximalamplitude ist
auf £c normiert. Man erkennt, dass die Potentialdichte der Kompression F, ihren Maximalwert
an der Oberflache hat und mit der Tiefe exponentiell abnimmt. Die Potentialdichte der Scherung
E,, ist dagegen an der Oberfliche klein, fiir Ndherung IC sogar Null. Fiir n = 20 hat sie ihren
Maximalwert bei z >~ 300 km und fiir n = 200 bei z ~ 30km. Die Potentialdichte der Schwere
E, weist entsprechend Abb. 4.9 auf S. 65 fiir die gezeigten Wellenzahlen nur geringe Werte auf,
wobei das Maximum etwa in der Tiefe des Maximums von E, liegt. Fiir Ndherung C2 ist E,
nahe der Oberfldche negativ, da hier der Beitrag des internen Auftriebes iiberwiegt.

4.2 Storungen eines viskoelastischen Halbraumes

Der Einfluss der Kompressibilitéit bei einem homogenen viskoelastischen Halbraum wird nun an-
hand der N&herungen C1 und C2 untersucht. Ndherung C0 kann von vorne herein ausgeklammert
werden, da kein Auftriebsterm vorhanden ist, der bei einer Auflast zu einem Gleichgewichts-
zustand fithren kann. Die inkompressible Néherung IC ist bereits ausgiebig in der Literatur

"Es gilt 0 <v<1/2.
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diskutiert worden (z. B. Wolf, 1985b). In Abschn. C.2, S. 129 wird anhand von Niherung IC die
Bedeutung der Relaxationsmoden erldutert. Das Relaxationszeitenspektrum, die Beitrédge der
Moden sowie der elastische und inviskose Beitrag werden fiir die Horizontalverschiebung, die
Vertikalverschiebung und das lokale Schwereinkrement an der Oberfliche berechnet (Anhénge

B.1.4 und B.2.4).

4.2.1 Spektrale Darstellung der Losung

Eng verbunden mit der Riicktransformation in den Zeitbereich ist die Darstellung der Losung im
Laplace-Bereich in Form eines Spektrums (Abschn. 3.5.1, S. 44). Dabei représentieren isolierte
Pole, die sich aus den Nullstellen von (B.29) ergeben, Eigenlosungen des Problems (C.3). Ihre
Gesamtzahl definiert das diskrete Spektrum des Problems. Daneben ist in Abschn. 3.4, S. 39 ge-
zeigt, dass fiir Ndherungen C1 und C2 weitere nichtregulére Bereiche in Form von Schnittlinien
in der s-Ebene auftreten. Diese miissen ebenfalls beriicksichtigt werden und tragen als kon-
tinuierliches Spektrum zur Vollstdndigkeit der Losung bei. Sie stellen aber keine Eigenmoden
des Problems dar, da die Funktionaldeterminante in diesen Bereichen keine Nullstelle aufweist.
Stattdessen sind einige Eigenwerte der Koeffizientenmatrix, die die Propagation der Lésung in
die Tiefe beschreiben, in diesen Bereichen imaginér, und verletzen so die Regularitétsbedingung
fiir z — oo. In Anlehnung an eine &hnliche Problematik bei den Oberflichenwellen (z. B. Mau-
pin, 1996) werden diese Bereiche auch als unechte Eigenmoden' bezeichnet. Wir bevorzugen
die Bezeichnung kontinuierliche Moden, da sie sich im Unterschied zu den diskreten Moden aus
kontinuierlichen Bereichen in der s-Ebene ergeben, in denen die Funktion nicht regulér ist. Th-
re Beitridge werden numerisch durch ein entsprechendes Wegintegral bestimmt (Abschn. 3.5.1,
S. 44).

Relaxationszeiten fiir Ndherung C1

Das Relaxationszeitenspektrum fiir Ndherung C1 berechnet sich aus den Nullstellen von (B.84)
und besteht aus den diskreten Moden M und CP. Sie sind zusammen mit der kontinuierlichen
Mode D in Abb. 4.3a auf der folgenden Seite dargestellt. Die Mode CP wird von Wolf (1985c¢)
als Mode T bezeichnet. Die Mode D wird in Abschn. 4.2.2, S. 58 mit den Dilatationsmoden
einer kompressiblen viskoelastischen Kugel in Beziehung gesetzt. In Abb. 4.3a auf der folgenden
Seite ist sie eng begrenzt und liegt zwischen den Moden CP und M. Die Bedeutung der Moden
lasst sich am Besten aus den Potentialdichten ablesen (Wu & Peltier, 1982; Tromp & Mitrovica,
1999b; Klemann & Wolf, 1999), die in Abb. 4.9 auf S.65 als Funktion der Tiefe dargestellt
sind (Abschn. A.3.4, S. 102). Entsprechend ihrem Charakter als Eigenmoden muss das Integral
iiber die Potentialdichten einer Mode verschwinden (Tromp & Mitrovica, 1999b). Mode M weist
Beitrége im Scherpotential £, und im Auftriebspotential £, auf und beschreibt demnach die
Scherrelaxation beziiglich der Auftriebskréfte. Mode CP weist Beitrége im Scherpotential &£,
und im Kompressionspotential £, auf und beschreibt demnach die Scherrelaxation beziiglich der
Kompressionskrifte. Damit ist es gerechtfertigt, Mode M als Auftriebsmode und Mode CP als
Kompressionsmode zu bezeichnen. Mode D verhélt sich &hnlich wie Mode CP, jedoch mit einer
grofleren Eindringtiefe.

Verschiebung und Schwere fiir Niherung C1

Die Beitrige der Relaxationsmoden von Nidherung C1 zur Verschiebung und Schwere sind in
Abb. 4.3b, ¢ und d auf der folgenden Seite dargestellt. Sie sind durch (3.103) definiert, und

Lengl. improper eigenmodes
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Abbildung 4.3: a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontalverschiebung, ¢) Vertikalverschiebung
und d) lokales Schwereinkrement an der Oberfliche fiir Erdmodell Ug; als Funktion der Wellenzahl
n. Die Horizontalverschiebungen sind mit n multipliziert. Durchgezogene Kurven bezeichnen jeweils
die Relaxationszeiten der Moden M und CP, deren Beitrige, den elastischen Beitrag E, die Summe
der Beitrige ¥ und den inviskosen Beitrag F. Gestrichelte Kurven bezeichnen die Verzweigungs-
punkte der kontinuierlichen Mode D und deren Beitrdge. Die Normierungen entsprechen denen in
Abb. 4.1 auf S.51. Der Ausschnitt in a) unterscheidet die beiden Verzweigungspunkte der Mode D.
Im Unterschied zu Abb. 4.1c¢ ist in d) die Schwerewirkung der Last beriicksichtigt.

ergeben sich entsprechend (B.85)-(B.87). Fiir alle gezeigten Komponenten dominiert der Bei-
trag von Mode M sowie der elastische Beitrag E. Der Beitrag von Mode CP ist dagegen klein
und verschwindet fiir grofle Wellenzahlen. Der Beitrag der kontinuierlichen Mode D ist nur fiir
Wellenzahlen n < 10 signifikant und zeigt fiir die Horizontal- und Vertikalverschiebung negative
Werte. Ein dhnliches Verhalten zeigt auch das lokale Schwereinkrement, fiir das der Beitrag von
Mode M und der elastische Beitrag E mit unterschiedlichem Vorzeichen etwa gleich sind. Von
Interesse ist hier auch der inviskose Beitrag F. Er kann entweder geméf (3.98) direkt aus den
Feldgleichungen fiir s — 0 oder geméf (3.100) und (3.106) aus der Summe ¥ aller Beitrége be-
stimmt werden und dient in der Regel als Kontrolle, ob alle Anteile im Spektrum beriicksichtigt
sind (Vermeersen et al., 1996b). Fiir die Horizontal- und Vertikalverschiebung ist dies der Fall, da
F und ¥ iibereinstimmen. Fiir die Vertikalverschiebung (B.91) stimmt F mit dem zu erwartenden
hydrostatischen Gleichgewicht einer inkompressiblen Fliissigkeit iiberein, das in der Normierung
der Verschiebungen in Abb. 4.3c eins ist. Dagegen nimmt der inviskose Beitrag der Horizontal-
verschiebung (B.90) einen endlichen Wert an. Der inviskose Beitrag der Schwerestérung (B.92)
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Abbildung4.4: a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontalverschiebung, ¢) Vertikalverschiebung
und d) lokales Schwereinkrement von Erdmodell Uco als Funktion der normierten Wellenzahl n.
Die Horizontalverschiebungen sind mit n multipliziert. Durchgezogene Kurven bezeichnen jeweils
die Relaxationszeiten der Moden M und CP, die Wachstumszeit der Mode RTO0, deren Beitrige,
den elastischen Beitrag E und die Summe der Beitrage Y. Gestrichelte Kurven bezeichnen die
Verzweigungspunkte der kontinuierlichen Moden D und RT und deren Beitréige. Die Normierungen
entsprechen denen in Abb. 4.1 auf S.51. Im Unterschied zu Abb. 4.1c ist in d) die Schwerewirkung
der Last beriicksichtigt.

weicht signifikant von Null ab, was bedeutet, dass das Material auch im hydrostatischen Gleich-
gewicht komprimiert bleibt. Die Feldgleichungen geben somit in dieser Ndherung das Verhalten
eines viskosen und kompressiblen Fluides nur ungeniigend wider, da das Dichteinkrement in
(3.53) fiir t — oo verschwinden sollte.

Relaxationszeiten fiir Ndherung C2

Naherung C2 weist auf der negativen Halbachse von s ebenfalls die Relaxationsmoden M und
CP auf (Abb. 4.4a). Mode M weicht in ihrer Position nur fiir kleine Wellenzahlen von der fiir
Naherung C1 ab, Mode CP stimmt mit der fiir Ndherung C1 iiberein. Fiir n < 3 erscheint
dariiber hinaus die Wachstumsmode RTO als einfach isolierte Polstelle fiir s > 0. Fiir wachsen-
des n wandert diese Mode in die Schnittlinie C>°. In Abb. 4.5b auf S. 59 sind nach Vorzeichen
der Laplace-Variablen getrennt die Moden nochmals dargestellt. Dabei sind die Bereiche der
kontinuierlichen Moden schattiert dargestellt. Ndaherung C2 weist somit eine kontinuierliche Re-
laxationsmode D sowie eine kontinuierliche Wachstumsmode RT auf. Bei s§ = 0 ist die Funktion
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rechtsseitig nichtregulér. Abb. 4.5a auf der gegeniiberliegenden Seite zeigt den jeweiligen Pha-
sensprung an den Schnittlinien fiir n = 2.

Verschiebung und Schwere fiir Ndherung C2

Aus dem kontinuierlichen Spektrum von Néherung C2 geht hervor, dass gemé8 (3.98) ein invis-
koser Beitrag nicht existiert, da die spektrale Losung fiir s = 0 nicht regulér ist, und gemé&f der
Existenz von Anteilen auf der positiven reellen Halbachse von s, dass die Verschiebungen fiir
t — oo divergieren. Der Beitrag von Mode M zur Horizontalverschiebung verschwindet an der
Oberflache. Fiir kleine n sinkt der Beitrag zur Vertikalamplitude zunéchst geringfiigig, steigt
dann jedoch wieder an und divergiert im Bereich der elastischen Instabilitit. Der Beitrag von
Mode CP verhilt sich dhnlich wie der fiir Naherung C1. Die kontinuierliche Mode D weist im Un-
terschied zu der fiir Ndherung C1 einen geringeren Beitrag und ein positives Vorzeichen auf. Die
kontinuierliche Mode RT beinhaltet den Nullpunkt (s5 = 0), so dass gemi8 (3.97) und (3.107)
die Summe der Beitrdge von E, M, CP und D gleich dem Beitrag der Wachstumsmode RT sein
muss. Der Beitrag der fiir n < 3 auftretenden diskreten Mode RT0 zu den Verschiebungen ist
signifikant. Aus dem Verlauf der Wachstumsmoden in Abb. 4.5b auf der gegeniiberliegenden
Seite ist ersichtlich, dass sich der durch die positive Schnittlinie bedingte Beginn der Insta-
bilitdt mit sinkender Wellenzahl zu kiirzeren Zeiten verschiebt. Zusétzlich zeigt sich, dass fiir
n < 10 der Halbraum instabil wird, bevor die Relaxation durch die Mode M abgeschlossen ist.
Erklaren kann man dies damit, dass fiir kleine Wellenzahlen schon eine geringfiigige Relaxation
der Scherspannungen ausreicht, den Halbraum zu destabilisieren.

4.2.2 Kontinuierliches Spektrum

Die kontinuierlichen Spektren von N&herung C1 und Ndherung C2 sind eng mit den zusétzli-
chen Moden verkniipft, die fiir eine homogene kompressible Kugel auftreten. Han & Wahr (1995)
zeigten, dass fiir eine selbstgravitierende, kompressible, viskoelastische und homogene Kugel ei-
ne unendliche Anzahl von Relaxationsmoden existiert, die sich aus dem funktionalen Verhalten
der in den Eigenwerten erscheinenden sphérischen Bessel-Funktionen ergibt. Vermeersen et al.
(1996b) gaben eine analytische Darstellung dieser Moden an, die von Hanyk et al. (1999) korri-
giert wurde. Die so beschriebenen ‘D-Moden’ liegen in einem engen Bereich auf der negativen
Halbachse von s mit dem Haufungspunkt s = —x/(k+4/3 p19) /7 und kénnen mit C; o von Néhe-
rung C1 bzw. C<Y von Niherung C2 in Beziehung gesetzt werden. Auf der positiven Halbachse
treten die RT-Moden auf, die bereits von Plag & Jiittner (1995) beschrieben wurden und mit
der Schnittlinie C>Y von Niherung C2 in Beziehung stehen. Eine Zusammenfassung iiber die D-
und RT-Moden der Kugel findet sich in Vermeersen & Mitrovica (2000). Um in der nachfolgen-
den Diskussion die Moden der Halbraumnéherung mit denen von Vermeersen et al. (1996b) und
Hanyk etal. (1999) fiir die viskoelastische Kugel zu vergleichen, verwenden wir Erdmodell U’.
Die Parametrisierung entspricht der fiir eine homogene Erdkugel in Hanyk et al. (1999).

Schicht  p(© (kg m~—3) k (GPa)  uo (GPa) n (Pas) h (km)
Mantel 5517 449.8 145.2 1.0 - 10% 00
Tabelle 4.2: Parameterwerte fiir Erdmodell U’.
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Abbildung 4.6: Relaxationszeiten von Mode D fiir eine homogene, kompressible, viskoelastische
und selbstgravitierende Kugel nach Hanyk et al. (1999) und jeweils fiir Erdmodell U’ die Verzwei-
gungspunkte fiir Ndherungen C1 und C2, sofern s < 0 gilt.

D-Moden

Die von Hanyk et al. (1999) angegebene analytische Darstellung der inversen Relaxationszeiten
fiir die D-Moden lautet

1 IMk—1 2m4+n—1)%)2
som — = ___n ;I = ( m(o) "(0) )3] (4.5)
T I (k+3p0) — 1 4p) gl0) Rg,

und gilt, sofern Legendre-Grad n und Ordnung m nicht zu klein sind. Hierbei bezeichnet m =
1,...,00 Oberwellen und Rg den Erdradius. Fiir Ndherung C1 kann der Realteil von sf o geméf
(3.73) in der Form

1 Ilp +1 2n 2 4
ResB, — — = n rér . (=" — 4.6
© 912 TG (ke gpo) 1" P gl Rg et gio) o

geschrieben werden und bezeichnet die untere Schranke der Schnittlinie fiir Ndherung C1. Fiir
Niherung C2 ergibt sich aus (3.80), sofern wir die Wurzel nach € entwickeln, ebenfalls als untere
Schranke der Schnittlinie,

2

B _l FSQH 7c2 _ 3Kkn 1 (4.7)

2 = C2 (4, _1 0) 4(0) ' '
T I (R4 3 o) — 1 4p0 g R, ) po

Fiir beide Nitherungen lautet gemi8 (3.73) und (3.81) die obere Schranke s5 = —x/(x + %u)/T.
Demgegeniiber lautet geméf (4.5) fiir m — oo bei sphérischer Geometrie die obere Schranke sg" .
Der Grenzwert fiir n — oo stimmt fiir die Darstellungen (4.5)—(4.7) mit s5 iiberein (Abb. 4.6).
Die qualitative Ubereinstimmung motiviert, die kontinuierlichen Spektren als kontinuierliche
Mode D zu bezeichnen. Hanyk et al. (1999) geben fiir n = 2 auch eine Dilatationsmode D0 an.
Das Verhalten dieser Mode fiir andere n wird von ihnen nicht diskutiert, eine Ubereinstimmung
mit Mode CP ist aber naheliegend (Abb. 4.3a auf S.56). Abb. 4.9 auf S. 65 zeigt die qualitative

Ubereinstimmung der Potentialdichten fiir Mode D in den beiden Néherungen.
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Abbildung 4.7:  Wachstumszeiten von Mode RT1 fiir eine homogene, kompressible, viskoelasti-
sche, selbstgravitierende Kugel nach Hanyk etal. (1999) und jeweils fiir Erdmodell U’ die Ver-
zweigungspunkte 1/s% fiir Niherung C2, 1/s58*, fiir die der Einfluss des Schermodules gem#f (4.8)
vernachlassigt ist, und die Zeit t..;, die vergeht, bis der Relaxationsmodul die Stabilitdtsgrenze
erreicht.

RT-Moden

Plag & Jiittner (1995) zeigten als erste, dass bei der Stérung einer viskoelastischen gravitieren-
den Kugel Rayleigh—Taylor-Instabilitdten auftreten kénnen. Fiir ein kompressibles Kontinuum
ist dies der Fall, wenn die Dichtezunahme mit der Tiefe geringer ist als die fiir eine hydrostatisch
vorgespannte kompressible Kugel. Da die Rayleigh—Taylor-Instabilitéit durch den internen Auf-
triebsterm verursacht wird, tritt sie nur fiir Ndherung C2 auf und wird hier durch die Schnittlinie
auf der positiven Halbachse von s reprisentiert (Abb. 4.5b auf S.59). Ein Vergleich der kontinu-
ierlichen Mode mit den RT-Moden fiir eine sphérische Geometrie ergibt jedoch eine systematische
Diskrepanz zwischen der oberen Schranke von C>°, 58 und der Mode RT1 (Abb. 4.7). Im Un-
terschied zur klassischen Rayleigh—Taylor-Instabilitdt, die fiir eine viskose Fliissigkeit definiert
ist (Sharp, 1984), hiingt s® vom Schermodul ab. Schreibt man (3.80) abweichend

-1
2K Kn 2 p g0 R 2 2K
B ®
SR B ) 1y (2R | 2R 4.
T (p(o) g R@) " \/ " < Kn > o ’ (48)

zeigt sich aber, dass pg nur fiir n < 5 den Wert von s? beeinflusst. Hanyk et al. (1999) zeigten,
dass sich oberhalb der Wachstumszeiten von Mode RT'1 eine unendliche Anzahl von Oberwellen
anschlieBt, deren Kehrwerte s2'™ fiir m — oo gegen Null konvergieren. Diesem Verhalten fiir
eine homogene Kugel entspricht wiederum das kontinuierliche Spektrum C>°, das durch sf =0
beschrankt ist.

Stabilititsgrenze

Eine weitere Besonderheit eines homogenen gravitierenden Kontinuums ist, dass in Abhéngigkeit
von der Wellenzahl fiir bestimmte elastische Moduln auch der elastische Zustand instabil sein
kann. Diese gravitative Instabilitéit findet sich fiir Ndherung C2 in der Bedingung n < n8, so
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Abbildung4.8:  Zeitliche Entwicklung der Horizontalverschiebung a) und der Vertikalverschiebung

b) an der Oberfliiche nach Heaviside’scher Belastung zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir Erdmodell U in den
N#herungen C1, C2 und IC und fiir die Wellenzahlen n = 2, 20 und 200.

dass m; € 1 imaginér ist (Abschn. 3.4.3, S. 41). Aus (3.77) ergibt sich

(0) 4(0) 2
Mg("):§ \/ﬂ2+1;5(p971}2€9> _ ok (4.9)

als der Schermodul, unterhalb dem der elastische Halbraum instabil wird. Wir vergleichen nun
sB mit 48, indem wir gemiB (3.57) die Zeit 8 berechnen, nach der die Scherrelaxationsfunktion
ma(t) auf p® relaxiert ist. In Abb. 4.7 auf der vorherigen Seite ist 8 zusammen mit 1/s% und
1/ 8113/ dargestellt. Fir 1/ 5113/ ist der Term 2x/pp in (4.8) vernachldssigt. Es zeigt sich, dass
die Scherrelaxation im Bereich der Stabilititsgrenze den Verlauf von s¥ bestimmt, fiir grofe
Wellenzahlen jedoch die Rayleigh—Taylor-Instabilitdt den Verlauf dominiert.

4.2.3 Zeitliche Entwicklung nach Heaviside’scher Belastung

Abbildung 4.8 zeigt die zeitliche Entwicklung der Oberflichenverschiebungen fiir Ndherungen
C1, C2 und IC nach einer zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnenden Heaviside’schen Belastung. Die
Vertikalverschiebungen (rechts) relaxieren auf Grund der dominierenden Mode M auf &hnlichen
Zeitskalen. Dabei stimmen die relaxierten Verschiebungen von Néherungen C1 und IC mit dem
hydrostatischen Gleichgewicht {iberein, wohingegen die Verschiebung von Naherung C2 etwas
grofer als 1 ist. Weiterhin zeigen die Kurven fiir Naherung C2, dass fiir n < 2 bereits der elastische
Beitrag singular wird, fiir 2 $n <20 die Spannungsrelaxation die Instabilitdt hervorruft und fiir
n 2 20 ein quasistatischer Zustand auftritt. Die Dauer des Zustandes héngt in der Weise von der
Wellenzahl ab, dass fiir kleine Lasten und kurze Belastungsperioden die latente Instabilitét nicht
in Erscheinung tritt. Dieses Ergebnis weicht von Purcell (1997, 1998) ab, der fiir Ndherung C2
keine Instabilitdten fand.

Die Unterschiede fiir die Horizontalverschiebung (Abb. 4.8a) sind signifikanter. Die Verschie-
bungen von Néherung IC sind Null. Die Verschiebungen von Niaherung C1 (Abb. 4.3b auf S. 56)
zeigen nur eine geringe Relaxation durch die Moden CP und M. Da der Beitrag von Mode RT
fiir Naherung C2 dominiert (Abb. 4.4b auf S.57), weicht die Verschiebung bereits bei kleineren
Wellenzahlen von der von Naherung C1 ab als fiir die Vertikalverschiebung. Desweiteren zeigt
Naherung C2 keine Relaxation durch die Mode M, da ihr Beitrag Null ist.
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4.3

Resumé

Die Ergebnisse dieses Kapitels lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Fiir die elastischen Verschiebungen ist der Einfluss der Kompressibilitdt entscheidend
(O’Keefe & Wu, 1998). Die Beriicksichtigung der Schwere in den Feldgleichungen hat nur
einen untergeordneten Einfluss. Die Poisson’sche Zahl v der kompressiblen Néherungen
beeinflusst dabei iiber den Faktor 1 — 2 v die Horizontalverschiebungen und iiber 2 (1 — v)
die Vertikalverschiebungen (z.B. Farrell, 1972).

Bei der Betrachtung der Schwere tritt in den kompressiblen Néherungen CO, C1 und C2
das durch die Dichteénderung verursachte Potential hinzu. Dieses kompensiert im lokalen
Inkrement das durch die zusétzliche Vertikalverschiebung verursachte Massendefizit unter-
halb des Beobachtungspunktes. Das materielle Schwereinkrement wird dagegen durch die
fiir einen kompressiblen Halbraum vergréflerte Vertikalverschiebung dominiert, die iiber
das advektive Inkrement beitragt.

Der Einfluss der hydrostatischen Vorspannung héngt von der Wellenzahl ab und zeigt sich
als zusitzlicher Summand p(© ¢(© im Faktor 1/(2k po + p(@ ¢(9).

Die Inkonsistenz des homogenen Ausgangszustandes bei Beriicksichtigung des internen
Auftriebes zeigt sich in der verletzten Energiebilanz sowie in einer Stabilitédtsgrenze fiir
kleine Wellenzahlen.

Fiir einen homogenen, viskoelastischen Halbraum zeigen die Ergebnisse fiir Ndherung C1,
dass sich der Beitrag des kontinuierlichen Spektrums auf kleine Wellenzahlen beschrinkt.
Die Inkremente relaxieren zu Grenzwerten, die den inviskosen Beitrag beschreiben. Hierbei
entspricht die Vertikalverschiebung dem Grenzwert fiir eine inkompressible Fliissigkeit, die
Horizontalverschiebung nimmt einen endlichen Wert an und das lokale Schwereinkrement
verschwindet nicht, da das Material komprimiert bleibt.

Fiir einen homogenen, viskoelastischen Halbraum zeigen die Ergebnisse fiir Ndherung C2,
dass die hydrostatische Vorspannung nicht ausreicht, den viskoelastischen Halbraum nach
einer Heaviside’schen Belastung zu stabilisieren. Dabei hidngt der Beginn der Instabilitét
von der Wellenzahl ab. Fiir grole Wellenzahlen bildet sich zunéchst durch Relaxation
auf der Zeitskala von Mode M ein Zustand aus, der nur geringfiigig vom hydrostatischen
Gleichgewicht abweicht. Dieser wird dann auf der Zeitskala von 1/s5 instabil.

Die kontinuierlichen Moden der Ndherungen C1 und C2 stimmen qualitativ mit den D-
Moden und den RT-Moden fiir eine selbstgravitierende, kompressible, viskoelastische und
homogene Kugel iiberein. Im Unterschied zu Vermeersen et al. (1996b) bevorzugen wir fiir
die DO-Mode die Bezeichnung CP.

Die Ergebnisse zeigen, dass die kompressiblen Naherungen C0, C1 und C2 bei der Mo-
dellierung hydrostatischer Ausgleichsbewegungen Schwachpunkte aufweisen, die auf einem
inkonsistenten Ausgangszustand basieren. Es wird deshalb empfohlen fiir kompressible
viskoelastische Stérungen ein selbstkonsistentes Modell zu verwenden, bei dem der An-
fangszustand stabil ist. Damit werden die in diesem Kapitel dargestellten Probleme wie
kontinuierliche Spektren, Instabilitdten und unrealistische Verschiebungen vermieden.
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5

Kompressible elastische Lithosphéire iiber
Halbraum

Das Modell einer elastischen Lithosphérenplatte iiber einem viskoelastischen Mantel ist in der
Literatur ausgiebig diskutiert worden: Fiir die Beriicksichtigung von Gebirgslasten wird weitge-
hend die Diinne-Platten-Niherung (TPA)! verwendet, bei der eine im physikalischen Sinn diinne
Platte auf einem inviskosen Fluid als Mantel schwimmt (Vening Meinesz, 1941; Walcott, 1970).
Erweiterungen der TPA untersuchten Comer (1983) sowie Ward (1984), der den Einfluss der
Schwere auf das Deformationsverhalten der Platte in den Niéherungen CO und C2 betrachtete.
Die TPA ist vor Allem deshalb sinnvoll, da die wichtigsten Observablen Vertikalverschiebung
und Schwere weniger von der Struktur der Lithosphére beeinflusst sind als Horizontalverschie-
bung und Verzerrung. Wihrend ein viskoses Fluid als Mantelmodell mit der TPA vereinbar ist
(Turcotte etal., 1984), bleibt die Ndherung fiir ein viskoelastisches Fluid nur bedingt giiltig, da
wéhrend der Relaxation der Scherspannungen im Mantel, Lithosphére und Mantel beziiglich die-
ser gekoppelt sind, was in der TPA nicht beriicksichtigt werden kann. In Abschn. 5.1, S. 68 wird
die Losung der TPA skizziert, und die Biegesteifigkeit einer geschichteten Platte abgeschétzt.

Aus den Ergebnissen des vorigen Kapitels geht hervor, dass die Betrachtung eines homoge-
nen, materiell kompressiblen Mantels zu unphysikalischem Verhalten fithrt. Deshalb wird der
Mantel als inkompressibles Kontinuum vorausgesetzt, dem eine kompressible Lithosphére auf-
liegt. Erdmodell EL? besteht aus einer elastischen Lithosphiire, die entsprechend den in Kap.
3 diskutierten Nédherungen modelliert wird, und einem homogenen, inkompressiblen Mantel
(Tab. 5.1).

Schicht PO (kgm=3) k (GPa) po (GPa) 5 (Pas) h (km)
Lithosphére 2900 122.6 64.0 00 100
Mantel 3380 00 145.0 1.0 x 102 00

Tabelle 5.1: Parameterwerte fiir Erdmodell EL.

Die beiden folgenden Abschnitte beschéftigen sich ausgehend von der in Kap. 3 dargestellten
Theorie mit dem Einfluss der Kompressibilitat auf das Deformationsverhalten der Lithosphire.
Zunichst wird eine homogene Lithosphére in den Naherungen C0, C1, C2 und IC bei einem
inviskosen Mantel betrachtet (Abschn. 5.2, S. 69). Anhand dieses Modelles wird der Einfluss der
Schwere und Kompressibilitit diskutiert. Danach wird ihr Einfluss auf das Relaxationsverhalten
eines viskoelastischen Mantels untersucht (Abschn. 5.3, S. 71). In Abschn. 5.4, S. 74 werden die
Ergebnisse dieses Kapitels zusammengefasst. Zunédchst beschreiben wir in Abschn. 5.1, S. 68 die

! engl. Thin-Plate Approximation
2 engl. Elastic Lithosphere
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68 Kompressible elastische Lithosphére tiber Halbraum

Diinne-Platten-Ndherung mit deren Hilfe wir die Biegeeigenschaften der Lithosphére parame-
trisieren kénnen.

5.1 Diinne-Platten-Niherung

In der Diinne-Platten-Niherung (TPA) fiir die Lithosphére werden folgende Annahmen gemacht
(z.B. Landau & Lifschitz, 1989, S. 48f):

e Die Vertikalverschiebung ist klein gegeniiber der Dicke der Platte.

e Die Horizontalspannung der deformierten Platte steigt von der Mittelebene zu den Plat-
tenoberflédchen linear von 0 an.

e Die Schwere hat keinen Einfluss auf die Deformation im Innern der Platte.
e Die Deformation erfolgt statisch.
e Das Substrat, also der Mantel wird als inviskos angesehen.

Belasten wir die Platte unter diesen Annahmen, ergeben sich direkt unterhalb der Last eine
Kompression der Platte und im unteren Teil eine Dilatation. Eine Abschitzung der Krifte und
Momente fiihrt auf die biharmonische Momentengleichung (z. B. Turcotte & Schubert, 1982,
1121f.),

De AAu, + pr g w = p, (5.1)
in der
poh®
D, = ‘- 5.2
C6(1-v) (52)

die Biegesteifigkeit der homogenen elastischen Platte ist. Hierbei sind pg der Schermodul, v
die Poisson’sche Zahl, h die Dicke der Platte, py, die Dichte des Mantels, ¢(® die Schwere, w
die Vertikalverschiebung und p der Auflastdruck ist. Somit wirkt neben dem Biegemoment der
Platte der Auftrieb py ¢(® w des Mantels dem Druck p der Last entgegen. Allgemein lautet die
Losung von (5.1) nach Hankel-Transformation

1
W(k) = T4: (5.3)
1+ g k

wobei k die Wellenzahl und W die transformierte und normierte Vertikalverschiebung ist. Zwei-
faches Ableiten nach k liefert als Wendepunkt von W (k)

4/ pm g©
kij2 = \/ & bq (5.4)

und eingesetzt in (5.3) am Wendepunkt W (k; /o) = 1/2.
Die Biegesteifigkeit einer Platte mit tiefenabhéingigen elastischen Moduln lésst sich mittels

h/2
Do = 2/ H0E) 2, (5.5)
—n2 1 — v(z)
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berechnen (z.B. Lambeck & Nakiboglu, 1980). Fiir eine inkompressible Lithosphire, die aus
zwei homogenen elastischen Schichten mit unterschiedlichen Schermoduln besteht, ergibt sich
fiir die Biegesteifigkeit

_ 1 2
D, = 2/ i M(()) 22dz + 2 /h/2 Mé) 22 dz
—h/2 1—v) _hj24hy 1 =132
= 500 = (i = ) w2 (D) Wi = g (e - )

(5.6)

Der Index (1) bezeichnet dabei Eigenschaften der oberen Schicht, der Index (2) die der unteren
Schicht und h die Gesamtdicke. Besteht die Lithosphére wie eine Blattfeder aus aufeinanderlie-
genden entkoppelten Schichten derart, dass nur der Druck iibertragen wird, addieren sich die
Biegesteifigkeiten D,gi) der einzelnen Schichten zur Gesamtbiegesteifigkeit D, auf (z. B. Burov &
Diament, 1995):

D, =>» D). (5.7)

Aus D, kann man wiederum iiber (5.2) eine effektive elastische Dicke

he = 3/M (5.8)
Ho

he berechnen, die bei der Diskussion von Erdmodellen die Biegesteifigkeit ersetzt.

Die wichtigsten Einschriankungen, die gegeniiber den in dieser Arbeit betrachteten Losungen
fiir eine elastische Schicht iiber einem viskoelastischen Halbraum gemacht werden miissen, sind
folgende:

1. Die Ausdehnung der Last muss grofl im Vergleich zur Plattendicke sein.

2. Die Spannungsrelaxation des Halbraumes kann nicht modelliert werden, da wéhrend der
Relaxation die Spannungsfelder der elastischen Platte und des Halbraumes gekoppelt sind.

5.2 Storungen bei inviskosem Halbraum

Zunichst betrachten wir eine elastische, kompressible Lithosphére bei einem inviskosen, inkom-
pressiblen Mantel. Zu erwarten ist, dass sich die Verschiebungen wie die fiir die TPA verhal-
ten, und nur geringe Unterschiede fiir groffe Wellenzahlen auftreten, fiir die die TPA nicht gilt
(Abschn. 5.1, S. 68). Abbildung 5.1 auf der folgenden Seite zeigt die Verschiebungen und Schwe-
reinkremente fiir die verschiedenen Naherungen der elastischen Lithosphére. Die wichtigsten
Unterschiede sind:

Horizontalverschiebung

Die Horizontalverschiebungen von N&herungen C1 und C2 unterscheiden sich nur geringfiigig.
Fiir Naherung CO ist fiir n < 10 der Wert negativ und der Maximalwert ist geringer als fiir
Né&herungen C1 und C2. Die Werte von Néherung IC sind fiir n — 0 und n — oo Null, was
der inviskosen bzw. der elastischen Verschiebung von Erdmodell U entspricht (siehe S.50). Das
Maximum ist geringfiigig zu kleineren Wellenzahlen hin verschoben und weist einen erheblich
kleineren Wert auf.
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Abbildung5.1:  Verschiebungen und Schwereinkremente an der Oberfliche fiir eine elastische Li-
thosphére iiber einem inviskosen, inkompressiblen Halbraum in den betrachteten Ndherungen als
Funktion der normierten Wellenzahl n (nach der Strichldnge geordnet: C0O — C1 — C2 — IC). a) zeigt
die Horizontalverschiebung n UY, b) die Vertikalverschiebung W in logarithmischer Darstellung, c)

das lokale Schwereinkrement G(A)F und d) das materielle Schwereinkrement G(‘S)F, beide in logarith-
mischer Darstellung (beachte das negative Vorzeichen in c). In ¢) und d) ist die Schwerewirkung der
Last abgezogen. Die Verschiebungen sind auf £®/p(®) normiert, die Schwerestérungen auf 27y Z®
normiert.

Vertikalverschiebung

Fiir kleine Wellenzahlen sind die Vertikalverschiebungen fiir Ndherungen C1 und IC gleich eins,
was dem hydrostatischen Gleichgewicht entspricht, welches in beiden Modellen iiber die hy-
drostatische Vorspannung erreicht wird. Die Verschiebungen fiir die Naherungen CO und C2
sind dagegen fiir kleine Wellenzahlen geringfiigig grofier als eins, da fiir Ndherung CO in der Li-
thosphére keine hydrostatische Vorspannung beriicksichtigt ist und fiir Ndherung C2 zusétzlich
die interne Auftriebskraft wirkt.

Fiir steigendes n sinkt die Verschiebung zunichst oc =4, was geméf (5.3) der TPA entspricht.
Fiir n > 200 #ndert sich die Steigung der Kurve hin zu oc n=! was gemif (B.73) einem elasti-
schen Halbraum entspricht. Damit verliert die TPA fiir Anregungen in diesem Wellenzahlbereich
ihre Giiltigkeit. Der Wendepunkt der Vertikalverschiebung im Bereich der Verbiegung der Li-
thosphére stimmt mit ny/, der TPA {iberein und liegt fiir Ndherung IC weiter links, da die
Biegesteifigkeit entsprechend (5.2) fiir diese N&dherung grofer ist.
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Lokales Schwereinkrement

Fiir kleine Wellenzahlen néhert sich das lokale Schwereinkrement an der Oberfliche fiir Néhe-
rung IC dem Wert —1 fiir hydrostatisches Gleichgewicht, so dass das durch die Last verursachte
Inkrement mit dem Wert 41 kompensiert wird. Fiir Ndherung CO sind die Werte dagegen kleiner
als —1, was durch die groflere Vertikalverschiebung an der Oberfléiche verursacht ist, die durch die
Dichteumverteilung in der Lithosphére nicht kompensiert wird. Fiir Ndherung C1 kompensiert
das Massendefizit an der Oberfliche (die Vertikalverschiebung ist gleich 1) die durch die Last
hervorgerufene Schwere. Das positive Dichteinkrement in der Lithosphire vergréfiert somit die
Schwere an der Oberfliche. Fiir Ndherung C2 kompensiert die vergrofierte Vertikalverschiebung
den Einfluss des Dichteinkrementes, so dass das Schweresignal nahe 1 ist.

Materielles Schwereinkrement
Wie fiir Erdmodell U dominiert die Vertikalverschiebung das materielle Schwereinkrement, so
dass sich die Werte im Wesentlichen wie die der Vertikalverschiebung verhalten.

5.3 Storungen bei viskoelastischem Halbraum

Da die Biegesteifigkeit das Verhalten der Lithosphére ausschlaggebend parametrisiert, wéhlen
wir in diesem Abschnitt fiir das inkompressible Erdmodell EL’ die Dicke der Lithosphére so,
dass sie geméf (5.2) die gleiche Biegesteifigkeit wie die der kompressiblen Nidherungen aufweist.

Schicht p© (kgm=3) K (GPa) po (GPa) 5 (Pas) A (km)
Lithosphére 2900 o0 68.0 o0 88.5
Mantel 3380 00 145.0 1.0-10% 00

Tabelle 5.2: Parameterwerte fiir Erdmodell EL’.

Die Abbildungen 5.2-5.5, S. 72 und 73 zeigen die Relaxationsspektren von Erdmodell EL in
den verschiedenen Naherungen. Alle Naherungen weisen ausschliellich die Lithosphirenmode
LO (rot) und die Mantelmode MO (blau) auf, von denen Mode MO die Oberflichenverschiebung
dominiert, sieche Abschn. C.2, S. 129. Da fiir Naherung IC die Biegesteifigkeit an die der kom-
pressiblen Néherungen angepasst ist (Erdmodell EL’), sind die Unterschiede in den Spektren
erwartungsgemaf klein.

Die Relaxationszeiten der kompressiblen Néherungen in Abb. 5.6a auf S. 74 sind fiir Mode L0
fiir kleine Wellenzahlen systematisch kleiner als fiir Ndherung IC. Mode L0 weist jedoch nur in
der Horizontalverschiebung und fiir n < 10 signifikant von 0 verschiedene Werte auf, blau in
Abbildungen 5.2b bis 5.5b. Damit sind diese Unterschiede nur fiir Lasten mit sehr grofler Wel-
lenldnge von Interesse, fiir die jedoch andererseits die Halbraumnéherung fiir die Erdkugel nicht
mehr gilt. Im Gegensatz zu Néherung IC konvergiert Mode MO der kompressiblen Ndherungen
fir n — oo nicht gegen Mode L0O. Da der elastische Beitrag in diesem Bereich der Spektren
dominiert, ist auch dieser Unterschied von nur geringer Relevanz fiir Relaxationsprozesse.

Die in Abb. 5.6b auf S.74 dargestellten elastischen und inviskosen Beitridge zur Horizontal-
verschiebung zeigen, dass auch nach Anpassung der Biegesteifigkeiten die Beitrdge der inkom-
pressiblen Ndherung IC deutlich kleiner sind als die der kompressiblen Ndherungen. Die nicht
gezeigten Unterschiede in den Vertikalverschiebungen und der Schwere sind dagegen gering. Sie
beschrénken sich auf kleine Wellenzahlen (Abschn. 5.2, S. 69) und grofle Wellenzahlen (Abschn.
4.1, S. 50). Das Verhalten im mittleren, durch die Verbiegung der Platte bestimmten Bereich
stimmt dagegen durch die Anpassung der Biegesteifigkeiten iiberein.
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Abbildung 5.2:
kales Schwereinkrement an der Oberflache fiir Erdmodell EL¢g als Funktion der Wellenzahl n. Die
Horizontalverschiebungen sind mit n multipliziert. Verschiedene Stricharten unterscheiden die Rela-
xationszeiten und deren Beitrige nach ihrem Auftreten im Spektrum, den elastischen Beitrag E, die
Summe der Beitrdge > und den inviskosen Beitrag F. Farblich unterlegt sind die Relaxationszeiten
der Moden MO und L0, sowie deren Beitridge. Die Normierungen entsprechen denen in Abb. 5.1 auf
S.70. Im Unterschied zu Abb. 5.1c ist in d) die Schwerewirkung der Last beriicksichtigt.

a)

c)

Relaxation time (a)

Vertical displacement

10°

-0.2

10°

Normalized wave number

T A T
1 10 100 1000
Normalized wave number
— T — T
1st mode
L 2nd mode = - - |
Elastic contrib. =—==—
Inviscid contrib. ——
- Sum of contrib. == -~
1 10 100 1000

Normalized wave number

(=)}
-

(=X
=

(=}
~

Q
=

Horizontal displacement * n
N

Local incremental gravity

Horizontal displacement * n

Local incremental gravity

-2

-4

=

o
3

o

=)
o

[

o
3

o

)
o

'
=

Normalized wave number

000

M| Lol L

L

1

100
Normalized wave number

1000

a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontal-, ¢) Vertikalverschiebung und d) lo-

il sl P
10 100 1000
Normalized wave humber
E/’/___,»»»—f*””/*j;—’"—"
B /
L /FZ |
| /
I = B st
" PR | sl PR
1 10 100 1000

Normalized wave number

Abbildung 5.3: a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontal-, ¢) Vertikalverschiebung und d) lokales
Schwereinkrement an der Oberfléache fiir Erdmodell EL¢; als Funktion der Wellenzahl n. Darstellung
entspricht der in Abb. 5.2.
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Abbildung 5.4: a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontal-, ¢) Vertikalverschiebung und d) lokales
Schwereinkrement an der Oberflache fiir Erdmodell EL¢o als Funktion der Wellenzahl n. Darstellung
entspricht der in Abb. 5.2 auf der gegeniiberliegenden Seite.
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Abbildung 5.5: a) Relaxationszeitenspektrum, b) Horizontal-, ¢) Vertikalverschiebung und d) lokales
Schwereinkrement an der Oberflache fiir Erdmodell EL;j¢ als Funktion der Wellenzahl n. Darstellung
entspricht der in Abb. 5.2 auf der gegeniiberliegenden Seite.
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Abbildung 5.6:  a) Relaxationszeitenspektrum und b) elastische und inviskose Beitréige zur Hori-
zontalverschiebung fiir Erdmodell EL¢g, EL¢y und ELcs (gestrichelt), und Erdmodell EL’ (durch-
gezogen) als Funktion der normierten Wellenzahl n.

5.4

Resumé

Die Modellierung der Lithosphire in verschiedenen Néherungen hat Folgendes ergeben:

Die Reduzierung der Biegesteifigkeit beim Ubergang von einer inkompressiblen zur einer
kompressiblen Lithosphire stellt den markantesten Unterschied zwischen den Naherungen
dar.

Die Horizontalverschiebung fiir eine inkompressible Lithosphére ist auch nach Anpassung
der Biegesteifigkeit deutlich kleiner als die fiir eine kompressible Lithosphére. Im Gegensatz
zur Modellierung der Vertikalbewegung und Schwere sollte demnach bei der Modellierung
der Horizontalbewegung die Kompressibilitit nicht vernachlissigt werden.

Berticksichtigt man die Schwere, ergeben sich fiir langwellige Anregungen, bei denen die
Biegesteifigkeit vernachléssigbar ist, Unterschiede von einigen Prozent zwischen den Néhe-
rungen. Diese werden durch die unterschiedlichen Kompensationsmechanismen hervorge-
rufen.

Die Relaxationsmoden des oberen Mantels werden im Wesentlichen iiber die Biegesteifig-
keit der Lithosphére modifiziert.
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Inkompressible viskoelastische Lithosphére
tiber Halbraum

Die wichtigste Observable von GIA ist die nacheiszeitliche Hebung. Sie zeigt sich in der Verti-
kalverschiebung und der Schwereéinderung an der Oberfliche (Cathles, 1975). Sofern man ausge-
dehnte Lasten wie die pleistozénen, fennoskandischen oder nordamerikanischen Eisschilde unter-
sucht, reicht es fiir diese Observablen aus, die Lithosphére als diinne Platte zu modellieren und
tiber ihre Biegesteifigkeit zu parametrisieren. Damit ist der innere Aufbau der Lithosphére, insbe-
sondere ihre wahre Ausdehnung in den Erdmantel nur von geringer Bedeutung. Die ErschlieBung
astronomischer und Satelliten gestiitzter Beobachtungsmethoden ermdglichte im letzten Jahr-
zehnt auch die Horizontalkomponente von GIA iiber VLBI', bei der die kohirente Strahlung
eines Quasares ausgenutzt wird (James & Lambert, 1993), und iiber GPS?, einem Satelliten-
system zur absoluten Positionsbestimmung (Scherneck et al., 1996) zu messen. Untersuchungen
der rezenten Seismizitdt (Slunga, 1989; Gregersen, 1992; Arvidsson, 1996) und von nacheiszeitli-
chen Verwerfungen (Hasegawa et al., 1985; Muir Wood, 1989) in den vormals vereisten Gebieten
weisen auf Bruchprozesse hin, die durch das glazial induzierte Spannungsfeld getriggert worden
sind (Wahlstrom, 1993; James & Bent, 1994). Die Annahmen, die fiir die TPA gemacht wer-
den miissen, reichen jedoch nicht aus, um diese Feldgroflen realistisch abschétzen zu kénnen
(Ward, 1984). Somit miissen die Feldgleichungen vollstindig fiir einen geschichteten Halbraum
gelost werden (Kap. 3). Gleichzeitig bedeutet dies aber auch, dass die mechanische Struktur
der Lithosphéire an Bedeutung gewinnt. Ausgehend von einem lateral homogenen Halbraum in
Naherung IC diskutieren wir in diesem Kapitel den Einfluss einer rheologischen Schichtung auf
das Deformationsverhalten der Lithosphére.

Die rheologische Schichtung der Lithosphére ergibt sich aus der Annahme, dass die verantwort-
lichen Kriechmechanismen temperaturaktivierte Diffusionsprozesse sind (z. B. Ranalli, 1987, S.
243ff), und somit die Festigkeit innerhalb einer homogenen Schicht bei Temperaturzunahme mit
der Tiefe mit zunehmender Tiefe abnimmt. Vereinfacht kann man die kontinentale Lithosphére
mineralogisch in drei Schichten unterteilen: in die von Quarz dominierte obere Kruste, die von
Feldspat dominierte untere Kruste und die von Olivin dominierte Mantellithosphére. Nimmt
man fiir jede Schicht einen eigenen Diffusionsprozess an, so ergibt sich eine Weihnachtsbaum
artige Struktur® (Abb. 6.1a auf der folgenden Seite). Der Grund dafiir ist, dass die Scherfe-
stigkeit zunéchst mit steigendem lithostatischem Druck linear mit der Tiefe zunimmt, ab einer
kritischen Tiefe aber die exponentielle Abnahme durch den temperaturaktivierten Kriechprozess
tiberwiegt. Wahrend die Kruste-Mantel-Grenze klar durch die Mohorovi¢i¢ Diskontinuitét defi-
niert ist (z. B. Meissner, 1986, S. 2), kann die Lithosphérenbasis nicht ohne Weiteres angegeben

! engl. Very Long Baseline Interferometry
2 engl. Global Positioning System
3 engl. Christmas-tree structure
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Abbildung6.1:  a) Scherfestigkeit der Lithosphére als Funktion der Tiefe (nach Burov & Diament,
1995). Die Isolinien illustrieren die Zunahme der Festigkeit mit dem Alter der Schicht. b) Ubertra-
gung der verringerten Scherfestigkeit in der unteren Kruste in eine Schicht geringer Viskositit. ¢)
Ubertragung der Festigkeitsabnahme in der Mantellithosphére in eine Viskosititsabnahme.

werden (Anderson, 1995). Dies liegt zum einen an der uneinheitlichen Definition der Lithosphére,
d. h. thermische, seismische und rheologische Definitionen ergeben unterschiedliche Tiefen. Die
uns interessierende rheologische Definition der Lithosphére bezeichnet den Bereich des Erdman-
tels, der auf Beanspruchungen auf Zeitskalen von 1 Ga elastisch reagiert (Ranalli, 1987, S. 230).
Genauer betrachtet hidngt die Dicke der Lithosphére von ihrem Alter ab (Burov & Diament,
1995), sowie fiir Prozesse auf geringeren Zeitskalen auch von der Belastungsdauer (z.B. Wolf,
1985b; Watts & Zhong, 2000). In Abschn. 6.1, S. 76 befassen wir uns mit den Folgen der rheolo-
gischen Schichtung innerhalb der unteren Kruste, wobei wir im Modell eine Schicht verminderter
Viskositiit betrachten (Abb. 6.1b). In Abschn. 6.2, S. 90 modellieren wir den Ubergang von der
Lithosphére zum oberen Mantel mittels einer stetigen Abnahme der Viskositét (Abb. 6.1c).

6.1 Storungen bei duktiler Schicht in der unteren Kruste

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einer duktilen Schicht in der unteren Kruste, die wir
in Ubereinstimmung mit Klemann & Wolf (1999) als DCL! bezeichnen. Andere in der Litera-
tur erscheinende Bezeichnungen sind ‘intracrustal asthenosphere’ (Turcotte et al., 1984), ‘ductile
lower crust’ (Nakada, 1994), ‘ductile layer in the lithosphere’ (Wu, 1997), ‘ductile crustal zone’
(Di Donato et al., 2000) und ‘weak lower crust’ (Grollimund & Zoback, 2001). Wir bevorzugen
jedoch ‘duktile Schicht in der unteren Kruste’, da diese Schicht zum Einen mineralogisch in der

1 engl. Ducitle Crustal Layer
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Kruste liegt, und zwar genauer in der rheologisch duktilen (plastischen) unteren Kruste (Kusz-
nir, 1991) und zum Anderen nicht mit der mineralogisch definierten Unterkruste gleichgesetzt
werden darf. Unabhéngig von rheologischen Betrachtungen gibt es geophysikalische Hinweise auf
die Existenz einer DCL. So weisen viele tektonische Provinzen eine Zone geringerer oder fehlen-
der Seismizitéit in der Unterkruste auf (z. B. Vetter & Meissner, 1979; Meissner & Strehlau, 1982;
Chen & Molnar, 1983). Diese sind hdufig mit seismischen Reflektoren innerhalb der Unterkruste
assoziiert, die man als laminare durch FlieSiprozesse gebildete Strukturen deutet (z. B. Meissner
& Wever, 1986). Da das rheologische Flieflen ein temperaturaktivierter Prozess ist, trifft man
dieses Verhalten heute vor allem in tektonisch jungen Gebieten an (z.B. Ito, 1999). Dement-
sprechend wird untersucht, ob die DCL die Tektonik im Archaikum wesentlich beeinflusst hat
(Bailey, 1999). Ahnlich argumentierten Banerdt et al. (1992) fiir die Biegeeigenschaften in der
Frithgeschichte des Mars. Fiir tektonisch alte Gebiete, wie das fennoskandische Schild, wird ei-
ne duktile Schicht dagegen kontrovers diskutiert (Slunga, 1989; Arvidsson, 1996; Moisio et al.,
2000).

Seit etwa 1990 ist das Interesse gestiegen, eine DCL in die Modellierung rezenter dynamischer
Prozesse zu integrieren. Nach den Zeitskalen geordnet, auf denen diese Prozesse ablaufen, wurde
fiir 108 bis 10® a der Einfluss einer duktilen Schicht auf tektonische Prozesse wie Riftbildung oder
Plattenkollisionen (z.B. Kruse et al., 1991; Lobkovsky & Kerchman, 1991), auf die Entwicklung
von Sedimentbecken (Kaufman & Royden, 1994), und auf Konvektionsprozesse (Nakada, 1994)
diskutiert. Auf einer Zeitskala von < 102 a ist nach einem seismischen Ereignis der Einfluss auf
Spannungsrelaxation (Rydelek & Sacks, 1990; Rydelek & Pollitz, 1994) und Spannungsakkumu-
lation (Grollimund & Zoback, 2001) von Interesse. Gleiches gilt fiir die durch Bergbau bedingte
isostatische Ausgleichsbewegung (Klein et al., 1997). Zwischen diesen Zeitskalen erfolgt GIA mit
charakteristischen Zeiten von 10% bis 10 a. Wu (1997) untersuchte den Einfluss einer DCL auf
die nacheiszeitliche Horizontalbewegung und das glazial induzierte Spannungsfeld in Nordameri-
ka mit Hilfe eines Finite-Elemente-Kodes und kam zu dem Schluss, dass der Einfluss nur gering
ist. Klemann & Wolf (1999) analysierten mit der auch hier verwendeten Néherung IC die Re-
laxationsmoden und zeigten, dass der Einfluss der DCL fiir geringe Viskositdten signifikant ist.
Daneben untersuchten die Autoren den prinzipiellen Einfluss auf die Spannungsrelaxation nach
dem Abschmelzen des fennoskandischen Eisschildes und die damit verbundenen Auswirkungen
auf die Verschiebungsraten sowie die Aktivierung von Bruchzonen (Johnston etal., 1998). Di
Donato et al. (2000) betrachteten eine DCL fiir ein sphérisches Erdmodell und untersuchten den
Einfluss fiir kleinrdumige Ozeanlasten.

In den folgenden Abschnitten beschreiben wir qualitativ die physikalischen Prozesse, die mit
der DCL verbunden sind (Abschn. 6.1.1, S. 77), stellen das verwendete Erdmodell vor (Ab-
schn. 6.1.2, S. 78), diskutieren die Relaxationsmoden fiir ein inkompressibles Erdmodell (Ab-
schn. 6.1.3, S. 78), untersuchen die Wahl von Viskositéts- und Dichtekontrast zwischen Kruste
und Mantel (Abschn. 6.1.4, S. 79 und 6.1.5) und fassen die physikalischen Prozesse nochmals
zusammen Abschn. 6.1.6, S. 82. In wieweit wir die gefundenen Ergebnisse auch auf Erdmodelle
mit einer verfeinerten Mantelschichtung iibertragen kénnen, betrachten wir in Abschn. 6.1.8,
S. 87.

6.1.1 Physikalische Prozesse in der duktilen Schicht

Zwei Prozesse bestimmen das Verhalten der duktilen Schicht, wenn wir fiir das Stoffgesetz die
lineare Maxwell-Viskoelastizitdt annehmen (siehe S. 38). Zum einen relaxieren die Scherspan-
nungen innerhalb der Schicht auf der Zeitskala der Maxwell-Zeit nrc/pLc. Zum anderen wird
der vom horizontalen Druckgradienten getriebene laterale Materialtransport durch Newton’sches
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FlieBen bestimmt und liduft auf der Zeitskala 3 n.cL?/(pLc g(o)hic) ab, mit L als Lingenskala
(Kruse etal., 1991).

6.1.2 Parametrisierung des Erdmodelles

Wir verwenden ein Vier-Schichten-Modell, Erdmodell VC! (Tab. 6.1) um den Einfluss einer DCL
auf das Deformationsverhalten des Erdkorpers zu untersuchen. Von der Oberfliche nach unten

Schicht PO (kgm=3)  po (GPa)  n (Pas)  h (km)
Obere Kruste 3380 64.0 00 35
Untere Kruste 3380 64.0 1.0 - 107 10
Mantellithosphére 3380 64.0 o0 65
Mantel 3380 145.0 1.0 - 10%! 00

Tabelle 6.1: Parameterwerte fiir Erdmodell VC.

sind dies folgende Schichten:

1. Elastische Oberkruste: Vernachléssigt Anelastizitit, die sich in den obersten Kilometern
durch sprodes und im unteren Bereich durch duktiles Verhalten duflern kann.

2. Diinne viskoelastische Schicht in der Unterkruste: Simuliert duktiles Verhalten und wird
durch konstante Viskositat parametrisiert.

3. Elastische Mantellithosphére: Thre untere Begrenzung wird iiber den Beginn einer Zone
herabgesetzter seismischer Geschwindigkeit definiert (z. B. Anderson, 1995).

4. Viskoelastischer Mantel: Realisiert die untere Randbedingung fiir die geschichtete Li-
thosphére (z. B. Mitrovica, 1996; Wolf, 1985b).

6.1.3 Relaxationsmoden des Erdmodelles

Aus Abschn. C.2, S. 129 ist ersichtlich, dass Erdmodell VC fiir Inkompressibilitdt sechs Rela-
xationsmoden liefert. Abb. 6.2a auf der gegeniiberliegenden Seite zeigt das Relaxationszeiten-
spektrum, in dem bereits die Moden identifiziert sind. Neben dem klassischen Modenpaar MO
und L0, das mit der Schichtgrenze zwischen Lithosphire und Mantel assoziiert ist, erscheinen
zwei weitere Paare (MC, LC und L1y, L1s), die mit der oberen und unteren Grenze der DCL
verkniipft sind (Nakada, 1994; Klemann & Wolf, 1999).

Abb. 6.2¢ auf der gegeniiberliegenden Seite zeigt die Beitréige der viskosen Moden zur Verti-
kalverschiebung an der Oberfliiche sowie den elastischen und inviskosen Beitrag. Der inviskose
Beitrag ergibt sich als Summe aus dem elastischen und den modalen Beitrigen (Abschn. 3.5.2,
S. 45). In Abb. 6.3a auf S. 80 sind die Scherpotentialdichten der Moden (Abschn. A.3.4, S. 102)
fiir die normierten Wellenzahlen n = 20 und 200 abgebildet. Aus diesen erkennen wir, dass sich
die Potentialdichten der neu hinzugekommenen Moden MC, LC, L1; 2 weitgehend auf die Li-
thosphére konzentrieren. Dagegen haben die Moden MO und LO neben signifikanten Dichten in
der Lithosphire auch erhebliche Dichten im Mantel und stimmen in ihrem wesentlichen Verlauf
mit den entsprechenden Moden von Erdmodell EL iiberein (Abb. C.1 auf S.131).

1 engl. Viscous Crust



6.1 Storungen bei duktiler Schicht in der unteren Kruste 79

a b
) 10° , ) 10" \
10°¢ 10"+ 1
< 10°+ \ME < 10"+ \MC :
> 10| A > X |
£ \ E
0 TN z 1
S 10°F e T S ]
g 0t N A g 1
© 1 \\\ LC \\\ ©
o 10 . N\ [} B
o 0 \\\ AN o
10° - ~ S 1 |
107 + Ly, e .
10-2 . | | | 102 | | | |
0.1 1 10 100 1000 10000 0.1 1 10 100 1000 10000
Normalized wave number Normalized wave number
c) d)
1.4 w 1.4 w
elastic limit — elastic limit —
1ol fluid limit — | 12 fluid limit — |
o 1st mode - - o 1st mode - -
e F 2nd mode - - e F 2nd mode - -
o) 1F 3rd mode —— o 1r 3rd mode ——
8 dthmode — 8 Bih mode
F08r th mode 1 308 r 6th mode - - * 7
° ©
w® 0.6 1 < 06 ,
0 ks
o 04F 1 o 041 1
> >
0.2+ 1 0.2 1
0 e ) ‘ 0 B
0.1 1 10 100 1000 10000 0.1 1 10 100 1000 10000
Normalized wave number Normalized wave number

Abbildung 6.2: a) Relaxationszeitenspektrum und c) Vertikalverschiebung an der Oberfliche fiir

Erdmodell VC und entsprechend b) und d) fiir Erdmodell VC"™" als Funktion der normierten Wellen-
zahl n. Verschiedene Stricharten unterscheiden die Relaxationszeiten der Moden und deren Beitrige
nach ihrem Auftreten im Spektrum. Durchgezogene Kurven bezeichnen den elastischen Beitrag E
und den inviskosen Beitrag F. Farblich unterlegt sind die Relaxationszeiten der Moden L0O-MO,
LC-MC, L » sowie ihre Beitrége. Die Verschiebungen sind auf E’R/p(o) normiert.

6.1.4 Viskositiatskontrast zwischen Kruste und Mantel

Um zu untersuchen, bis zu welcher Viskositét in der DCL sich eine Relaxation in der beschriebe-
nen Weise einstellt, vergrofern wir die Viskositit in der Unterkruste auf den Wert nr,c = 10?2 Pas
(Tab. 6.2 auf S. 81). Fiir diese Parameterkombination mit einer héheren Viskositét in der Kruste
als im Mantel erhalten wir folgendes Bild (Abb. 6.2b, d): Wir identifizieren weiterhin die drei
Modenpaare M0O-L0O, MC-LC und L1; 5 des Erdmodelles VC, die im Relaxationszeitenspektrum
einen #hnlichen Verlauf aufweisen (Abb. 6.2b). Die Position des Paares M0-LO bleibt weitge-
hend unverédndert. Dagegen sind die Relaxationszeiten der beiden iibrigen Paare im Spektrum
systematisch um 5 GroBenordnungen verlingert, was der Vergréferung der Viskositit von 1017
auf 1022 Pas entspricht. Damit schneidet nun das Modenpaar L1y 2 die Moden LO und MO, und
das Modenpaar MC-LC verlduft unabhéingig.

In der Vertikalverschiebung (Abb. 6.2d) zeigen die Amplituden der Moden MO und L0 einen
ghnlichen Verlauf wie fiir Erdmodell VC, nur dass Mode MO bereits bei n = 10 ihr Maximum
erreicht und fiir n = 200 fast auf 0 abgeklungen ist. Betrachtet man den Wendepunkt von Mode
MO, so fallt auf, dass dieser fiir Erdmodell VCT" zu kleineren Wellenzahlen verschoben ist, was
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Abbildung 6.3: Scherpotentialdichten a) fiir normierte Wellenzahl n = 20 und c¢) fiir normierte

Wellenzahl n = 200 fiir Erdmodell VC und entsprechend b) und d) und fiir Erdmodell Vet als
Funktion der Tiefe. In jedem Diagramm sind die oberhalb bezeichneten Moden dargestellt, die erste
Mode durchgezogen, die zweite gestrichelt. Die Linien zwischen den Plots zeigen die Positionen der
Schichtgrenzen.

auf eine geringere Biegesteifigkeit der Lithosphére hindeutet. Die Moden MC und LC tragen
fiir dieses Modell wesentlich zur Verschiebung bei. Die inviskosen und elastischen Beitriage sind
identisch zu dem von Modell VC.

Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Erdmodellen zeigt sich in den Scherpoten-
tialdichten. Fiir Erdmodell VC7" (Abb. 6.3b, d) werden die Scherpotentialdichten der Moden
MO und LO durch das Vorhandensein der DCL nur wenig beeinflusst. Sie verlaufen prinzipiell
wie die Potentiale von Erdmodell EL (Abb. C.1b auf S.131). Nur im Tiefenabschnitt der DCL
kommt es zu einer Storung, die fiir n = 20 erheblich, fiir n = 200 dagegen nur gering ist. Die
Potentialdichten der Moden M0 und LO von Erdmodell VC(Abb. 6.3a, ¢) weisen verschwindende
Werte in der Kruste auf. Der Verlauf der Scherpotentiale der Moden MC und LC gleicht weit-
gehend dem von Modell VC. Entsprechendes gilt fiir das Modenpaar L1; 2 bei n = 200. Mode
L1, weist bei n = 20 Eigenschaften von Mode MO auf, was auch an der Vertikalverschiebung er-
kennbar ist. Im Spektrum findet in diesem Bereich eine Vertauschung der Eigenwerte statt, was
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Schicht P9 (kg m—3) wo (GPa) n (Pas) h (km)
Obere Kruste 3380 64.0 00 35
Untere Kruste 3380 64.0 1.0-10%2 10
Mantellithosphére 3380 64.0 o0 65
Mantel 3380 145.0 1.0-10%! 00

Tabelle 6.2: Parameterwerte fiir Erdmodell VO™

ein Effekt der Kopplung der betreffenden Moden ist (Abschn. C.2, S. 129). Diskutieren wir die
Modelle hinsichtlich der sich ergebenden Biegesteifigkeit der Lithosphére ergibt sich ein weiterer
Unterschied (Abschn. 6.1.6, S. 82).

6.1.5 Dichtekontrast zwischen Kruste und Mantel

In Abschn. 6.1.3, S. 78 (Tab. 6.1 auf S. 78) haben wir ein Erdmodell untersucht, in dem Kruste
und Mantel die gleiche Dichte besaflen. Realistischer ist es jedoch, den Dichtesprung von mafi-
scher Zusammensetzung im Mantel zu dioritischer Zusammensetzung in der Kruste zu beriick-
sichtigen. Das entsprechende Erdmodell VC9 (Tab. 6.3) weist keine weiteren Unterschiede als
eine reduzierte Dichte in der Kruste auf.

Schicht P (kg m—3) o (GPa) n (Pas) h (km)
Obere Kruste 2900 64.0 00 35
Untere Kruste 2900 64.0 1.0 - 107 10
Mantellithosphére 3380 64.0 o0 65
Mantel 3380 145.0 1.0-10%! 00

Tabelle 6.3: Parameterwerte fiir Erdmodell VC9~.

Das Relaxationszeitenspektrum in Abb. 6.4a auf der folgenden Seite und das in Abb. 6.2a auf
S. 79 gezeigte Spektrum von Erdmodell VC unterschieden sich nur geringfiigig. Der wesentliche
Unterschied ist, dass Mode MC fiir kleine Wellenzahlen nicht oc n~° sondern oc n~2 abnimmt.

Auffalliger ist die Vertikalverschiebung an der Oberfliche (Abb. 6.4c auf der folgenden Sei-
te). Mode MC weist hier auch fiir kleine Wellenzahlen eine endliche Amplitude auf, die fiir die
gewéhlte Normierung den Wert pun/prLc — 1 hat. Desweiteren erkennt man, dass sich die invis-
kosen Amplituden der Vertikalverschiebung vom Wert 1, der dem Auftrieb durch das verdréangte
Mantelmaterial entspricht, auf einen Wert erhoht, der dem Auftrieb durch die weniger dichte
Kruste entspricht. Damit kann man Mode MC als Auftriebsmode interpretieren, die in ihrer
Vertikalverschiebung das Eintauchen der belasteten elastischen Kruste in die DCL beschreibt.

Mode MC beschreibt auch die Relaxation der elastischen Mantellithosphére (Abb. 6.4b, d
auf der folgenden Seite). Die Abbildung zeigt die Entwicklung der Vertikalverschiebung an der
Oberfliche (durchgezogen) und an der Basis der Kruste (gestrichelt) in logarithmischer Skala
nach Anbringen einer periodischen Last der Wellenzahl n zum Zeitpunkt ¢t = 0. Fiir die Wel-
lenzahl n = 20 erkennt man zunéchst eine parallele Verschiebung der beiden Grenzflichen auf
der Skala der Relaxationszeit von MO, 1. Auf der Skala der Relaxationszeit myc von MC
setzt dann eine Riickbewegung der Verschiebung der Krustenbasis in ihre Ausgangsposition ein,
wihrend die Oberfliche der inviskosen Amplitude zustrebt. Entsprechend ist das Verhalten fiir
die Wellenzahl n = 200, nur dass die Relaxationszeiten 1o und mc vertauscht sind, d. h. die
Mantellithosphére relaxiert, bevor sich eine Deformation der gesamten Lithosphére einstellt.
Eine weitere Verschiebung auf der Skala von 1y ist an der Oberfliche nicht erkennbar.
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Abbildung 6.4: a) Relaxationszeitenspektrum und c¢) Vertikalverschiebung an der Oberfliche fiir
Erdmodell VC%? als Funktion der normierten Wellenzahl n. Verschiedene Stricharten unterscheiden
die Relaxationszeiten der Moden und deren Beitréige nach ihrem Auftreten im Spektrum. Durchgezo-
gene Kurven bezeichnen den elastischen Beitrag E und den inviskosen Beitrag F. Farblich unterlegt
sind die Relaxationszeiten der Moden LO-MO0, LC-MC, L » sowie ihre Beitrdge. Die Verschiebungen
sind auf Z®/p(®) normiert.

b) Zeitliche Entwicklung der Vertikalverschiebung an nach Heaviside’scher Belastung fiir die nor-
mierten Wellenzahlen n = 20 und d) fiir n = 200. Gezeigt sind jeweils die Verschiebung an der
Oberfliche (durchgezogen) und an der Basis der Kruste (gestrichelt). myo und 7ve bezeichnen die
Relaxationszeiten der entsprechenden Moden M0 und MC.

6.1.6 Zeitskalen der Prozesse

Bringt man zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine zeitlich konstante Flichenlast o = P%)K/[ g9 mit Dichte
pum des oberen Mantels und Erdbeschleunigung ¢(® auf, so kann man die zeitliche Entwick-
lung der Deformation anhand der beteiligten Relaxationsprozesse beschreiben. Die verschiedenen
Deformationsprozesse werden durch die Relaxationsmoden kontrolliert, laufen demnach auf der

Zeitskala O(7x) der entsprechenden Relaxationszeit ab:

1. O(t) < O(minT): Auf Zeitskalen, die kleiner als alle im Spektrum erscheinenden Relaxa-
tionszeiten sind, reagiert das geschichtete Modell entsprechend den unrelaxierten Moduln
po elastisch, was zu einer instantanen Deformation des Materials fiihrt.

2. O(t) = O(7): Auf Zeitskalen der fiir die viskoelastischen Schichten geltenden Maxwell-
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Zeiten T = n/po relaxieren die Scherspannungen. Sofern weitere Deformationsprozesse
eine grofere Relaxationszeit aufweisen, sind die Scherspannungen innerhalb dieser Schicht
relaxiert, und die Schicht verhilt sich wie eine Newton’sche Fliissigkeit. Dies ist vor allem
fiir die Scherrelaxation innerhalb der Unterkruste wichtig.

3. O(t) = O(mmo): Das Material des Erdmantels wird durch die Auflast verdréngt. Auf der
Zeitskala von mypg stellt sich ein Gleichgewichtszustand zwischen dem Auflastdruck und
der Gegenkraft ein, die aus der Auftriebskraft durch das verdrangte Mantelmaterial und
der elastischen Kraft durch die Biegesteifigkeit der Lithosphére besteht. Die Gewichtung
dieser Kriifte hangt dabei von der Wellenléinge der Auflast ab. So bewirkt eine grofirdumige
Auflast eine geringe Verbiegung der Lithosphére, so dass der Auftrieb dominiert. Eine
kleinrdumige Auflast dagegen verbiegt die Lithosphére stérker, so dass die Biegesteifigkeit
der Lithosphére die Auflast daran hindert, bis zum Schwimmgleichgewicht in den Mantel
einzutauchen (Abb. 6.2 auf S.79).

4. O(t) = O(muc): Die genannten Krifte (Auflast, Auftrieb, Biegesteifigkeit) erzeugen ein
Druckfeld, dass das Material in der DCL verdréngt. Das Druckfeld diinnt die DCL so lange
aus, bis der Mantel und die Mantellithosphére ihren undeformierten Ausgangszustand
erreicht haben und sich ein Gleichgewicht der Kréfte hervorgerufen durch die Auflast,
den Auftrieb des Materials in der DCL und der Verbiegung der oberen Kruste sowie der
Mantellithosphére eingestellt hat (Abb. 6.4b auf der gegeniiberliegenden Seite).

5. O(t) > O(max 7): Auf Zeitskalen, die grofler als alle im Spektrum erscheinenden Relaxati-
onszeiten sind, hat das Modell einen stationéren Zustand erreicht, in dem alle Scherspan-
nungen und lateralen Druckgradienten in den viskoelastischen Schichten abgebaut sind.
Fiir das konkrete Modell heifit das: Die Gegenkraft zur wirkenden Oberflichenlast ist be-
dingt durch den Auftrieb des duktilen Krustenmaterials und der Biegesteifigkeit der oberen
Kruste. Die Mantellithosphére und der obere Mantel befinden sich im Ausgangszustand.

Die gewéhlte Reihenfolge von 2—4 sagt nichts iiber die Zeitskalen aus. Fiir Auflasten kleiner
Wellenlidnge kann z. B. die Relaxationszeit der Mode MO gréfer als die der Mode MC sein. Dies
ist dann der Fall, wenn die Mantellithosphére nicht mehr in den Mantel eintaucht. Dann wirken
nur noch die durch die Biegesteifigkeit der elastischen Kruste und den Auftrieb des Materials in
der DCL hervorgerufenen Gegenkréifte. Desweiteren definiert das Verhéltnis

urel

o = 6.1
TUM ( )

der Maxwell-Zeiten 1, der DCL und 7yy des oberen Mantels die Reihenfolge der Relaxati-
onsprozesse 2—4. Ist die Maxwell-Zeit der DCL grofier als die des Mantels, relaxieren die Scher-
spannungen innerhalb der DCL erst, wenn sich im Mantel ein hydrostatisches Gleichgewicht
eingestellt hat. Fassen wir die Lithosphére als diinne Platte auf und parametrisieren ihre Bie-
gesteifigkeit mittels der elastischen Dicke he, konnen wir die Entwicklung dieser Grofle fiir ver-
schiedene « zeigen. Dabei berechnen wir he wie folgt:

1. Zu jedem Zeitpunkt berechnen wir fiir eine beliebige Lithosphérenstruktur, genannt Erd-
modell A, die Vertikalverschiebung W (n,t) aus der wir n;/,(t) bestimmen.

2. Uber den Wert rnk; /2 passen wir ein Erdmodell ELjc an, indem wir die Lithosphérendicke
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Abbildung 6.5:  Effektive elastische Dicke h, (Kontourwerte in km) als Funktion der Zeit nach
Heaviside’scher Belastung zum Zeitpunkt ¢ = 0 und des Verhéltnisses o = 7,¢/7ynm fiir Erdmodell
VC. Blau, griin und orange bezeichnen die Bereiche mit Dicken von 110 km, 68 km and 35 km.

variieren, bis ny/; von Erdmodell ELjc mit dem von Erdmodell A iibereinstimmt' und
diesen Wert mit h, gleichsetzen.

3. Sofern die Lithosphéire von Modell A eine elastische Schichtung aufweist, kann diese in
he(t) iiber (5.5) beriicksichtigt werden.

Diese Analyse ist nur fiir Zeiten anwendbar, fiir die die Belastungsdauer grofler ist als die ma-
ximal zu erwartende Relaxationszeit der Mode MO.

In Abb. 6.5 ist he ab 10*a als Konturwert dargestellt. Somit reprisentiert h, = 110km den
Fall gekoppelter Lithosphérenplatten, he = 68 km gemé$ (5.7) den Fall beziiglich der Scherkriifte
entkoppelter Lithosphéirenplatten und he = 35km vollstdndig entkoppelter Platten, somit also
das Eintauchen der oberen Kruste in die duktile untere Kruste. Betrachten wir fiir ein bestimmtes
a die Entwicklung von he, so erkennen wir, dass fiir & > 10 die Prozesse in der Reihenfolge 3-2-4
ablaufen, fiir « < 0.1 in der Reihenfolge 2-3-4. Fiir av < 1073 konnen die Prozesse 2 und 3 sogar
iibersprungen werden.

Fiir Auflasten im Wellenzahlbereich n ~ 100 kann man die Prozesse 3 und 4 nicht trennen.
Die Prozesse verlaufen etwa zeitgleich [ O(myc) ~ O(mmc) . Abbildung 6.2¢ auf S. 79 zeigt, dass
in diesem Bereich der Beitrag von Mode MC zur Vertikalverschiebung ansteigt, wéhrend der
von Mode MO absinkt. Betrachten wir die Scherkerne der beiden Moden (Abschn. C.1, S. 127),
konnen wir die Kopplung der beiden Prozesse besser erkennen. Geméf (C.13) beschreibt die
GroBe Kpc(s;) den prozentualen Beitrag der DCL zur Variation der Relaxationszeit s;~! der
entsprechenden Mode. Aus Abb. 6.6 auf der gegeniiberliegenden Seite ist erkennbar, dass der

! Um die numerische Bestimmung der Relaxationsmoden zu umgehen, nutzen wir aus, dass die Determinante
in diesem Fall ein Polynom zweiter Ordnung ist, so dass die beiden Relaxationszeiten von Modell EL;c analytisch
bestimmt werden kénnen.
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Abbildung 6.6:  Beitrag der DCL zum Scherkern Kpc als Funktion der normierten Wellenzahl n
fiir die farbig unterlegten Relaxationsmoden L0, M0, LC und MC (C.13).

Beitrag von Kic zur Mode MC bereits fiir n = 30 erheblich abnimmt. Der Ubergangsbereich
ist damit weiter als erwartet und reicht von n = 30 bis 100.

6.1.7 Verbiegung der Lithosphire

Ubersetzen wir den Parameter o in Viskositéiten, so finden wir zwei Viskosititsbereiche, in
denen sich das Modell unterschiedlich verhélt. Fiir Viskositdten der DCL, die grofler als die des
oberen Mantels sind (Modell VC"+), verhélt sich die Lithosphére wéhrend der Relaxation der
Spannungen im Mantel wie eine zusammenhéingende elastische Platte mit der Gesamtdicke der
geschichteten Lithosphére:

he ~ huc + hrnc + hwur - (6.2)

Erst wenn die Spannungen im Mantel relaxiert sind, werden auch die Spannungen in der DCL
abgebaut, so dass die Spannungsfelder der elastischen Kruste und der Mantellithosphére entkop-
peln. In diesem Fall reagiert die Lithosphére wie ein Modell, bei dem sich die Biegesteifigkeiten
der einzelnen elastischen Schichten addieren. Entsprechend (5.7) wird die effektive elastische
Dicke der Lithosphire he erheblich herabgesetzt:

Tpehe® = Lpuchuc® + & p b (6.3)

Ist die Viskositét in der DCL geringer als im Mantel (Modell VC), hiéingt der Relaxationspro-
zess dariiberhinaus von der Wellenlénge der Anregung ab: Fiir grofle Wellenléingen werden die
gesamte Lithosphére und der obere Mantel deformiert. In diesem Fall verhélt sich die Lithosphére
wie oben angesprochen. Fiir kleine Wellenldngen, die nicht den Mantel deformieren, sind Kruste
und Mantel entkoppelt. Das an der Oberfliiche beobachtete Deformationsverhalten wird allein
durch die Biegesteifigkeit der elastischen Kruste bestimmt. Das unterschiedliche Verhalten zeigt
sich vor allem fiir belastete Zustédnde, bei denen der kurzwellige Anteil, der durch den Lastrand
erzeugt ist, sich fiir Modell VC im Wesentlichen auf die elastische Kruste beschriankt, wihrend
fiir Modell VC™" auch die Mantellithosphéire deformiert wird (Abb. 6.7 auf der folgenden Seite).



86

Inkompressible viskoelastische Lithosphére tiber Halbraum

Depth (km)

Depth (km)

Depth (km)

Depth (km)

Depth (km)

Depth (km)

———— 1 — = S
500 1000 1500 500 1000 1500
Radial distance (km) Radial distance (km)

Abbildung 6.7:  Maximale Scherspannung (Kontourwerte in MPa) als Funktion des radialen Ab-
standes und der Tiefe fiir die bezeichneten Zeitpunkte nach Anbringen einer Last mit rechteckigem
Querschnitt, einem Lastradius von 1000km und einem Lastdruck von 20 MPa. Die Berechnungen
beziehen sich auf die Erdmodelle VC (links) und vent (rechts). Der schwarze Balken kennzeichnet
die Ausdehnung der Last.
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Dies beantwortet die Frage von Wu (1997), ob eine DCL fiir GIA in der Lage sei, die seismo-
gene Oberkruste von den darunterliegenden Schichten abzukoppeln: Eine Entkopplung in den
Scherspannungen findet statt, sofern 10n,c < num gilt. Das Druckfeld wird im Wesentlichen
iibertragen, so dass zwei diinne Platten die Biegesteifigkeit und damit die effektive elastische
Dicke der Lithosphiire h, festlegen. Das lastinduzierte Druckfeld in der Oberkruste ist erst dann
von der Mantellithosphére abgekoppelt, wenn sich innerhalb der Kruste Isostasie eingestellt hat,
also nach einigen Millionen Jahren (Abb. 6.4a und b auf S.82). Durch den lateralen Material-
transport wird jedoch die Verbiegung der Mantellithosphére reduziert. Damit verringern sich
die Scherspannungen in der Mantellithosphéire mit der Wirkungsdauer der Last (Abb. 6.7 auf
der gegeniiberliegenden Seite). Um eine vollsténdige Entkopplung bereits innerhalb geologischer
Zeiten zu erreichen, muss man jedoch unrealistische Parametrisierungen fiir die DCL annehmen.

6.1.8 Beriicksichtigung der Asthenosphire

Bisher wurde angenommen, dass die Lithosphére einem homogenen Mantel aufliegt. In wieweit
das diskutierte Verhalten auch auf eine komplexere Mantelstruktur iibertragbar ist, soll nun
genauer am Beispiel eines Erdmodelles mit Asthenosphére unterhalb der kompetenten Man-
tellithosphére betrachtet werden. Eine Asthenosphére mit gegeniiber dem oberen Mantel ver-
minderter Viskositdt wird von verschiedenen Autoren fiir Fennoskandien verwendet, um die
Strandliniendaten des Baltikums mit einem lateral homogenen, geschichteten Erdmodell zu er-
kldren (z.B. Wolf, 1987; Thoma & Wolf, 1999). Grundlegend hat Cathles (1975) den Einfluss
einer Asthenosphére auf das Relaxationsverhalten des Erdmantels untersucht. Dabei hat er den
Einfluss der Lithosphére iiber deren Biegesteifigkeit parametrisiert. Da die Ergebnisse fiir eine
diinne Platte im Wesentlichen auch auf die vollstéindige Losung der Feldgleichungen iibertrag-
bar sind, erwarten wir, dass die DCL wiederum durch ihre Anderung der Biegesteifigkeit das
Relaxationsverhalten beeinflusst.

Schicht P (kg m=3) o (GPa) n (Pas) h (km)
Erdmodell AEL:

Lithosphére 3380 64.0 00 68.22
Asthenosphére 3380 145.0 1.0- 101 100
Mantel 3380 145.0 1.0 - 10% 00
Erdmodell AVC:

Obere Kruste 2900 64.0 00 35
Untere Kruste 2900 64.0 4.414 - 107 10
Mantellithosphére 3380 64.0 o0 65
Asthenosphére 3380 145.0 1.0-10% 100
Mantel 3380 145.0 1.0-10%! 00

Tabelle 6.4: Parameterwerte fiir Erdmodelle AEL und AVC.

Um das Verhalten eines Erdmodelles mit Asthenosphére qualitativ zu beschreiben, verwenden
wir Erdmodell AEL (Tab. 6.4). Im Unterschied zu Erdmodell EL weist es unterhalb der kompe-
tenten Lithosphére eine 100 km dicke Schicht herabgesetzter Viskositét auf. Betrachten wir das
Relaxationspektrum dieses Erdmodelles (Abb. 6.8a auf der folgenden Seite), identifizieren wir
wiederum die die Vertikalverschiebung dominierende Mode M0. Vergleichen wir den Verlauf der
Moden mit dem entsprechenden Verlauf fiir ein Erdmodell EL ohne Asthenosphéire aber sonst
identischen Parametern, erkennen wir folgende Charakteristika:

e n = O(10"): Wie zu erwarten verhalten sich die Moden fiir kleine Wellenzahlen gleich.
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Abbildung 6.8:  a) Relaxationszeitenspektrum und c¢) vertikale Oberfliichenverschiebung an der
Oberfliche fir Erdmodell EL (durchgezogen) und fiir Erdmodell AEL (gestrichelt) und entspre-
chend b) und d) fiir Erdmodell AVC (durchgezogen) und fiir Erdmodell AEL (gestrichelt). Die
Relaxationsmoden LO-MO, A; o, LC-MC und L; » ihre Beitrége sowie der elastische Beitrag E und

der inviskose Beitrag F sind bezeichnet.

Die Relaxationszeiten der Moden MO verlaufen entsprechend denen der Mode M fiir einen
homogenen viskoelastischen Halbraumes (z. B. Wolf, 1997, S. 48) (Abschn. C.2, S. 129):

2
TME?M(H(())MWH) | 6.4)
HUM PUM g(o) R@

n = O(10'): Der Bereich, in dem die Lithosphire das Verhalten der Mantelmode beein-
flusst, zeichnet sich durch ein ein Maximum in der Relaxationszeit aus. Diese maximale
Relaxationszeit von Mode MO ist fiir Erdmodell AEL kleiner als fiir Erdmodell EL und
tritt bei einer geringeren Wellenzahl auf, ein Charakteristikum, das auch auf ein Erdmodell
EL bei dickerer Lithosphére zutrifft. Vergréflern wir die Lithosphérendicke hy,, oder redu-
zieren wir die Asthenosphérenviskositit na, so verschiebt sich die Lage des Maximums zu
kleineren Wellenzahlen und und sein Wert verringert sich. Dieses Verhalten zeigt, dass man
in bestimmten Grenzen die Lithosphéirendicke und die Asthenosphérenviskositidt anheben
kann, ohne dass sich das Verhalten des Erdmodelles wesentlich dndert (Calthles, 1975, S.
184fF; Wolf, 1986).

n = O(10%): Obwohl die Verschiebung des Maximums auf eine dickere Lithosphire hin-
deutet, sind die inviskosen Vertikalamplituden der beiden Modelle identisch. Schitzt man
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die Biegesteifigkeit mittels (5.3) ab, erhdlt man im Gegensatz zur Abschétzung iiber das
Relaxationszeitenspektrum hy,.

e n = O(103): Der Grenzwert fiir groBe Wellenzahlen, den die Relaxationszeiten der Moden
MO und LO erreichen, liegt fiir Erdmodell AEL in der Gréflenordnung der Maxwell-Zeit der
Asthenosphére von ~ 10 a und ist damit sehr viel geringer als fiir Erdmodell EL (~ 714 a):

limT:m(1+M> . (6.5)
n—oo fir,

Die Lithosphére von Erdmodell AVC stimmt mit der von Erdmodell VC {iberein, und die Dicke
von Erdmodell AEL ist so gewihlt, dass sie der Biegesteifigkeit von Erdmodell VC gemé$ (6.3)
entspricht (Tab. 6.4 auf S.87). In Abb. 6.8b auf der gegeniiberliegenden Seite erkennen wir dass
die Moden MO der beiden Erdmodelle nicht unterscheidbar sind. Wir folgern daraus, dass die
Hypothese zutrifft, die DCL wirke weitgehend iiber die Biegesteifigkeit der Lithosphére ein.
Mode MC von Erdmodell AVC ist fiir die getroffene Parameterwahl deutlich von den {ibrigen
Moden abgesetzt. Das Gleiche gilt fiir die zusétzlichen Lithosphdrenmoden L1; 5 und LC.
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Abbildung 6.9:  Typische Geothermen fiir Fennoskandien: durchgezogen fiir das zentralbaltische
Schild nach Kukkonen & Peltonen (1999) und gestrichelt fiir Siidschweden nach Pasquale et al.
(1991). Mit Strichpunkten sind die Unterseiten der rheologischen Lithosphére bzw. der thermischen
Lithosphére dargestellt, die {iber die Solidustemperatur mittels 0.6 Tt bzw. 0.85 Ti,e1; abgeschitzt
sind.

6.2 Storungen bei viskoelastischer Mantellithosphére

6.2.1 Definition der Lithosphirenbasis

Die Definition der Lithosphérenbasis ist nicht eindeutig. Die rheologische Lithosphére reicht
bis in eine Tiefe, ab der auch fiir geologische Zeiten (> 107 a) Scherspannungen durch viskoses
Kriechen nicht mehr abgebaut werden (Ranalli, 1987, S. 230). Ublich ist auch, ihre Basis iiber
die dort herrschende Temperatur Tipeo1 := 0.6 Thelt abzuschitzen (Meissner & Vetter, 1979). Die
wesentlich dickere thermische Lithosphére stellt die duflere Schicht des Planeten dar, in der der
Wiérmetransport rein konduktiv erfolgt.

6.2.2 Parametrisierung des Erdmodelles

Wir verwenden als Abschéitzung fiir die Basis der thermischen Lithosphére Tiiq := 0.85 Thert
(Ranalli, 1987, S. 163). Die Solidustemperatur Tj,c; des Materials hingt vom Umgebungsdruck
ab. Die Parametrisierung lautet fiir Mantelperidotit nach Vlaar et al. (1994):

Tomert(p) = 1136 + 134.2p — 6.581p% + 0.1054p° , (6.6)

wobei p in GPa und Tyt in °C angegeben werden. Abb. 6.9 zeigt die Variation der Geother-
men, die wir in Fennoskandien antreffen, fiir das zentralbaltische Schild (Kukkonen & Peltonen,
1999) und fiir Siiddschweden (Pasquale etal., 1991). Die Schnittpunkte mit den beiden aus der
Solidustemperatur berechneten Kurven definieren die Basis der rheologischen bzw. thermischen
Lithosphére.

Da die glazial-isostatische Ausgleichsbewegung auf Zeitskalen von 10*-107 a abliuft, erwarten
wir, dass die effektive Lithosphérendicke h, zwischen der rheologischen und der thermischen
Lithosphére liegt und dass ihr Wert von der Zeitskala des Belastungsprozesses abhéangt. Um h,
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Abbildung 6.10:  Effektive Viskosititen als Funktion der Tiefe gem&8 (6.8): durchgezogen fiir das
zentralbaltische Schild nach Kukkonen & Peltonen (1999) und gestrichelt fiir Siidschweden nach
Pasquale etal. (1991). Horizontal und diinn sind in gleicher Strichart die Tiefen markiert, in de-
nen sich 0.6 Typery bzw. 0.85 Tpherr mit den entsprechenden Geothermen schneiden (Abb. 6.9 auf der
gegeniiberliegenden Seite). Vertikal, diinn und gepunktet sind die stationiire Viskositit des Erd-
mantels, 102! Pas, und 107 a als untere Grenze fiir die Dauer geologischer Prozesse eingzeichnet. Die
untere Skala zeigt die den Viskositédten entsptechenden Maxwell-Zeiten.

abzuschétzen, machen wir folgenden Ansatz: Die maximalen Scherspannungen an der Basis der
elastischen Lithosphére liegen fiir die betrachteten Eislasten bei 10 MPa (Abb. 6.14 auf S.94).
Gehen wir davon aus, dass die Scherspannungen duktil abgebaut werden, hat die inelastische
Verzerrungsrate die empirische Form (z. B. Regenauer-Lieb & Yuen, 1998)

6731 — AI2TL—1 tg e—E/(RT) . (67)
) t’S
sors tl(-?), T die lokale Temperatur in K und R = 8.314 Jmol ! K~! die allgemeine Gaskonstante.
Weiterhin sind A = 2.5-1072°Pa~"s~ !, E = 530 - 103 Jmol~! sowie n = 3.5 Standardwerte fiir

Olivin mit Dislokationskriechen (z. B. Ranalli, 1987, S.203). Mit (6.7) kann man in Abhéngigkeit
vom Spannungszustand I eine effektive Viskositét als Funktion der Temperatur ableiten:!

Hierbei sind I die zweite Invariante des Spannungstensors der Deviator des Spannungsten-

1
me = - LT/ (6.8)

Modellieren wir an Hand von neg die Spannungsrelaxation mit Hilfe der Maxwell-Viskoelastizitét,
ist e}}l gleich dem Deviator der Verzerrung.

Abb. 6.10 zeigt die sich ergebenden Viskositdten als Funktionen der Tiefe. Horizontal sind
zusétzlich die Basen der rheologischen und thermischen Lithosphére eingezeichnet. Fiir die flache

1 Allgemein ist die effektive Viskositiit iiber die herrschende Kriechrate definiert.
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Abbildung 6.11:  a) Mittlere Geotherme fiir Fennoskandien nach Pasquale et al. (1991) (durchgezo-
gen), Basis der rheologischen (0.6 Tielr ) bzw. der thermischen Lithosphére (0.85 Tiner ) (gestrich-
punktet). b) Effektive Viskositdt als Funktion der Tiefe fiir die in Abb. 6.9 auf S.90 dargestellte
Geotherme mit einer angenommenen Scherspannung von 10 MPa (durchgezogen) und von 1 MPa
(gestrichelt). Die gestrichelte Treppenfunktion stellt die gewiihlte Diskretisierung dar, Tab. 6.5.
Horizontal sind die Isothermen 0.6 Tie1; und 0.85 Tie1¢ eingezeichnet.

Geotherme stimmt die Tiefe, bei der eine Maxwell-Zeit von 107 a erreicht wird, in etwa mit der
Tiefe der rheologischen Isotherme, 0.6 Ty, tiberein. Fiir die steile Geotherme ergibt sich in
der Tiefe der rheologischen Isotherme eine Maxwell-Zeit von > 10°a. Die Abschitzung mit
0.6 Thhert unterschétzt somit die Dicke der rheologischen Lithosphére um ~ 10 km. Der Wert der
Mantelviskositit (102! Pas) stellt die Untergrenze fiir diese Abschitzung dar. Kleinere Werte
miissen nicht betrachtet werden, da die Scherrelaxation auf Zeitskalen geringer als 102 a quasi
instantan erfolgt.

Fiir die weitere Modellierung verwenden wir eine Geotherme, die zwischen diesen Grenzfillen
liegt. Nach Pasquale etal. (1991) liegt der mittlere Temperaturgradient im oberen Bereich des
Mantels bei 7.5 W km ™!, die Temperatur an der Krustenbasis bei etwa 550 °C und ihre mittlere
Tiefe bei 45 km. Mit diesem Temperaturverlauf (Abb. 6.11a) ergibt sich fiir die erwarteten Scher-
spannungen von 10 MPa der in Abb. 6.11b gezeigte Viskositédtsverlauf, der fiir die Modellierung
mit 10 km—Tiefenintervallen diskretisiert wurde. Der Viskositdtswert fiir die jeweiligen Schicht
wurde logarithmisch geméf (1gn: + lgn2)/2 gemittelt. Diese Diskretisierung beriicksichtigt das

Schicht p© (kg m—3) o (GPa) n (Pas) h (km)
Kruste 2900 44.0 00 45
Mantellithosphére 3380 64.0 00 25
3380 64.0 4.4-10% 10
3380 64.0 7.5-10% 10
3380 64.0 2.1-10% 10
Oberer Mantel 3380 145.0 1.0-10%! 00

Tabelle 6.5: Parameterwerte fiir Erdmodell VL.

rheologische Verhalten der fennoskandischen Lithosphére realistischer als die in Klemann & Wolf
(1998) gewihlte Form, in der von reinem Diffusionskriechen ausgegangen wurde.
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Abbildung 6.12:  a) Relaxationszeitenspektrum und b) Vertikalverschiebung an der Oberfliche fiir
Erdmodell VL als Funktion der normierten Wellenzahl n. Verschiedene Stricharten unterscheiden
die Relaxationszeiten der Moden L1; o, L2 2 und L3, » und deren Beitrége nach ihrem Auftreten im
Spektrum, den elastischen Beitrag E, die Summe der Beitrédge ¥ und den inviskosen Beitrag F. Farb-
lich unterlegt sind die Relaxationszeiten der Moden LLO-MO sowie ihre Beitrige. Die Verschiebungen
sind auf 2®/p(®) normiert.
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Abbildung 6.13: Zeitliche Entwicklung der effektiven elastischen Dicke h, nach Heaviside’scher Bela-
stung fiir Erdmodell VL (durchgezogen) und fiir eine mit 5 km—Tiefenintervallen feiner diskretisierte
Lithosphére (gestrichelt).

6.2.3 Relaxationsmoden des Erdmodelles

Das Spektrum des Erdmodelles (Abb. 6.12) zeigt neben den Mantelmoden MO und LO ent-
sprechend den drei viskoelastischen Schichten in der Lithosphére drei als Lithosphérenmoden
bezeichnete Paare L1 o, L2; 9 und L3; 2 (Wolf, 1985b). Die Lithosphérenmoden weisen nur ge-
ringe Beitrdge zur Vertikalverschiebung auf, verschieben aber sukzessiv den fiir die Verbiegung
einer elastischen Platte charakteristischen Wendepunkt ky/; des inviskosen Beitrages zu grofie-
ren Wellenzahlen. Abb. 6.13 zeigt dieses Verhalten anhand der effektiven elastischen Dicke h,
(Abschn. 5.1, S. 68) fiir eine Heaviside’sche Belastung als Funktion der Belastungsdauer, die,
wie auf S. 83 skizziert, berechnet wurde. Die gestrichelte Kurve gibt dabei h, wieder, sofern man
die Viskositéten iiber 5 km-Tiefenintervalle feiner diskretisiert. Es fillt auf, dass he zum Ende
der glazial-isostatischen Ausgleichsbewegung (10%a) geringer als 100 km ist und nach 107 a auf
75 km abgesunken ist.
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Abbildung 6.14: Maximale Scherspannung (Kontourwerte in MPa) als Funktion des radialen Ab-
standes und der Tiefe fiir die bezeichneten Zeitpunkte nach Anbringen einer Last mit parabolischem
Querschnitt, einem Lastradius von 1000 km und einem Lastdruck im Zentrum von 20 MPa. Die Be-
rechnungen beziehen sich auf das Ermodell VL. Der schwarze Balken kennzeichnet die Ausdehnung
der Last.

6.2.4 Verbiegung der Lithosphéire

Die Entwicklung der Spannungsverteilung innerhalb der Lithosphire (Abb. 6.14) bestétigt dieses
Verhalten. Im Zeitraum bis 10* a nach Beginn der Belastung relaxieren die Scherspannungen im
oberen Mantel. Die Diskontinuitét bei 45 km kennzeichnet dabei den Materialkontrast zwischen
Kruste und Mantel. Danach hat sich in der Lithosphére die Spannungsverteilung fiir eine ge-
bogene Platte ausgebildet. Der Zeitraum danach ist durch die Relaxation der unteren Bereiche
der Mantellithosphére bestimmt, die den elastischen Bereich der Lithosphére sukzessiv redu-
ziert. Die untere Grenze des elastischen Bereiches stimmt dabei mit dem jeweiligen Wert fiir die
effektive elastische Dicke in Abb. 6.13 auf der vorherigen Seite {iberein.
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6.3 Resumé

Die Annahme einer duktilen Schicht in der Kruste (DCL) hat zu folgenden Ergebnissen gefiihrt:

e Die Beriicksichtigung einer DCL erzeugt vier weitere Relaxationsmoden, deren physikali-
sche Bedeutung diskutiert worden ist. Der Auftriebsmode MC kommt die gréfite Bedeu-
tung zu. Sie beschreibt den Auftrieb durch die Dichtedifferenz zwischen Mantel und Kruste
sowie den lateralen Materialtransport innerhalb der DCL.

e Der Viskositétskontrast zwischen DCL und oberem Mantel, dargestellt als Quotient der
Maxwell-Zeiten, « := 711,¢/Tum, parametrisiert die Scherkopplung der elastischen Platten
wihrend der Relaxation des oberen Mantels. Fiir a > 10 sind obere Kruste und Mantelli-
thosphére gekoppelt, fiir a < 0.1 sind sie entkoppelt.

Voraussetzung fiir die Modellierungen war ein lineares Materialgesetz. Die Annahme eines reali-
stischeren nichtlinearen Kriechgesetzes modifiziert den lateralen Materialtransport derart, dass
die Kriechraten mehr auf den Lastrand fokussiert sind (Bott, 1999). Da die induzierten Scher-
spannungen klein sind, so lange oberer Mantel und Lithosphére gekoppelt sind (Abb. 6.7 rechts
fiir < 10%a auf S.86), und da fiir das Spannungsmuster einer elastischen Platte die Scherspan-
nungen in der Mitte der Platte gering sind (Abb. 6.7 rechts fiir 10*a auf S. 86), ist zu erwarten,
dass sich die Spannungsrelaxation zu hoheren effektiven Viskositéiten verschiebt. Um eine reali-
stischere Spannungsverteilung zu modellieren, sollte man daher eine nichtlineare Rheologie, die
fiir die Kruste gefordert wird, verwenden.

Ausgehend von einer nichtlinearen Rheologie haben wir die Viskositdtsabnahme mit der Tiefe
in der Mantellithosphére als Maxwell-viskoelastische Schichtung parametrisiert. Dies hat zu
folgenden Ergebnissen gefiihrt:

e Die Parametrisierung der Mantellithosphére zeigt, dass auch im Zentralbereich des Fen-
noskandischen Schildes h, einen Wert von 160 km nicht iibersteigt.

e Fiir einen mittleren Temperaturgradienten bleibt h, auch auf der Zeitskala der glazial-
isostatischen Ausgleichsbewegung unter 100 km.

Um mit diesem Ansatz eine realistische Spannungsverteilung an der Basis der Lithosphére zu
modellieren, reicht die Annahme eines linearen Materialgesetzes nicht aus. Stattdessen sollte die
gesamte Spannungsentwicklung nichtlinear entsprechend Dislokationskriechen berechnet werden.
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Ausblick

Ausgehend von lateral homogener, ebener Geometrie wurde das Deformationsverhalten der Li-
thosphére gegeniiber einer Oberflichenlast untersucht. Dabei zeigte sich, dass die viskoelastische
Schichtung der Lithosphére einen erheblichen Einfluss auf das Deformationsverhalten hat, der
sich in einer Anderung ihrer Biegesteifigkeit zeigt.

Neuere Arbeiten zeigen, dass laterale Heterogenitéten in der Lithosphéirendicke und der Asthe-
nosphérenviskositit das Deformationsverhalten der Erde in Beziehung auf glaziale Lasten beein-
flussen. Dabei ist zu beachten, dass die pleistozénen Vereisungen héufig mit tektonischen Einhei-
ten assoziiert sind. Kaufmann et al. (2000) zeigten, dass der Einfluss lateraler Heterogenitéten
auf Strandliniendaten im Bereich von Nordsee und Atlantik signifikant ist, im Zentralbereich der
GIA (Ostsee) dagegen gering. Martinec et al. (2001b) zeigten mit einem analytischen Ansatz,
dass die Lithosphéire im Bereich des Lastrandes die Biegesteifigkeit dominiert. Diese Arbeiten
legen somit nahe, laterale Heterogenitédten bei der Modellierung der GIA zu beriicksichtigen.
Da die Biegesteifigkeit aber der dominante Parameter bleibt, der die elastischen Eigenschaften
der Lithosphire beschreibt, konnen die Ergebnisse aus dieser Arbeit auf eine lateral heterogene
Lithosphére iibertragen werden.
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Komponenten verschiedener Feldgrofien in
Zylinderkoordinaten

Zunichst folgt eine Zusammenstellung der bendtigten Beziehungen zwischen Bessel-Funktionen
und deren Integralen (Abschn. A.1, S. 99) sowie die Definition der Zylinderkoordinaten (Abschn.
A.2,S. 100). Danach werden die Komponenten verschiedener Feldgroflen fiir eine spektrale Last
bestimmt (Abschn. A.3, S. 100). Zum Schluss werden die Hankel-Transformierten einiger Last-
querschnitte berechnet (Abschn. A.4, S. 104).

A.1 Bessel-Funktionen

Definitionen:
Im = Im(kT), (A.1)
J = 0pJm(2) (A.2)
F = 0,F(k,z). (A.3)

Die ganzzahligen Bessel-Funktion erster Art, J,,(z), ergeben ein vollstindiges Losungssystem
der Differentialgleichung

22 C(Zg} + 2—7;} + (x2 — mz) w =0 mit %zzsnczhzrjﬁlf; fiir 2 — 0, (A.4)
Darstellung als Potenzreihe:

Tn(@) = (/2" ki) e O (A.5)
Differentialbeziehungen:

Jy=-J1, (A.6)

J = Jo — %Jl. (A.7)
Dirac’sche Deltafunktion:

Sth—K) = k /0 ) I (K 1) dr (A8)

99
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Integralbeziehungen:
o
/ Jo(k 1) Jo(kr)rdr = 280K — k) | (A.9)
o .
/ Ji(kr)Jo(kr)dr = — , (A.10)
0 2k
> 1 1
—Ji(kr)Ji(kr)dr = = . (A.11)
0 T 2
Alle Beziehungen sind Abramowitz & Stegun (1964) entnommen.
A.2 Definition der Zylinderkoordinaten
Die fiir den inneren Halbraum gewéhlte Orientie-
rung von X3 nach unten erlaubt die Koordinaten- €1 )51
transformation €2 £ P
63 T 7
X1 =rcosp, Xo 1
Yo — rsing (a12 NN
X3 =z T~ ~ : X(r,p, z
ng e, ((7;07 )
zwischen kartesischen Koordinaten und Zylinderko- e,

ordinaten mit den Einheitsvektoren
Abbildung A.1: Definition des Zylinderko-

e, = cospe; + sinpes ordinatensystems.
e, = —sinpe; + cospes, (A.13)
€, — €3.

A.3 Feldgroflen fiir eine spektrale Last

Im Folgenden werden die Komponenten von Feldgrofien fiir die axialsymmetrische Lastverteilung

o1(r) = Jo(kr) (A.14)

berechnet. Die Hankel-Transformierte dieser Lastverteilung ergibt sich mit der Dirac’schen Del-
tafunktion in der Form (A.8) zu

(k) = %5(1{' R (A.15)

Damit folgt fiir den Verschiebungsvektor (3.32) fiir eine spektrale Last wie erwartet zu

u(r,z,s) = e, W(k,z,8)Jo(kr) — e, U(k,z,8)J1(kr) . (A.16)
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A.3.1 Verzerrung
Fiir Symmetrie beziiglich ¢ gilt

Err = Orly Epz = 0,

1 1
Epp = ;ur ) Erz = 5 (azur + aruz) ) (A17)
€rr = Oy , €rp = 0.

Fiir das Lastspektrum (A.15) gilt mit (A.7) und (A.16)
- ~ 1 -
5rr:_kU(J0_ﬁJl)y 5apz:0a

1 ~ —~
—5 (0 + kW), (A.18)

E. = W, Gp = 0.

~ 1~ ~
Epp = _; UJl, Erz =

Um die 0,-Terme in (A.7) zu vermeiden, verwenden wir die zugehorigen Komponenten der
vertikalen Traktion geméf (3.36) und (3.37):

tD(r,z) = -RJy (A.19)
i (r,2) = TJp . (A.20)

Mit (A.19) und der rz-Komponente des Cauchy’schen Spannungstensors

i =X spure1 + 2/1€ (A.21)

gilt
R

er = — 5 5 A.22

15 2'u Jl ( )
so dass

~ 1 ~ —~

U:ﬁR—kW. (A.23)

Mit (A.19), der zz-Komponente von (A.21),

1Y) = Xspurg + 2jic.. , (A.24)
und
d =spurg = (W — kU)Jo (A.25)

ergeben sich

W= X+12,ZZ (T + kiﬁ) , (A.26)
d- X+12ﬁ (7~ 2k70) 1o (A.27)
5. = ij (if + kXﬁ) Jo . (A.28)



102 Komponenten verschiedener Feldgréfen in Zylinderkoordinaten

A.3.2 Deviator der Verzerrung

Alternativ zu (3.60) kann man die Laplace-transformierte Materialgleichung getrennt nach hy-
drostatischem und deviatorischem Anteil der Verzerrung in der Form

0 ~ ~ ~
ggj) = KE&kk 5@' + 2#65 (A.29)
schreiben, wobei

~ ~ 1.
6% = & — g&kk 51'3' (A.30)

den Deviator darstellt. Seine Komponenten in Zylinderkoordinaten fiir eine spektrale Last erge-
ben sich unmittelbar durch Einsetzen von (A.18) und (A.27). Der Vorteil dieser Darstellung ist,
dass direkt zwischen reiner Dilatation und reiner Scherung unterschieden wird.

A.3.3 Spannung

Durch Einsetzen von (A.18), (A.19), (A.20) und (A.27) in (A.21) ergeben sich fiir das Lastspek-
trum (A.14):

- /1
%ﬁ>=ﬁ5>+2kﬁU<J1—Jo), ) =0,
kr
=1 ~
Q) = pt¥ 2kAU 1, i = —RJ, (A.31)
%E?:fJQ, %@:Oa
wobei
X _
p0) = T —2kaU ) Jo. A.32
P >\+2ﬁ( a ) 0 (A.32)

A.3.4 Potentialbeitriage des inkrementiellen Zustandes

Das Integral

L(u) := = Tu - u* dvl® (A.33)
2 Jx,
stellt das innere Produkt der Bewegungsgleichung T w, wobei T' der Differentialoperator von
(3.1) ist, mit der Verschiebung w dar. Der * bezeichnet die konjugiert komplexe Grofle, die wir
im Folgenden unterdriicken. Fiir ein elastisches Materialgesetz fiihrt es auf die kanonische Form
der Energiegleichung (Woodhouse, 1976). Fiir die Laplace-transformierte Bewegungsgleichung
stellt das Funktional nur formal eine Energie dar, wir ersetzen deshalb den Begriff Energie durch
Potential. Schreiben wir fiir Term I in (3.1) die Divergenz der Cauchy’schen Spannung, liefert
das innere Produkt

1 i 7 d© = 1/ ({(5) i ) 5 dv® — 1
2 Jx,

20) ~ 7 (0)
iy t wi s do\ . A.34
2 X, 1] 9 X, 5J ( )

ij

Anwendung des Gaufy’schen Satz auf das zweite Integral und Beriicksichtigung der Regula-

ritdtsbedingung (3.13) reduziert die Integration auf 81/'\.’53)

Randbedingung (2.139) substituiert werden kann:

1 1
- = / %56) ’ljl n(-o) da(o) = = / g(o) 5R (51'3 ?71 da(o) s (A.35)
2 aIXJ(:) J J 2 8IXJ<rl)

, so dass die Traktion mit Hilfe der
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(0)

n; " ist nach innen orientiert. Im dritten Integral von (A.34) nutzen wir die Symmetrie von t;;,
so dass t;; U; j = t;j &; gilt. Mit (A.29) und (A.30) ergibt sich dann folgendes Integral beziiglich
der viskoelastischen Potentialdichte (z. B. Landau & Lifschitz, 1989, S.12):

K -
- / [5 (gkk) + HE’L] Ez]] d'U( ) . (ASG)
Xy
Entsprechend erhalten wir fiir Term IT in (3.1)
1
- / p(O) g(O) (Sjg ﬂjﬂ' ﬂz d’U(O) (A37)
2,
und fiir den Term IIT in (3.1)
1
- = / p(O) g(O) (Sjg ﬂj E” d’l)(o) . (A38)
2 J, ’
Multiplikation von (A.35)—(A.38) mit —1 ergibt
Ec+&+E+E =0, (A.39)
wobei
1 ~ ~
EC = — — / g(o) O‘R 51‘3 U; da(o) s (A40)
2 81){(1)
£ = / ) do® (A.41)
Xy 2
Eu = / ,uew b d (A.42)
Xy
(0) 4(0)
- / % 03 Uj; Uy dv(© fiir Naherung C1 und IC,
& = Xt ©) 4(0) (A.43)

— / p B (6j3 ﬂj,i ﬂl — 043 ﬂj ﬂm) d’U(O) fiir Néiherung C2.
Xy

Entsprechend Peltier (1976) sowie Tromp & Mitrovica (1999b) definieren wir Potentialdichten

& = /0 E.(z)dz, (A.44)

= / Eu(z)dz, (A.45)
0

& = /0 E,(z)dz . (A.46)

Fiir das Lastspektrum (A.14) ergeben sich E, E, und E, durch Einsetzen von w (A.16) und &
(A.18) in (A.41)—(A.43) und Integration beziiglich der Koordinaten r und ¢. Da die Integrale

divergieren, normieren wir sie geméiB 27 [ [Jo(k7)]*rdr = 27 6(0)/k und erhalten mit (A.9)-
(A.11)

B.(z) = g ( - QkU) , (A.A47)
_ ~ 1\ 2 1 ,;, ~\ 2
Eu(z):u[ S W +(U+kW) —§<W—2k:U> ] , (A.48)
0) 40
E, () = P KUW + WW fiir Ndherung Clund IC, (A.49)
2 2kUW fiir Ndherung C2.
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Ersetzen wir U gemif (A.23) und W gemiB (A.26) ergeben sich die Potentialdichten

~ N2
EH(Z):E w (A.50)
2 X+ 20 ’
> (Faexv\ 1 (R\ 1 (T-2ka0\’
Bue) =7 | (RT) + SR, I (U I Ll
A+ 27 2\ p 3 A+ 20
(A.51)
(T + XkU)W
(©) 4O kUWJr( fiir Néh C1
P\ g = — ir Naherung ,
Ep(z) = — B) o A+2p0 (A.52)
2kUW fiir Ndherung C2.

Fiir N#herung IC ergeben sich E,(z) =0,

2
) , (A.53)

Ey(z) = —pO gO U w . (A.54)

= o

Eu(z) = i |2 (kﬁf + % (

Das Potential der Auflast (A.40) lautet in der entsprechenden Normierung

1 ~ —

o = =590 Sz W(a) (A.55)

und ist vom Betrag gleich der Energie, die durch die Verschiebung dem System zugefiihrt wurde:

Die Spannungskomponente £, ist proportional zur Vertikalverschiebung, ¢,, = o w, so dass sich
fiir eine stetige und hinreichend langsame Bewegung die aufgebrachte Energie zu

t t
E= / t.(t) Opw(t) dt' = a / w(t") Opw(t') dt’ = % [w(t/)2]g (A.56)
0 0
ergibt. Mit w(0) = 0 folgt daraus
1 , 1
E = iaw(t) = itzz(t)w(t) . (A.57)

A.4 Hankel-transformierte Lastquerschnitte

Die Auflast wird als axialsymmetrische Figur mit dem Radius r;, und dem Querschnitt o"
angesehen. Querschnitte wie Rechteck, Ellipse oder Parabel, deren Hankel-Transformierte als
geschlossener Ausdruck vorliegen (z. B. Erdelyi et al., 1954; Miles, 1971), geben das Profil eines
Eisschildes nur ungeniigend wieder. Daher berechnen wir hier die Hankel-Transformierten von
realistischeren Lastquerschnitten:

e Der Querschnitt geméf einer liegenden Parabel (Quadratwurzel),

o) = 1—(r/rp) fiir r < rg, (A.58)
0 fir r > rp, '
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Abbildung A.2: a) Verschiedene Lastquerschnitte als Funktion des radialen Abstandes und b) deren
Hankel-Transformierte als Funktion der Wellenzahl. Die drei farbigen Querschnitte werden disku-
tiert.

stellt den klassischen Querschnitt eines dynamischen Eisschildes im stationdren Gleich-
gewicht dar, das man unter Annahmen wie perfekte Plastizitéit oder konstante Akkumu-
lationsrate erhilt (Hutter, 1983, S. 292ff.). Der Querschnitt approximiert zum Beispiel
das Profil des antarktischen Eisschildes bis in einen Abstand von 200 km vom Eisrand
(Lliboutry, 1998). Die Hankel-Transformierte lautet als alternierende Reihe

. 00 237‘L+2 n
k) =iy T [—(krL/2)?] (A.59)
"= IT v+
v=n-+1

und ergibt sich mit (A.5) und der Losung der Integrale vom Typ fol V1 —zz™dx (Beyer,

1978, S. 400).
e Der Querschnitt geméf eines gebrochen rationalen Polynoms,
1_ o fiip 1 <
o (r) = { (r/r) =T (A.60)
0 fir r > ry,

nihert fir & = 1.4 das Profil der nordpolaren geschichteten Ablagerungen' des Planeten
Mars an, und wurde fiir die Modellierung des dynamisch/thermodynamischen Verhaltens
der Eiskappe verwendet (Greve, 1999; Greve et al., 2003). Die Hankel-Transformierte von
(A.60) lautet als alternierende Reihe

(k) =1 {leLJl(er) - ZO (2+aj2n>n!2 [—(m/z)2}"} (A.61)

und ergibt sich mit (A.5) und der Loésung der Integrale vom Typ fol ™ dg.

! north polar layered deposits
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e Der Querschnitt geméifl einer Glockenkurve,

o"(r) = {(1‘ (rfr)"  firr <o, (A.62)
0 fir r > rp,

nihert das Verhalten eines Eisschildes wihrend der Abschmelzphase an. Wihrend dieser

Phase ist das Eisschild nicht im Gleichgewichtszustand und diinnt in der Ablationszo-

ne (Randbereich) stérker aus als in der Akkumulationszone (Zentralbereich) (Lliboutry,

1998). Das Profil wurde bei der Modellierung der Abschmelzphase der Weichselvereisung

Fennoskandiens verwendet (Thoma & Wolf, 1999, S. 49). Die Hankel-Transformierte lautet

(k) = k58rg [(8 — K242 ) Ji(kry) — dbrn Jo(kry)] (A.63)

und ergibt sich aus der Losung der Integrale vom Typ fol 2" Jo(z) dz (Thoma & Wollf,
1999, S. 89).

Die Formeln (A.59) und (A.61) konnen numerisch nur bis kry, ~ 30 verwendet werden, was
z.B. bei r;;, = 1000km zu einer maximalen normierten Wellenzahl von n = 200 fiihrt. Damit
(3.111) bzw. (3.112) fiir die betrachteten Feldgrofien hinreichend konvergieren, reicht dieser
Wellenzahlbereich aus. Aquivalent kénnen die Hankel-Transformierten (A.59) und (A.61) auch
als generalisierte hypergeometrische Funktionen ,F, dargestellt werden:

(A.59) lautet dann

() = s AP [ % —(k5y2] (A61)

und (A.61) lautet

r kr
2 = " {nn) - 7 R 1+ g2+ 57 | (A.65)

Die generalisierte hypergeometrische Funktion ist geméf

)l e S (@)n (@)n - (ap)n 2"
pFq [ (Oé)p’ (ﬂ)qv ] = ngo B Ba)m - (ﬁq)n ol (A.66)

definiert, wobei
(@) = a(a+1) - (a+n-—1) (A.67)

das Pochhammer-Symbol ist (Abramowitz & Stegun, 1964, Gl. 6.1.2). Zur Losung von (A.66)
existieren numerische Methoden auch fiir grofe |z| (Perger et al., 1993); diese verbrauchen jedoch
viel Laufzeit im Programm.
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Integration der inkrementiellen
Feldgleichungen

In diesem Anhang wird zunéichst die Losung fiir das homogene Differentialgleichungssystem
0.Y'(z) = AY(z) der mechanischen Feldgleichungen (S. 35) iiber das Fundamentalsystem von
A skizziert (Abschn. B.1.1, S. 107). Die Losung in zwei Tiefen z; und 22 verbindet der aus
dem Fundamentalsystem bestimmbare Propagator P(z1, z2). Alternativ kann P(z1, z2) auch oh-
ne Kenntnis der Eigenvektoren von A iiber das Sylvestrische Interpolationspolynom bestimmt
werden. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass sich die analytische Berechnung von P wesent-
lich vereinfacht (Abschn. B.1.2, S. 109). Die iiber die Eigenvektoren formulierte Losung erhélt
man durch Anpassung der Regularitits- und Randbedingungen (Abschn. B.1.3, S. 110): An
der Oberfliche sollen keine Fliachenkrifte angreifen, und alle Storungen sollen fiir z — oo ver-
schwinden. Die Stérungen gehen iiber die Grenzflichenbedingungen ein. Aus der Darstellung der
Regularitdtsbedingung iiber die Eigenvektoren folgt unmittelbar die Losung fiir den homogenen
Halbraum (Abschn. B.1.4, S. 111). Im darauf folgenden Abschnitt wird das inhomogene Diffe-
rentialgleichungssystem der gravitativen Feldgleichungen 0,Z(z) = BZ(z) + F(z) (S. 38) iiber
das Sylvestrische Interpolationspolynom bestimmt (Abschn. B.2.1, S. 111). Die Regularitéitsbe-
dingung, dass die Storung fiir z — —oo verschwinden muss, liefert dann die allgemeine Losung
(Abschn. B.2.2, S. 112). Die spezielle Losung, die iiber die Anregung F definiert ist, wird aus
der Losung der mechanischen Feldgleichungen bestimmt (Abschn. B.2.3, S. 113). Die Losung fiir
einen homogenen Halbraum ist separat ausgefiihrt (Abschn. B.2.4, S. 114). Danach werden mit
dem bereitgestellten Material die Schichtpropagatoren und Halbraumloésungen fiir die in Kap. 3
diskutierten Feldgleichungen berechnet (Abschnitte B.3.1-B.3.4, S. 114ff.).

B.1 Mechanische Feldgleichungen

B.1.1 Fundamentalsystem

Der Schichtpropagator fiir die in Kap. 3 diskutierten partiellen Differentialgleichungen ergibt
sich jeweils aus dem Ansatz, dass ein System homogener linearer Differentialgleichungen erster
Ordnung,

0.Y(z) = AY, (B.1)
formal durch

Y(z) = eA*C (B.2)
gelost wird, wobei die Konstante C die Losung fiir die Tiefe z = zg darstellt, so dass

Y(z+h) = AP Y(2) = P(z+h,2)Y(2) . (B.3)

107
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Die Exponentialfunktion in (B.3) ist durch

= A"(h
oA _ z:o n(' ) (B.4)

definiert. Die Matrix A kann durch ihre Eigenlosungen dargestellt werden,
A =LmL!, (B.5)

wobei die Spalten der Fundamentalmatrix L die Eigenvektoren von A sind,! m die Jordan’sche
Normalform von A und L die Inverse zu L ist. Wir setzen (B.5) in (B.4) ein und nutzen aus,
dass in den Potenzen A™ alle L''L = I, d. h. gleich der Einheitsmatrix sind. Dann folgt

AW = LEMR)L! (B.6)

mit E(h) als Blockmatrix zu m (z. B. Purcell, 1997, S. 57ff.). Setzen wir (B.6) in (B.3) ein, hat
der Propagator die Gestalt

P(z+h,z) = LE(R) L. (B.7)

Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die durch die Schichtpropagation transformierten Eigen-
vektoren zum Ausgleich numerischer Instabilitéten renormalisiert werden konnen (Wang, 1999).

Multiplizieren wir (B.5) von rechts mit L, erhalten wir die charakteristische Gleichung, aus
der die Eigenvektoren und -werte bestimmt werden konnen. Fiir vier disjunkte Eigenwerte der
Vielfachheit Eins haben m und E(h) Diagonalgestalt,

mi 0 0 O emh 00 0
om0 o0 [ o em™ 0 0
M=1g 0oms o | BW=] o o emr o | (B.8)
0 0 0 my 0 0 0 emh
so dass sich die Eigenvektoren aus A L; — m; L; = 0 ergeben.
Fiir zwei disjunkte Eigenwerte der Vielfachheit Zwei lauten
m 1 0 0 emh pemh 0
0 m 0 0 0 emh 0 0
m = 0 0 mg 1 » E(h) = 0 0 em2h pemah | o (B.9)
0 0 0 m 0 0 0 em2h

so dass fiir ¢ = 1, 3 die Eigenvektoren aus AL; — m;L; = 0 bzw. AL3 — moLs = 0 und fiir
i =2,4 aus ALy —miLs = Lj bzw. A Ly — moLy = L3 folgen. Mit der Form der Blockmatrix
(B.9) konnen wir das Hauptsystem von A in der Form

Ll(h) = Ll ) L3(h‘) = L3a

B.10
Lg(h) = Lo + ALy, L4(h) = Ly + hLs ( )

schreiben, so dass E(h) Diagonalgestalt gewinnt, wobei die ersten beiden Exponentialfunktionen
den FEigenwert m; und die letzten beiden den Eigenwert mso enthalten. Nachteil dieser Darstel-
lung ist, dass in den Elementen der modifizierten Fundamentalmatrix (B.10) von z abhéngende
Terme auftreten.

1 L bildet die Eigenvektoren auf den Bewegungs-Spannungs-Vektor Y = (U, W, R, T)T ab.
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B.1.2 Sylvestrisches Interpolationspolynom

Die Berechnung des Propagators mit Hilfe von (B.7) ist mithsam, da sie zunéchst die Bestimmung
von L' verlangt und danach eine entsprechend grofie Anzahl von Multiplikationen. Deshalb
kann es fiir analytische Betrachtungen wie auch fiir die numerische Stabilitit glinstiger sein, den
Propagator mit Hilfe des Sylvestrischen Interpolationspolynoms zu bestimmen, das aus (B.7)
abgeleitet werden kann (z. B. Gantmacher, 1986, S. 143ff.):

Weist A N disjunkte Eigenwerte m; der Vielfachheit M; auf, so dass weiterhin Zf\i 1 M; =
rang A gilt, ldsst sich der Propagator wie folgt schreiben:

N
P(z+h2) = 3 Z S PO (A= my | (A, (B.11)

Dabei sind*

N
vie) = I] @—mp)™, (B.12)
=l
) &7 zh
e e ]_m | (1

Fiir N disjunkte Eigenwerte der Vielfachheit Eins ergibt sich aus (B.11)-(B.13)

N N
P = —— L | emil, :
(z+h,z) Z 'H'mi_mj e (B.14)
=1\ j=1,j#i
Gilt fir die Eigenwerte eines Systems m3 = —mj und mg = —mg, ldsst sich (B.14) iiber

Hyperbolikusfunktionen darstellen:

1
P(z+h,z2) = oy (e —ma?)
X [(A3 — mng) sinh(my h) + (m1A2 —mq m22) cosh(m; h)]
1
B mo (m12 — m22)
X [(A3 — m12A) sinh(mag h) + (mgA2 — My m12) cosh(mg h)] )

(B.15)

Fiir zwei disjunkte Eigenwerte der Vielfachheit Zwei mit m; 2 = %k ergibt sich aus (B.11)-
(B.13)

P(z+h,z) = Z:; [k + (kh — 1) (A — k)] (A + k)
o—kh (B.16)
+ [k + (kh +1)(A+ k)] (A - k)?

! Tn (B.12) ist das Argument entweder eine Matrix oder ein Skalar. In den Summen, in denen eine Matrix und
ein Skalar erscheint, wird der Skalar als x = z I interpretiert.
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Alternativ ldsst sich (B.16) durch Hyperbolikusfunktionen schreiben (z. B. Kaufmann, 1995):

P(z+h,z) = 2%3 [(—A? + 3k* A) sinh(kh) + 2k%cosh(kh) |
(B.17)
+ 2’% [(kA? — k) sinh(kh) + (A® — k* A) cosh(kh)] .

Diese Form des Propagators verbindet zwei Tiefenwerte miteinander.!

B.1.3 Anpassung an die Randbedingungen

Die Losung an der Oberseite des Halbraumes erhélt man iiber die Regularitdtsbedingung, dass
die Losungen innerhalb des Halbraumes fiir 2 — oo verschwinden sollen. Dies bedeutet, dass die
Eigenwerte mit Rem; > 0 keinen Beitrag leisten diirfen. Fiir die betrachteten Niherungen (3.66),
(3.72), (3.78) und (3.90) treten im Wesentlichen nur Fille auf, in denen die Realteile zweier
FEigenwerte grofler Null und zweier Eigenwerte kleiner Null sind. Ordnen wir die Eigenwerte
nach dem Wert ihres Realteiles, kann man eine im Halbraum geltende Lésung in der Form

Y'(z) = HX! .= LLSTXE (B.18)

schreiben, wobei

S — (8 oo (1)) (B.19)

ist, XI die Amplituden der beiden Eigenvektoren mit negativen Eigenwerten enthilt und H
der Halbraumpropagator ist. Die Propagation von der Oberseite des Halbraumes Y *(z1) an die
Oberfliche lautet mit (3.38) und (3.40)

L—-1
Y (1) = =Y + [[ PP (a1, 2141) YT (21) (B.20)
=1
wobei
L—1 4 '
YO =W + > T[] PO (2, 2140) COHY (B.21)
=1 [=1

den Einfluss der Stérungen an den Grenzflichen reprisentiert.? Die Regularititsbedingung an
der Oberfléche ist das Verschwinden der Traktion im externen Halbraum:

(Ys(21), Yi(21)" = 0. (B.22)
Multiplizieren wir (B.20) mit S, berticksichtigen (B.18) und definieren die Funktionalmatrix
durch

L—1
M := S H PW (2, z41)LEST, (B.23)
=1

! In Kaufmann (1995, S. 125) werden alle Beziehungen fiir e A% hergeleitet, wodurch sich teilweise andere
Vorzeichen ergeben.

2 Das Produkt ist so zu verstehen, dass mittels [] die einzelnen Faktoren in der gegebenen Reihenfolge von
links nach rechts notiert werden, die Matrixoperationen dann aber von rechts nach links ausgefiihrt werden.
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verbindet
SYY = Mmx*t (B.24)

die Randbedingungen an der Oberfliche mit denen an der Oberseite des Halbraumes. Multipli-
zieren wir (B.24) mit der Inversen M~ = M*/ det M,! ergibt sich
M*

), S SYC© B.25
det M ( )

1 < MY — MpYY )

= B.26
det M —1\/[21Y§J + 1\/[11YgJ ( )

B.1.4 Losung fiir homogenen Halbraum

Setzen wir (B.18) in (B.20) ein, lautet die Losung fiir einen an der Oberfliche durch eine Druck-
kraft belasteten homogenen Halbraum [Y© = (0,0,0,Cy)T (B.21)]

Y(z) = LE(2)STX. (B.27)
Der Index L = 1 wird nicht benétigt. Dabei sind mit (B.23) und (B.26)

Gy [—Lay
x = O <L33> , (B.28)

det M = L3zLygy — L3gLys . (B.29)

Die Losung fiir einen homogenen Halbraum lautet dann

C
Y(2) = detéll\/I

[ —Lg4L3e™* 4 LggLge™~* ] . (B30)

B.2 Gravitative Feldgleichungen

B.2.1 Sylvestrisches Interpolationspolynom

Die Losung fiir das inhomogene Differentialgleichungssystem 0,Z(z) = BZ(z) + F(z) (3.52) mit

0 1 0 d

lautet innerhalb jeder Schicht formal (siche Gantmacher, 1986, S. 143ff)

Z(z) = B2 Z(2) + / BE R () de | (B.32)

20
wobei sich die Anregung F aus den Losungen der mechanischen Feldgleichungen ergibt. Uber
jede Grenzflache miissen die Grenzflichenbedingungen (3.46) und (3.51) erfiillt werden, so dass

~ —~ T
(Z(z)]f = —c® | cO = (o, dry[ZR = (00 = pO) W (2) ]) . (B.33)
1 M* bezeichnet die Transponierte der Komatrix von M und lautet in diesem Fall M* = (E\ﬁ; 7%12) .



112 Integration der inkrementiellen Feldgleichungen

Losen wir das System mit Hilfe des Sylvestrischen Interpolationspolynoms, indem wir die Koef-
fizientenmatrix (B.31) mit ihren Eigenwerten m; o = £k in (B.14) einsetzen, lautet der Propa-
gator

Qe ) = Qulz, 20) + Qale, 20) = ;(i 1{k> Gh=z0) 4 % ( _1k —11/k> pu—
(B.34)

Die Propagation durch die Schicht I, von [Z(z;41)]” nach [Z(z;)]T, erfolgt so mit Hilfe von

ZC1 = Q)2 + [ Q) () d (B.35)

2141

und die Propagation iiber die Grenzfliche I, von [Z(z;)]" nach [Z(2;)]~, mit (B.33) entsprechend

Z(2)]” = [Z(z)]" + CV. (B.36)

Da fiir (B.34) Q(z1, 22) Q(22, 23) = Q(z1, 23) gilt, lautet die Propagation durch die L —1 Schich-
ten des Erdmodelles

c¥ + ) Q(zl,z’)F(z’)dz’] . (B.37)

2l+1

B.2.2 Anpassung an die Randbedingungen

Die Regularitéitsbedingung des Potentials im Auflenraum,

lim Z(z) = lim Q(z,21)[Z(x1)]” =0, (B.38)

Z——00 Z——00

fordert mit (B.34), dass der Beitrag Qa(z, 21)[Y (21)]~ verschwindet. Damit folgt

P(21) =

G(z) (B.39)

=

und desweiteren mit der Orthogonalitdt von Q; und Q2, dass

Q(z.20) = Qulz.20) = & (; Lk ) =) (B.A40)

gilt.! Da in F und CY gemiB (B.31) und (B.33) nur die jeweils zweite Zeile von Null verschieden
ist, reduziert sich (B.37) mit (B.40) auf die folgende Losung der gravitativen Feldgleichungen:

L
[Z(z1)]” = (1{]“) 2my Y e () + o DY) (B.A1)
=1

! Mit (B.39) gilt Q(z,21)Y(21) = Qi(2,21)Y(21), so dass sich die gesamte Losung auf die Beitriige von Qq
reduziert.
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Dabei sind
Y = [ TR (" = pP) W) | fwi=1,L, (B.42)
2y N~
/ ek(Zl*Z)D(Z’)dz' furl=1,...,L—1,
7O an - (B.43)
lim / =) D'y dz' fiir 1= L

Den Quellterm in Folge des Dichteinkrementes (B.43) bestimmen wir im folgenden Abschnitt.

B.2.3 Quellterm in Folge des Dichteinkrementes

Die Divergenz der Verschiebung D innerhalb der Schicht [ lisst sich {iber den mechanischen
Schichtpropagator P%) berechnen, indem in (3.47) mittels (3.27) 9, W eliminiert wird. Dann gilt
fiir z € (2, z141)

4
~ 1 ! ~ !
D(z) = =——— Y [PQ(s,2) — 20k P (z,2) ] [Ya(a)]* (B.44)
AL+ 2 i—1
Fiir Modelle mit einfachen Eigenwerten wird ausgenutzt, dass die Fundamentalmatrix L der
mechanischen Feldgleichungen jeweils konstant ist. Dann ldsst sich in (B.43) die Integration

iiber D auf die diagonale Blockmatrix E reduzieren, so dass

4
Ny 1 0 ~ 50 n .
DYV = — i — 2mkPy; | [Yi(z)] firl=1,.,L—-1 (B.45)
AN+ 2 ; [ }
mit
p® — ,OEY — ) (L®)! B.4
(2141, 21) = (2141 Zl)( ) . (B.46)
Die Diagonalelemente von E(l) lauten fir I =1,..,L — 1
_ 2 1
Eg)(zlJrl - zl) _ / ek(zl—z) €(Z_Zl)mz(l>dz _ T 1 — e(mgl)_k)(zl+1—zl):| ) <B47)
2l+1 mi —k

Der Beitrag o fiir den Halbraum lautet abweichend
J— ZL ! ~
DY = tim [ FC=) D(2')dy (B.48)

—
zZ— 00 2

wobei dann in (B.44) der Halbraumpropagator der mechanischen Feldgleichungen steht. Schreibt
man die Propagation der mechanischen Feldgréfien in den unteren Halbraum in der Form

Y(z>z2) = PU(z, ) LV STXE = LB EWD) (5 — 21)STXE | (B.49)

wobei P(1) .= LIWEWX) (L(L))-1 ausgenutzt wurde, reduziert sich die Integration mit E(L)(z —
21) ST auf die Komponenten E%) und Efli). Integriert man entsprechend (B.47) tiber diese und
bildet den Grenzwert z — oo, lauten die beiden Komponenten

— 1
lim Ej(z —21) = —/———
200 mZ(L) —k

fiir i = 3, 4. (B.50)

Mit (B.49) und (B.50) in (B.44) folgt daraus

L ~ L L ~ L
X{ Lz(13) — QNLkng«;) + Xy Lz(14) - QﬂLkng;) '

2L 2L (B.51)
m{") — k AL+2pr m{" — & AL+2pp
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B.2.4 Losung fiir homogenen Halbraum

Fiir einen homogenen Halbraum (L = 1) ergibt sich aus (B.33) und (B.41)

@EZ;) = (1{k) 27 (ER — PO W(z) + p(o)ﬁ) . (B.52)

Dabei ist p(©) die Dichte des homogenen Halbraumes (die Dichte des externen Halbraumes ist als
Null angenommen ). W ist die sich aus (B.30) ergebende Vertikalverschiebung an der Oberflache

und D := D ist der sich aus (B.51) ergebende Quellterm in Folge des Dichteinkrements.

B.3 Explizite Form der Ndherungslosungen

B.3.1 Néaherung CO

Die Koeflizientenmatrix fiir das homogene Differentialgleichungssystem erster Ordnung lautet
geméf (3.30)

1
0 -k = 0
- K
kA 1
— 0 0 =——
A = At 2n At2p | (B.53)
42N+ ) p 0 0 — Ak
X+ 20 N+ 20
0 0 k 0
und die Eigenwerte nach (3.66)
my =k, mg = —k (B.54)

mit der Vielfachheit Zwei. Die Fundamentalmatrix von (B.53) und deren Inverse sind

-1
1 2%+Z -1 257*2
—1 —1

2kp 2 (1+0+k2) 2kp 2p (1—0+kz2)
2k 2p (0+kz) —2kp 21 (0 —2—k2)

_(5-!-/4:2 1+6+kz 1+kz 20 +kz

5 B - 2kpd 2k L6
k k 1 1
L1 B 5 206 200
L = ook 61—k 14k:  20-2-k: | (B-56)
B B 2knd  2kpé
k k 1 1
s s 200 200
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wobei

5o AT (B.57)
A+

E ist durch (B.8) gegeben. Aus diesen Matrizen oder alternativ iiber das Sylvestrische Interpo-
lationspolynom ergeben sich die Elemente des Propagators zu

P11(z,0) = % sinh(kz)kz + cosh(kz) , P31(2,0) = ZI;ﬁ [sinh(kz) + cosh(kz)kz] ,
Pi3(2,0) = ol sinh(kz) — % cosh(kz)kz P3s(2,0) = —212‘7 sinh(kz)kz

P13(z,0) = 22(;;2; sinh(kz) + 2k1ﬁ5 cosh(kz)kz , P33(2,0) = % sinh(kz)kz + cosh(kz) ,
P14(2,0) = _Tlﬁé sinh(kz)kz , P34(2,0) = 0 g 1 sinh(kz) — % cosh(kz)kz ,
P21(2,0) = _o-d sinh(kz) + % cosh(kz)kz , P4i(2,0) = 2 ];ﬁ sinh(kz)kz ,

Pa2(2,0) = —% sinh(kz)kz + cosh(kz) , Py2(z,0) = 2k [sinh(kz) — cosh(kz)kz] ,
Pa3(z,0) = Tlﬁd sinh(kz2)kz , Py3(z,0) = d g 1 sinh(kz) + %cosh(kz)kz ,
Py4(2,0) = 22‘;%; sinh(kz) — Wl;za cosh(kz)kz, Paa(z,0) = —% sinh(kz)kz + cosh(kz) .

(B.58)

Quellterm E(l)

Die Berechnung der Quellterme fiir die einzelnen Schichten erfolgt entsprechend Abschn. B.2,
S. 111:

Setzen wir (B.58) in (B.44) ein und schreiben die Summe als Matrixoperation, lautet die Divergenz der
Verschiebung innerhalb der l-ten Schicht

—2k py coshlk(z — z)]

~ 1 2k sinh[k(z — z;)] ; e e (2
D) = N+ 20 _Sirﬁlfk[lz(z — Z)z])] (Y@ firz e (2 2) (B-59)
cosh(k(z — z

FEinsetzen von (B.59) in (B.43) und Integration fiihren auf den Quellterm der I-ten Schicht,

2k \ " 2k i\
—(1) 1 *Qkﬁl h; Qkﬁl 1— e 2kh +
D’ = =— — — | Y B.60
/\l +2ﬁl 1 2 + -1 4k [ (Zl)} ) ( )
-1 -1

wobei h; := z;11 — z; die Dicke der Schicht [ ist.
Den Quellterm E(L) berechnen wir, indem wir aus der Loésung fiir den Halbraum,
Y(z) = LB (z— 2 ) EP) (2 — 2) STXT | (B.61)
die Divergenz der Verschiebung bestimmen. Einsetzen von (B.8), (B.19) und (B.55) in (B.61) ergibt

- 1 - -2n _
D= [Yil2) = 2kfiL Yi(2)] = =1L =K
AL +24L

= =—— =) XL fiirz > g (B.62)
AL+ oL
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und Einsetzen von (B.62) in (B.48), Integration und Grenzwertbildung fiihren auf

p" = M xL (B.63)
k(AL +ir)

Losung fiir homogenen Halbraum

Die Losung fiir den homogenen Halbraum stellt fiir ein elastisches Medium die Losung des

klassischen Boussinesg-Problems dar (z. B. Wolf, 1991b). Sie geht aus (B.61) hervor:
Die Komponenten in X ergeben sich aus (B.28), wobei mit (3.42) und (B.55) fiir z =0

m
M = 2kji ka; ") (B.64)
-t k(A + )
gilt, so dass det M = —(2k 1) /k. Damit folgt
X = <1 __k5> 2(]14/7 (B.65)
und in (B.4) eingesetzt
X k
Y =L |, C‘;% . (B.66)
—k
Substituieren wir (B.55) und C4 = —g© YR erhalten wir
1—-6+kz _
Y(2) = : k%iz w (B.67)
—2kp(l+kz)

Berticksichtigen wir (B.57) in (B.67), ergeben sich fiir z = 0 die Oberflichenverschiebungen zu

- 1 &

U = —= = g(O) ER, B68
2kp X+p ( )

W L AT 05k (B.69)
2k X+

Der Quellterm durch das Dichteinkrement folgt, indem wir (B.65) in (B.63) beriicksichtigen,

Cy

E — - =  _
2k(A+p)

(B.70)

und das lokale Schwereinkrement, indem wir (B.69) und (B.70) in (B.52) einsetzen:

- 0) 400) \
P g R
= 1-— . 71
G 21y ( 5k h ) X (B.71)
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Da die Auftriebskrifte fiir dieses Modell vernachlissigt sind, divergieren die inviskosen Bei-
trage (s — 0) der Vertikalverschiebung W¥ und der Schwere G¥. Der Beitrag zur Horizontal-
verschiebung ist dagegen endlich und lautet

vf = L

= 75= g pR (B.72)

Die elastischen Beitrige (s — oo ) lassen sich mittels der Poisson’schen Zahl 2 v = A\ /(Ao+po)
schreiben:

1 —-2v

Ut = TEim g 2R (B.73)
E_ 1=V R

(0) ((0)
GP = 27m~ (1_[)2147«) ) R (B.75)

Die Schwere hidngt demnach nicht von der Kompressibilitdt ab und stimmt mit der fiir ein
inkompressibles Medium iiberein.

Der Vollstiandigkeit sei hier noch die von Cathles (1975, S. 57) analytisch bestimmte Losung
flir einen viskoelastischen Halbraum angegeben. Diese lautet fiir die Vertikalverschiebung nach
Heaviside-Belastung

9(0) R

)= S {2(1—u)+j+ B (1-20)] (1—e—at)}, (B.76)

wobei im dritten Term « := %(1 + v) eine transiente Relaxation beschreibt, die den Ubergang
von dem elastischen zum viskosen Verhalten beschreibt, und der zweite Term den linearen An-
stieg der Vertikalverschiebung. Die a entsprechende Relaxationsmode entspricht der Mode CP
der Néherungen C1 und C2.

B.3.2 Niherung C1

Die Koeflizientenmatrix fiir das homogene Differentialgleichungssystem erster Ordnung lautet
geméf (3.30)

1
0 k= 0

_ 2
Ak 1

AL 0 0 ——

ARAHEE 4 040 o

A+ 2 A+ 20

kX pl g0 0 p(0) 4
X+ 20 N+ 27

und die Eigenwerte nach (3.72)

my =k, mgzk(\/1+€2—e>, mg = —k, m4:—kz<\/1+62+6>.(B.78)
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Sofern m; = —mg = k und my4 = —my ausgenutzt wird, ergeben sich aus A die Fundamental-
matrix und ihre Inverse zu

1425 m2 4 9 ~1 426 me 49
1 1 1 1
L - - ~ ~ - , (B.79)
2k (14 6) 2kn 2kp (1 —9) 2kp

2kl — 2XkS 20ims — 2kXe —2kfi — 2kAS 2fimy — 2k Ne

Lt = 1><
2
1 _1 MR 1 1
5 5 i ko kfo
_1 i 1 1 ma(A+27) _ 1 1 ( ms 1 )
5 (M2m) ViteZ Vit \ 9 nk 2kfadV1+e2  kvVI4e2 \ 2kpd 20
1 1 ME 1 1 ’
5 5 m 2kfo ko
1 i 1 1 ma(Af20) 1 1 ( msy 1 )
5 (X+2,7) 1+e2 T+e2 5 ki 2k /1+e2 EvV1te2 \ 2kpo A+200
(B.80)
wobei
(0) 4(0) (0) ,4(0)
2k (A + 1) 2k (A +2p)

E liegt in der Form (B.8) vor.

Die einzelnen Schichtpropagatoren folgen aus P = LU E®(—p) LY. Die Loésung an der
Oberseite des Halbraumes ergibt sich entsprechend der Herleitung in Abschn. B.1.3, S. 110:
Hierbei ist LY die Fundamentalmatrix des Halbraumes.

Quellterm E(l)

Die Abhéingigkeit des Integranden D(2'), Cy = —g(® R gemiB (3.54) und (3.55) reduziert sich
mit (B.7), (B.79) und (B.80) auf E(h). Somit kénnen wir den Quellterm mittels (B.45)—(B.47)
berechnen.

Der Quellterm fiir den Halbraum ergibt sich durch Einsetzen von (B.79) in (B.51):

Pl oo (XY X5 1 ) (B.52)
m —kAp+iL miP —k AL+ 200

Loésung fiir homogenen Halbraum
Einsetzen von (B.79) und (3.40) und (3.40) in (B.28) ergibt

B 2k g IR 1
X = det M —(1-9)) " (B.83)
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und in (B.29) bzw. (B.30) fiir z =0

(0) 4(0) ~
detM = (2kf)? [1+¢| 22— - L) - Vite(1-06)], (B.84)
2kp A+ p
g 2kp s _ 2) (1 _ (0) TR
U= [5 (1+e Vite ) (1 5)}9 R (B.85)
= _ 2kp o o) FR
= PR 5O FR B.
det v Y (B-86)

Das lokale Schwereinkrement an der Oberfliche folgt, indem wir in (B.52) W mittels (B.86)
substituieren und D mittels (B.82) und (B.83) sowie den Eigenwerten aus (B.78) darstellen:

R (B.87)

~ 7 20 40 _
G=2rr|1- 2kp 2pPg\We (1 —0)
detM 1 4+ ¢4+ V1+4€2

Die inviskosen Beitrige sind durch lim,_o Y definiert, so dass lim s_o{X, i} = {x, 0} und

L= i lim 5 — 200 B.88
€T 511{%)6 - sli% n 2kk ( ' )
Die Determinante (B.84) lautet dann
detM = 2k p® g ¢ | (B.89)
Setzen wir (B.88) und (B.89) in (B.85)—(B.87) ein, erhalten wir
?—(1-¢) <1 — \/1+6/2>
Ut = , R (B.90)
e p0)
1
F_ ! R
wh = 50 DI (B.91)
GF =271y (1 -2 L-c SR (B.92)
1+€ +V1+4€?

Die inviskose Horizontalverschiebung nimmt demnach einen von Null verschiedenen Grenzwert
an, die Vertikalverschiebung gleicht dem hydrostatischen Auftrieb und das Schwereinkrement
ist ebenfalls von Null verschieden. Dies liegt daran, dass fiir den inviskosen Grenzwert die Di-
vergenz der Verschiebung im Halbraum nicht verschwindet. Fiir grofie Wellenzahlen gilt ¢ < 1.
Entwickeln wir (B.90) bis O(e?) und (B.92) bis O(e), reduzieren sich die Gleichungen auf

3
uf = =2 40 gk B.93
i d : (B.93)
(0) ,(0)
GF = opy— P9 R (B.94)

4kr + pl0) g0

Die elastischen Beitrige ergeben sich aus lim s, o ?, so dass lim SHOO{X, i} = { Mo, po}. Neh-
men wir hier ebenfalls an, dass e < 1 gilt, und entwickeln (B.84)—(B.87) bis hin zu Termen mit
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O(e), erhalten wir

det M = 2k jig e (Qk:uo + p© g<0>) : (B.95)
2kpoe  po

Ut = ©) pR B.96

detM Ao + 0" ’ (B.96)

2]@#06)\0“—2#0 (0)
detM Ao + o 2

4 (0) 40) 1 _
GE = 27y (1 _ Akpocp g o) sm | (B.98)

Wt = R (B.97)

detM 2+¢€

Setzen wir schlielich (B.95) in (B.96)—(B.98) ein, und substituieren wir die Poisson’sche Zahl
gemédf 2v = \/(A + p), folgt

1—-2v
E _ (0) yR
vt = 2k p(0) + p0) g(O)g 2 (B.99)
2(1-v)
E _ (0) yoR
Y 10 ¢ (0 g 7 5 (B.100)
(0) (0) 4(0)
GE:27W2/<:/L + oy 5ER. (B.101)

2 klu(o) + p(o) g(o)

Die Formel (B.100) weicht geringfiigig von der von Wolf (1985¢, Gl. 23a) ab, stellt aber fiir kleine
Wellenzahlen eine bessere Niaherung dar. Die Schwerestorung weicht nur fiir kleine Wellenzahlen
von der Néherung fiir einen inkompressiblen Halbraum ab, siehe (B.138). Vernachléssigen wir
den Quellterm D in (B.52), so lautet in erster Niherung das lokale Schwereinkrement

2kp® (1 -96) (g
Qk,u(o) —+ p(o) g(O) '

Damit ist es bei kompressiblen Deformationen nicht gerechtfertigt, den Einfluss der Kompres-
sion auf das Schweresignal zu vernachléssigen. Dies widerspricht teilweise den Ergebnissen von
Hagedoorn (1999), der unter Vernachlissigung von D eine Verbesserung der Modellierung fiir
die Schwere gegeniiber der fiir einen inkompressiblen, geschichteten elastischen Halbraum sah.
Beim Ubergang vom lokalen zum materiellen Inkrement wird der Beitrag durch die Verschiebung
WE im Schwerefeld dominant. Bei Vernachlissigung der Vorspannung p(® ¢(©) = 0 im jeweiligen
Nenner und in € stimmen (B.99)—(B.101) mit denen (B.73)—(B.75) fiir einen nicht gravitierenden
elastischen Halbraum iiberein.

G =27y (B.102)

B.3.3 Néiherung C2

Die Koeffizientenmatrix fiir das homogene Differentialgleichungssystem erster Ordnung lautet
geméf (3.30)

0 —k ; 0
Nk 0 0 1
A= R A+ 20 (B.103)
LR 0 0 o — MK
A+ 20 A 20
— p0) gO) f 0 k 0
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und die Eigenwerte

mi = kvVl+e, mo=kvl—e¢, mg3=—-kvli+e, myg = —-kvl—c¢, (B.104)

(3.77). Sofern wir mg = —m; und m4 = —mgy ausnutzen, ergeben sich aus A die Elemente der
Fundamentalmatrix bzw. die ihrer Inversen zu!

L11:'Y+€7 Lglzkﬁ[(2’}’+€)m1/k‘—5]
SN Lio = k7 (27— €) ma/k —0] .
Lis = v+e, Lyg = kp[—(@2v+e€) mi/k—4],
L14:"}/7€, Lgs = k [ (27_6)m2/k_§]7 ( )
B.105
Loy = ymi/k -0, Ly = ki 27+ ¢) — p0 g my/k,
L22 = ’}/mg/k‘—(s, L42 = ki (2’7 — 6) (0) (0) mg/k
Log = —ymi/k =4, Lis = ki (27 + €) + p© g(O my/k,
Loy = —yma/k -4, L = ki 27 — €) + p@ g my/k
L-l — 71 _kﬁ(’yml/k+5)(677) o 1_ L-l :1 ]'
H 4 amy/k e’ B Y kpemy/k”
L—l _ _1 _kﬁ(rme/k+5)(€+’Y) 1_ L—l _ _1 1
ATy amy/k el B 4 kpemy/k’
L—l — _1 _kﬁ(vml/k_(s)(e_'}/) _ 1_ L—l _ _1 1
31 4 amy/k e’ 33 dkpemy/k’
L—l _ _1 _kﬁ(’ymg/k—(ﬂ(e—&—’y) 1_ L—l — 1 1
4 4 ams/k el’ BT A kema/k’
o L GO9Omiktyk) (=) 1] L1 Lami/kt8)(e—n)
127y ami/k emi/k |’ My am/k ’
pr L0 O ma/k by ki) (e+9) 1 L _ Lma/k+0) (et )
27y ams/k ema/k |’ Ty ams/k ’
b1 L[ Og O mi/k— v k) (e~ ) L] L _ L yma/k—6) (=)
27y ami/k emi/k |’ 37y amq [k ’
11 [ (0@ g my ke — vk L) (e +7) 1 L 1 (yma/k—0)(e+7)
27y ams/k ema/k |’ My ams/k '
(B.106)
und E in der Form (B.8). In (B.104)—(B.106) sind bereits
_ X+
ar:e(ku’v2—5p(°)g(0)> : y = 2
A+ 20
B.107
(0 4(0) @0 (B.107)

_k(x+2ﬁ)7 : k /ﬁ(}\/_i_Qﬁ)

! Beachte die unterschiedliche Reihenfolge der Indizes in (B.105) und (B.106).
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benutzt worden.

Die Losung fiir den Halbraum folgt aus der Regularitétsbedingung fiir z — oo (Abschn. B.1.3,
S. 110). Abhéngig davon, ob die Eigenwerte reell oder komplex sind, muss die Halbraumlgsung
unterschiedlich bestimmt werden.

l.e<1l = m;€R:
Mit mq 2 > 0 lautet die Halbraumlésung

it (L) (L)
Y(zp+h) = xFLP ems "2 4 LB ema”F (B.108)
wobei LgL) den i-ten Eigenvektor bzw. die i-te Spalte der Fundamentalmatrix bezeichnet.! Die

Berechnung von X* erfolgt entsprechend Abschn. B.1.3, S. 110.

2.¢>1 = mpi=-mg€ Rund mg=—-—my e l:

Dieser Fall verletzt die Regularititsbedingung, dass die Storung fiir z — oo verschwinden muss
(S. 42).

3.¢(s) €1 fiir S? <s<0 = m=mg=—-—mg=—yg € L:
Die Eigenwerte lassen sich o.B.d. A. mit m := m; und somit

VIFIE+1 JIF]PE -1
Vitler+1 ooy VIt -1 (B.109)

2 ’ ’ 2

mi =k

in der Form
m; = £ (m" £ im!) (B.110)
darstellen. Da die Koeffizientenmatrix A reell ist, muss mit mgy 4 = ™M1, 3 auch Ly 4 = EL 3 gelten.
Mit Re{m, 2} > 0 beschrankt sich die Halbraumlosung auf den dritten und vierten Eigenvektor:
Y(z +h) = [(aL3R — bLY) cos(m'h) — (aL{ + bLY) sin(mlh)] et (B.111)

Die Komponenten des Eigenvektors lauten mit (B.110) in (B.105)

v €]
LR —0 — ym®/k Ll _ —ym!/k
3 —kf(0+ 2ymB/k — |efml/k) | © 3 T | —kp (2ym!/k + | mR/k)
2vkp + p© g0 mB/k kiilel + p© g ml/k
(B.112)

und die Anpassung der Randbedingungen erfolgt iiber die Matrix
H = (L}, L) X", (B.113)
vergleiche hierzu (B.18).

4. s I

Dieser Fall tritt bei der inversen Laplace-Transformation auf, da die Bereiche, in denen Fall 2
relevant ist, durch eine numerische Integration ausgeschlossen werden miissen (Abschn. 3.5,
S. 43). Wir sehen jedoch von einer analytischen Darstellung in Real- und Imaginérteil aufgeteilt

ab und verwenden direkt den Fall 1 mit einer komplexen Arithmetik, die bei Implementierung
in FORTRAN moglich ist.

! Das hochgestellte (L) zur Kennzeichnung des Halbraumes ist hier unterdriickt.
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Quellterm D;

Der Quellterm D; fiir das Schwereinkrement ergibt sich wie in Abschn. B.3.2, S. 117 aus (B.45).
Auch hier kann die Integration iiber die Schichtdicke auf die Diagonalmatrix reduziert werden,
nur dass diese in Abh#ingigkeit von der Wertigkeit der Eigenwerte unterschiedliche Formen auf-
weist, je nachdem ob die Eigenwerte reell oder komplex sind. Entsprechend Abschn. B.3.2, S. 117
ergeben sich fiir die Schichten [ = 1, ..., L — 1 die Elemente von E aus (B.47). Dass diese komplex
sein kénnen, ist von untergeordneter Bedeutung, da P reell sein muss.

Fiir den Halbraum [ = L miissen dagegen die Fille 1 und 3 gesondert betrachtet werden:

l.e< 1:

— (0) 4(0) L ~ L B
p = 20 [ (e ey X (e fEC))
AN+2n Lms—k p(© g(0) my — k p(0) g(0)

(B.114)

( k i €] (B.115)
m
L

Der Ausdruck (B.114) berechnet sich wie in (B.50). Zur Bestimmung von (B.115) ist die Losung (B.111)
in (B.44) eingesetzt worden, so dass mittels (B.48)

— Xt DR — xt D! [°
pb — 21 X+2~2 / cos(m! z) e~ (M +h) = g,
L DR . ;L o > ) (B.116)
— =1 3 2~2 / sin(mlz)e (MR =g
+2u o
Mit (B.112) sind dabei
DF = L — 2k L = p @ g@Omb/ (B.117)
D=Ly — 2k Lly = p@ @ ml/k —kfile, (B.118)
und die Integrale lauten
/0{ ( I)—mRz ( I)—mRz} —kzd —1 {k+ R I}
cos(m' z)e ,sin(m’z)e e z = mr,m }o.
e (k+mP)* + (m1)?
(B.119)

Loésung fiir homogenen Halbraum

l.e< 1:
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Einsetzen von (B.105) und (3.40) in (B.30) ergibt fiir z =0

detM = — (kf1)* x (B.120)
(0) 4(0) (0) 4(0)
[(472_62_5;)]@% )(\/1+6—\/1—6)—26 <5—pk% \/1—62>] ,
(B.121)
7 kﬁg(o)ER 2 2
U = T aolM ((27 —e)(\/1+6—\/1—e)—76 (\/1+6+\/1—6)—265) ,
(B.122)
— ko0 xR
W = (l;ezil\/[ (’yé (\/1+6—\/1—6)—|—6(5 (\/1+6+\/1—6)—|—2fye\/1—62> .
(B.123)

3.ecl:
Die Komponenten an der Oberfliche ergeben sich, indem wir (B.112), (B.113) und (3.40) in
(B.30) beriicksichtigen:

(0) 4(0) (0) 4(0)
det M = k2 i [(472 + le]* — 52 k/% ) ml/k — e ((5 _ P k% \/1+|e|2>] )

(B.124)
_ kjigO IR Lo )
U__W[(M + lel )m/k—’d (ym /k‘+5)} : (B.125)
— L (O)ER
W= e L8 (e ) el VIR (B.126)

Fiir €,6 < 1 und Entwicklung von (B.121)—(B.123) bis O(e?) und O(8?) folgt fiir die elasti-
schen Beitrdge:

1 —2v4+4(1-v)26

E— (0) yR
v = 2k 0 + 2(1— 1) p© g g, (B.127)
20-v) + (G-v)y'd
B = (0) yR
W= 2k pu© + 2(1 —v) p© g0 g am, (B.128)
(0) _ (0) ,(0)
GE = gy 2hr (1-2v)p7yg (5,120

2k p® + 2(1—v)p g
B.3.4 Niherung IC
Substituieren wir in den Feldgleichungen (3.86) und (3.87) R mittels (3.25) sowie 7" mittels

T =—-P+200.W (B.130)

und beriicksichtigen V - w in der Form (3.88), lautet die Koeffizientenmatrix

1
0 —k =0
u
k 0 0 0
A = (B.131)
4 —pO ¢k 0 —k
—p(o)g(o)k‘ 0 E 0
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mit den Eigenwerten

my = k ; mo = —k (B.132)
der Vielfachheit Zwei. Die Fundamentalmatrix und ihre Inverse ergeben sich damit zu
1 z -1 —z
1 L 1 L
B B
L(Z) - ~ ~ ~ ~ 9
2kp 2kpz 2kp 2kpz
1 1
2kp(l—e) —2kn(1—ce) <l<: - z) —2kpn(l4+¢€) —2kpn(l+e) <k: +z>
(B.133)
1—
1—kz kz(1+4¢) sz =
2kp 2p
1 1
L'(:) = 5 2p 2p (B.134)
1+kz =z
11— _ 1— el
kz —kz(1—c¢) ki 27
1 1
k E(l—e) —— ——
2 2n
E liegt in der Form (B.8) vor und
(0) 4(0)
P g
= B.135
€ Sk (B.135)

Der Propagator kann wiederum aus dem Produkt P(z) = L(z) E(z) L!(z) gewonnen werden,
es wird aber auf eine Auflistung verzichtet, da er z. B. in Wolf (1985b) gefunden werden kann.

Losung fiir homogenen Halbraum
Die Losung lautet an der Oberfliche:

U=0, (B.136)
— 1 ~
_ (0) ¥R
w YT ETOrC gy, (B.137)
~ 2kp TR
Sie geht aus (B.61) hervor. X ergibt sich aus (B.26), wobei mit (B.29) die Funktionalmatrix
1 z
= m 1 .
M = 2k —(14¢€) (1+¢) <k+z> (B.139)
und ihre Determinante det M = —(27ik)? (1 + €)/k lautet. Damit folgt
(1)
_ (7 Cy
X = <_1> TR (B.140)
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und mit (B.9) und (B.18)

CZ,(LI) esz

(B.141)
Dabher trégt nur der vierte Eigenvektor zur Halbraumlosung bei. Einsetzen von (B.133), (B.135), C’f) =
—¢O) ¥R in (B.141) liefert fiir fir = = 0 (B.136) und (B.137), Einsetzen von (B.137) in (B.52) dann
(B.138).
(B.138) stimmt fiir kleine e mit (B.71) fiir das kompressible Modell ohne hydrostatische Vor-
spannung, Ndherung CO0, iiberein.

Die inviskosen Beitrige (s — 0) reprisentieren mit

Ut =o, (B.142)
(0) R
F_ 9
wt = FOPOR (B.143)
GF =0 (B.144)

wie erwartet das hydrostatische Gleichgewicht einer inkompressiblen Fliissigkeit.
Die elastischen Amplituden (s — oo ) ergeben sich unmittelbar, wenn man in (B.136)—(B.138)
den Scherrelaxationsmodul durch den unrelaxierten Schermodul ersetzt:

vk =o, (B.145)
1 -
B _ (0) TR
WE = g S (B.146)
GE = 2r 2k o R (B.147)

" 2kpo + p0 4O
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Eigenschaften der spektralen Lésungen

In diesem Abschnitt werden einige Konzepte vorgestellt, die bei der Anwendung der Viskoela-
stodynamik auf quasistatische Probleme iiblich sind. Darunter fallen die aus der Variationsrech-
nung folgenden Kernfunktionen (Abschn. C.1, S. 127) und die Relaxationsmoden (Abschn. C.2,
S. 129) als Eigenlosungen der Bewegungsgleichung.

C.1 Anwendung der Variationsrechnung

Backus & Gilbert (1967) formulierten fiir die elastodynamische Bewegungsgleichung die Varia-
tionsgleichung der kanonischen Lagrange-Funktion, bzw. Energiegleichung L:

/ (0, Lp + ONLOA) dv® — 0. (1)
Xy

Diese setzt Storungen d\ in den Frequenzen der Eigenschwingungen zu den Storungen dpg in
den Materialparametern des Erdmodelles in Beziehung und ermoglicht die Inversion des Eigen-
schwingungsspektrums hinsichtlich der elastischen Materialparameter der Erde. Der Ansatz von
Peltier (1976), diese Variationsrechnung auf die viskoelastische Bewegungsgleichung zu iibertra-
gen, lidsst sich wie folgt skizzieren.

e Die Relaxationsmoden ergeben sich aus der Anwendung des Residuenkalkiils auf die Riick-
transformation der spektralen Losung in den Zeitbereich (Abschn. 3.5.2, S. 45):

Y S M N Si ~t it

(C.2)

Die Matrix M(s) passt die Randbedingungen an der Oberfliche an die Randbedingungen
an der Oberseite des Halbraumes an. Die Losungen

si € {s € R| detM(s) =0} (C.3)

bezeichnen die Werte, fiir die Losungen des Gleichungssystems fiir homogene Randbedin-
gungen existieren, d.h. s; ist ein Eigenwert der Bewegungsgleichung. Die weitergehende
Analyse von Tromp & Mitrovica (1999a) iibertrégt die fiir Eigenschwingungen iibliche
Nomenklatur auf die Relaxationsmoden.

e Fiir die Bewegungsgleichung (3.8) lisst sich ein Funktional L formulieren, dessen Variation
0L = 0 die Relaxationsmoden liefert. Allgemein hat das Funktional die Form

Liu) = %(Tu, W) — (f ), (C.4)
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128 Eigenschaften der spektralen Losungen

wobei der Differentialoperator T' der Bewegungsgleichung
Tu = f mit u(X) =0, X e€dX; (C.5)

ein selbstadjungierter Operator und die Verschiebung w so oft wie notig stetig differenzier-
bar sein muss (Plaschko und Brod, 1989, S. 183). Das innere Produkt ist {iber

(u,v) = / uv* do® (C.6)
Xy
definiert. Peltier zeigte, dass der Differentialoperator die Bedingung der Selbstadjungiert-

heit erfiillt, so dass dieser Formalismus auf das viskoelastische Problem anwendbar ist.

e Neben der Berechnung der Eigenlosungen kann das Funktional genutzt werden, um iiber
das Rayleigh-Prinzip Kernfunktionen zu berechnen, die die Variation des Eigenwertes als
Variation der Struktur des Erdmodelles beschreiben. Fiir die Variation des Schermoduls
kann man

/ ghegonda® =0 (C.7)
Ay

herleiten. Dieser Ausdruck hat die Dimension einer Energie (Abschn. A.3.4, S. 102). Der
Deviator 52‘3 ist gemifl (A.7) und (A.30) eine lineare Funktion der Eigenlésungen.

Nimmt man fiir den Schermodul in (C.7) Maxwell-Viskoelastizitit gem#B i(s) = po/(14+(s7)71)
an, kann man durch seine Variation nach s und 7 in (C.1),

op(r,s) = O-u(r,s)|s T + Osp(7,s) | ds (C.8)
~ N2 ~r N2

_ Hs)” s A 5s (o)
[0 72 5 1o T 82

eine Kernfunktion IN(T(SZ-) herleiten, die die Variation in der Eigenmode s; als Variation der
tiefenabhéngigen Maxwell-Zeit 7(z) darstellt:

o [ Ry T (C.10)

S; T

mit

a(si) E,(si)
K(s;) = 2T . (C.11)
/M(SZ) E,(si) dz

Mo T

Die bereits eingesetzte Scherpotentialdichte E,(s;) berechnet sich aus (A.51) bzw. (A.53), wobei
sich die Verschiebungskomponenten U, W und die Spannungskomponenten R, T" als Losungen
des homogenen viskoelastischen Gleichungssystems (3.1) fiir den Eigenwert s; ergeben. (C.11)
ist nur dann von Null verschieden, wenn die betrachtete Schicht viskoelastisch ist. Da in jeder
Schicht der unrelaxierte Schermodul und die Viskositdt konstant sind, wird K(s;) iiber die
gesamte Schichtdicke integriert. Dann ist

L
L ) A (C.12)
n=1

Si Tn
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mit L der Schichtzahl und
Ko(s;) = / K(s;)dz (C.13)
Zn—1

als Beitrag der n-ten Schicht. Nach (C.11) gilt Zﬁ:l K, (s;) = 1.

C.2 Physikalische Bedeutung der Relaxationsmoden

Die Eigenlosungen SX = {s;,u;}, i = 1,..., N, der Laplace- und Hankel-transformierten Feld-
gleichungen fiir ein Erdmodell X (Abschn. C.1, S. 127) liefern als Eigenwerte s; € R inverse
Relaxationszeiten und als Eigenfunktionen u; € R® charakteristische Verschiebungsfelder. Bei-
de sind Funktionen der Wellenzahl n, wobei die Nummerierung in ¢ entsprechend der Reihenfolge
von —s; erfolgt.

Fin den Erdmantel reprisentierender homogener, inkompressibler, viskoelastischer Halbraum
stellt fiir die vorgegebene Geometrie das einfachste Erdmodell dar (Erdmodell U). Es liefert
genau eine Eigenlosung SV deren Eigenwert

7_71
= 14
) = — g, (C.14)

p(o) g(o) R®

lautet (Wolf, 1997, S. 48), wobei 7 die Viskositét, po der Relaxationsmodul, 7 = n/uy die
Maxwell-Zeit, p(©) die Dichte des Halbraumes, g(® die vertikal wirkende Schwere und Ry, der
Erdradius sind.

Modifiziert man das Erdmodell durch Hinzufiigen weiterer Schichten mit abgeéinderten Mate-
rialparametern, so erhoht sich die Anzahl der Eigenlosungen fiir jeden Dichtekontrast zwischen
viskoelastischen Schichten um eins und fiir jede Anderung in den viskoelastischen Parametern
um zwei (Vermeersen et al., 1996a; Wu & Ni, 1996). Der Ubergang von einer elastischen zu einer
viskoelastischen Schicht liefert dagegen nur eine zusétzliche Mode. Fiir das Modell EL in Néhe-
rung IC, das aus einer elastischen Lithosphére iiber einem viskoelastischen Halbraum besteht,
ergeben sich somit zwei Eigenlosungen SP und ST als Funktion von n.

Anhand des Relaxationszeitenspektrums —s; *(n) (Abb. C.la auf S.131) kann man folgende
Charakteristika der Eigenl6sungen fiir die Erdmodelle U und EL diskutieren:

e Fiir kleine n deckt sich der Eigenwert von S¥' mit dem Eigenwert des Halbraummodelles.

e Fiir die Eigenwerte von SP'V und SFl' kommt es zu einer Vertauschung nahe n = 4. Bei
ndherer Betrachtung (Ausschnitt in Abb. C.1 auf S.131a) erkennt man, dass sich die Ei-
genwerte einander ndhern, aber nicht kreuzen. Damit bleiben die Eigenwerte einfach und
isoliert. Dies ist von Bedeutung, da das Heaviside’sche Theorem zur Berechnung der Resi-
duen nur fiir einfache und isolierte Nullstellen (Eigenwerte) anwendbar ist (sieche Abschnitt
3.5.2).

e Ab n ~ 20 differieren die Eigenwerte von SY und SV zusehends. Dies lisst sich dahinge-
hend deuten, dass die endliche Biegesteifigkeit der elastischen Platte an Einfluss gewinnt.

e Fiir grofle n ndhern sich die beiden Eigenwerte des Modelles EL. dem Wert

~1
lim s9(n) = 22 (1 + ’”) . (C.15)
n—oo 772 ,U«l
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Eine vertieftes Versténdnis der Relaxationsmoden ergibt sich aus der Untersuchung der Defor-
mation. Dazu betrachten wir die Scherpotentialdichten E,, der Eigenfunktionen (Abschn. A.3.4,
S. 102). Wir zeigen ihre Tiefenverteilung fiir die Wellenzahlen n = 4, 10 und 100 (Abb. C.1b auf
der gegeniiberliegenden Seite).

e Die Scherpotentialdichte verschwindet fiir SU an der Oberfliiche, hat ein Maximum bei
Rg/n (z.B. Wolf, 1997, S. 44ff) und nimmt dann mit der Tiefe exponentiell ab.

e Die Scherpotentialdichte von SF ist in der Lithosphére fiir n = 4 endlich, hat eine Un-
stetigkeit mit Vorzeichenwechsel an der Grenzfliche zum Mantel und nimmt dann mit der
Tiefe exponentiell ab. Diese Charakteristika weisen mit entsprechend reduzierter Eindring-
tiefe SV fiir n = 10 und 100 auf. Der Verlauf fiir n = 100 zeigt auch einen deutlichen
Abfall zur Oberfliche. Desweiteren tritt ein Nebenmaximum in gréflerer Tiefe auf.

e Das Scherpotential von SQEL ist in der Lithosphére fiir n = 4 ebenfalls endlich und hat
wiederum eine Unstetigkeit an der Grenzfliche zum Mantel. Innerhalb des Mantels &hnelt
der Verlauf dem fiir SU, nur dass das Maximum leicht nach oben verschoben ist. Dieses
Verhalten zeigt fiir n = 10 das Scherpotential von SFY, so dass zwischen n = 4 und
5 die physikalische Bedeutung der Eigenlosungen vertauscht wird. Fiir n = 100 zeigt das
Scherpotential von SF*¥ einen dhnlichen Verlauf wie fiir n = 10, jedoch mit einem Maximum
innerhalb der Lithosphére.

Der Verlauf der Relaxationszeitenspektren (Abb. C.la auf der gegeniiberliegenden Seite) sowie
der Eigenfunktionen (Abb. C.1b) legt die Einfithrung physikalisch begriindeter Relaxationsmo-
den nahe, die die Eigenlosungen ersetzen. Die Ubergiinge, an denen es zu einer Vertauschung in
der Zuordnung der Eigenlosungen zu den Moden kommt, ergeben im Relaxationszeitenspektrum
eine Kreuzung der Moden. Fiir das Erdmodell EL ergeben sich somit folgende Relaxationsmo-
den: Die Mode, die sich fiir kleine n wie die Eigenlosung von Erdmodell U verhilt, wird als
fundamentale Mantelmode MO bezeichnet. Die zweite Figenlosung, die im Scherpotential einen
exponentiellen Abfall von der Lithosphérenunterseite zeigt, wird als fundamentale Lithosphéren-
mode LO bezeichnet.
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Abbildung C.1:  a) Relaxationszeitenspektren fiir die Eigenlosungen SY (gepunktet), SFL (durch-
gezogen) und 32EL (gestrichelt); b) die entsprechenden Scherpotentiale der Eigenlosungen geméif
(A.53) fiir n =4, 10 und 100 als Funktion der Tiefe. Der Ausschnitt in a) verdeutlicht die Vertau-
schung der Eigenlosungen. Die Lithosphéirenuntergrenze liegt bei 110km (gestrichelt zwischen den
Plots in b), fiir n = 100 ist der Tiefenbereich reduziert. Die Bezeichnungen M0 und L0 ordnen den
Eigenlosungen die sich aus der Diskussion ergebenden Relaxationsmoden zu.
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Abkiirzungsverzeichnis

1. Erdmodelle

Abkiirzung
AEL

AVC

EL

EL’

U

w

VC
vCoe
Vet
VL

2. Relaxationsmoden

Abkiirzung
CPp

D

Lo

L1y, L2y, ...

LC

MO

MC
RT
RTO

Seite

87
87
67
71
50
o8

78
81
81
92

Seite

95
55
71
78

78
95
71

78
95
95

Beschreibung

Modell EL mit Asthenosphére im oberen Mantel
Modell VC mit Asthenosphére im oberen Mantel
elastische Lithosphére iiber Halbraum

Modell EL mit verdiinnter Lithosphére
homogener Halbraum

homogener Halbraum mit Parametrisierung einer homogenen
Erdkugel

Modell EL mit viskoelastischer unterer Kruste

Modell VC mit Dichtekontrast zwischen Kruste und Mantel
Modell VC mit erhohter Viskositét

Modell EL mit viskoelastischer Mantellithosphére

Beschreibung

fundamentale Kompressionsmode des Mantels
kontinuierliche Dilatationsmode
fundamentale Lithosphidrenmode

viskoelastische Modenpaare der viskoelastischen Lithosphéren-
schichten 1, 2, ...

Lithosphérenmode der elastischen oberen Kruste
fundamentale Auftriebsmode des Mantels fiir Erdmodell U

fundamentale Auftriebsmode des Mantels fiir Erdmodelle mit
Lithosphére

Auftriebsmode der duktilen Schicht in der Kruste
kontinuierliche Rayleigh-Taylor-Mode
diskrete Rayleigh-Taylor-Mode
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Abkiirzungsverzeichnis

3. Ndherungen

141

Die Abkiirzungen erscheinen Zum Teil auch als Index an den Erdmodellen

Abkiirzung
Co
C1
C2

IC

4. Textkiirzel

Abkiirzung
DCL
GIA

GPS
GVED
PREM
SLR
TPA
VLBI

Seite
40
40
41

43

Seite
76
5

oo Ot Ot

67

Beschreibung
kompressibles Kontinuum
kompressibles Kontinuum mit hydrostatischer Vorspannung

kompressibles Kontinuum mit hydrostatischer Vorspannung
und internem Auftrieb

inkompressibles Kontinuum mit hydrostatischer Vorspannung

Beschreibung
duktile Schicht in der unteren Kruste (Ductile Crustal Layer)

glazial isostatische Ausgleichsbewegung (Glacial-Isostatic Ad-
justment)

Global Positioning System

Gravito-Viskoelastodynamik (Gravito-Viscoelastodynamics)
Preliminary Reference Earth Model

Satellite Laser Ranging

Diinne-Platten-N&herung (Thin-Plate Approximation)

Very-Long-Baseline Interferometry



Symbolverzeichnis

Die folgende Liste enthélt nur Symbole, die hdufig und systematisch verwendet werden. Jedem
Symbol sind

e die Seite, auf der es eingefiihrt wird,

e die Nummer der Gleichung, in der es eingefiithrt wird,

e seine Bedeutung
nachgestellt. Dariiber hinaus gelten folgende Konventionen:
e Tensoren sind in kursivem Fettdruck, f, oder in entsprechender Indexnotation, f;;.., no-
tiert.

e Matrizen sind in normalem (geradem) Fettdruck, F, oder in entsprechender Indexnotation,
Fj, notiert.

e Laplace-transformierte Groflen sind durch eine iibergestellte Tilde, f, gekennzeichnet.

e In Kap. 2 werden Feldgréflen in der Euler’schen Formulierung durch Majuskeln, Fj; |
und in der Lagrange’schen Formulierung durch Minuskeln, f;; ., gekennzeichnet. (In den
Symbollisten erscheinen nur die Minuskeln.)

e In Kap. 3 werden Hankel-transformierte Feldgroflen durch Majuskeln, F', gekennzeichnet.

1. Lateinische Symbole

Symbol Seite Gleichung Beschreibung

Ar 15 (2.40) in Ry eingebettete Fliche

Ax 10 (2.6) in X eingebettete Fliche

A 35 (3.30) Koeffizientenmatrix fiir das R-Problem

Al 35 (3.31)  Koeffizientenmatrix fiir das L-Problem

a; 11 (2.10) Beschleunigung

B 10 (2.1) Kontinuum

B 38 (3.52) Koeffizientenmatrix der gravitativen Feldgleichungen
B" 34 (3.16) lateraler Basisvektor der Ordnung n fiir das R-Problem
bij 11 (2.14) Bewegungsgradient

bl 12 (2.20) Inverse von by;

r 41 Menge der komplexen Zahlen

C 41 (3.73)  Schnittlinie einer Funktion in I

c® 36 (3.40) Storung auf der Grenzfliche z = z

cn 34 (3.16) lateraler Basisvektor der Ordnung n fiir das L-Problem
CHX) 127 (C.4) Menge der in X i-fach stetig differenzierbaren Funktionen
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Symbol Seite Gleichung Beschreibung
0. 10 (2.2) Rand oder Abschluss
0./0x, 0. 12 (2.17) partielle Ableitung nach x
D, 68 (5.2) Biegesteifigkeit einer elastischen Platte
Dy 38 (3.54)  Quellterm in Folge des Dichteinkrementes
d 37 (3.47) Divergenz der Verschiebung
d;. 11 (2.10) materielle Ableitung nach ¢
ds, dA, dV 14 (2.33) rédumliches Linien-, Flichen- bzw. Volumenelement
ds. da®, du(© 14 (2.34) materielles Linien-, Flichen- bzw. Volumenelement
& 54 Potential der Arbeit
E 103 (A.47) Potentialdichte
E™ 37 (3.48) Lateralkomponente n-ter Ordnung von g(®) fiir das R-
Problem
€1, e, e3 10 Einheitsvektoren in kartesischen Koordinatenrichtungen
€, €,, e, 100 (A.13) Einheitsvektoren in Zylinderkoordinatenrichtungen
F 38 (3.52)  Quellterm der gravitativen Feldgleichungen
Fij .k 12 (2.19) lokaler Gradient von Fjj .
fij... 11 (2.11) Tensorfeld in Lagrange’scher Formulierung und kartesischer
Indexnotation
fijok 11 (2.13) materieller Gradient von fj;. .
fl(JO) 13 (2.24) Ausgangszustand von f;. .
fl(]ad) 13 (2.25) advektives Inkrement von f;;. .
fl(JA) 13 (2.25) lokales Inkrement von f;;. .
fl(f) 13 (2.24) materielles Inkrement von f;; .
flj][ 13 (2.29)  Anderung von fij... an Grenzfliche
f;f”_ 13 (2.26) interner Grenzwert von fj;. .
.. 13 (2.26) externer Grenzwert von fj;. .
i 13 Anregung
G" 37 (3.48)  Vertikalkomponente n-ter Ordnung von g® fiir das R-
Problem
i 21 (2.79) Schwere
H} 36 (3.34) inverse Hankel-Transformation
H 110 (B.18) Halbraumpropagator fiir das R-Problem
h 50 Schichtdicke
he 69 (5.8) effektive elastische Dicke
h(t) 38 (3.57) Heaviside-Funktion
1 62 Menge der imaginéren Zahlen
LILIILIV 32 (3.4) Terme der inkrementiellen Bewegungsgleichung
I 91 (6.7) zweite Invariante des Spannungstensors

i 34 (3.16) imaginére Einheit
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Seite Gleichung

99 (A.5)
14 (2.38)
129 (C.13)
33 (3.15)
42 (3.79)
108 (B.5)
20 (2.69)
44 (3.92)
10 (2.2)
10 (2.2)
18 (2.61)
111 (B.24)
111 (B.25)
40 (3.66)
20 (2.70)
20 (2.67)
33 (3.15)
50 (4.1)
15 (2.42)
20
36 (3.39)
36 (3.39)
34 (3.16)
20 (2.73)
112 (B.34)
10 (2.1)
10 (2.1)
10 (2.6)
10
11 (2.8)
14 (2.31)
10 (2.6)
34 (3.23)
50 (4.1)
100 (A.12)
11 (2.9)
43 (3.91)
129

Symbolverzeichnis

Beschreibung

Bessel-Funktion erster Art und n-ter Ordnung
Jacobi-Determinante

Kernfunktion fiir Maxwell-Zeit der i-ten Schicht
Wellenzahl

Wellenzahl der Stabilitédtsgrenze
Fundamentalmatrix

Laplace-Transformation

inverse Laplace-Transformation

Schichtzahl

Schichtindex

anisotropes Relaxationsfunktional
Funktionalmatrix

transponierte Komatrix von M

Eigenwert von A

Scherrelaxationsfunktion

anisotrope Relaxationsfunktion

Ordnung der Entwicklung nach e!"¥
beziiglich des Erdradius normierte Wellenzahl
nach auflen gerichtete Flachennormale
Groflenordnung

Propagator fiir das R-Problem

[-ter Schichtpropagator fiir das R-Problem
vertikaler Basisvektor fiir das R-Problem
Druck

Propagator der gravitativen Feldgleichungen
Menge der reellen Zahlen

dreidimensionaler Euklid’scher Raum
aktueller Definitionsbereich des Kontinuums
Abschluss von R4

[-te Schicht von R4

Grenzflache von R(Jf) mit Rgi_l) bzw. R_
externer Definitionsbereich von r;

Lateralkomponente n-ter Ordnung von t - e, fiir das R-
Problem

Erdradius

radialer Abstand
réaumliche Koordinate
Radius einer Lastscheibe

i-te Eigenlosung der Feldgleichungen fiir Erdmodell X



2. Griechische Symbole

Symbol Seite Gleichung
S 34 (3.23)
s 20 (2.69)
sB 41 (3.73)
Y 129

T 102 (A.33)
T 90 (6.6)
™ 34 (3.23)
t 11

tij 17 (2.51)
un 33 (3.15)
u; 11 (2.9)
Vr 15 (2.41)
Vy 15 (2.41)
% 33 (3.15)
v 11 (2.10)
wn 33 (3.15)
Xy 10 (2.1)
X, 10

x 10 (2.2)
o'x 10

O® X, 10

X 10

X; 10

Y 35 (3.28)
YC 35 (3.28)
YF 45 (3.97)
YF 45 (3.98)
Y 35 (3.29)
YV 45 (3.98)
y/ 38 (3.52)
z 100 (A.12)

2. Griechische Symbole

145

Beschreibung

Lateralkomponente n-ter von t - e, fiir das L-Problem
Laplace-Variable

Verzweigungspunkt einer Funktion in IC

inverse Relaxationszeit

Differentialoperator

absolute Temperatur

Vertikalkomponente n-ter Ordnung von t - e,

Zeit

Cauchy’sche Spannung

Lateralkomponente n-ter Ordnung von w fiir das R-Problem
Verschiebung

Teilvolumen von R

Teilvolumen von X

Lateralkomponente n-ter Ordnung von wu fiir das L-Problem
Geschwindigkeit

Vertikalkomponente n-ter Ordnung von w fiir das R-Problem
interner Definitionsbereich von X;

Abschluss von Xy

[-te Schicht von A

Grenzflache von Xf) mit Xil_l) bzw. X_

Rand von X ohne 812(5:)

externer Definitionsbereich von Xj;

materielle Koordinate

Losungsvektor fiir das R-Problem

Spezielle Losung fiir das R-Problem

elastischer Losungsvektor

inviskoser Losungsvektor

Losungsvektor fiir das L-Problem

viskoser Losungsvektor

Losungsvektor der gravitativen Feldgleichungen

Tiefe

Griechische Majuskeln, die ihrem lateinischen Aquivalent entsprechen sind in schrigem Sans

Serif gesetzt, zum Beispiel P fiir p.

Symbol Seite Gleichung  Beschreibung

83 (6.1)  Quotient der Maxwell-Zeiten 71,c und Tym

4«%

21 (2.78)  Gravitationskonstante
32 (3.8)  Nabla-Operator
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Symbol Seite  Gleichung  Beschreibung

V2 32 (3.5)  Laplace-Operator

it—1) 100 (A.15)  Dirac’sche Deltafunktion beziiglich des Argumentes ¢

ij 20 (2.70)  Einheitstensor zweiter Stufe

o1, 0111 35 (3.30) Schaltfunktionen

€ij 19 (2.62)  Verzerrung

E% 38 (3.56)  Deviator der Verzerrung

n 39 (3.58)  dynamische Viskositit

K 20 (2.72)  elastischer Kompressionsmodul

Ao 21 (2.76)  erster Lamé’scher Parameter

X 21 (2.76)  erster Lamé’scher Relaxationsmodul

Ko 38 (3.56)  zweiter Lamé’scher Parameter (Schermodul)

1 21 (2.77)  zweiter Lamé’scher Relaxationsmodul (Scherrelaxationsmo-
dul)

v 52 (4.4)  Poisson’sche Zahl

3 10 (2.1)  Referenzkonfiguration

o 37 (3.44) ¢ n-ter Ordnung fiir das R-Problem

o) 21 (2.78)  Schwerepotential

@ 100 (A.12)  Azimutwinkel

p 10 (2.5)  aktuelle Konfiguration

p 16 (2.47)  Volumenmassendichte

o 23 (2.94)  Fldchenmassendichte

of 24 (2.99)  materielle Flichenmassendichte

xr 43 (3.91)  Hankel-transformierter Anteil von o

ot 43 (3.91)  Laplace-transformierter Anteil von o®

Tij 17 (2.54)  Piola’sche Spannung

T 38 (3.56)  Maxwell-Zeit

X 81 (6.1.5)  Relaxationszeit von Mode X

X 10 (2.6) Bewegung
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