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Yorwort.

Im Jahre 1816 erhielt H. C. ScnuMACHER vom Konig von Dinemark den Auftrag, eine von
Skagen bis Lauenburg und von Kopenhagen bis zur Westkiiste Jiitlands sich erstreckende Breiten-
und Lingengradmessung auszufithren. Die Anregung SCHUMACHERs, die dinische Breitengradmessung
durch Hannover fortzusetzen, fand bei C. F. Gauss bereitwillige Aufnahme. Der geschickten Vermittelung
und der Geschiftsgewandtheit SCHUMACHERs gelang es, auch die hannoversche Regierung dafiir zu
interessieren: die Fortsetzung der dénischen Gradmessung durch das Konigreich Hannover wurde 1820
bewilligt. Die dazu dienende vom Inselsberge bis zur Seite Hamburg—Liineburg reichende Dreiecks-
kette ist von 1821 bis 1823 durch Gauss gemessen worden; sie fand 1824 und 1825, gleichfalls durch
Gauss selbst, eine westliche Fortsetzung bis zur Seite Varel—Jever des niederlindischen Dreiecks-
netzes des Generalleutnants v. KRAYENHOFF. An diese Gradmessungsketten schlossen sich dann
unter Gauss’ Leitung 1828--1844 die erginzenden Dreiecksketten fiir die Landesvermessung. Das
gesamte Beobachtungsmaterial hat Gauss allein bearbeitet. Wihrend das Dreiecksnetz der Grad-
messung und ihrer Fortsetzung nach Jever von ihm nach den Korrelaten ibrer Bedingungsgleichungen
auf dem Erdellipsoid ausgeglichen wurde, erfolgte die Einfiigung der Ketten der Landesvermessung
und der zahlreichen Nebenpunkte mittels ebener rechtwinkliger Koordinaten, nachdem vorher die
Punkte auf die Ebene iibertragen waren. Durch diese Koordinaten geschah die Festlegung der Punkte
der gesamten Vermessung.

Zur Ubertragung der Punkte des Erdellipsoids in die Ebene bedient sich Gauss der konformen
Abbildung. Die Aufgabe: allgemein eine Fliche so auf einer andern abzubilden, daB das Bild dem
Original in den kleinsten Teilen &hnlich werde, wird zuerst in seinem Briefe an SCHUMACHER vom
5. Juli 1816 erwihnt, der die Antwort auf die Mitteilung SCHUMACHERs von dem erhaltenen Auftrage
zur dinischen Gradmessung ist; gleichzeitig wird diese Aufgabe als Thema einer Preisfrage fiir eine
Akademie empfohlen. Der Kopenhagener Sozietit der Wissenschaften, die sie auf ScHuMACHERs Ver-
anlassung dann zweimal als Preisarbeit gestellt hatte, schickte Gauss Ende 1822 die Losung ein; ver-
offentlicht wurde diese zum ersten Male 1825 in den von Sc¢HUMACHER herausgegebenen astrono-
mischen Abhandlungen.

Wie aus dem Gaussschen geoditischen NachlaB, Werke Band IX, 8. 105 u. f.,, hervorgeht, hat
GAUss in der Zeit von etwa 1816 bis 1820 verschiedene konforme Abbildungen des Erdellipsoids fiir
rein geoditische Zwecke in Betracht gezogen, ausfithrlicher als in der Preisschrift mitgeteilt wurde. Es
gehirt dazu besonders die konforme Doppelprojektion des Sphiroids auf die Kugel und von dieser auf
die Ebene einmal mittels der stereographischen, das andere Mal durch die transversale Mercatorprojektion.
Die erste ﬁbertragung auf die Kugel ist noch diejenige, bei der ein Punkt auf dem Ellipsoid und
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v Vorwort.

sein Bildpunkt auf der Kugel gleiche geographische Linge haben; sie ist auch in der Preisarbeit" be-
handelt. Spiiter, 1843, wurde sie durch eine andere Darstellung in den ,Untersuchungen iiber Gegenstinde
der hohern Geodisie” iiberholt. Diese letztere ist dann 1876, in Verbindung mit der transversalen
Mercatorprojektion, durch O. SCHREIBER bei der preuBischen Landesaufnahme eingefithrt worden. Bei
ihr weicht das Verhiltnis der geographischen Lingen entsprechender Punkte auf dem Ellipsoid und auf
der Kugel etwas von der Einheit ab. Das VergroBerungsverhiltnis wird dadurch eine kleine GriBe dritter
Ordnung, ungerechnet noch des Quadrates der Exzentrizitit als Faktor; wihrend es bei der ersten Uber-
tragung von der zweiten Ordnung ist. Doch wiirde dies bei der geringen Ausdehnung des Konigreichs
Hannover von Norden nach Siiden nicht von groBer Bedeutung gewesen sein. An den Grenzen wiirde bei
der ersten Darstellung des Ellipsoids auf der Kugel der Logarithmus des VergroBerungsverhiltnisses noch
nicht 3 Einheiten der siebenten Dezimalstelle oder die lineare VergréBerung noch nicht 1:1470 000
betragen, wenn der Normalparallelkreis durch die Mitte des Landes geht. Sehr ausfiihrlich hat Gauss
die fiir Messungen lings des Meridians zu benutzende transversale Mercatorprojektion der Kugel in
der Ebene behandelt. Er hat auch bereits die fiir groBere Entfernungen von der Abszissenachse gel-
tenden Formeln fiir die Entfernungs- und Azimutreduktion eines groBten Kreises auf die Gerade, die
dic Bilder seiner Endpunkte verbindet, entwickelt, die spiter von CH. ScHOLS und von O. SCHREIBER
angegeben sind. AuBer diesen Doppelprojektionen hat Gavss noch die direkte stereographische Ab-
bildung des Sphiiroids in der Ebene, wenn der dem Augpunkte diametral gegeniiberliegende Punkt
eine gegehene Breite und Linge besitzt, und ferner die Ubertragung des Sphiroids auf einen Kegel-
mantel und dessen Abwicklung in der Ebene in Untersuchung gezogen.

Zur Anwendung ist jedoch eine andere Abbildungsa® gekommen, piimlich die direkte Uber-
tragung des Erdellipsoids in die Ebene, die der transversalen Mercatorprojektion der Kugel analog ist.

Diese Projektionsmethode hat in neuerer Zeit mehrfach wieder Anwendung gefunden fiir
Katastervermessungen, zuerst in Frankreic}.{ durch Cn. LALLEMAND, und dann in Agypten; dafir in
Aussicht genommen ist sie in Sachsen, in Osterreich, in Griechenland und in den deutschen Kolonien
in Afrika.

Gauss bhat tiber die Theorie der hannoverschen Projektionsmethode nichts versffentlicht. Er
hat wohl in seinen Vorlesungen iiber hihere Geodisie, wie ein von geinem Assistenten Prof. GoLp-
SUHMIDT ausgearbeitetes und im GAuss-Archiv zu Géttingen befindliches Heft zeigt, die Gebrauchs-
formeln angegeben, aber nicht ihre Entwicklung. In weiteren Kreisen sind die Formeln erst durch
den Briefwechsel zwischen C.F. Gavss und H. C. SCHUMACHER, herausgegeben von C. A. F. PETERS,
Band II 1860 und Band IIT 1861, bekannt geworden. Aus diesem wurden sie in iibersichtlicher Weise
fitr dt‘:n Gebrauch zusammengestellt vom Wasserbau-Inspektor Taaks, der auch mehrere Druck- oder
Schrexbfehler in ihnen berichtigte und sie durch Tafeln nach ScuMiDTs und nach WALBECEs Dimen-
sionen des Erdellipsoids erginzte. Eine Ableitung und auch Weiterentwicklung der Gaussschen
Formfh?ln gab zuerst der damalige hannoversche Hauptmann und spitere Generalleutnant und Chef der
preuBischen Landesaufnahme Dr. O. ScureiBER. Eine andere einfache Entwicklung riihrt von Prof.
F. R. HELMERT her.!)

. Ig Gavss’ Nachlaq, Werke Band IX, S.141—194, haben sich nun zwar eine Reihe von Formeln
und Entwicklungen zu seinem Abbildungsverfahren vorgefunden, aber eine zusammenhingende Dar-
stellung fehlt, vgl a. a O. Bemerkungen S.195. Das von Gauss beabsichtigte Werk iiber die han-

1. Taaxs, Geodatische Tafeln far die Nord-
1865. — Oskar Scurxmer, Theorie der Projektionsmet
¥. R. Hurumer, Niherungsformein fiir die Gavsssche
Vermessungswesen, Band V 1876), S, 238--253.

und Ostsee-Kiiste, berechnet nach Gavssschen Formeln. Awurich
hotie der hannoverschen Landesvermessung. Hannover 1866, —
Projektion der hanneverschen Landegvermessung. Zeitschrift fir
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noversche Triangulation ist iber den Plan dazu und die Einleitung nicht hinausgekommen, vgl. a.a.0.
S. 401—405. Mehrere Entwicklungen sind auch nicht zu Ende gefiihrt worden oder auch wohl teil-
weise verloren gegangen.

Ich erhielt daher von dem Direktor des Koniglichen Geoditischen Instituts, Herrn Geheimrat
Prof. Dr. Dr.-Ing. F. R. HELMERT, auf meinen Wunsch den Auftrag, unter Zugrundelegung der Gauss-
schen Formeln eine Darstellung der konformen Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene zu geben.

Es wurde aber von vornherein ins Auge gefaBt, die Entwicklungen soweit zu filhren, daB ein
groBeres Gebiet, innerhalb 16—18 Liingengraden etwa, auf ein einziges System ebener Koordinaten
bezogen werden kann, ebenso wie dies durch die 0. ScHREIBERsche konforme Doppelprojektion geschieht.
Um sie auch praktisch brauchbar zu gestalten, waren Weiterentwicklungen und Umwandlungen der
Gaussschen Formeln notwendig.

In der vorliegenden Vertffentlichung werden nun zundchst im AnschluB an Gauss die all-
gemeine Abbildungsgleichung sowie Beziehungen fir die Konvergenz des Meridians und fiir das Ver-
groBerungsverhiltnis abgeleitet. Die erhaltenen Formeln sind darauf zuerst benutzt worden, die Glei-
chungen der transversalen Mercatorprojektion der Kugel zu entwickeln.

Die Anwendung der allgemeinen Formeln auf die dieser Mercatorprojektion entsprechende Ab-
bildung des Erdellipsoids in der Ebene geschieht auf zwei Weisen. Bei der ersten Entwicklung, die
yon GAUss unvollendet gelassen ist, vgl. a.a. 0. S.174—193, wird als Zwischenglied eine Kugel ein-
geschaltet, deren Meridianumfang gleich dem Umfange der Meridianellipse des Erdellipsoids ist. Es
werden die Zusatzglieder hergeleitet, die den Formeln fiir die transversale Mercatorprojektion jemer
Kugel hinzuzufiigen sind. Und zwar werden zuerst die geographischen Koordinaten aus den ebenen
rechtwinkligen berechnet, einmal so wie es bereits im wesentlichen von Gauss angegeben ist, dann
ein zweites Mal in etwas anderer Form, die fiir die numerische Anwendung bequemer ist. An beide
Auflésungen schlieBen sich die Formeln zur Berechnung der Konvergenz des Meridians und des Ver-
groBerungsverhiiltnisses, die bei Gauss fehlen. Darauf erfolgt umgekehrt die Ableitung der ebenen
rechtwinkligen Koordinaten und der andern genannten Grofen aus den geographischen Koordinaten.
Wie an Beispielen gezeigt wird, reichen die erhaltenen Ubertragungsgleichungen viel weiter als sie
fiir die Zwecke einer Landesvermessung gebraucht werden.

Fiir die numerische Rechnung einfacher sind jedoch die Formeln, die nach der zweiten Art,
nimlich aus der Entwicklung der Abbildungsgleichung in eine Potenzreihe, erhalten werden. Wenn das
Gebiet ihrer Anwendung sich gegen 700 km vom Hauptmeridian erstrecken soll, so miiBten jedoch die
Glieder dieser Reihe sehr weit beriicksichtigt werden, weiter als es bei Gauss und auch bei O. SCHREIBER
geschehen ist. Dadurch wiirde aber die praktische Brauchbarkeit der Formeln herabgesetzt werden.
Um mit weniger Gliedern auszukommen, habe ich die Reihen zur Berechnung der ebenen aus den
geographischen Koordinaten und ihre Umkehrung nach dem Vorbilde der fir die Mercatorprojektion
der Kugel geltenden Formeln umgeformt, derart, daf das Hauptglied wie bei dieser erhalten wird, zu
dem dann noch Zusatzglieler hinzutreten. Ebenso wurden auch die Ausdriicke fiir die Konvergenz
des Meridians und fiir das VergriiBerungsverhﬁltnis umgewandelt. Als Kugelradius diente fiir die
ersteren ein Querkriimmungsradius, fiir die letzteren ein mittlerer Kriimmungsradius des Ellipsoids.
Durch diese Umformungen wird erreicht, daB die Zusatzglieder ebenso wie die vernachlissigten Glieder
mit dem Quadrat der Exzentrizitit der Meridianellipse multipliziert sind. Die Berechnung der Zusatz-
glieder wird durch beigegebene Tafelchen erleichtert. Wenn man sich auf einen Abstand von etwa
2° yom Anfangsmeridian beschriinkt, so braucht man in den Formeln nur je ein einziges Korrektions-
glied, das man leicht berechnen kann, so daB dazu kaum Tafelwerte nétig sind.

Zur Ableitung der Unterschiede in der linearen Linge und im Azimut zwischen der geo-
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ditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der die Projektionen ihrer Endpunkte in der Ebene ver-
bindenden Geraden ist von einer andern Differentialgleichung, .als .GAI{SS benutzt hat (a. a. O
8. 1569—168), ausgegangen worden, die geeigneter dazu erschien im Hmbh?k daraut.', daB f;uch w.elt
vom Anfangsmeridian abstehende Dreiecksseiten in Betracht kommen. Dles.e partlel‘le l?lﬁ'erentlal-
gleichung fiir die Abhingigkeit der geoditischen Linie von den e.b(?n.en Koordinaten, die sich, ebenso
wie die von GaAuss hergeleitete, an Entwicklungen in den Disquisitiones gen. c. sup.erf. curv. Art. 24
anschlieBt, wurde zuniichst fiir die konforme Abbildung irgendeiner krummen Fliche in der E'ben(? enti
wickelt. Bie wurde alsdann auf die transversale Mercatorprojektion der Kugel angewend'et. Die h_xerbel
sich ergebenden Resultate sind darauf benutzt worden, um die Korrektionen zu bestimmen, d{e das
Ellipsoid erfordert. Die letztern sind immer sehr klein, wenn als Radius der K}lgel der mittlere
Krimmungsradius des Ellipsoids genommen wird, der der mittlern Abszisse entspricht. Fiir Haupt-
dreiecksseiten in einer Entfernung von 700 km vom Hauptmeridian betriigt der Fehler der ent-
wickelten Formel fiir die Entfernungsreduktion noch nicht eine Einheit der achten Dezimalstelle
im Logarithmus und fir die Azimutreduktion hdchstens eine Einheit der vierten Dezimalstelle der
Sekunde. Bei Dreiecksseiten dritter Ordnung kann stets, auch bei der obigen Entfernung, wie bei
der Mercatorprojektion gerechnet werden. Bei geringern Abstinden bis etwa 200 km vom Haupt-
weridian kann dies auch fiir Hauptdreiecksseiten geschehen. Nur ist immer anstatt eines konstanten
Kugelradius der vorher angegebene mittlere Krimmungsradius zu nehmen. Das verursacht aber Jjetzt,
wo eine Reihe von Tafelwerten existieren, die zu den von Minute zu Minute fortschreitenden geogra-
phischen Breiten die Meridianbogen und die Kriimmungsradien angeben, wenig Mehrarbeit.

Nachdem weiter die Beziehung zwischen der Gaussschen und der in der Geodisie gewohnlich
gebrauchten Meridiankonvergenz entwickelt ist, so daB sich aus dem Azimut der geoditischen Linie
mittels der Gaussschen Meridiankonvergenz ihr Richtungswinkel und umgekehrt herstellen 1aBt, wird
noch eine Erginzung zu dem vorigen Abschnitte gegeben. Es erfolgt die direkte Herleitung erstens
der linearen Linge der geoditischen Linie und ihrer Richtungswinkel aus den zu ihren Endpunkten
gehorigen ebenen Koordinaten und zweitens der Koordinaten des Endpunktes aus der linearen Linge
der geodatischen Linie, dem Richtungswinkel und den ebenen Koordinaten im Anfangspunkte.

Darauf wurde die Bildkurve der geodatischen Linie einer besondern Untersuchung unter-
worfen, um zu ersehen, wann sie die Verbindungslinie ihrer Endpunkte schneiden kann. Hierzu ist
zuniichst die Differentialgleichung dieser Bildkurve bei der konformen Abbildung irgendeiner krummen
Fliche in der Ebene aufgestellt worden. Mittels ihrer konnte dann, wenn als Fliche das Rotations-
ellipsoid genommen wird, durch die TAvLoRsche Reihe die Gleichung der Bildkurve erhalten werden,
Aus dieser wurden noch einmal die Ausdriicke fir die Winkel an den Endpunkten mit der verbinden-
den Geraden, die Richtungsreduktionen, abgeleitet.

Der SchluB der Arbeit beschiftigt sich mit der Transformation der ebenen Koordinaten.
Dabei handelt es sich darum, ohne Vermittlung geographischer Koordinaten oder ohne Anwendung
der Entfernungs- und Richtungsreduktion, direkt aus den Koordinaten des Hauptsystems die eines Teil-
systems, oder aus denen eines Teilsystems die eines benachbarten zu berechnen. Durch solche Teil-
systeme werden gewdhnlich Meridianstreifen dargestellt. Die Grundgleichung nun, aus der zuerst die
Transformationsgleichungen durch Reihenentwicklungen gefunden werden, 1iBt sich aus der Abbildungs-
gleichung ableiten. Sie ist auch bereits von Gauss angegeben und zum Teil entwickelt worden, Band IX
8. 168 u. 169. Durch Uminderung der Grundgleichung kann man eine etwas tibersichtlichere Ent-
wicklung der Koeffizienten in den Transformationsgleichungen erhalten. Die Koeffizienten ergeben sich
beidemal als Potenzreihen der Ordinate des Anfangspunktes des zweiten Systems im ersten. Aber ihr
Entwicklungsgesetz ist nicht ersichtlich, anch wird ihre Herleitung bei den héheren Potenzen, die fiir
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groBere Entfernungen der beiden Anfangspunkte zu beriicksichtigen sind, sehr umstindlich. Daher habe
ich noch eine andere Entwicklung gewihlt, indem ich von einer Differentialgleichung zwischen den
komplexen GroBen, die die Punkte zweier verschiedener Koordinatensysteme darstellen, ausging. Mit
ihrer Hilfe konnten die aufeinander folgenden Differentialquotienten im Anfangspunkte des zweiten
Systems hergeleitet werden. Ihre von der Exgpntrizitit freien Glieder ergeben sich vollstindig, in ge-
schlossenen Ausdriicken. Durch die TAyrorsche Reihe erhilt man jetst die Reihen fiir die neuen
Koordinaten, die nach den Potenzen der alten fortschreiten. Die Transformationsgleichungen sind
darauf in verschiedene Formen gebracht worden.

Wie aus den Zahlenbeispielen zu den Formeln der direkten Ubertragung des Erdellipsoids er-
sichtlich ist, kann man diese ebenso gut zur einheitlichen Darstellung eines groBeren Gebietes be-
nutzen wie die konforme Doppelprojektion. Die Arbeit der Ubertragung ist bei beiden im groBen
und ganzen gleich, vorausgesetzt, daB bereits Tafelwerte vorhanden sind; die Berechnung dieser. letzteren
erfordert jedoch bei der konformen Doppelprojektion mehr Miithe. Auch das VergroBerungsverhiltnis
wird in beiden Fillen nahezu dasselbe, wenn man sich nicht zu weit vom Normalparallelkreis entfernt.
Die direkte Abbildung hat aber den Vorzug groBSerer Beweglichkeit; da ihre Ausdehnung in Richtung
des Meridians beliebig groB sein kann, so 1ift sich der Anfangspunkt der ebenen Koordinaten von
Norden nach Siiden und umgekehrt durch Beriicksichtigung des entsprechenden Meridianbogens beliebig
verschieben. Ist dagegen bei der konformen Doppelprojektion der Normalparallelkreis einmal festgelegt,
sind also darauf beziigliche Tafelwerte berechnet, so wiirde seine Verlegung einmal neue Tafeln und
dann weiter eine vollstindige Neurechnung der ebenen Koordinaten erfordern.

Bei der Drucklegung unterstiitzte mich Herr O. MEISSNER, wissenschaftlicher Hilfsarbeiter im

Geodiitischen Institute.
L. Kriiger.
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Grundformeln fur die konforme Abbildung des Erdellipsoids
in der Ebene.

§ 1.
Die Abbildungsgleichung.

Bei der Gaussschen konformen Abbildung des abgeplatteten Rotationsellipsoids in der Ebene
sind zwei Bedingungen zu erfiillen:

erstens soll ein Meridian, der Hauptmeridian, durch eine Gerade, die Abszissenachse, dar-
gestellt werden;
zweitens muB jede Strecke auf der Abszissenachse dem elliptischen Bogen auf dem Haupt-
meridian, dessen Bild sie ist, gleich sein.
Diese zweite Bedingung ersetzen wir durch die folgende, daB jede Strecke auf der Abszissen-
achse zu dem entsprechenden Bogen des Hauptmeridians in einem konstanten Verhiltnis m, stehen soll.
Es seien ,
a die groBe Halbachse, e die Exzentrizitit der Meridianellipse des Erdellipsoids und Ti—?’ =e'%
B und L die geographische Breite und Linge eines beliebigen Punktes P auf dem Ellipsoid;
Z und 7 die rechtwinkligen Koordinaten des Bildpunktes p von P in der Ebene;
7 und L sollen dasselbe Vorzeichen haben, beide seien positiv nach Osten; Z sei positiv nach Norden.
Der Anfangspunkt des ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems mdge vorliufig dem Schnitt-
punkte des Hauptmeridians mit dem Aquator entsprechen. Fiir den Hauptmeridian wird L =0 ge-
getzt. Zu dem Schnittpunkte des Parallelkreises in der Breite B mit dem Hauptmeridian gehdre die
Abszisse X, wihrend dem Endpunkte der Abszisse Z die Breite B’ entspreche.

Nach den oben festgesetzten Bedingungen muB

B B’
X —m [ VIEAB o, aViterdB
X=m) Jagerews 7™ vateror By )
sein.
Fiir das Bogenelement ds auf dem Ellipsoid hat man:
ds* = R'dB* + N* cos® BAL* = N* cos* B (@%)’ +dL),
Kriger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 1
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2 Grundformeln fiir die konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene.

mit
e 2
= e e"cos’Bj‘T’ ’ N Vli‘e’ifzﬁém b Q 1 + e ° cos R’ ( )
oder wenn
1 dF(®B ,
Qcos B~ 4B ( )

gesetzt wird,
ds* = N®cos? B{(dF(B)*+ dL?).

Fiir das entsprechende Element dS in der Ebene ist:
dS*=dz* + dg

Damit nun die Abbildung zunichst konform ist, muB fiir jedes vom Punkte p ausgehende
Element dS das Verhiltnis %‘:-' einen und denselben Wert m haben. m heiBt das VergriBerungs-

verhiltnis. Dies darf also nur von der Lage des Punktes p, nicht aber von der Richtung von dS
abhingen, oder mit anderen Worten: m darf nur von Z, §, nicht aber von dz, dy abhiingen. Trifft
das zu, so wird demnach ein von unendlich kleinen Seiten gebildetes Dreieck auf dem Ellipsoid
seinem Bilde in der Ebene &hnlich sein. Es wird mithin der Winkel zwischen zwei Kurven der
Fliche gleich sein dem Winkel zwischen den Bildkurven in der Ebene, Man nennt deswegen die
konforme Abbildung auch isogonale Verwandtschaft.

Soll nun m die angegebene Bedingung erfiillen, so muB auch

1 _dst g og p @F@B) 4L N2 cost p9FB) +il) dF®B) —iL)

md T dst dz® - dy® EIEEN) d@—iy) ’
wobei ¢ =}—1 ist, einen eindeutigen Wert haben. Das wird aber der Fall sein, wenn die letzten
beiden Faktoren des vorstehenden Ausdrucks von den willktirlichen Anderungen dZ und dj unab-
hingige Werte haben.
Nun ist aber

OFB) 0L apy (PFB) L 0L\ 0FB) | AL | [ 0F®)  3Ir s
armiin_ oz +igs) s+ (5 Ti%) Tt iteti(— 55+ 5 o
A&+ iy) dz +idy o 1.7 )
+l(T:7;
Ist daher die Bedingung
OF®B) | 3L .9F®B) = JL
0w Tigs =1 7y T oy
oder
eF(B) oL ¢ F(B) oL
’T” = a“. und AL T S e 4
erfiillt, so ist ? Y %y o2 @
dFB)+iL) O(F(B)+iL)
d@+iy ~ 7 ®)

also gleich dem in der Richtung der positiven reellen Z-Achse genommenen Differentialquotienten.

. . d(F(BY+4+4L) . . Y
Infolge (4) ist mithin (m_%% nicht von der Richtung %, sondern allein von der Lage des
Pauktes 7 + iy abhingig, hat also einen bestimmten eindeut; i
: / abl s en Wert. Die Gl. (4) find
wenn F(B) + /L eine analytische Funktion von # 4 1y ist. g L yonion aber e

lich gewiihlt werden: tese Funktion kann vorliufig willkiir-

FB) +iL = §(z + 7). (6)
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§ 1. Die Abbildungsgleichung. 3

Ebenso hat d(g‘((f)—;;f, ) einen eindeutigen Wert, wenn die Gl (4) statthaben, wenn also
F(B) —iL eine beliebige analytische Funktion von Z — ¢y ist:

F(B) —iL = §,(Z —19). (6%)
Nach (6) und (6%) wiirde nun
1 _ . _ . _ - .
FB) - @@+ ip+&@E—i7), L=g5,@E+ip— 5@ — i)
da aber F(B) und L reelle GroBen sind, so miissen §(Z + ¢7) und &, (% — i¥) zueinander konjugiert,
d. h. es mub F =, sein.

Ist also F(B) + ¢L eine analytische Funktion von Z + %, gleich F(Z + i¥), so wird
o F(B)\? L
— = N?cos? BF'(Z + iy)F (£ — iy) = N* c052B<(——a(E—)) + @z) ) )

m?

und damit auch m, allein von der Lage des Punktes Z, y abhingen.

Man hitte in dem zuerst angegebenen Ausdrucke fir mi die Faktorenzerlegung auch so ein-

richten konnen, daB man schlieBlich zu der Gleichung F(B) + ¢L = §(Z — ¢¥) gelangt wire. Die
hierdurch vermittelte Abbildung ist auch konform, aber L und 7 erhalten entgegengesetate Vorzeichen.

Es handelt sich nun darum, die Funktion § niher zu bestimmen. Nach (1) ist

14X = Wi+ g,

m, VQ
- B
folglich wird B eine bestimmte Funktion von ~— und daher auch F(B) = Qf% eine bestimmte
Funktion von X sein. Es sei
my, X
F(B) = f(;l;) ; (8)

dann ist

s , dB_ 1 ¢t 1

! (mo) F(B) - mo G5 iX  QcesB gyife: NewB (8%)

Fiir L =0 wird, wenn man sich auf dem Parallelkreise mit der Breite B nach dem Hauptmeridian
bewegt, # — X und ¥ = 0; mithin folgt aus (6) und (8):

< X
FX) =1 (5)s
also muB iy
= SN -’L'i;b_:l‘/
s+ -r(57) _
sein. z
Setzt man 1!
X =mX, T = myz, ¥ = mY, 9) !\j 7
8o geht demnach die Gl (6) diber in: Aguator
F(B) +iL=f(X)+iL=f(z+1iy), (10) et
1*
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4 Grundformeln fiir die konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene.

wobei nach (8%) /i i
1 , ayi14e'?
F@=yws: Y=y gmws
und nach (1) -
dB’ Y@+ e’ Fcos? B)? 1

dx aVifer F

wird.

Aus (10) folgt umgekehrt »
41y = J{FX) + iL),

wenn J die inverse Funktion von f bedeutet, also

JEX) =X
ist. Hierbei ist nach (8%)
dX 1 _ a]/li-{-e:’”
mﬁ:f(x)-Ncos B, N Vidteticos'B’
und nach (8) und (3)
aB 1
arx = T T ¢es B

Die Gl (10) ist die Gausssche Abbildungsgleichung (Werke, Band IX, S. 144).

(8*)

(11)

(11%)

(12)

Durch die Einfihrung von m, wird nach (9) nur eine Verkleinerung oder VergréBerung des

Bildes hervorgerufen.

§ 2.

Formeln fiir das VergroBerungsverhiltnis und fiir die Konvergenz des Meridians.

Fiir das VergroBerungsverhaltnis m ergibt sich aus (7):

(%)iz N2 cos® Bf (z + iy)f' (z — iy),

oder wenn man (8*) benutzt:
m\1_ f@+in)f @ —iy)
(m) GO O

Nach (5) und (10) wird aber
o OfX) | oL
@+ iy) = "oz tTiggs
oder weil sich fiir die Bedingungen (4) auch
X _ oL UX _ 9L
oz oy’ oy oz
schreiben 1iBt:

Flatin=r®{5X-i2%),
entsprechend ist

Fa—in=rx (55 +i9%).

Y-+ "

Man erhilt daher aus (13):

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 2. Formeln fir das VergrdBerungsverhdltnis und fir die Konvergenz des Meridians. 5

Bei der konformen Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene versteht Gauss unter der Kon-
vergenz ¢ des Meridians den spitzen Winkel, den das Bild des Meridians L — konst. mit einer
Parallelen zur Abszissenachse bildet; ¢ hat dasselbe Vorzeichen wie y.

BEs ist
— 4 __dy
tge=—2; dax’

wo Z—y aus der Gleichung
x

oL oL

zu entnehmen ist. Mithin wird, indem man (4%) beriicksichtigt:

oL oL ofX) ofX) _ _9X 80X
tge="5- i 3y e — " oy’ (16)
und hieraus weiter mittels (15):
. X 0X .
%-smc=—-@, ’—";—"cosc=a—m~ (17)

Zu diesen Gleichungen gelangt man auch leicht durch geometrische Anschauung. Ver-
groBert man 7 um dZ, wihrend 7 konstant bleibt, so ist die dazu gehorige Anderung von X gleich

ﬁdf. Die Anderung in dem zugehongen Meridianbogen ist dann —l—ﬁdx. Diese ist aber auch
0

gleich L3z cosc. Folglich wird - 9X _ L sosc oder '—"— cos ¢ =0 g—c; ebenso findet man die andere
m m ox

. 0%
Rleichung.

Fihrt man die Werte aus (17) in (14) ein, so erhdlt man die Gleichung von Gauss

(Werke, Band IX, S. 153):
e

"(X)
oder (18)

In 2 —ic—Inf(X)—lnf(z + iy).

=" ; 8in ¢) = o gic
m(cosc-{—zsmc) — e’

Bildet man hierzu die konjugierte Gleichung
In ™ pic=Inf(X)—lnf(z—iy),

so folgt aus beiden (leichungen:
€ =

(@ +iy)
fe—iy)’ (19)

Aus der ersten Gl (18) ergibt sich folgendes: Ist

f(x+iy)=p+ig, (20)
so hat man
_ 4 m X X .
tgc= o und T Veig - et @n
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6 Konforme Ubertragung der Kugelfiiche in die Ebene.

Die Bedingungen (4*) dafiir, daB f(X) -+ /L eine analytische Funktion von z 4 4y ist, lassen
sich auch so darstellen:

°AX) 4 PD _ o oL, 'L _ ¢ (22)

dar T oyt T

Lo oyt
D h der zweiten Gl (18) auch ln (7- 7o

a nun nach der z 31 | = P
sein wird, so miissen die beiden Gleichungen:

e L Py ai{lnmﬂo—lnf'(X)} +£,{ln—’n:—lnf’(X)} -0 (23)

81* (zyg o 5.’132 m

)— ic eine analytische Funktion von x4 iy

erfilllt sein. Aus der letzteren folgt nach (8%):
o m Vi m .
5i§1n(5;r>+%31n(m—~or>=0, (24)
weun r den Radius des Parallelkreises in der Breite B bezeichnet. Nun wird aber mit (15)

*lnr | 9'lnr (mo)z 0lnr onr (a*x 8’X)
2

Teat T oy T \m) 9x T ox \G= T Gy
oder da nach der ersten Gl (22) mit Hilfe von (15) und (8%)
o+ G == () L)~ (L) s
éx* T oy T T \m) (X)) T (W) 72X
wird:
clnr ¢*lnr _ mg\2(g%lny élnr\fy  m\?T1 9%
o T eyt (m) L ex? (?Y) } B (7:) T oX*
Nach (1) und (9) ist Zf = Iti; aus v = N cos B ergibt sich daher aa;:{ = — sin B und %5= — CO;B;
also wird : ,(\axr, =— JN" Die Gleichung (24) geht hiermit tiber in:
o? m o? m my\2 1
dar 2, g = () & (249

Diese Gleichung ist von Gauss angegeben (Werke, Band IX, 8. 155).

Konforme Ubertragung der Kugelfliche in die Ebene.

g 3.
Berechnung von B, L, ¢ und m aus «, y.

Die im vorhergehenden entwickelten Formeln sollen zunichst zur Darstellung der Kugel-
fliche in der Ebene benutst werden. Man wird alsdann die Formeln fiir die transversale Mercator-
projektion erhalten, bei der ein Meridian, der Hauptmeridian, lingentreu abgebildet wird.

Die geographischen Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kugeloberfiiche seien B und I
und die rechtwinkligen Koordinaten des entsprechenden Punktes in der Ebene Z, §. Die Breite B:

gehort zum Endpunkte der Abszisse Z, wihrend die Abszisse X der Breite B entspricht. Ferner ist
F = myz, ¥ = myy, X = m, X; (1)

7 und X sind die Meridianbogen vom Aquator bis zu den Breiten B’ und B.
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§ 8. Berechnung von B, L, ¢ und m aus x, y. 1

Fiir die Kugel, deren Radius 4 sein soll, ist ¢! =¢'*=0, @ = 1. In Bogenma8 ist, (1) S.1:

X
B=7; @)
nach (3) S. 2 wird nun
B
F(B) fcou‘;'_l ntg (7 +5); (3)
mithin ist nach (8) 8.3
1 X
f0) =Intg (T +5%) (3%
Dementsprechend wird
. 1 .
f(@+iy) =Intg (Z ?x__zf.y> (3%%)
Die Ubertragungsgleichung fiir die Kugel lautet daher nach (10) S.3:
4 B . 1 x+ 1ty
lntg(-(+?)+'zL=lnt ( +5 Y, 4)
oder wenn man
X N
=5 I ®)
setzt:
B .. 1 .
tg (% + 2) (cos L + i sin L) = tg (% +5E+ “I)) %gg;%’i:g (4%)

Um £ und 5 in WinkelmaB zu erhalten, hat man in (5) linker Hand mit p’ = EiElT” zu multiplizieren.

Aus (4*) ergeben sich die beiden Gleichungen:

cos &
cos¢n —sin £’

tg (%—}— g—) cos L =

tg(zr%—l:)smL——— ¢

cos 111 — smg

folglich ist

; sinéy
tg L= 5 . (6)
und .
te? T B cos §——sm £y cosin~-sing
g (—Af + ?) (cosin — sm £)?  cosin—sin§
oder
B
tg? (= + o) —1 .
(4 —2—)——=sinB= Sm.g . )

Nz B
tg* (*; + *g) +1
Sind also die ebenen rechtwinkligen Koordinaten z = ;:_fu und y = "3;/— gegeben, so findet man
L] (1}

die entsprechenden geographischen Koordinaten B, L, da nach (1) S.1 & auch gleich B’ ist, aus den

Gleichungen:
sin B’ sin B’

sinB= o T ein
—siniy Ging (8)
tg L cos B~ cos B’
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8 Konforme Ubertragung der Kugelfiiche in die Ebene.

fiir die man auch leicht eine Reihenentwicklung angeben kann. Da

’ . . , inB’, . . , 1 *B'4-3sin*B’ , . . ,
B— B = E—():T(smB— sin B") + %:;:’F' (sin B—sin B")? + ?c—m——&t—-‘st}n (sin B—sgin B")*+ - -
und
. . , . . 1 ; . ’ 1 5 61
sin B — sin B'=sin B (E&éﬁq — 1) = sin B (—?172 + -2_4114_ 7-25'76 + .- )
ist, so wird in Sekunden erhalten:
, 1 . , 5+3tg* B’ 61+ 90tg* B’ + 45 tg* B’
B—B=—p"ntg B {1 -T2 = g2y 360 7t -] (8%)
Aus der zweiten Gl (8) folgt, gleichfalls in Sekunden:
’ ” 14+ 2tg* B’ tg*B’ t B’
Lecos B'=p n{l— +:g n2+5+28g12(;+'2“g3114_...}. (8%%)

Zur Bestimmung der Konvergenz ¢ des Meridians und des VergroBerungsverhiltnisses m hat
man aus (3%) zunichst

also ist

oL 11
F'@+) =7 g

daher wird, wenn man (18) § 2 S. 5 anwendet:

cos €+ in)

m s .
;n—;(cosc—z81nc)=
GOEZ

Daraus ergibt sich

. )
amg-—i-smn)

;:Lcosc== %99—2’—, 2 ginc = ,
o cos = "o cos—X—
) 4 A
und weiter R
1, . P T ,
tge=1tgk. s tgin=1tg B —tgin=1tg B Tgq 9
und

(%)’= - < (cos® 4 — sin® §).

cos® -
A4

Da nun nach )

cos? B = ¢os? X __ cos’in—sin'g
A

cos?iyq
ist, so geht die Gleichung fiir ;’:‘— iiber in
m .
my = Cos in = Cof 4. (10)
. ny - -
(\Zu:gx)nan ¢ und ~. nach § 2, (16) S.5 und (15) S. 4, berechnen, so hat man hierzu aus der ersten
¢X cos B’ ¢X sinB’~-1',rtgi1)

7z " cos Beosiy md

S
<

cos Beosig
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§ 4. Berechnung von x, y, ¢ und m aus B, L. 9

In Reihen entwickelt geben (9) und (10):
=P tg B 1= 3 (1+1g BYrt + (1 + 1" B)@ + 318 Byt — -], 9%
?n—=1+2’7+24’7+720’7+"" (10%)

Das VergroBerungsverhiltnis hat auf den Parallelen zur Abszissenachse konstante Werte.
Ist my,= 1, so wiichst 7, von der Abszissenachse an, auf der es 1 ist, bis zur duBersten Parallelen zu
dieser. Durch Einfiihrung anderer Werte von m, kann m auch kleinere Werte als 1 erhalten. Setat
man fest, daB m auf der Abszissenachse so viel kleiner als 1 sein soll, als es auf der duBersten
Parallelen zu dieser groBer als 1 ist, so muB

1 o, 11 _ 1 yz)‘ (%) 19 (37; 6
1—’ N g agge T "‘1_4<71' 12\ 4 360 \ 4

gesetzt werden, wo ¥, der Abstand der Grenzparallelen und 5, = yzl ist. Der Wert von my, ist zu-

gleich der Wert von m auf der Abszissenachse. Auf der #uBersten Parallelen ist

1, 1, 17 ) ?/1) Al_(g). >4 (yx)
mp=14 gl =gt e’ =147 ( LETAV +3so A

Jetzt gibt es 2 Parailelen zur Abszissenachse, auf denen m gleich 1 ist, und zwar ist ihre Entfernung

von der letzteren:
[ (?/1 7 (y/, l
y=:ty1V 1+4 ) 7680\ 4/ )

. - % 8 (91}
y———:ty;]/ {1 +4s( ) + 7680(A }
Setzt man dagegen fest, dab m — 1 fiir y = + —;~yl werden soll, so ist
1 5 WEAYERNEAY
my=1—gu’+ggu' =1 __S-(I) - 384(])
zu setzen. Mit diesem Werte findet man fiir das VergroBerungsverhiltnis auf der Grenzparallelen:

3 1 3 (Y:\? Yi
mi=1+'§’712"‘i'2§'744'”=1+_§<I{> 128<A)""

oder

Vgl. hierzu § 23.
§ 4.
Berechnung von @, y, ¢ und m aus B, L.

Sind nun umgekehrt B und L gegeben und z und y zu bestimmen, so hat man die Gl (6)
und (7) nach § und 7 aufzuldsen. Man erhilt aus ihnen zundchst

1 . .
—8iniy
. t cos
s L Y €os L = "’.,,75:?_4 3
Y cos®in — sin?§ V coe*in — sin§
eos2 i — sin®k sing
cos B = v = tg B= et
cos i1 Veos®in — sm’g
Kriger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 2
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10 Konforme Ubertragung der Kugelfiiche in die Ebene.

daraus ergibt sich:

sin L cos B = - tg in = Tg 1, (11)
tg B
ggﬁ—tgg- (12)

Aus (11) folgt:

n=%=_}_lnl+smLcosB

5 -————l__'inL0083=sinLcosB{1 +—?1’—(sinLcos B)’-{-%(sinLcos Bt + - } - (11%)

Will man (12) in eine Reihe entwickeln, so hat man zunichst, indem man gleichzeitig B’ fiir § schreibt:
B’ — B = cos® B(tg B'— tg B) — sin B cos® B(tg B'— tg B)* + (cos‘B —%— cos‘B) (tgB'—tgB)*--;
da nun nach (12)

tg B'—tg B=tg B(sec L— 1) =tg B(; L+ 5 LA + 1og L5 + - )

ist, so wird, wenn man noch
L
F,_' cos B=L'

setzt, wo L in Sekunden vorausgesetzt ist:

B_pB-*"—%X

Aro. 4

1 r3 5—tg,B

, 61 —58tg*B 4-tg*B .,
L'®+ CIE- L4+-~-}- (12%)
Werden in Gl. (9) die Werte aus (11) und (12) eingefiihrt, so geht sie iiber in die Gleichung
tg ¢ =tg Lsin B. 13
Da nach (11) und (13) (42

1 . _ \
cos*iy 1 — sin® L cos® B = cos® L(1 + tg* L sin® B) %?
ist, so wird nach (10):

Ccos ¢

T s L’ (14)

&3

Es sei nun u die Kurve auf der Kugel, deren Bild in der Ebene die Ordinate 7 ist; dann
ist nach (10):

m m .y
COBiZ
oder
* =2 ~, 1y
A tlntg(j—i—l»iz)
oder
1 ¢4y ru 1, .1y
e TRy =iz (15)
o4 1
Hiernach wird +
1 .Y .oon | D
- tg 2 == 8in —- - 8Iln 1 }th 1 ‘_?L y T 1 u
A rE 4 COB 2= — L= Pl e
s i 4 A? A cos%’ A lntg(4+2A> (16)

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



§ 5. Entwicklung von f(X). 11

Ersetzt man mit Hilfe dieser Beziehungen in den vorhergehenden Gleichungen y durch u, so
erhilt man:

sinB=sinB'cos—fI, tchosB’=tg%, tgc=th'sin%, usw.
Das sind aber die Formeln, die fiir das sphirische Dreieck gelten, dessen Seiten % — B, % — B, %
und dessen Winkel %, -2“— —¢, L sind; mithin ist die Ordinate 7 das Bild von dem Stiick u eines

groBten Kreises, der auf dem Hauptmeridian senkrecht steht. Daraus ergibt sich weiter, daB die
Parallelen zur Abszissenachse, 7 — konst., zum Hauptmeridian parallele Kugelkreise darstellen.

Setzt man umgekehrt in die Gleichungen, die fiir das angegebene sphirische Dreieck gelten,
die Beziehungen (15) und (16) ein, so ergeben sich die Formeln der transversalen Merecatorprojektion.
Man bat daher z. B. fiir (8) auch die folgenden Formeln:

Lg% T 1, 1.,
tg 5 (B — DB)=tg 5 - tgin,
(8*%)

1
cos — (B'— B)
tg% L=tg—;—c~——-?————,
in - (B"+ B)
wobei ¢ nach (9) zu berechnen oder aus
1 1 ,p 1, 1.
tg>‘56'=tg‘§‘(B +B)'Ttg?1/17

abzuleiten 1ist.

Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene.
Erste Ableitung der Ubertragungsformeln.

§ 5.
Entwicklung von £(X).

Um die Abbildungsgleichung (10) § 1 S. 3 anwenden zu kénnen, muB man f(X) bzw. f(x + iy)
kenmen. Die Funktion f(X), die sich hier nicht wie bei der Mercatordarstellung der Kugel in ein-
facher geschlossener Form darstellen 1i8t, erhilt man, indem man in der aus (3) § 1 8. 2 folgenden
Gleichung

B
dB n B\ {1 —esin B\}e )
FB)=(1- ez)fcos B —e*sin’B) In {tg (4‘ + V27> (1 + esin B } @)
0
das Argument B durch X nach (1) § 1 S. 1 mittels der Gleichung
B
dB
X=a(l—e) f T 2)
0
2*

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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12 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

ersetzt. HEs ist also auch, wenn man
(l—ehdB  ab )
cos B(1 —e*sin®B) cosb

setzt:

F(B) = Intg(§ + ) = f(X), 4

worin b durch X auszudriicken ist.

Zunichst ist demnach eine Beziehung zwischen b und X herzustellen. Dazu braucht man aber
eine Gleichung zwischen B und X.

Nun folgt aus (2) bekanntlich, wenn

_1—yi—¢
14yY1—¢’

E=4n—8n*+ 12n% — 160* + - .-

n

also

eingefiihrt wird, und wenn man Glieder mit n° vernachlissigt!):

X=3 -T—-n {(1 + 'i‘"’? + [;14‘”4)3_%<” - %”3) sin 2B + %g (n’—%n“) sin4B

35 . 315 .
_ 0.3 n .
257 8in 6B + zia ™ sin SB}

Fiir B——-% ergibt sich hieraus als Linge des Meridianquadranten:
an 1 1
M= gLt gt o)
Wird
2M X
A="= "= (
=’ . 4 Sek. (5)
gesetzt, so erhilt man mithin bis auf Glieder von der Ordnung #°, wenn B, das vorher im ersten
Klammergliede als Arcus zu verstehen war, jetzt in WinkelmaB vorausgesetzt wird:

¥—B (3
P

9 . 15 15 . 35 . .
o n— En’) sin 2 B 4 (ﬁn"— ﬁn") sin 4B——En3 sin 6B 21‘;’1# sin 8 B. (6)

Nun ist die Umkehrung der Gleichung

u=v——glsin2v—g,sin4v—gssin6v—g4sin81)——---,

worin g, eine kleine GriBe erster, g, eine kleine GriBe zweiter Ordnung usw. ist:

. v=u+hlsin2u+h,sin4u+hssin6u+h4sin8u+.--
i

’

1
h1=91—gx(gs+ .2‘912)"‘"‘; hg=!]g+912—4glzg,-—2g1(g3+%gla)_...

b

. 1
hy = g5 + 391(92+ 2 yl’) +o hy=g,+ 2¢,° + 8g,2, +4gl(_q3+—§—gls) e

vernachlissigt sind hierbei Glieder 5. Ordnung.

1) F. R. Heuxerr, Die mathem. u. physik. Theorien d. hoheren Geodasie. Leipzig 1880, Band I, S. 46/47
. , S.46/47.
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§ 5. Entwicklung von f(X). 13

Danach findet man aus (6):

BP—HW —(Sn—Tut)sin2®+ € 2 25 sin 4 + 121 sin 6% + o ntsin 8%, (7)

2 32 "% T3 512

Eine shuliche Reihe stellen wir nun aus (3) zwischen b und B her und eliminieren darauf
B mittels der letzten Gleichung.
In die Gleichung (3):

ab cos b
dB  cos B

(1 —e)(1 + ¢ sin® B+ ¢t sin* B + - 3
setzen wir

b=B+clsinBcosB+cgsin‘"’BeosB—{-cgsin5BcosB+c4sin7BcosB+-'-,

worin die ¢ zu bestimmende Koeffizienten sind. Alsdann ist

30 146+ (3c— 20) sin® B+ (b — 4a) sin' B+ (Te, — 6ey) sin® B + - - -
und
cos b = cos B {1-—(b——B)th———;—(b—-B)”+~i b—BPtgB+ab— B+ ]
oder
st _ 1 ¢ sint B— Cysin® B—Cysin® B—- -
mit
Ci=a+ %0121 Cy=c¢s +¢6— %012 - ‘(1;'013 - 511014,

1 1 1 1 1 1 ., 1
Cy=c3 + 06— 66+ "2‘022 - ?cxsc,— ”6‘01862 + Ecls + ﬁ"'14 + 1556 T+ '726016; Tt

Die rechte Seite der obigen Differentialgleichung geht damit iiber in
(1 —e) (1 + D, sin®* B + D, sin* B+ D,sin®B+--),

wobel
D,=e—C, Dy=¢D —G Dy=e¢D,— Gy, - --

ist. Vergleicht man diesen Wert mit dem Ausdrucke fir g—%, so ergeben sich zur Bestimmung der

¢ die Gleichungen:

¢ =—€, 3¢ —2¢=(1- &) D,, Beg—4e=(1—e)D;, Te, — 6¢y = (1 — ) Dy usw.,

aus denen der Reihe nach folgt:

Cl=—_%(262—e4) c,=—%(5e‘——e")
O, = — o (324 — 28¢5 + 5¢) ¢ = — 1o (10465 — 4€* 4 5c™)
Oy = — -1, (134468 — 16246 + 566 — B1e™) ¢, = — L (404865 — 3360 + TTT61* — 61e™), usw.

Mithin ist, wenn b — B in Sekunden vorausgesetzt wird:

b—B __ _ ¢*gin Beos B— —:;— (Het — %) sin® B cos B — 1—;—0 (104¢® — 45¢° + Hel®) sin® B cos B

i

p
— —7;0 (4948¢® — 3360 + TT7et2 — 61e) sin? Beos B—- - -

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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14 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.
oder wenn man zu den Sinus der mehrfachen Winkel iibergeht und gleichzeitig » einfiihrt:

6 13 .
»b———,,£=— (2%—%?@2—%7&3-}-%%‘) sin 2B + (%n’—LM’— ﬁn‘) sin 4 B

p 15 9
— (337° ~ s 4) sin 6 B + M wtsin 8B, (8)
Umgekehrt ist hiernach:
B—b 2, s, 116, . T2 8 4 22T N
—r«?w—(Zn—Fn — 2p +En)sm2b+<?n —5n 45n)sm«l:b
56 136 . 4279, . :
+ (E n— o n4) sin 65 + - n* sin 85, 9)

Dabei sind wie vorher und wie auch stets weiterhin Glieder mit »? vernachlissigt.
In der Reihe (8) wird nun nach (T) B durch ¥ ersetat. Dazu bilden wir noch mittels des
TavLoRschen Satzes

8in 2B = <1 - f—znz) sin 2% (gn—-l‘,’—?’n‘? sin 43 %%n* sin 6 4 %Zns sin 8P 4 {p4)

sin 4B = — 35 sin 24 (1— 9In?) sin 4% + 34 sin 69 4 %n” sin SYF {n?)

sin 6B = — %n sin 4% 4 sin 6% - %n sin 8¢ {n?}

sin 8 B = sin S 4 {n}.
Hiermit geht (8) tiber in:
b—%® _ (1 2 37 1 . 1 1 437 :

= (;n — 5+ 05" — 3?0”4) sin 29 — (~n‘°’ + < n®— imr#) sin 49
17 37 .
— (i@ 0 — 350 1z4> sin 69 — iéi?igt%) n*sin 8%,  (10)

Die Umkehrung dieser Gleichung, die spiter ebenfalls gebraucht wird, liefert:

g 1 2 5 41 '
oo _ (12 5 . a0 . 13 9 3 557 .
(271 PR Y +180n)sm26+(4~8n -——5—n‘°’+ﬁron4)sm4b

-
61 5 103 , 49561
L _ Y 4 o
+ (240" 70" > sin 65 + 161380 ™" 5in 83.1) (11)

~ Der Wert von b aus (10) ist nun endlich i In tg (4504 %b) einzutragen, um f(X) nach
(4) zu erhalten. Es ist aber nach dem TavLoRrschen Satze:
Intg (450 + L) = In to (450 1 Do Lb—wae e :
g4+ 5 9) g(°+2'-")+p~cosqr+‘z‘(m) 4§ (o) (L + sint )
Lib—wye .
(m) (5 + sin? W) sin T+

: L 24
Aus (10) ergibt sich zunichst:

b— / 1 17 1057

Cr— = — g M 3 A R —(l,s, 1 1783 .

p” cos W ( g1 T gum +2304")Sm1‘p (24" +ﬁ"3_3870"4) sin 3%

17 1643
— (0,8 - 4397 .
. R — T 4 4
. <240 11590 n ) sin DY — g66?6 7n* 81n 721",

1) Diese ('Tbertmgung ist auch von E. Hasuer, Zur Abbildung q

wesen, Band XX /1891), behandel worden, es Erdellipsoids, Zeitschrift fiir Vermessungs-
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§ 6. Ableitung der geographischen Koordinaten, sowie der Konvergenz des Meridians u. des VergroBerungsverh. 15

womit man weiter findet:

1 /b—W\2 . 3 25 5711 1 35 09 .
—( )sm’l“=(4n2——ﬁn3+~—n4)sm!l" ( n? — 3+—;%n)sm3lp‘

2 \p”cos ¥, 8 4608 8 96"

— (lG nd — 2%6 n“) sin b — 23(1)20 nt sin 1%,
l(a%%)s(l—ksin* )=—(E 3——:—:%#) sin ¥ + %ns—%n‘*) sin 3%

_(%yﬁ_.% )s1n5‘1"-—7—é§n sin 19,

1/(b—% 2 4 1 4 4
7(p”cosilf) (B + sin? P) sin ¥ = 1536" sin ¥ — v%n sin 33P'+51§n sin Op_fg?" sin 719

Folglich wird:

£(X) = In tg (45° + +) (12)
=lntg(45°+ %‘P‘)—al sin ¥ — & 8in 3% — ay sin HF — o 50 T — - -
mit
wop X 4R, (13)
Sek. 7
und
—n——zn +—n3—% 4
1 19 43
= g Gn g \
0o, s, (14)
% 120 480
25
€y = m 4
§ 6.

Ableitung der geographischen Koordinaten, sowie der Konvergenz
des Meridians und des VergroBerungsverhiltnisses aus den ebenen
rechtwinkligen Koordinaten.

I Nachdem im vorhergehenden eine Darstellung von f(X) erhalten ist, LiBt sich nun auch
leicht f(z + ty) bilden. Setzt man
” 144 . 2% Ty -
p j ==S§£ p Z =S§k{ mit 4= (15)
so wird entsprechend (12):
f(x + iy) = In tg (45°+ L+ im) — e sin (§ + in) — ey sin 3(E + i)
— g sin D (E+in) — e, sin T(E+in) — - . (16)
Wird
(47 1 . 04 1 il
tg (467 + 5 (& + i) —tg (45°+ , B)e (17

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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16 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

gesetzt, so ist aber nach (4%), (6) und (7), §3 S. 7:

1 ..
75111171=@mn =tg}.
cos § cos § (17%)
sin § _ sin§ e
cosin  — Gofn SR

Wenn demnach § und 1 die in (17*) gegebene Bedeutung haben, so ist
flx+iy)=1In tg<45"+ ; ﬂ) — ¢ sin £ cos iy — a, sin 3 cos 3iy — ay sin HE cos Hig — - - -

. sin ¢ sin 3¢
—{—z{l—al cosEb,.J—' — @y cos 3E— 1

— g co8 53‘2327_...}. (18)

Andererseits ist nach (10) § 1 S. 3, sowie nach (4):

f@+i@=fﬂb+ﬂﬁﬂn@@&+%®4¢L
Mithin muB

log tg (45°+ j b) = log tg (45o+ 7; /3)
— M{«, sin £ Cof 5 + «, sin 3§ €0 37 + o sin 5 Cof 5y + «, sin TECo{ Ty + - -} (19)
L—i=—p"{« costGiny + e, cos3ESin 3y + 30858 Ginby 4 a, cos TESinToy + - - -}

Sek.
sein. M —= Modul der BriGGschen Logarithmen. Das zu b gehdrige B erhilt man durch die GL (V).
Die Gl (19) stimmen mit den von Gauss (Werke, Band IX S. 193) gegebenen iiberein, wenn
fir die « die dort benutzten Zahlenwerte eingesetzt werden. Da zwischen B, 4 und § 5 die fiir die

Mercatorprojektion geltenden Beziehungen bestehen, so kann man statt (17*) auch die folgenden
Formeln anwenden: \

tge=tgETgy
tg o (E—p) =tg 1 cTgly

17%%
1 1 'cos%(g—ﬁ) ( )
g yd=tgc

sin 5 (6 4 )

| -Sind ’also die ebenen rechtwinkligen Koordinaten Y gegeben, so liefern die GL (15), (17%)
bzw. (17%¥) (19) und (9) die geographischen Koordinaten L und B

Il Zur Berechnung der Konvergenz ¢ des Meridians und d
benutzen wir die Formeln (20) und (21), 8 2 8. 5.

Nach (12) und (13) ist:

es VergroBerungsverhiltnisses m

b

£x) = ( 1
)= cos @ — ¢ €0s ¥ — B, cos Y Day cos Y — Te cos TP — .. ) (20)
hiernach oder auch nach (15) und (16) wird:
. . 1 1 .
iz + iy) = Y ('c*(');(g:{;—trii — & cos (§ + ’l?]) — 30(, cos 3(§ -+ ’i')]) — 5053 cos 5(§ + an) —_— )
=p+iq

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 7. Andere Formeln fir die geographischen Koordinaten, die Meridiankonvergenz u. d. VergroBerungsverhilltnis. 17

Da
cos® §
cos?l

cos? £ cos?in — sin? £ sin? iy = cos? iy — sin? £ = cos?  — sin® iy = cos® iy cos’f =
ist, so hat man demnach:

Ap = (—g;%%——ulcos‘g’,(Soin——BazcosE}E@Df3n—5a3cos5§(§oi5n—7a4cos7§(§oi7n—

(21)
4 é;?g%ﬁ—i—alsin&@inn+3azsin3§@in3n+5assin5§@in5n+7a‘sin7.§@in7n+-~-.
Nach (21) § 2 8. 5 ist nun
_ 4

Be=7y (22)
und

m_ X,

m Ypi+e

Zur Berechnung von f’(X) in der letzten Gleichung konnte man die Gl (20) benutzen, nachdem man
vorher ¥ aus B nach (6) oder aus b nach (11) berechnet hiitte; das wire aber ein Umweg, denn
der auf diese Weise erhaltene Wert ist nach (8%) §1 8. 3:

’ 1
f (X) = Nces B’
BEs ist biernach auch:
m 1 1 cos ¢ 1 i sin ¢ ) (22 *)

L e —— e e o —— ==

m,  NosBYp k¢ NesB p  NesB ¢

§ 1.
Andere Formeln fiir die geographischen Koordinaten, die Meridiankonvergenz
und das VergroBerungsverhaltnis.

Die im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Formeln lassen sich durch andere ersetzen,
die fiir die numerische Rechnung etwas bequemer sind.
I. Nach S. 16 war:

setzt man nun andererseits

f(z +iy) = In tg (45°+ +5) +iLs (23)
flo +iy) = In tg (45°+ 5 (&' + i), (24)
wobei

n’ Ny ’ 2Mm
x ?

z ¢ = A=
P 4 Sgkf P 4 S:Ik.,
sein soll, so bestehen zwischen b, L und &', 7" infolge der Gleichung
tg (450 + 5 (¢ +in") = tg (45" + 5 b) - &2

nach (4) S. 7 die fir die Mercatorprojektion der Kugel geltenden Formeln. Nach (6) und (7), § 3

S. 7 wird mithin
C‘Sm . sin g’
tg L = ", , sinb= £.
08 § Coi 7y
Kriger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 3

(25)
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18 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.
Statt dessen kann man auch die folgenden Formeln benutzen, vgl. (8%) S. 11:
1, 1., 1,
tge' =tg§ Tgn" oder tgo¢'=tgo(E +b) g5

1, 1 ,q. 1,
tg5E —b)=tg5 " Tg 5y (5%

1
cos—(E'—b)
tg 5 L = tg 5 ¢ —

sin 5 (¢ + b)

Verbindet man nun, um zu Gleichungen fiir 5’11nd n’ zu gelangen, mit Gl (24) die Gl. (16),
so hat man:

In tg (45°+ TE+ in')) =l tg (45°+ S+ in)) — ¢y sin (§ + i) — o, sin 3(E + in)
—aysin B(E + i) — e, sin T(E + in) — - - -.

Aus dieser Gleichung folgt aber, der GI. (10) entsprechend, wie die Entwicklung von (12) zeigt, die
auf (10) beruht:

§;;,.}.'l - 5%,}.2 — Ausin2@E + in) — By sind(E + in) — Bsin6 (5 + in) — B, sin 8(E + i) —---, (26)
wobei 1 2 37 1
o= gn— g’ +gowd —gnt -
1
b= et et
26%)
By = 4_1;‘0”3_%"4... (
_ 4397
By Te1280 "
ist.
Aus (26) ergibt sich weiter:
5'5:;5 =—p"B,sin 25 Coj 2y — p” By sin 4 Coj4y — p” By sin 6 Cof 6y — p”B,sin 8 Coj 8y —- - -
- e ' @7
T 1= Bucos 28@in 2y — B, cos 4§ Sindy — By cos 6 &in 6y — B, cos BESin 8y — - - -
Die erste dieser Gleichungen 138t sich auch durch die beiden Gleichungen
E—1r =p"B, sin 2t + P"By sin 4¢ + p"By sin 6§ + p”B, sin 8E 4 ...
L—E£'=2p"8, sin 2t Sinty + 2p"B, sin 4£ Sin* 27 + 20”6, sin 6£ Sin?3y (27%)
20”8, si in? e
ersetzen, von denen die erste tabuliert werden kann. ¥ 2Py oin B &intdy +
Nachdem man also aus
" Yy _ : 29
P S‘g;l; = mit 4 — =, (28)

£ und 5 berechnet hat, erhilt man £’ und

 aus (27 ] N
von b gelangt man dann zu B mittels (9). " aus (27), und darauf I und b aus (25) bzw. (25%);
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§ 7. Andere Formeln fiir die geographischen Koordinaten, die Meridiankonvergenz u. d. VergroBerungsverhiltnis. 19

II. Zur Ableitung der Konvergenz des Meridians und des VergroBerungsverhiltnisses bilden

wir wieder /'(z 4+ iy). Nach (24) und (28) ist nun

1 dE +1in)
f'(z+iy) = Acos(é +in) dE+in)’

wobei nach (26)

aE +in’ . . .
7‘%@—1%2%=1~251cos2(§+@n)—4ﬂﬂcos4(§+m)~—6ﬁ3c056(§+m)—---

zu setzen ist. Ferner wird mittels der zweiten Gl (25)

1 _cosg'@oin'—i—ising’@inn'_
cos (8 Fin)y Gojf7n cos?d
Wird nun
p=1—2pcos2&Cof2y — 48, cos 45 Gof 45 — 68, cos 6£ Cof 64 — 88, cos 85 Coj8y — - -+
q= 2B, sin 2£ Sin 2y + 4p,sin 4ESindy + 6B, sin6ESin 6y + 86,sin 85Sin8y —- -~

gesetzt, so ist mithin:

f(x+y) = A Gy’ cos,b(p cos £’ Gof n” — q sin &' Ginn’ + i[p sin & Siny’ + q cos & Cof 7]).

Daher erhslt man nach (21) § 2 8. 5:

, ]
tgc=”“ing'@inn'+qcosg'(;oin'___ tgE Tgn'+

pcos & Cofn —qsinE Sing 1—3~tg§’$gn'.
p

Es ist aber, vgl. (25%):
tg o' =tg & Tgn';

setzt man
” q
so ist demnach
c=¢ +c".

Zur Herleitung des VergroBerungsverhiltnisses

m r(X)

T FeFipl

g PPN Vp +q?
‘f(x‘*_ty)" AcosbGofn

erhilt man aus (30):

Nimmt man wie in § 6 S. 17 fiir £'(X) den Wert MJ'QB” so wird also:

= NpcosB  coslL

m A cos b i , A4 cosbd coac cos ¢
m Ny ot B

Einen anderen Wert fiir f/(X) findet man aus (4) und 5):
1 db

(X)) = Aooat aw
3*
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20 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

Nach Gl (11) ist nun, wenn ihre Koefﬁzientep der Reihe nach mit p,,p,, 75, 74, .. bezeichnet
werden:

A =1:(1 + 27, cos 2b + 47, cos 4b + 63, cos 6 +- ) — 1 : h; (34)
mithin ergibt sich auch: )
m 1 cosc” ’
B e _Gojy = . 33%
w7 p,_w@ﬂfn ap S0l (33%)
§ 8.

Ableitung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten, der Konvergenz des Meridians
und des VergroBerungsverhiltnisses aus den geographischen Koordinaten.

I. Setzt man wieder wie im vorhergehenden Paragraphen S. 17

tg (450 + 5 b) (cos L + i sin L) = tg (459 + 5 (& + i)

und
'A ’ ’ ’ ’ : 2%
78ek.= x ’ AA‘:{: - y ’ mlt A = T ’ (35)
80 gelten auch, entsprechend den GI. (12) und (11), § 4 8. 10, die folgenden Gleichungen:
r_ tgb
tg &' = cos L ’ (36)
Eg 7y’ =sin L cos b.
Aus der letzten Gleichung folgt aber, wenn
' sin L cos b = sin u’ (87
gesetzt wird:
s U
= sin %
oder ¢t
s 1, 14siny 1 1, ., . P
7 = —-2—1 1_éiﬁu,=ﬁlogtg(45°+ ?u) =ginu’ 4 % sind o’ % sin® o’ 4 % sin®u’ 4 ... (38)
oder
1 ' . ’ 1. , , 13 . ’ 251 . ’ 3661 ’
og 7’ log sin u’ 4 Jl/[(3 sinfu’ go8in*u’ 4 a3 sintu’ + 86790 S U+ - - ) (39)
M bedeutet den Modul der Bricgschen Logarithmen.
Die erste der G (36) 1aBt sich auch durch die beiden folgenden ersetzen:
tg¢' =tg Lsind
1., 1, 40
By —b=tgloggly 4o

Von &, %" muB jetst za &7 und damit zu

: ’ ’ Z ﬁber
zwischen £’, %’ und £ 1 die GL (26); kehrt man die Y B gen werden. Nun besteht aber

gange von (10) zu (11): ®¢ um, so erhilt man, entsprechend dem UTber-
o pr trsin 208 i) 4y, sin 4(E' + in’) + p, sin 6(' + in) + 5, sin 8 (5 + in’) + - - -
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§ 8. Ableitung der ebenen rebhtwink]igen Koordinaten, der Konvergenz des Meridians u. des VergréBerungsverh. 21

mit
5
n=gn =y m i i
13 3 557
Vs = 8" 5% tip® (41)
61 ., 103 ,
7}3 == —mn — m” ...
49561
(S 161280
Hieraus findet man, da mach (15)
e llﬁ Y
s 0 AT Al 4
ist:
z= A{f—,’, + p, sin 28" €of 29" + p, sin 48" Cof 49" 4 yysin 68" Cof 69" + y,sin 8t Coj8p'+-- } (42)
y= A{ 1’ + p,cos 2E'Sin 29" + p; cos 45 Sindy’ + pycos 6t Sin 6y’ + y,cos 8L Sin8n -},
In ihnen ist £ in Sekunden und %’ als Arcus vorausgesetat.
An Stelle der ersten dieser Gleichungen kann man auch die beiden folgenden benutzen:
_alE g g . , P
X _A{F + p, sin 28" 4 9, sin 4§’ + py sin 6&" + p, 8in 88" 4 - - } (42%)

o — X =24y, sin 2t Ginly’ + y,sin 4§’ Sin® 20’ + p, sin 68 Gin? 3y’ + p,sin 88’ Sin* 4y’ + -}

Die Ergebnisse fiir ¥ konnen in eine Tafel gebracht werden.

Die Auflosung der Aufgabe, aus den geographischen Koordinaten B, L die ebenen recht-
winkligen , y abzuleiten, besteht hiernach darin, dab man zuerst b aus (8) berechnet, darauf %’ aus
(39) und &' aus der ersten Gl (36) oder aus (40); die Gl (42) geben dann z, y.

Die Gleichungen (8) und (9), die den Ubergang von B zu b und von b zu B vermitteln,
kann man gleichfalls in eine Tafel bringen.

IL Auch hier ist wie im vorigen Paragraphen:

, . 1 1 aE +in’)
f@ti)=3 cosE+in) dE+in) ’

dabei ist aber jetzt

d ' 1’ 4 San’ , .
;fgi:%2=1:(1+2710082(§ + ") + 4y, cos 4 4 i) + -

Setzt man: )
p’ =14 2y, cos 28 Cof 27" + 47, cos 4&” Cof 4y’ +6y,cos 68" Cof6n’ + 8y, cos 88" Cof 8y + - -

43
g = 2y, 8in 28" Gin 27’ + 4y, sin 45" Sindy’ + 6y, sin 6 Sinby +8y,5n 8L Sin8y ' +---, (43)

so wird demnach

, . 1 cos§’ @oin'+isin 4 @iun’ 1
f(x—}—ly)_xi— Gof?n’ cos?d P —iq’

1

— AF T TP cos,i{p'cos £'Cofy’ —q'sin £’ Siny’ +i(p'sin £’ Sinn'+ 9" cos " Cof 1) }.
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22 Konforme Ubertra.gung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

Also ist nach (21) § 2 S. 5: .
e Tgn’ + -
tge=—p— b,

1—?tg§'3:911

e = F(X) AVPT X4 cos b Gof .
40), '
Da nun, vgl. (31) und (40) tg &' Tgn =tg Lsinb=tgc #9

ist, 8o folgt aus der ersten Gleichung, wenn
;Lf - tg " (45)

- cl + c/r' (46)

gesetzt wird:

DaB vi::‘% sein muB, ist leicht ersichtlich; zwischen p, q aus (29) und p’,q" aus (43) bestehen die
Beziehungen

’ .

i

Py 9=
Mit £/(X) = 31— wird:

cos B
m  AYp'*4q°% cosb 6 r__ Ap’ cosh cos ¢’ . (47)
my N cos g 07 " N cosB cosc” cos L
§ 9.

Zusammenstellung der Formeln.

Werden die BEsseLschen Elemente des Erdsphiroids zugrunde gelegt, so ist
n = 0,00167 41848 008 . . )

zu setzen. Hiermit sind nun in den vorher gegebenen I"Tbertragungsformeln die Koeffizienten be-
rechnet worden. A

Bei diesen Formeln war der Anfangspunkt der Koordinaten der Schnittpunkt des Haupt-
meridians mit dem Aquator.

Entspricht der Anfangspunkt der ebenen Koordinaten dem Schnittpunkte des Hauptmeridians

mit dem Parallelkreise, dessen Breite B, ist, so ist von der erhaltenen Abszisse die Linge 2, des

Meridianbogens vom Aquator bis zur Breite B, in Abzug zu bringen. %, kann man aus ejper

Tabelle entnehmen?) oder auch wie folgt berechnen.

1 F R HeLuerr, Lothabweichnngen, Heft I: Formeln und
Norddeutschland (Veréﬂ'entlichung des Konigl. PreuB. Ge

2) Tabellen fiir die Meridianbogen findet man z. B. bei 0. Bs
Koordinaten. Caggel 1884: bei W. Jorpax-0, Ecerrr, Handbuch der Ver

in Intervallen von einer Minute hei F. G. Gauss, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen in der
FeldmeBkunst; bei O, Kouw, Geoditische Rechnungen mittelg der Rechenmaschine

haltend die AusmaBe der Meridian- und Parallelkreisbogen usw,
Instituts, Bd. XIV.
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§ 9. Zusammenstellung der Formeln. 23
Nach (6) wird
P — B=—[2,714 3193 30] sin 2B + [9,734 003 — 10] sin 4 B — [6,8487 — 10] sin 6 B
Sek.
+[4,00 —10]sin 8B — - - -,
woraus fiir B = B, sich ¥ = §, ergeben mdge.
Da nun ferner

log P = 7,000 0371 638, log A = 6,803 9172 868

ist, so hat man weiter
' 7= [1,480 49215361 &

I. Gegeben B und L; gesucht x, y, ¢ und m.

b— B— —[2,339015283] sin 2B + [9,983 414 — 10] sin 4B — [7,2240 — 10] sin 6 B

> 4 [4,502 — 10] sin 8B — - - -
sin L cos b = |
log y' — 6,803 9172 868 = log ' = log [ + [9,160 663057 — 1071* 4 [8,797 485 — 10](*
A + [8,5849 — 10]1° + [8,435 — 10]13 +

r . 1 ’ 1 ’ 1 ’ ’ 2 ’
tgt' = 5% oder tgc'=tgLsind, tg4 (5 —b) —tg5c Tgyu; o =[1,4894921536)(¢' &)

Y~y = [3,7257209 1] cos 2¢'@in 2y’ +- [0,68261] cos 48’ Sin 4y’ + [7,8783 — 10] cos 6£"Gin b’
+ [5,187 — 10] cos 8" Gin 8y" 4 - - -

% — of = [3,125 7209 1] sin 28" Gof 29" + [0,68 261] sin 45" Gof 4y’ + [7,8783 — 10] sin 68’ Cof 6
+ [5,187 — 10] sin 8&” Cof 89’ + - - -.

Statt der letzten Gleichung kann man auch die beiden folgenden anwenden:
X — 2’ = [3,7125 7209 18] sin 28" + [0,682 614] sin 45"+ [7,87 833 — 10] sin 6£"+ [5,187—10] sin 85"+ - -
x — X = [4,026 7509] sin 2§’ Sin?y’ + [0,98 364] sin 45" Sin®2+" + [8,1794 — 10] sin 6" Sin’ 3y’
+ [5,488 — 10] sin 8¢ Sin® 49" + -

— 1+ [1,292 8336 22 — 10] cos 2&’ Cof 29 -+ [4,480 757 — 10] cos 4" Cof 4y’
+[1,8526 — 10] cos 6" Gof 63’ + [9,286 — 20] cos 8’ Cof 8y + - - -

q = [7,222 8336 22 — 10] sin 2§’ Gin 2y 4 [4,480 757 — 10] sin 4&" Sin 47’
+ [1,8526 — 10] sin 6§’ Sin 67" -+ [9,286 — 20] sin 8L Sin 8"+ - - -
¢ —[5,314 4251 3] 7 i tge' —tgt’ Tgy —tg Lsinb, e=¢ 4"
Sek.
m, _[1,4894921586] p' cosh (o0 . [6,8089172 868] , cosb  cosc’
m  N:ip cos ¢ cos B K N cos B cos¢” cos L}

N = Querkriimmungsradius in der Breite B.
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24 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.
I1. Gegeben x, y; gesucht B, L, ¢ und m.
[8,56105078 464 — 10 =¢ ~ gy, (3,196 0827 132 — 10]y = 1.
© Sek.

Are.
Erste Auflésung.

£ — &= —[2,236 2289 37] sin 2¢ Cof 29 —[8,083 093 — 10] sin 4& Coj 49
Sek.
— [5,5343 — 10] sin 6£ Gof 6 — [2,645 — 10] sin 8£ Gof 8y — - . .
7’ — 1 = —[6,921 8038 04 — 10] cos 2£ Gin 29 — [2,768 668 — 10] cos 4£ Gin 4y
Are.
— [0,2199 — 10] cos 6¢ Sin 67 — [7,331 — 20] cos 8¢ Sin 8y —- ..,
Man kann statt der ersten dieser Gleichungen auch die beiden folgenden benutzen:
I~ £ = —[2,236 2289 37] sin 2 — [8,083 093 — 10] sin 48 — [5,5343 — 10] sin 6¢
—[2,645 — 10] sin 8¢ — ...
7 — [8,38412 — 10] sin 4¢ Sin? 27 — [5,835 — 10] sin 6£ Sin? 3 |
—[2,95 — 10] sin 8 Gint 4y — . . ., ‘

'~ 1= —[2,537 2589] sin 2¢ Gin?
Sek.

g cos §’ d ¢ lg, b ¢ 1 g 1,
oinp o S0t oder tgo (&' —b)= 30 285
1Y Corw

1 .,
1 1 ’cos?(g—b)

sin 3 5+ 3) "
B b= [2,839 0148 78] sin 2 + [0,120 507] sin 4 . [,
P =1 [7,222833799 — 10] cos 2¢ Gof

— [0,9980 — 10] cos 6 Cof 69 —

5572 — 10] sin 65 + [5,042 — 10]sin 8 4 ...
29 —[3,370 728 — 10] cos 4£ Gof 44

(8,234 — 20] cos 8¢ Cof 8y —. ..
9= +1[7,222833799 — 10] sin 2 Gin 2 +

(3,370 728 — 10] sin 4 Gin 44
+ [0,9980

— 10] sin 6¢ Sin 67 + [8,234 — 20] sin 8% Gin 8y + - . -3

’ 5 425 a ’ ’ ’ 1 ’ ’r
s~ [DB144251 3] 2., bge = tgt' Tgy'=sin b tg I, cm 4o
S LM cosc” cosd Cof ' = [6,803 9172 868] cos b cos ¢’ cog ¢
oder e N:p p cos B Y " Np s B cos I, ?
m, cos¢”’
mit m hy

h=1+[7,2228336 22 — 10] cos 25 4 (4,480 757 — 10] cos 45 4 [1,8526 — 10] cos 65

4 [9,286—20] cos 85 4 ...,
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§ 9. Zusammenstellung der Formeln.

25

Zweite Auflésung.

£ und 7 werden wie bei der ersten Auflosung berechnet.

. sin & tge=tg £ Tgy
smﬂ:@ﬂin 1 1 1
Ging oder tg?(g—ﬂ)=tg—2—c‘lg?n
tg'1'=cos§ 1
tglamtglo 2P
ggi=tg 5t —;

.1 4
fin o E+B)
L— 4 —— [2,536 9566 67] cos £ Siny — [8,982 1536—10] cos 3¢ Gin 3
Sek.
— [5,94618 — 10] cos 5% Sin 5y — [3,081 — 10] cos T& Sin Ty — - - -
log tg (45° + - b) = log tg (45"+ - ) — [6,860 3158 45 — 10] sin& Gof 7 — [3,305 5128 — 10] sin 3£Gof 37
— [0,26 953 — 10] sin 5 Gof 5y — 7,405 — 20] sin T& Cof Ty — - - -.
B — b wird wie vorher berechnet.

[6,803 9172 868] p — E?:_fg‘aii"n — [7,222 5315 34 — 10] cos £ Gof 5 — [4,144 850 — 10] cos 3¢ Gof 31

—[1,3807 — 10] cos 5 Coj 5y — [8,612 — 20] cos TE Cof T — - - -

[6,803 9172 868] g — (j)—sn%—%f{% + [1,222 5315 34 — 10] sin £ Sin « -+ [4,144 850 — 10] sin 3 £ Sin 37

+ [1,3807 — 10] sin 5§ Ginby + [8,612 — 20] sin T&E Gin Ty + - - -;

q
tge=—
g P’
m 1 cose 1  sing
m, NcosB p  NcosB ¢

Zur Berechnung der hyperbolischen Funktionen hat man fiir kleine ¢ die Reihen:

2 4 ] 8
log@inz=log%sinlz=logz+M(%——izéd+2§35~§728~06+-)
2 4 6 8
log Gof z = log cos iz = M(%——%—l——%——é%-{-n-)

1 . 22 Tzt 622° 12728
log ¥g # =log — tg tz=logz—M(?—~9—0—+m—m+---);

M = Modul der Brigaschen Logarithmen.
Allgemein ist

Mz —=log tg (45" + % u);

1 .z u ) . 1 1 . .
So=tg — =tgu COS 17 = —— —tgiz=snu.
itgl2 tg2, g simes g% ] cos u’ i '8

Kritger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 4
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26 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

Hiufig kann man zur Berechnung der hyperbolischen Funktionen auch mit Vorteil eine Tafel
der Subtraktions-Logarithmen benutzen. Setzt man nimlich

Mz=1log — cosa,
so ist
. T . . 1 1
@mz=~.smzz=—(————cos 1‘})
z 2 \cos &
1 1 1
@Diz=coszz=785 ; smzz—-—~<cosa+ os«‘})-
§ 10.
Zahlenbeispiele.
I Gegeben: B =48, L =8
Gesucht: z, y, ¢ und m.
—A, B— — 6867,48276 2,839 0152 83 9,98 8414 7,2240 4,502
+8,B=—0,20012 sin2B...9,997614349 sin4B... 931 7879, sin6B...9,9782, sin8B...9,609

—AOyB=+4 0,00159 A, B... 23836629632 4, B...9301293, A, B...72023, A B...4111
+A4B=+

b—B=— 686" 68129 b = 47°48'33",31871
sin L... 9,143 5553 039 sec L ... 00042472 246 tg L...9,147 8025 285
cosbh...9 827}112 794 tg b ... 0,042 6559 896 sinb ... 986917672690
[...89706665833 tg £'... 0,046 9032 142 , i 5
o g T 06n 833 Ry Pt tg ... 90175697 975
8, 1= 47880 _ " +1
Al 256 = 173116",57034 A p'—— 0,0001828 76
N £...5,238 3386 395 Ay p'=— 3165
W' 89719361225 1,489 4921 536 Qb=+ :
6,8039172 868 @' ...6,1278307 931 Mr'=t —
¥-..5,T15 8534093 @’ = 5 343 561,266 P'=+ 0,999 8139 62
y = 596833799 4, 2°= 4+ 5879991 A g'=+4 00003131938
Ay =— 107,885 8,8 = — 1,108 Aqg—— 2484
Ay = — 1,805 Ay’ = — 0,008 A, q = — 40
Ay =+ 0,001 e Aiq':+
Ay'=+ & = 5 348 940, {46m 00003190 414
y— 596 724110n A 9=+ 0,0003129 414
- e p”:N...8,60897978 5,314 4251
9,1606 6306 cosb...9,82711128 !
I*...7,9413 3317 1:cos B...0,174 4891 0 1'q,. 90 4631
A, 1...7,1019 9633 ¥...9,9999192 ¢ .p” -+ 9,0000808
8,79 7485 cosc’...9,997 6582 ¢ c,...1,8099690
4. 585 2666 1:cos¢”...0,000 0000 2 ¢ =0° 1" 4756082
B, 1., 4,68 0151 l:eos L...0,004 2472 2 ¢ = 5 56 40 ,92810
55849 5435 m:m, ... 000189695 ¢ = 5°b7 45”48892
I...38240 (*...1,763 - 5
8,1...24089 A, [...0200 m, = LOOLBTI5
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sin2§"...
Gin2y’...
Aq'...

II. Gegeben: z = 5 348 940,146™,

3,725 7209

’...9,081 7344,
’...9,275 6074
’...2,082 9627,

3,725 7209

‘...9,997 4722
’...0,007 5385
.. 3,780 7816

7,222 8336

’...9,031 7344,
.. 0,007 5885
‘... 6,262 1665,

7,222 8336
9,997 4722
9,275 5074
6,495 8132

Gesucht: B, L, ¢ und m.

x...6,7282677382
8,510 5078 464
t...52387755846

£ =1173290",83112

= 48°8'10",83112
— A E=— 254, 26367
— A k= 0,00282
— A =+ 0,00004
_A4§__
£’ = 48°516", 57031
sing’...9,8716726 925
Gof 5". . 0,001 9054 235
sinb...98697672GSTO
b = 47%48'33,731870
A b=+ 1126, 94731
B b= — 0, 26257
Dy b= — 0, 00345
Ab =+ .
B = 47%9'59",99999

0,68 261 7,878 5,19
cosdf’...9,98 983, cos 6§’...9,502 cos 8¢"...9,96
Gindn’'...9,58 413 Gin6y’...9,713 Gingn’...991

A y'... 025667, Ay y'... 7,163 A y'...5,06

0,68 261 7,878 5,19
gin4§’...9,33 024, sin 6&’...9,977, sin8£°...9,62
Gof4n’...0,02 984 Sof 69’ ..0,065 Gof8n ... 0,11

A, z...0,04269, A,z .. 7,920, Ax 492'

4,48 076 1,863 9,29
cosdE’... 9,98 983, co86§’...9,602 co8 8E’...9,96
Gojdn’...0,02 984 Goj6n’...0,065 €of 87"...0,11

Agp’...4,50043, Agp’ ..142"6‘ Ap’...936

4,48 076 1,853 9,29
sindf’.. 9,33024, sin6&’...9,977, sin8¢’...9,62
Gindn’... 9,68 413 Gin6ny’...9,773 Gin8y’...9,91

A, q ... 330513, A, q'...1,603, B8,0°...882
y = 596 724,110™,
Erste Auflésung.
. 5,775 71735 854 tg £'...0,046 9032 141
3,196 0827 132 Tg x’'...8,970 6665 837
. 8,971 8562 986 sinbtgL...9,0175697 978 ...tgc’
5 = 0,093 7251 8333 1
— A=+ 172 0651 — A p=-+10,0001857 30
—~ Dy =+ 2199 — L, 9=+ 2 45
— Ay =— 3 —Byp=—
——Aﬂz:——_}_w — A p=
' = 0,093 7424 1180 p= + 1,000 1859 75 7
sec £'...0,1752305 216 4, 9=+ 0,0003130 781
Sin 4’ ... 89725720072 & 1T e
Sytav ey e = —
tg L ... 9,147 8025 288 A=+

§ 10. Zahlenbeispiele.

21

L = 8°0° 07,00002

1,489 49215
p”":N...8,5608 97978
cosc’’...0,000 00002

1:9...9,9999192 3
coebh...9,8271112 8
sec B...0,174 48910

Gof7’...0,001 9054 2

2 ...0,0018969 8

m,

1
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q=-+ 0000 3130 079

5,314 4251
q...6,4956247
tp... 99999192
¢ ... 1,809 9690
0° 17 4756082
5 56 40 ,92811
= 5957°45" 48393

o

¢
¢’
[4

4%



Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

28
2,839 0148 78
sin2b...9,997 9085 44
A b...28369284 22
2,236 2289 4
sin 2£...9,997 8921 4
Cof 277...0,007 5857 7
A E...2,24120685
6,921 8038
cos 2f...9,088 4623,
Gin27n...9,275 4267
4, 7...52356 6928,
. 1,222 8338
cos 2§ . .. 9,038 4623,
Coj27...0,007 5858
4, p...6,2688819,
7,222 8338
8in 2§...9,997 3921
Gin2n...9,27 4267
A, q...64956526

0,12 9507 7,6572
sin4b...9,28 9741, sin6b...9,9809,
A,b...9,419218 A, b...75381,
8,08 3098 5,5343
sindf.,.9,33 6885, sin 6£...9,9761,
Cof4n...0,02 9831 Coj 67...0,0853
A k... 7449809, A k... 55757,
2,76 867 0,220
cos4§...9,98 951, cos 6§, ..9,509
SGindn...9,58 404 €in6n...9,773
Ay 7. 234922, Agn...9,502
3,37 073 0,998
cos4&...9,98 951, cos 6£.,.9,509
Bof4y...0,02 983 Cof67...0,085
A p...8,39 007, Ajp...0572
3,37 073 0,998
sin4§...9,33 688, sin6§...9,976,
Cindn...9,58 404 €in6y...9,773
8,q...2,29165, By q...0,747,

sin 85 ...
AP/ I

sin 8&, .
Coi87...
VAP SN

cos 8E...
Ginsy...
Bym...

cos 8E...
Coi87..
Ap..

sin 8E ...
Gin 8y...
Ag...

5,042
9,582
4,624

2,64

.9,63

0,11
2,38
7,33
9,96
9,91
7,20

8,23
9,96

.0,11
. 8,30

8,23
9,63
9,91
7,07

T ... 6,728 2677 382
8,010 5078 464

E... 52387755 846

£ =-173200" 83112

= 48%8'10”,83112

sin £... 98720017 611
Cof 5. ..0,0019047 242

sin ... 9,870 0970 369

B = 4191'26" 24915
45+ £ 685543 109457

tg(45°+ 1 8)--. 0,414 20821 24

—8,f=— 5422784
— 8y f=— 12923
—'Asp‘—"f‘ 2
”—A4ﬂ=+

tg (45° 4 1 8) . 0,413 6658 119

Der f‘bergang von b zu B ge-
schieht wie hei der ersten Auf-

liisung.

Zweite Auflosung.

1 - 47
5 b= 68%54'16” 65935
b= 474333 31870

y...5175 7135 854
3,196 0827 132
7n...89718562986

cos . .. 9,824 3603 768
Gof 7. . . 0,001 9047 242

sin §...9,8720017611

sec §... 0,175 6396 232 Siny...89724919493
Sin ... 89724919493 88444937104
tg1...9,1481315795
¢ A2 8%0921” 54z cos £ Gof y = 0,670 2936 436
H
—8i=— 21 56795 —&p=— 5081882
—8 = 2223 —4&p=+ 5361
—8,h=+4 2 —Qyp= 5
—Ailz— —A4P=— .

L = 80°0",00002

K p = 0,669 7859 920
sin £ Gin y = 0,069 9026 6132

A g=+ 529 9723
€of'7... 0,003 8094 5 A qg=+ 10512
cos*f... 9,653 4185 1 Ay g=— 41
6,803 9172 9 Ag=—
K... 646114525 K g = 0,069 9557 632
P-.. 3,364 79081
Kgq...88448234993
:p... 6,636 2081 9 Kp...98259860 604
C0ScC... 9,997 6440 2 tgc...90188874389
1:¥cosB... 336904375 ¢ = 5057'45",48891
= 0,001 8969 6

0
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§ 10. Zahlenbeispiele. 29

6,860 8158 3,30 551 0,270 7,41
sin ... 9,872 0018 oin8£...9,76 492 sin 5. ..9,941, sin TE...9,69,
Gof7 ...0,001 9047 €of37...0,01 695 Gof57...0,046 Gof77...0,09
A, fB...6,734 2228 A f...3,08788 A B... 025, AB...7,09,
2,636 9567 8,98 215 5,946 3,08
cos §...9,824 3604 cos 3£...9,91 019, cosb§...9,690, cos TE...9,96
Ging...8,9724919 Gin3n...9,45 469 Ginby...9,687 Gin7n...9,86
A, 1...1,3338090 A,1...884708, Ay h...5,328, AL...289
Goj? ncos?f. .. 9,657 2280 9,65 723 9,667 9,66
7,222 5315 4,14 485 1,381 8,61
cos £ ... 9,824 8604 cos3§... 991019, cogb§... 9,690, cos7£...9,96
Gof 7. ..0,001 9047 €of37...0,01695 Bof 57 ...0,046 Gof77...0,09
A, p... 6,706 0246 A, p...8,72922, Ayp...0,724, A, p...8,382
6,879 7695 3,80 208 0,988 8,27
sin §...9,872 0018 Bin 3£...9,76 492 sin5E... 9,941, sin7&...9,69,
Ging...8,972 4919 Gin 37 ... 9,45 469 Sinby...9,687 Gin7yn...9,85
A, q...5,724 2532 A, q...3,02169 A, q...0616, Ag...7,11,

Es ist von Interesse, die Ergebnisse von S. 26 mit denjenigen Werten zu vergleichen, die
man mittels der konformen Doppelprojektion der preuBischen Landesaufnahme fiir B =48° und
L = 8° erhilt.

Der Anfangspunkt der ebenen rechtwinkligen Koordinaten der Landesaufnahme entspricht
der geographischen Breite B, — 52°42'2”,5325156 .... Nach den im Anfange des § 9 aufgefithrten
Formeln ergibt sich dazu als Linge des Meridianbogens z, = 5840 711,803™. Dieser Betrag ist von
dem auf S. 26 gefundenen z in Abzug zu bringen, wenn bei der Abbildung des Erdsphiroids in der
Ebene der Anfangspunkt vom Aquator auf den Parallelkreis mit der Breite B, verlegt wird.

Die Rechnung fiir die konforme Doppelprojektion ergab mit den Werten von S. 26 zusammen
die folgende Vergleichung:

B = 48°, L =8
Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Konforme Doppelprojektion des Erdellipsoids auf
Ebene. die Kugel und von dieser auf die Ebene.
x = — 4917716567 z = — 491 770,972
y = + 596 724,110 y = + 96 723,843
¢ = 5° 5745”4889 ¢ = b 5145”8715
m = 1,004 3775. m = 1,004 3742.

Wie man sieht, weichen die Ergebnisse beider Ubertragungen nicht sehr voneinander ab.
Das VergroBerungsverhiltnis ist in beiden Fillen nahezu dasselbe. Entfernt man sich weiter vom
Normalparallelkreis, so wird jedoch die direkte Ubertragung vorteilhafter.

In den Beispielen sind die mit y,, B, «, multiplizierten Glieder, die von der Ordoung n*
sind, gar micht zur Geltung gekommen. Das ist selbst noch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel
zeigt, wenn die Entfernung vom Hauptmeridian 30° betrigt.

Die Formeln des § 9 reichen demnach viel weiter, als sie je fiir die Zwecke einer Landes-

vermessung gebraucht werden.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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30 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.
III. Gegeben: B = 48°, L = 30°
Der Ubergang von B zu b ist bereits unter I angegeben.
b =47°4833",31871.
sin L ... 9,698 9700 043 sec L ... 00624693 683 tg L...9,7614393 726
cosh...98271112794 tg b ... 0,042 6559 896 sinb... 98697672690
ekt g : %°
sin % . . . 9,526 0812 837 tg £7...0,105 1253 579 tg¢’... 96312066416
u = 19°37'16,”39451 &' — 5152'3",96069 +1
450 4 1 54 483 ’ = 186 723",96069 A p'=— 0,0004974 516
"+ 5 u=544838, 19726 £...5271 2000508 By p = — 57 600
1 1,489 4921 536 L, p'=+ 194
tg (45° + — u) - - - 0,151 7215079 st lut ittty -
8l 2 ) @ ... 6,160 6922 044 A=+ !
log tg (45°+ —u)--- 9,181 047 0,999 4968 079
°8 1B (474 w)-- 9,181 0471503 o’ = 5763 578,301 V=4
1:M...0,3622156 887 Ax’=+4 6478613 A, q'= 4 0,001 2282 980
v 95432628300 LT 1ol 8,0'= — 26 407
6,803 9172 868 At 28 Ao’ =— 2o
y.. 63471801258 T Sa=1
’ z = 51770 052,214 q = + 0,001 2256 269
¥ = 2224232211 ,
By o575 ; 1,489 4921 5 q’... 7,088 3582 8
y: 955,756 | p”cosh:NcosB...8,5105801 ¢ 1:p’... 0,000 2185 9
AA\,y—— 8,112 p...9,999 78141 5,314 4251 3
s Y =+ 0,020 secc”...0,000 0003 3 { — 22
Ay'=+ R secu...0,025 9799 2 10300178
= m o ¢”...240300178
y = 2223268363 2 ...0,02583397 ’
m ¢’ = 23° 9'34" 59751
m, = 10612898 ¢"— 41293084
¢ = 23°13'47" 52835
. ‘COS 2§',..97375 5550 51! . cos 4§,"'9194804n 00865’...9,819 COSS§,~--9176
¥R 9810 0T 2 En4dn’. .. 0,27 846 Zsin6in’... 0,603 L 6in8in’--- 091
2t 0581 ses0 s s 6t 7,878 ' 5,19
sin : B
cos 2in’. .. 0.098 22223 Bn4°... 9,66 398, sin 6£’. .. 9,876, sin 8§7...9,91
B,y 298031708 RNt L cos 6in’... 0,616 cos 87" 0,91
Az ... n ’y,"' * n A,y’8736(5 Ay’...5,86
1 2. 3,81148204 A, z...067821, B,2'... 8370, A:m,. 6,01
cos 2E cos 24 ' 947 , .,
n 79;32;;; :" cosa cos din’... 0,27 966, c08 6£'cos 6in”. .. 0,435 cos 8£’cos 8in” . .. 0,67
sin2g’. L si”,-n,mg'%; ors  wnap 1., (80T 1,853 9,29
b ittt sind§ Tpsmdan’-. 994044, gip 65’.1. sin 6in’- .- 0,479 sin8§’-—1~sin 84in’ .- 0,82
8, p'... 669675078, A,y 47608 N e ] ! o
A Q'...7,08930376 2 "" * n sp’...2,288 A4p’... )
1 8507, . 442320, Byq’...2332, A,q’...011
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§ 11. Formeln fiir kurze Entfernungen vom Hauptmeridian. 31
IV. Gegeben: z = 5770 0562,214™, y = 2223 268,363™.
z...6,7611797432 y...6,346 9918 881 tg &...0,1051253 579
_81510 5078 464 3,196 0827 132 sin w . .. 9,026 0812 836
g...bH21168175896 7...9,543 0746 013 tgce'...9,6312066415
£ — 186 933",69460 5 = 0,349 2002 945 +1
=51055'33”69460 — A=+ 15192 897 — A p=+ 00005014978
— A E=— 329, 74609 — A, =4 986 —2,§=+ 44257;
— A=+ 1207 — By =— 4 T PE= T
—A:§=+ 1 — A= . A== -
£ = H1°52'3",96069 i .. .9,5432628 391 2'q=+ 0,001 2270 6«35
. ’ = g 0 = — 2071
sin £’ = 9,895 7471 891 M...9,6377843113 Aq—— 30
cos u ... 9,974 0200 800 My’ ... 9,181 0471504 B, q—+ .
sin b ... 9,869 7672 691 g (459 + 1 w) - -0,151 7215 079 q =+ 0,001 2268 595
b — 47°48'33",31873 2 ) q...7,08879482
) 450 4- 5 = 54°48'38",19725 /J’J ... 0,00021794
VOIl b gelangt man zu B wle w = 19037,16",39450 tg c ... 7,088 57688
: 3 d r_ 0 Q' tr
unter II angegeben ist, es wir ceo ... 0209 3781 688 c” 23° 9 3:1 ,59749
B = 48°0'07,00002 ’ = 412, 93085
? tg u...9,652 0612036 ¢ — 931347 59834
tg L...9,7614393 724 !
L =29°59'59”,99996
2,236 22894 8,08 309 5,634
sin 2§ ... 9,987 18218 sin4§...9,66 736, sin 6£...9,874, sin 8§...
cos 247 . .. 0,098 2827 6 cosdiz ... 033139 cos 637 .. 0,615 cos 8i7. ..
A E...2,32169388 A E...808184, Ay E...6,028, AE...
6,921 8038 0 2,76 867 0,220
cos 2E...9,3791524 8, cos 4E...9,94 712, ) cos6§...9,822 ) cos 8§...
i.sin2in...9,s7885322 :—,sinun...qyisﬂ - sin 640,602 ~-sin8in. .- 0,91
) Aq... 6:1779@9753” A7 ... 2,99 3896, Ay 7. ..0,644 Ay ..
cos 2 cos 247). .. 9,477 4352 4, cos 4£ cosdin...0,27851, cos 6& cos 677 ... 0,437 cos8Ecos 8in ...
7,222 8338 0 3,37 073 0,998 .
Sin2§'t—-9iﬂ2in"'9~86603i‘f_0 sin4§-—2—8in4in--’~9,94553,, sin6§~%sin6in---0,476n ainsg-—i—sinsin--.
8, 9...670026904, Dy p... 3,64924, Bgp...1,435 Ap...
Alz...7,08886920 A:q.‘.3,31626n A, q.. . 1474, B, ..
§ 11,

Formeln fir kurze Entfernungen vom Hauptmeridian.

Wenn man in den vorigen Form

eln auch schon die mit p,, B;, o, multiplizierten Glieder vernach-

lissigt, so reichen sie noch aus bis zu einer Entfernung von etwa 2° vom Hauptmeridian, vorausgesetzt

daB in den geographischen Koordinaten und der Meridiankonvergenz die vierte Dezimalstelle der Sekunde
it )
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32 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

und in den rechtwinkligen Koordinaten das Millimeter genau verlangt wird. In diesem Falle lassen
sich die Formeln noch etwas zusammenziehen; gleichzeitig sind in der folgenden Ubersicht die hyper-

bolischen Sinus und Cosinus durch Kreisfunktionen ersetzt worden.

1, Berechnung von «, ¥, ¢ und m aus B und L.
Nachdem b aus B wie vorher im § 9 abgeleitet ist, hat man, wenn Tg%'= %tgin'= sinu’

gesetzt wird:
sin L cos b = sin %’

log y" = 6,803 9172 87 + log sin u”" + [9,160 663 — 10] sin® "+ [8,7975 — 10]sin* &’ + - - -.

f_ T T oy 29" Lo 1
tg¢'=tg Lsinb=tg £ sinw’, Esek‘b—[5,6154551]tg?ctg?u

X = [1,4804921536) (g'é—kg(,) + (3,725 7209 1] sin 2&" + [0,68 261] sin 4£" + [7,878 — 10] sin 6" +---.

z—X= 24y, sin 2£7t 2u{

Y1 cos2§’
[4,02 675]

1+ [7 860— 10] cos®u’

I 2117/ tgu , 27 2y ,
Y=Y = (4,00 721] cos u’ { cos 28"+ [7’25729 _110] cos 4§ (1 42 tg2 u')}

" 8p"y, , cos?E’ 87s 19— 29,
g, (8,139 3187) 8 ¢ ﬁﬁf{l + [rrse1 — 10] teos 28(1 + 2tg’ u )}

oder e
_ ., BM(y, +8y,—6yp %) cos®d 16p,—8? 8v,—6
log tgc=logtgc'+ [7,463 6465 — 10]l costu’ {1 (167,= [77}313 l(gt 1332 ») (sin?g’ 4 6082§'tg2“')}-
Vernachlissigt man in go— auch noch die Glieder mit y,, so wird aus (33%) erhalten:
m 1 4}/ 2
R S 1 sin® ¢’ ey . , ,
oder m,  cosu { [7,524 — 10] (008’ — sin? &’ cos® u’ — cos® £ tg? u )}

m -
log o log sec u” — [7,162 — 10] tg® u’ (sin® b — cos 2£").

Zur Berech i ; : -
Gleichungon: nung der trigonometrischen Funktionen von #’ dienen hier auch die folgenden

tg u'~= sin ¢’ ctg b, cos u’ = 2L
oder cos ¢’
! T e M
ogsecu = 2 sinfu’ 4 sint
- (9,33 675 — 10] (9,04 — 10] it
IOgtg-u—l v’ sin u
Ferner ist og + M( ) -

log tg - ¢ =log ¢ tg ¢_ (tg 0) + M (tg c)
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§ 11. Formeln fiir kurze Entfernungen vom Hauptmeridian. 33

II. Berechnung von B, L, ¢ und m aus x, y.
Hierbei ist Siny = tgu gesetzt.

Erste Auflésung.
E— &, =[85105078464 — 10]x, r— &=~ [2,2362289 4] sin 2£ — [8,0831 — 10] sin 4§ — - - -;
Sek. Sek.
n=[3,196082718 —10]y, logtgu=1logn+ [8,8596 —10]n*—---, logsecu=[9,3368 —10]n®—-...

’ —2p”ﬂ . 8ﬂ :ﬂ 00525}
¢ s (208 72673 sin 2§ tg’u{l + [6,753 — ;0] costu |’

e 10) {008 2§ +[e,12ﬂ2:ﬂ1 o cos 481 + 2tg2“)};

% T M =[7,222834,— 10] cos w 4789 —1
1
’ l—_ - M I— 2
logL = M n—n_ g (U)+
M [9,687784 —10] 7 [9,387—10]% T

. 40Py tgu [ 2B + 8B, 5 2
& =288 28189] sin 2§ > u{l + [7,3488 — 10] 0 2E(142tg u)}

Wird $g4 = sinu’ gesetzt, so ist:
log sinu’=logy’ —[9,160 663 — 10172 4 [8,53—10]7*—---, logtg~;—u’=log%——[9,1607—10](g)“-}—n-,

und (e
’ . ’ ’ b___ 2p” t _l_c't _l_u’ t 1,L=t }—c,c?s%_(g“—b*)‘
tg ¢’ = tg &' sin u), gs;l “[ee154551] 85 BT Y By €3 sin + (5'_*_ b)’
oder auch / ,
sin b = sin £"cos 4/, tg L = sec &' tg u’.
c _— cl+ cl’.

Zweite Auflésung.
£ — & = [8,5105078 464 — 10] z, 7 =[3,196 082713 — 10]y.
Sek.

1 2
log sin u—log n—[9,160 663 —10]7*+[8,53—10]3*—---, logtg5 u=1log J —[9,1607 —10] (2) +-

= 1 1 1
tgc=tgEsinu, £—pf=[56154551]tg 5 ctg 5 u, tg, A=tg 50— —
Sek

Oder : : sin 5 (4 )
log cos u = — [9,386 754 — 10] * 4 [8,56 — 101 7* — - - -,
log tg u = log u + [8,869 633 — 10]9* —[7,38 —10] 7 + - - -5
gin £ cos 4 = sin §, secEtgu=1tgi.

log tg (45° + & b) = log tg (45 + 5 )
Mctl sin £ oy sin 8§ }
T [6,8608158 —10] cos u { 1 +[6,44 520 10] sin § (1 +4tg*u)y,

124

0y 0y cos 3&

« : |
Lot= —[2.236 957)°%% & 18 “{ 1+ (64452 —10] cosg O T 418 W)

Sek.
2Ma, cos?p B A .
el 4 (= ( £ 2 ) .
log tg ¢ = log tg ¢ +[7,1613458—-10] costu 1 +[6,92232 i lOJ( 3 + 8 (cos?E + tgPu cos 2§))
Kriiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 5
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Ferner folgt aus (21)

Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

Der Ubergang von b zu B geschieht bei beiden Auflésungen wie auf S. 24 angegeben ist.
Wenn man bei der Berechnung von 1—21 wieder die Glieder mit %? vernachlissigt, so kann

cos f

1
so daB sich aus (20) ergibt ['(X)= % (sec ¥ — n cos ¥) = Acosf (1 —n (1
Vo-4 ©of 5 cos B (1 + n (cos? £ Cof?y — sin*E Sin?y)). Mithin wird

Ve

m
- == 8eC % {1
1"0

n

T [7,224 — 10]

and > T . _ nsin £ Goj nach (19) ist, so wird mit Hilfe der zweiten GL. (17 *) “eosf =" sing

costu

man bei der ersten Auflosung ebenfalls die unter Ioangegebene Formel benutzen. Fiir beide Aufldsungen
erhiilt man mittels der zweiten G1 (22) fiir "ﬂz eine Formel. Da nimlich jetzt ¥ — b = n sinb cosb nach (11)

BB Ginty

g Cofn ’
2 sin? .
— &n + smﬂg)).

(2 sin’t 9 sin? § cos®u — tg? u)]

log "1'!‘: = log sec u — [6,362 — 10] (2 sin® £ sin® u — cos 2§ tgu).

1. Gegeben: B = 50°,

L=2°

§ 12.

Zahlenbeispiele,

Aus B wird zuniichst b berechnet nach der auf S. 23 angegebenen Formel;
b = 49°48°39",8948.

sin L ... 8542819164
cos b ... 9,809 768 358
sin . ... 8352587522

;~ M sinty’ = 784924
;zMsin‘u'= 16
6,803 917287

y ...D,156578249
y = 143 409,608

A y'=— 40,198
By’ =— 0,410
y = 143 369,000m
4,026 761
tgu’... 8,352 698
secu’... 0,000 110
cos 28°...9,224 643,
A y'... 1605202,
7,257 9
cosd §'...9974 8,
sec 28°...0,716 4,,
1-+2tg*u’...0,0004
A,y ... 98127,
3,725 7209 1

sin 2&7...9,993 8024 1

4, x'...8,719 52332
0,68 261

sin4£7.. 951947,

ok sin 6§, ..
8, 27...020208,

VAV

7,878
9,942,

-1,820,

5,615 4551
tgg ¢ - - 8,125 0249
tg s u- - 8,0516126
£'—b---1,7920926
£ —b=6179573
£’ = 49049'41" 8521
= 179 381”,8521

£'...5,253 7785038
1,489 4921 536

x’'...6,7432706574

2" = 5536 950,710

A x’'=1 b5242,318
Byx'e=— 1,592
Ly x' = — 7
A=+ 5,320
Gatim— 6

& = 5542 196,743"

tg L ... 8543083805
sind...9,8830483 67
tg o ...8,426132172
3,139 3187
cos?E’... 9,619 2278
sec®u’...0,000 2203
1,184 8990
7,746 1
cos2E’...9,224 6,
14 2tg*u’-..0,0004
8,166 0,
¢’ = 1°31'41",1605
. (+ 15,3073
o={_ 143
¢ — 1931'56",4535

4,02 675
sin2&’...9,99 380
tg?u’. .. 6,70 540

At 072595

7,860
o8 2§, .. 9,295
sectu’. .. 0,000
Ay ... 7811,
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7,162

tg?u’... 6,706 3,867
sin?d...9,766 cos 2§7...9,225
3,633 3,092

sec u’. ..0,00011016

— 43

— 12
™. 0,0001096 1

m,



II. Gegeben: z = 5542 196,743,

§ 12. Zahlenbeispiele.

y = 143 369,000,

Erste Auflésung.

...6,143 6819388 y...5,156 4552 56
8,510 5078 464 3,196 0827 13
£...5,254 1897 852 5...8352537969
£ =179 551", 8091 M7 — 4 123009
= 49°52’ 31,"8091 — (L) = — 17
*ﬁg -5 2 43» Zf}iz n'. .. 8352660961
+A:g —-— 0, 1722 7,222 834,
+ 8 =+ . tgu...8352576
£’ =49949 4178521 sec . .. 0,000 110
253726 cos 2§.. .‘9,228 828,
2,236 2289 4 | sin 2£... 9,99 368 By n...4,804847
sin 2£...9,993 68002 | tg*u ... 6,70 516 65,6755,
A E...222990896 | A r...9,28609, 6,1479
9,9743, ...cos 4§
9,236,
8,0831 5,63 6,760 0,0004 --- 14 2tghu
sin4f...9.6235, sin6k...9,75, |con2s... 9,229, | La7---1,6981
D E...7,6086, A E...528, sec?u...0,000 0,000 0063 7304 — A, 7
| 4,x...5215 + 499 — A, q
0,000 0063 7803 =7’ — 7
bg L o' 81250249 T
tgzu’--~80516126 , fgy 812002492
3 £ 615 4551 cos L (& — b) - -~ 0,000 0000 0
i Nttt 1
g'~b...1,7920026 cosec y (5“’)"‘(5)’(15;? 222?2
) :
§'— b — 617,953 [PoroEE
b — 490483978948 L.. 385733250
Der Ubergang von b zu B erfolgt nach L = 7200”,0000
der auf S. 2;1; angf)g()e(:e(;?n Formel; — 200/ 0”,0000
= 70000

L.
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2,838 2889
sin 2&. .. 9,993 6800
tguw...8,352 5747
sec ... 0,000 1101
1,184 6637
7,348 8
cos 2£...9,2288,
14 2tg*u---0,0004
7,762 7,
= { 15,2987
—0,0058

tg ... 00735446 50
sinu’... 8352587522
tgc'... 8426132172

¢’ = 1°31°41”,1605
¢ = 1°31’56” 4534

6,362

2...0,301 6,862
sin?£...9,767 cos2&...9,229,
sin®u...6,706 tg’u...6,705
A;m...3836 A,m...2796,
sec u ...000011010
—H m=— 43
+dym=— 6

L 0,0001096 1
m,

(2

b.



36 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Erstes Verfahren.

...67436819 388
8,6105078 464
£...52541807 852
£ — 179 551”,3091

= 49°52" 31”,8091
tg ;c--- 81256278
tg ;u--- 80514896
5,615 4551
E—8... 1792572
E—f= 6270258
= 49%51'29”7833
tg (45° + § B) --- 0,437 2653 20
— A, f=— 554481
— A f=— 102

tg (45° + 3 b) -+ 0,436 710737

450 + 5 b = 69°54'197,9474
b = 49°48'39",8948

6,860 3158

sin §... 9,883 4604

secu . ..0,0001101

A, B...6,743 8863
6,445 2
sin3f...9,703 8
cosec§... 0,116 5
14 4tgu...0,0009
A B... 83,0103

' Bei diesen Beispielen sind die Abszissen vom
Breite B, entsprechen, so ist bei I von dem Wert

bis zu B, zu subtrahieren.

Wie man sehen wird,
die Formeln, die jetzt entwick

Zweite Auflosung.
y...5156455256

3,196 082713
5...83562537969

tgg - 8,125627848
cos%(g—ﬂ)---— 5
cosec 5 (£ + B) - - - 0,116 5946 62
{5,615 455129

— 44162

A... 3857633472
A = 7204”,9915
—A A=— 4, 9971
— A, A=+ 0, 0056
L = 7200”0000

2,636 957
cos &...9,809 190
tgw...8,352575
A4, .0,698 722
6,445 2
cos3£...99359,
sec£...0,1908
34 4tgtu...04774
A L. 7,1480,

tg £...0,074270733
sinw . ..8352464571
tgc... 8426735304
A= 6029 14
A, o= 162
tge... 8427338380

¢ = 1°31'56",4534

—3
8...0,90 309
cos?&...9,61838
0,52 147 -+ 83,3224

8...0,90 309
tg®u...6,70 516
cos2&...9,22 906,
6,83 729,, — 0,0007
k="0,3217
7,161 3458
cos?f3...9,618 6891
sec®u ... 0,000 2202
A ... 6,780 2551
6,922 3
k...9,6074
Ajc...32100

Die Berechnung des Vergrofe-

rungsverhiltnisses geschieht wie

bei der vorigen Auflésung, ebenso
der Ubergang von b zu B.

Aquator ab gezihlt; soll der Anfangspunkt der
e fiir 2 die Linge des Meridianbogens vom Aquator

:lxtnd bf;l Entfernungen vom Hauptmeridian, die kleiner als 8 —9° sind,
werden sollen, fir die numerische Rechnung kiirzer und bequemer.
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§ 13. Ableitung der geographischen Koordinaten aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten. 37

Zweite Ableitung der Ubertragungsformeln des Erdellipsoids in die Ebene.

§ 13.
Ableitung der geographischen Koordinaten ans den ebenen rechtwinkligen Koordinaten.

Eine zweite Form der Abbildungsformeln wird dadurch erhalten, daB man in der Grund-
gleichung, (10) § 1 8. 3:
fl@+iy) = f(X) +4L )

f(x + iy) in eine nach Potenzen von sy fortschreitende Reihe entwickelt. Die Koeffizienten dieser
Reihe, die die sukzessiven Ableitungen von f(#) sind, lassen sich aus (8%¥) § 1 8. 4:

N =2 Vl_‘}—‘TL _ (2)

T Y Fe e B

’ 1
f(ac)=-= N'cosB'’

mit Hilfe der Beziehung:
dB’ . 1 Q’ R ayi+fe'?

Y ? = it 3

dx R N V@ F ¢ Fcos® BYy* ’ ( )

herstellen. Die Breite B’ entspricht dem Endpunkte der Abszisse z, die Breite B dem Endpunkte
der Abszisse X; vgl. Fig. 1, 8. 3.

Man erhilt alsdann:
1

(X)) = @) = 5 9@ + g 917 (@) — g @ + -+
(4
L=yl @) =5 V@) + 13 V@)~ g @) +

Diese Gleichungen erfiillen wie es sein muB die Bedingungen (4¥) § 1 S.4. Umgekehrt hitte man
auch aus diesen die Gl (4) erhalten kdnnen. Deun man weiB von vornherein, daf X und daher auch
f(X) eine gerade Funktion von y sein muB, weil zu gleich groBen positiven und negativen y derselbe
Meridianbogen X gehort. Dagegen ist L eine ungerade Funktion von y, da fiir gleich groBe positive
und negative y die entsprechende Linge L entgegengesetzte Werte hat. Setzt man dementsprechend
ofX) oL nd ofXy oL
ox oy oy ox’
daB ihre Koeffizienten die Differentialquotienten von f(z) sein miissen, wie es (4) angibt.

fir f(X) und L Potenzreihen von y an, so zeigen die Bedingungen

Entwickelt man f(X) in der ersten Gl (4) in eine nach Potenzen von z — X fortschreitende
Reihe, so ist:

() = @) — (& — X)f' (@) + + (& — X&) — 5 (& — XPf" (@) + - .

Mithin wird, wenn man

o v
setzt: X
1 1 1
(z — X)—%gl(x— X)’-i—ng(a:— X)s_"'='§01?/2—§493y4 + 7'2095?/6_"'-
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38 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Indem man nach und nach verbesserte Niherungswerte fir # — X einsetzt, findet man daraus:
z—X=5 04— os (05— 399" + »7%;, (95— 159,205 — 39:° + 19)¥° — - - (6)
Hierin ist jetzt nur noch von z — X zu dem entsprechenden Breitenunterschiede B’ — B iiberzugehen.
Die zweite Gl (4):
L=yf’(x){1—%ysy”rl%m‘—-ﬁgsy‘%---} (4%)
liefert bereits die zu z, y gehorige Lange. Dabei ist L in BogenmaB gemessen.

Zunichst werden nun die Werte der g hergeleitet. Benutzt man die (von Cu. ScHOLS und
W. JorDAN gebrauchte) Bezeichnung:

e'?cos® B’ = ¢&'3 M
so daB also
Q'=1+¢"?
und wegen (3)
de’r dQ’ , ,Q v, , dtgB’ ’
de = ag — 27w By, k- “eb 1+t B) 5
wird, so erhidlt man aus (2):
@ _%B
h=Fw TN
" ) 1 ’ r
0= =y (@421 B),
W@ B, .
= =5 @O+ 6t B, ®

fv 1 ’ ’ ’ Y
o= L8 = QIO — 4 +4Q 1 BT — 557 + 66 + 24 tg' B),

__.,L“("fl_th' 361 ’g ‘4 ’ ’
9s F@ — N (@361 —T6&'? 4 88:"%) + 12Q" tg? B'(15 — 11£'2 + 86"+ — 16&"% + 120 gt B,

1 ’ [od r ’ r
Cge= ey = o Q361 — 1661 4 8827 + 27 tg® B'(331 — 4424 4 4365% — 8169
+24Q tgh B'B5 — 41 + 33’4 — 1667% + 80’8 4+ 720 tg® B)

usw.

Ist g, berechnet, so ist fiir die folgenden g:
dg,
Sys1=09,+ 3
Die Substitution dieser Werte in (6) gibt, wenn jetzt

A
gesetzt wird: w ©
X""r — 1 rg ’ 1 ’
No=m g " B 1— (@6 — 46 + g By

._1.. '8 ’ ’ ,
60 (9761 — T6¢™ + 885" + 6. tg? B'(15 — 127 4 164 — 3269 + 45 tg B')y' | + Gl
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§ 13. Ableitung der geographischen Koordinaten aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten. 39

Nun besteht aber zwischen X — 2 und B — B’ nach (1) § 1 die Gleichung:
B
X —a=[RdB,
~
1 &*F

X—s—RB-B)+~ 2 BB+ BBV +

woraus folgt:

mit
g aten N AR _ pr 3t B_ Ry
Jiterewn By @ aB’ ¢ Qv

dZR’ 7 3,’ ’ ’ 14 IR
=R Qﬁ, (@ —tg? B’ —4&'h) = N' %, usw.

Statt dessen kann man auch schreiben:

X—=z
N’ Q

daraus wird aber durch Umkehrung:

B _X—o Lp(Xof L (R/-3R") =

X_ms . .
.

. X-—_';E . % &'t tg B (Xl—v—:x)z—_ _;_ S/Q(QI__ tgg .B’(l + 58,2))(

B — B’ ist hierbei als Arcus zu verstehen.
Trigt man nun in die Gleichung den vorher gefundenen Wert von 5%%? ein, so findet man

die zu z, y gehorige Breite B durch die Gleichung:
B—B'=—+ p"n'zQ' tg B {1 — 1,(0'(5 — 4+ 3t B — 3 9)n'2 (10)
k.

Se

o (261765488 9+2Q tg2 B’ (45171241384~ 966)-+ 45t  B'(1—2¢ +4+-5 9)n'* | + Gl

Die Weiterentwicklung dieser Gleichung wird im § 17 I erfolgen.
Fiir die geographische Lénge erhilt man nach (4%) infolge (2) und (8):
L= pun/ sec B’ { 1 — %’(Q, + 2 tg2 Bl)nli
Sek.
L@ —4en+4Q ! BT~ Be't 4+ 66 + 24 tgf Byt )+ GL. (11)

Dle Gleichungen (10) und (11) stimmen, wenn mai Q' und &'? durch ihre Werte und tg? B’
dureh 3 — 1 ersetzt, mit den Entwicklungen von O. SCHREIBER iiberein (Theorie der Projektions-

methode der hannoverschen Landesvermessung, S. 25).
Fiir ¢'? = 0 = ¢'? ergeben sich aus (10) und (11) die Formeln-(8%) und (8%%), §3 8.8.

Die Gl (11) soll nun nach dem Vorbilde der zweiten GL (8) § 3 8. T umgeformt werden.
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40 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Ersetzt man zuniichst @' durch 1 + &2 und nimmt man ferner noch das Glied in 7’7 mit,
bei dem aber die mit &¢ multiplizierten Glieder vernachlissigt werden, so ist, L als Arcus vorausgesetzt:

Leos B'=7q'— +(1+ &+ 2tg By’ + 5 (B+ 67— 384470 @8+8/ 446" +24e ) tg' B
+ 24t By'S — 255 (61 + 107673 4 435 + (662 + 440577 — 234574 t? B

+ (1320 + 336¢'2 — 192¢74) tg! B’ + 720 tg® By’ T4 Gi,.
Nun ist aber

tg L cos B'= L cos B’ + % (Leos B'Y*(1 + tg?B") + %(L cos B'P(1 + 2 tg* B’ + tg* B")
+ 355 (L oos BY(L+3tg" B + 3t B 4 tgd B) 4 .. .
daher wird mit dem obigen Werte von I cos B’
tg L cos B = o’ + é—(l — &yt 1—;5 (1 — 146" — 36" — 456 _ (196"2 _ 4474 _ 24¢'% tg? B')y'®

1 , , ,
T oo (1 — 1856 — & — (13262 — 4442t g B' 4 360674 14 By 4 G,

Rechter Hand wird jetzt noch %sin 0’ eingefithrt. Wegen

1 1 ry” 4 1 ’ 1 1

7 8in 2y =19 _*_,1] s+'7'777'5+ ,7+“.
. . 3 [ 20 -—&7]

ergibt sich alsdann: 1 5040

, D 1,5, 1, ’
tg L cos B’ = ; sin iy {1 — 5 & 2——%68 i‘(32—{-9&2-f—125'4‘-}—(36—125""—72&'4)tg2B')17'4

1 , ,
~ 10800 & T (96 — 43¢'2 1 (84 ——8288'2)tg2B'-—1808'2tg4B')77'6}. (12)

Die hierin vernachlissigten Glieder sind von der Ordnung &' %"% und &by,

. Die I\oef-ﬁziexilten in der Potenzreihe von 5’2 G, (12), miissen siimtlich &2 als Faktor haben, weil
e =0 (1) in die fir die Kugel giltigo Gleichung tg I cos 5 — L gip 3 ¥ ibergehen muB. LBt
:l]:n( 111'1\) (ldi)’ mul].d o hlamhli]er dtas %ied mit 9’¢ fort, so ist daher dlie Forrgel immer noch genauer
o0 cenn die vernachlissigten Glieder sing i Ve, . T
(11) von der Ordnung ' sin dt.J sind jetzt erst von der Ordnung &2y " wihrend sie in

Geht man zu Logarithmen tiber, so wird aus (12) erhalten:

1 t - ..., r.raf 1
08 (tg Licos B') = log — sin iy’ — M e+ {:;6(16+7e'2+6e’4+6(3—.s’2—65’4) tg? B')y't  (12%)
1
+ 4600 (32+39¢2 4 4(T— 549 tg2B’—605’2tg4B’)n’6}+ Me’zGls-f-ﬂ[é/GGlb'
5 7

’

=Y.
"=
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§ 14. Ableitung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten aus den geographischen Koordinaten. 41

§ 14.
Ableitung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten aus den geographischen Koordinaten.

Ausdriicke fir z und y lassen sich einmal aus den GL (6) und (4%) und ein zweites Mal aus
den allgemeinen Gl (11), (11*) und (12) des § 1 ableiten.

Im ersten Falle ist an Stelle des Arguments x das Argument X einzufiihren und y durch L
auszudriicken. Zum Endpunkte der Abszisse X gehort die Breite B.

Setzt man

_ T 2
gv(X) - f’(X) - Gv) (') )
wihrend wie bisher g,(z) durch g, bezeichnet wird, so ist wegen
agG,

P =G

;[X = - Gl Gv’

v+1
g,= G, + (@ — X)(G, 1 — G1G) + 5 (@ — X)(Gyps— 261 G,y + 2626, = G G) o+ -
woraus folgt, indem man gleichzeitig hiermit in (6) nach und nach g durch G ersetzt:
1
g9, = G’v+ 9 GI(G7+1 - Gl Gv)yz

+ 2-1‘£(3G12Gv+2— (Ga“ 6G1 G2+ ngs) Gv+1 + (Ga - 9Gl Gz + 9G13)G1 Gv)?/‘ + (13)
und
1 1
5= X = o Gyt — o (Gy— 66, Gy + 3G,y
(G = 156,615 Gy Gy + 60 GGy 4 906, Gt — 150G Gy + 40 6) -+ (13%)

Da ferner

@) =X)L+ @ = X6+ 5= X0+
— X)L 4 3 Gy — (= 96 G+ 3G Gyt + -

ist, so wird mit Hilfe von (13) aus (4%) erhalten:
1 = 7 1 [ v 1 B 3
L=1(X) {?/ - %(Gg_ 3GNY + 15 (Gy— 183G (Gy — 3G, Gy + Gy — - }
Die Umkehrung dieser Gleichung liefert, weil nach (12) § 1 8. 4

L

— —_ . 2
;.,<X) L. N cos B

ist:

Nt “y 9 - ~ ~ 1 N -
g — Leos B+ 1\22 (G,— 3 G,%)(Lcos By + 50 (—GH10GEH1O GGy — GG ATGRY (Leos Br -

Kriiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoils in der Ebene. o
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42 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.
Die Substitution dieses Wertes in (13%) gibt weiter:

— NS
f = 6 (Leos B~ (6,— 56,26, ~ 3G,%)(L cos B (15)

+ N (6,—356, Gy~ TG, BG,—306, Gy—40 G180 G,*G,—135 G9)(Lcos B+...

L ist dabei in Bogenma$ angenommen.

Man hat nun in (14) und (15) die Werte fiir die G einzutragen; diese ergeben sich aus den
g in (8) dadurch, daB man an Stelle von N, @, &% B jetst N, @, 2, B schreibt; es ist also

d-eteB, Q=148 Noa)/ECL ™

Aus (14) und (15) folgt alsdann:
y=NL {1+—;—(Q-tg’B)L’2+I;—6 (@6 + 44y —-—2th’B(9+2Os’+1254)+tg‘B)L'4} + NG,

’ 16
T=X =3 NL'tg B|145(Q6 +46)— tg? B) L o

+ 553 (P61 + 1486 4 8844 — 2 Qtg’ B29 4 1364° + 20464 + 96 £+ tgt B)L'*} + NGl

L
L'="%%cos B.
Ersetzt man in diesen Gleichungen @ und & durch ihre Werte

sie in I"Ibereinstimmun
Landesverm., S. 10).

und tg® B durch Eo_slﬁ — 1, so kommen

g mit den von O. ScHREIBER angegebenen (Theor. d. Projektionsmeth. d. hann.
Zu den Gl. (16) gelangt man direkt, wenn man die rechte Seite der Gl (11) § 1 8. 4:
stiy=Jo+il),  o-px),
in eine Potenzreihe von i entwickelt. Dabei jst

J(o) = X.

Man erhilt, L als Arcus vorausgesetzt:

x=x_L’ da*X IL* g*x L% da¢X

2 do* T 24 daot T 730 Ggv T

17
S 1S5 pax g @
- ; - — &4
Da nun nach (12) § 1: 120 do® 5040 dw’
dX
do =Ncos B yuynq 9B

deo QCOBB (18)
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§ 14. Ableitung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten aus den geographischen Koordinaten. 43

ist, so wird:
ax

W=——Ncos’Bth,

Y o —Neos*B(l -+ —tg'B),

E‘Eg---}-Ncos"‘Bt B(5 49 4 4¢ — tg? B)

d(l)4 — g ¢ g ? (18*)
G — 4 Neos® B(5 + 146" + 136" + 4e° — tg? B8 + 58e* -+ 644t 4 2447 4 tg B),

%»f— = — N cos® Btg B(614 27024 445 £*4- 324 £54-88 65— tg? B(58+330 2680 £44+-600 654192 6% + tg* B),
*Zlf = — N cos” B(61+ 3312+ T15e* + 7695 - 4126 + 881° — tg? B(4T79+ 3298624 8655 &* + 10964 ¢°

+ 6760e® + 163261 4 tg* B(179 4 17712 + 6080t + 9480 6% + 69128 4 192069 — tg® B),
D

usw.,

womit man wieder zu den Gl (16) kommt.

Der GL (11) § 4 8. 10 entsprechend wird nun die Gleichung fiir y umgewandelt; die Um-
formung der Gleichung fiir # — X wird im § 17 II erfolgen.
Wenn man L cos B durch die Reihe

L cos B = cos Bsin L, + — (cos Bsin L (1 + tg* B) + 4, r(cos Bsin LY (1 + 2 tg* B + tg* B)
1—12(cos Bsin L)'(1 +3tg* B+ 3tg* B+ tg° B) + -
ersetzt, so wird mit cos Bsin L — 1
aus der zweiten Gl (17) und (18%) erhalten:
Lalb o @+HP+ i§5(24 4 246 + 136 + 465 — BeT tg? B(6 + K& + 364) 1

e (T2 + 10862 + 1176t — 462 tg? B(108 -+ 2616% 4 3844t B)Y + -, (1)

Hierbei sind im Koeffizienten von I' die mit & multiplizierten Glieder vernachldssigt. Geht man nun
mittels der Gleichung )
i = s @) ) )+
zu } tgil iiber, so findet man:
Ttgi L =114 5 0 + 5 #(4 + 1367 + 4et — 8 tg? B + 8¢ + 36914

+ = 1260 e2(18 + 121 — 6 tg® B(Y6 + 323¢% + 9606 tg* B) lﬁ} + &G, + £G4 (20)
Da fiir &2 = 0 diese Gleichung in l; tg i % = cos Bsin L iibergehen muB, so miissen anch die ver-

nachlissigten Glieder &2 als Faktor enthalten. Wiirde man in (20) das letzte Glied mit 7 fortlassen,

so wiirde die Formel dennoch genauer sein als die entsprechende Gi. (16) oder (19).
6

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



44 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Der Ubergang von (20) zu Logarithmen gibt endlich:
log - tgi 4 =log I+ Met {4 I+ 3 (6 + 176° + 624 — 12 tg? BG + 847 + 3et) I

+ 515 (3 + 1962 — tg? B(82 + 323s% 4 1604 tgt B) B+ MGl + Me* Gl (20%)
l = cos Bsin L.

Die Berechnung von y kann auch noch durch die spiter im § 17 S. 53 unter (43) gegebene
Gleichung erfolgen.

§ 15.
Berechnung der Konvergenz des Meridians.

I. Aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten.

Zur Ableitung der Konvergenz ¢ des Meridians aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten
kann man nach § 2 von verschiedenen Formeln ausgehen. Will man gleich ¢ selbst erbalten, so ist

es am bequemsten (19) § 2 S. 5 anzuwenden. Diese Gleichung gibt entwickelt mit if—(%) =¢:

— 1 sd'g 1 d*g
C=Y9—<Y ;j:iz‘"l'myﬁﬁ""'-

Soll tg ¢ berechnet werden, so hat man nach (16) § 2 8.5 einmal

__3X X
tgc“'ay“ax’
dazu ist X aus (6) zu entnehmen, vgl. S. 47,
Andererseits ist auch
AL 3L
tg C = a?”’ M W )

W'o L aus der zwc;iten Gl (4) erhalten wird. Das jst dasselbe, als wenn man f'(z+iy) = p + iq
bildet und tg ¢ — » Setet, vgl. (20) und (21), § 2 8.5, Im letzteren Falle wird

1 1 1
_— 1 3 — B__
ter ¢ = ” i“igf‘itl%{% Y oo 0¥ o £+ ()
; 1 I 9,=——
1 2giy’+ﬂg4y4—i%g6y°+... v f (@

oder
- _ 1 1 1
) =01y — 5 0y + 155 058 — sodo B+ - (21)
mit .
&=0—3g04,
9 =9:— Dy, 9, — 10!]233 .
§i=9:— 79,9, — 219,06, — 359493;

usw.
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§ 15. Berechnung der Konvergenz des Meridians. 4D
Mittels (8) wird daher
tge=n"tg B’ {1 — % Q' (1-—-2&%y'2 —{—%5— Q'(Q"(?—?s'z—{—115'4)—{—35'2tggB'(2—s'2——Re'4))n"‘} +Gls

"= (22)

Diese Gleichung stimmt mit der von O. ScHREIBER (Theor. d. Projektionsmeth. d. hann. Landesverm.
S. 81) iiberein, wenn man @’ und &? durch ihre Werte ersetzt und von tg® B’ zu cos® B3’ iibergeht.

Wir werden nun (22), der Gl (9) § 3 S.8 entsprechend, umformen. Vorher entwickeln wir
sie jedoch noch ein Glied weiter. Dazu bedarf es der Kenntnis von g,. Indem wir darin die mit
£’® multiplizierten Glieder vernachlissigen, erhalten wir aus (8):

_ tgB’

=7 (1385 + 1731”2 — 573" + 6 tg* B'(1211 + 136" — 305¢™)

+ 24 tgt B'@5D + 1126 — 6467 + H040 tg® B'). (8%)

Mit (8) und (8%) folgt zunichst aus (21) bzw. (22), wenn gleichzeitig @' durch seinen Wert er-
setzt wird:

tge=tg B {n'— 5 (1 — &%= 2"  + L (2 + 267 4 9670 + 206" 4+ 11’ + ty? (672 4 347"
— 27602459y 0 — 1 (1T 4156 — 8T 4 4tg? B' (66672 — B3¢ )+ 135 14t B " |+ Gl (22%)

und hieraus weiter:

tge=tg B o tgin' {1+ 5 21+ 26/ + &3 (11 + 3T 604 4 53370+ 9 tg? B2 +¢
— 9B )y b6 3104366 4 18 tg? B 4— 06 )+ 13De 2t By *| e/ (i ly o PG (23)

Da die Koeffizienten der Potenzreihe von 5’% als Faktor &2 enthalten miissen, so wird, wenn man
das Glied mit %' in (23) wegliiBt, die Formel dennoch genauer als (22) sein.
In logarithmischer Form ist:

log tg ¢ = log (th" _1{ tgin') + ]l[e”"{ }(1 + 25'2)77'”4-910(22 L6924 10064 1 46675

+18Q tg? B (2 —¢'*—8& )t — 915(10—3595'2—}— 36tg? B2 —¢'%, 4 13Dyt If')r,’“}
+ M2 G+ 8. (28%)

Ein anderer Ausdruck zur Berechnung von ¢ wird spiter in (37) § 17 [ 5. 52 gegeben werden.

II. Aus den geographischen Koordinaten.

Ersetzt man in (21) g, nach (13) durch &, und y nach (14) durch Leos B - L', so gelangt
man sofort zu der gewiinschten Formel fiir tg ¢; es ergibt sich:

tge= NG L= (Gy— 16,6+ 66 L

\vﬂ Y ; ) £ IeQY L N\ - AN Nirdt S « \ ' 5Y: N [ - '
+;20(65—1661“}4——10(]22—*11)(114)+li)(rlg\l(rs ”31(:‘(1: 7v.)0(12(13’)11 ~:-(v/:,
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46 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

aus der durch Einfihrung der Werte fiir G, (vgl S. 42 u. 38) folgt:
tgc=L’th{1 + %(Q(l + 265 + tg® B)L'?

+ 5 (@@ + 116" + 1169 +4Qtg" B — '~ 96— 6:5) 4 24 B)L'4)+ G1,; (24)

L,
L= :f,h cos B,

Direkt erhdlt man tgc¢ in folgender Weise; es ist

d
tge=— % s
wenn z und y aus den Gl (17), unter der Voraussetzung, daB L konstant ist, entnommen werden.
Also ist, wenn

reix ax_,
gesetzt wird: de’*l " do 4
dy
do 1 1
t S e — T — _—_—— . l 1
ge :‘? (hlL 6hsLs'\L'lg‘Oh&L‘r’*“')-(1—'2~h2L2+§Zh4L4—---)
oder .
- = 1 1
- tgc—.hlL—-FbsLs+i§0f)5L5_5mf)7L7+"' (25)

By = by — 3h,h,,
By = by — 5hyh, — 10k, by,
b =h, — Thyhg— 21hghy — 35h,h,,
usw.
Dsie Werte fiir die h ergeben sich aus (18)

d* X . e und (18%). Um auch %, zu erhalten, bilden wir noch
dos» Vernachlissigen aber dabei die mit &° multiplizierten Glieder; es wird alsdann

a* X . .
dus =+ N cos’ Btg B(1385 + 10899 4 34419 — tg3 B(3111 + 3280242 4 129087 &4

+tg* B(43 + 92194 4 4964464 — tg® B). (18%%)
Aus (25) folgt nun, L in BogenmaB vorausgesetzt, in I"Jbereinstimmung mit (24):
tgc=Lsin B{1+ L (143 04 !
[T+ 3 +824 204 tg* B)(L cos B)? + 1 (2 + 1563 + 3564 + 335 4 114" (24%)
+ 4 tg? B(l — 1064 — 15,6
g® B( & — 1565 — 648 4 2tg* B)(L cos B)t 4 %5(17 + 231¢% + 102944

2
T8 BOL—636— 23522 4 tgh BE1 4 212 1 20464117 s B)(Leos B |+ G,.

Um diese Gleichung nach 4 i
Klamwmer L mittels der Glgichung; em Vorbilde von (13) §4 8. 10 umzuformen, ersetze man vor der

_ ) S 2 .
L tgL(l—?sm’L—1-531n‘L—1t8)73sin6L—~--)

g L (1 — 5 (sin L cos B*(1 + tg? B) — %(siuL cos B)(1 4 2tg* B+ tg* B) — .- )
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§ 16. Berechnung des VergréBerungsverhiltnisses. 47
und in der Klammer L*? durch die Gleichung:

1?2 =sin®* L + 5 ! sint L + 4 smGL 4.
oder

(L cos B)? = (sin L cos B + + (sm L cos BY*(1 +tg? B) + 5 (sin L cos B)S(1 + 2tg" B+ tg' B) + -
Jetzt ergibt sich: ‘

tge = tg Lsin B(1 + 523 + 260 + L 215 4 3567 + 336t + 1165 — 4" tg? BULO + 156* + 664 !

L (21 + 84s7 — 161 tg? B) P} + £ Gy + G, (26)
mit
! =1sin L cos B.

Oder
log tg c=log(tg L sin B) +M£2{%(3+252) l2+§16 (90+4-165¢>+ 138 4 4665 —24 2 tg? BA0+ 156246414

+ @10 + 36— 1618 tg* B) 1P} + M Gly -+ M Gl (26%)

Zur Berechnung von ¢ findet man noch eine andere Gleichung im § 17 II, S. 53 unter (42).

§ 16.
Berechnung des VergroBerungsverhiltnisses.
I. Aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten.

Zur Ableitung eines zur Berechnung des VergroBerungsverhiltnisses ﬁ— dienenden Ausdrucks
kann man eine der Formeln (15), (17), (21) und (24%*) des § 2 benutzen; wir wihlen dazu (15),

§2 8. 4: . oxe ox
m,
= () + Gy
Nach (6) wird, wenn man beriicksichtigt, daB t}g_,i =9,,1— %19, 18t
X 1= (0 — 08+ 50— 095 — 9900, — 9O
ox 2 2 1 4 173 1 H 1
X 1 . :
iy =—91y+f(93_5.(/13)y3""5

mithin hat man:

™S 1 — (g — 2009+ 50+ B — 100 + Lhgi0 — 240509 — -

m
woraus

1 - , o 5 .
oL — o (g — 2009 + 5 (9 — O + 3919 — T2yt (27

m
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48 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.
folgt. Die Einfilhrung der Werte von g aus (8) liefert

=l @ 1= (@6 — 46" + 24 tg Bt} + G,

oder (28)
=1+ g @ {14 5@+ 460 — 246" tg" B)y"2 ) + G5

Die letzte Gleichung wird entsprechend (10) § 8 S. 8 umgewandelt. Da
 ra/ N7 1 [ 1 ’ ’
cos iY@ =1+ 5@y L@
ferner

. 1
ist, wo also o das Gausssche KriimmungsmaB fiir die Breite B’ bedeutet, so wird

m .y 1, 6¢ *tg? B\ sy \4 ,
mo-—cosze,{l—i-e‘s?(l——w,—‘)(?)}—{—nglG (29)
oder :
. 1 , ‘2 2 4
Iog%=log cos z%—f—FMs 2(1 - Ge—éﬁ) (%)4-{— Me2Gl,. (29%)
Aus der zweiten Gl (28) 1Bt sich auch die folgende ableiten:
m . | 1, ’
m, = €081y {1 + 5%yt 5¢ O+ 42— 24Q’tg2B')1]'4} + &2 Gl (20%%)

Die Form (29) bzw. (29%*) besitat demnach groBere Genauigkeit als die entsprechende GI. (28).

II. Aus den geographischen Koordinaten,

Wird in (27) g, durch @, nach (13) und y durch L’ = Esf;k - cos B nach (14) ersetzt, so er-
gibt sich P
my 4 _N® , N4 )
o —1— (Gg—2G,Q)L2+ﬁ(G4——4G22—G1(11G3—47G1G2+36G13))L"‘—~~- (30)

?

und wenn man die Werte fiir G, (vgl. S. 42 ¢, 38) einfiihrt:

L T
od w =Ly @I {1- (@ — 4 4 4ty Ba 4 6 Q)L™ + G,
er

31)

m

2 14+torn !
n TR QUL (06 + 46 — 4t Bu + 52 ) 111) + g,

Zur Umformung dieser Gleichung, entsprechend (14) § 4 8. 10, wird aus (24) gebildet:

1 3
cos¢c=1— 2tg2c+—8—tg4c~_...

= 1 ‘e 1 ’
T B LM BB 1 36 4 94y _ ) ..
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§ 16. Berechnung des VergriSerungsverhélinisses. 49

da nun
L — 14 FL( 4t B) + S (1 + 26 B+ tg* B) + -
ist, so wird
S50 145 L7+ (5 — 4tg? Bl + 667+ 4L+
und mithin

m oS80 L S oL Ler(14 4 186 + 46t — 41g? BA + 8¢* + 6:9) L +

m, cos I

—some ) Lepy Le@ 4 130 4 46— 4tg BA+ 8+ 6L~

‘cos L

Lo \2
Ersetzt man in der Klammer L'? = (psek> cos? B durch 12 + ; B+ tg?B) + - -, mit

1 =sin L cos B,
go erhilt man endlich:

_;j—o et + el 01 £ (12 + 136° + 4s* — 85 tg? Bk + BNl + & Gl (32)

oder
m cos8 ¢ 1 o RN
log - =log ooy + Me* { 2o (6 4+ 58 + 26 — 467tg* B + 3+ MGl (32%)

Wenn man andrerseits in die zweite Gl (31) nach der ersten Gl (16)

, 1 3
P
einfiihrt, so findet man:

ﬂ:l-{— Q( ) 24Q2<1+45 -2452tg2B\( ) o

m,
oder unter —1—, das Gavsssche KriimmungsmaB fir die Breite B verstanden:

2 eosid |1 ++ex(1 — 6tg*B) (%)‘} + &G, (33)

n,
Vernachlissigt man die e2Gl, bzw. ¢'*Gly, s0 kann man mithin nach (33) und (29)

m
= €08 i ‘(’ (34)

setzen, wobei ¢ zu irgend ciner Breite lings der Ordinate y angenommen werden kanmn.

. . . - . m
Da ¢ ebenso wie & und tg® B von z abhiingig ist, so sind die Kurven, auf denen n kon-

stant ist, nicht mehr wie bei der Kugel zur Abszissenachse parallele Gerade.  Sie weichen aber nicht
sehr viel davon ab, denn sie werden an(renahert dargestellt durch die Gleichung:
@y = konst,,

-1

Kruager: Konforme Abbildung des Erdellipsolds in der Ebene.
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50 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

wo @ zu irgend einer Breite lings y gehort. Sind y, und y, die Ordinaten zweier Punkte einer

Kurve, fiir die mﬂ konstant ist, so ist angen’éhert
0

_ %,
o

@ indert sich innerhalb eines gewthnlich zur Darstellung kommenden Gebietes nicht viel; z. B.

fir 48° ist Q = 1,00801, fir 52° ist @ = 1,00255, fiir 56 ist @ = 1,00210.

Ist demnach bei 48° y = 75000™, so ist angeniihert bei konstantem -’m— bei 52° y = 75035 und bei
D60 y = T5068™.

Die Kurven konstanten VergroBerungsverhiltnisses verlaufen in nahezu paralleler Richtung
zur z-Achse, sie konvergieren nach Siiden zu.

§ 17.
Umformung der Ausdriicke fiir die Breitendifferenz B — B” und fiir die
Koordinatendifferenz « — x.

L Umformung von B— B, (10) § 13 S. 39.

Die Formel (10) 148t sich jetzt in mehrfacher Weise so umwandeln, daB die vernachlissigten
Glieder als Faktor ¢'? enthalten.

Entsprechend der G. (7) 8.7 § 3 ergibt sich eine Umformung von (10). Man erhilt zuniichst
aus ihr mittels der ersten Gl.(28):

Bpf-_th( )+iigi(1—3a'2—85'4)( — 1)+ G,

und hiermit, da

sin B—gin B' =2 "2 (g B’——?(B:B) sin B’ —
) P
1st:
_ my, . ’ ttg* B’ ,
d sin B — sin B'— (™ l)smB{l—— = (L + 2672 (2o 1)} + 261,
oder
35)
S R 1 in B (
sim-y (B~ B)y= .28 (4 m tg B ! ’
2 2 cos—(B'+B)( m){1+2 (I +2¢ 2)( m)}+ FGl,
oder auch
. Mo . , ’
sin B= "D sin B (1~ J o2 tg2p (1 4 2654} + 626, (35%)
Trigt maz liese Gl
g 1 in diese Gleichung den Wert fiir m, U8 (29) ein, so geht sie, da ')/ Q"= —,— ist, {iber m:
sin B— Si2 B’ 1~\, '3 tg' B\ /y .
cos 7 | (143557) (4)') + e, (857
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§ 17. Umformung der Ausdriicke fiir die Breitendifferenz B — B’ und fiir die Koordinatendifferenz z — X. Ky

Zu einer noch geeigneteren Umformung gelangt man, indem man die fiir die transversale
1 1.y
.- '/ v

o
it°2 a’

Mercatorprojektion der Kugel von Radius a geltende Formel tg %(B' — B)=tg ; ¢
vgl. (8%) § 4 S. 11, zum Vorbild nimmt.

Dementsprechend wird hier gebildet:

— LINYVIE S SR SN ST ST T S
n= Ty =g — g+ g

und mittels (22%):

tg%c= tgc——tg T tg c~—-

=5 tg B {1— (46— 8 1 Btg* Byt 4 1 (164 168 4 1264 4 160¢¢ + 88
+tg®B'(30 + 18" — 366’4 — 21665 — 192¢"% + 15tg* B )y'* + - - } ,

und aus beiden Ausdriicken:
tgae rtgain = pu g Bl — (5 —4e" — 87 + Btg? B)n't + 5 (122 4 76 /2 + 39267
+ 960870+ 528’8 4 tg* B'(195 + 108573 — 2166 — 1296"° — 115269 4- 90 tgh By s + -+

Andererseits wird aus (10) erhalten:

B’ —B B'—B 1 /B’ — B\3
tg 29 ='?6;TQ7' +'2‘4("’p’~0") + -

—I7Mg B (1-5 (5 + e —4e" L Bt B3Ny 4 . (122 + 926" — 6&7 4 2007

+ 1766'8 + tg? B'(195 — 504¢"2 — 132475 4 1686’6 — 384&'%) + 00 tg* B'(1 — 262+ be't)n't 4 -
Mithin ergibt sich:

tg_li:£=tg%c.%tg_;_in'{1 - %5'2(5 + 48" — 9tg* Byt — 7»26.5’2(109 4 398:°? + 4806’4

4192684 3tg® B/(154 + 52&72 — 8684 — 2566 ') + 45t B'(1 — 10&'%) 7’4} + 2 Gly; (36)

oder
log tgi{éﬁ = log(tg%c : %tg—;—in') — Me”{ilé(f) + 4% — 9tg* B)y'?
1440 (218 + 921¢'2 + 11606 + 464¢'% 4 Gtg® B'(154 — 238" — 128 — 20679
+ btgt B'(18 — 99" 3) ™ + MGl (36%)
Aus (36) wollen wir noch eine andere Formel ableiten, ohne jedoch das letzte Glied dabei
mitzunehmen,

7‘
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Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene.
Mit Hilfe von (10) findet man zuniichst:

Zweites Verfahren.

i@ +B-tgB -Z P20+ B) 4 — g Bl L QU B s

folglich wird

gL (B +B) +tgyin = su g B [1— (4 +37+3Q g Bt + -],

und wenn man dies mit dem vorher angegebenen Werte von tg 1 vergleicht

tggc=tgy (B + B) Figrin L+ e (T+ 87 + 3tg B)y?} + &G (37)
Fiir ¢2=0 geht (37) in eine fiir die transversale Mercatorprojektion der Kugel geltende Gleichung iiber

Indem man den Wert fiir tg %c in (36) einfithrt, erhilt man:
’ .« 7 2 1 ] ’ ’ ’
tg® w —tg5 (B + B)- ( m) {14+ &2+ 262 + 6tg2 B)n'*| + ¢/ G,

(38)
Diese Formel enthilt ¢ nicht, erfordert aber indirektes Rechnen

II. Umformung von a — X, (16) § 14 8. 42,
In dhnlicher Weise wie vorher kann man auch die zweite Gleichung (16) umformen
Zuniichst ergibt sich aus der ersten Gl (16):
! '2N=%L’{I'+;§(1 + 268 — 2tg? B)L'?

Top (1 + 9" + 13e 4 465 — tg® B(13 4 58t + 646t + 249 + tg* B)L'* + - - }
und aus (24%):

tgge=5 L tg B{1 + 1 (44 122 1 8 g B)L'* + 2 (16 + 120¢* + 280&4 + 26425 + 884°

+tg" B2 — 90¢* — 38024 — 48055 — 19269 + tg* B) L4+ -5
demnach wird:

o -y 1., 1

g e TWIgE=TL Mg B{L+ L5+ 146 4 8ot — tg? B)L'? + (122 + 874 4 19184
+ 16884% + 52845 — tg® B(101 4 99842 + 274464 4 30248 +11526% + 2tg* B) L' + -+ -}

Dagegen folgt aus der zweiten Gleichung (16)

t x—:\'z 1 L'ty B ‘17 -

B oy = (LU B{1+ (54960 4 40 _ tg? B)L'® + 720 (122 + 540¢® 4 890¢* -+ 648¢°

11081 tg B0 + 6604 1360t 4 120067 - 384" + 2tgt )L™+
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§ 17. Umformung der Ausdriicke fiir die Breitendifferenz B -— B’ und fiir die Koordinatendifferenz 2: — X. D3
Die Vergleichung der letzten beiden Ausdriicke liefert weiter:
— X 1 1 . 1 - , 1 -
tg‘x'afN* = tg; (AN Ttg 7/’2%?{1 — 1‘2 62<O + 482)]; L. 726 82(20” + 57862 + 96054 + 19256
— tg? B313 + 1364¢" + 1824 + 768:9) L'} + £ G, (39)

. . , Lgg \? .
In der Klammer ersetzen wir noch, wie auf S.49, L'?= (iﬂ‘—> cos? BB durch * = sin® I, cos® 3.

p
(Wenn B kleiner als 45° ist, wiirde es etwas besser sein, tg2L cos® B einzufithren.) Dadurch wird

—X 1 1
tg%N—=tg—é—c-7tgz {1—7—452(5—{—4-‘(52)l2 2(309—{-6085 4 560t + 1926

— Btg? BTl + 428¢% + 608e4 + 266514 | + 2G1,  (39%)

oder

log tg T =log (g5 ¢ tg i %) — Met [ (5 + 46907 + 15 (309 + T83? + T60t 4 27247

— Btg? B(T1 + 4282% + G08&4 + 25691 |+ Me* (7. (39%)

Ist hieraus xT—NW gleich z Sekunden erhalten, so ist # — X = 2;112; man hat auch

log % 2N —log tgZ TN —X_ 1 Mtgﬂ‘zv —}—Itho“‘x_NX—-u.

Von z — X liBt sich auch leicht zu B’ — B iibergehen. Wie aus der Entwicklung auf

S. 39 ersichtlich, is
B'—B z—X — X\*? !
2p7Q T 2N _‘%2th< SN ) T (4

mithin wird nach der zweiten Gleichung (16):

B —B X , o
tg =g = tg 2\,7{1 — 2 etg B L, SRR (41)

Indem man pun aus (39) den Wert von tgx;VX entnimmt, findet man:
B'—B 1 , / "
thQ“=tg’§ —tg l?’i;{l —’—'E (")+ 4&? +()t02]ﬂI/ 2: -+ 62(116A (414)

Man gelangt noch leicht zu folgenden Gleichungen. Mittels (40), der zweiten Gl (16) und
des auf der vorigen Seite gegebenen Ausdrucks fiir tg ; ¢ ergibt sich:

sm? (B"+ B)

tgic——-» g L1 S0 + S L7 + 26, (42)
1 . J
(B — B
und mittels (40), der zweiten Gl (16) und des umstehenden Ausdrucks fiir 1, tg y\,
1 y cos %(\B'—}— B " )
. 2 973 < > ’ Al i
—{tgzgl\,: - tg»2fL{1~}—i—2& (2 + 3tg? B L' + £, (43
o8 2 {B"~— B,

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



54 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Damit wird weiter aus (41%) erhalten:

B'—B in(B’+ B, 1 1 ’
g2 57 - %_“’Lf—tl— tg? 3 L{1+ ¢ (3 + 26— 3tg' B)L*) + £*GL. (41%%)
cos ?(B —B)

Fiir B’ kann man noch eine andere Gleichung bilden, die (12) § 4 S. 10 entspricht. Trigt

man in (40) aus der zweiten Gl. (16) den Wert fiir ‘f?—EE

w— ein, so wird

B'— B 1

T =g OB {1+ 5(Q6 + 4 —tg BA + 9L 4}

und hiermit:
g B —tg B—(1+tg*B)° 52 4 g B(1 4 tg'B) (B';B

=, LQigB(1 +tg'B) (1+3(Q6 + 46+t BG — 3eH) L' + - E

Voo

Nun ist aber

tg B 1.,
wiye) ~EB+T L e B+t B) {1+ 5@+t BL 4 ...}

folglich erbilt man:
tg B

cos (L“Va)

tg B — {1—%eQ— @+ 2t BL*} + £61,. (44)

Auch (35%) liefert eine Gleichung fiir B’; mit Hilfe der Gl (11) ergibt sich daraus:
. ’ m . 1
sin B = ~sin B {1+ - #Q tg? B(L + 26 L4} + 264, (45)

. . m
in die der Wert von m, 3US (32) oder aus der ihr vorhergehenden Gleichung einzufiihren ist.

§ 18.

Zusammenstellung der Formeln,
I. Gegeben ax, y.

Gesucht B, L, ¢ und .
Zuniichst ist die zu dem Endpunk 1 i
punkte der Abszisse 2 gehirige Breite' B’ aus einer Tafel) zu
entnehmen oder nach den Formeln (7) und () des § 5 zu berechnen. Entspricht dem Anfangspunkte

der K : . . . .
I:r zI\::O:\(Ll:itEH }(11_1e geo%'r. Breite B, s0 ist die Linge x, des Meridianbogens vom Aquator bis zu
0 zisse hinzuzufiigen, um das zu dem Meridianbogen %o+ x gehorige B’ zu erhalten

1) Vgl 8. 22 Apmerkung.
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§ 18. Zusammenstellung der Formeln. 15%)

Alsdann ist

, 1 2 6,806 0976 435 , N
1462 = M=Vt [ L, r-%

e'?cos? B = ¢'?,

’ 7 - 7 ’
) Ve Ve (46)
=
Setzt man
RV VRS B
T8 =g yu,
also
’ — 1,
My =logtg(40°+?u),
so ist
Ut ot L in — sinw e
Ssiniy’ =tgu, —tgiy =sinu, cosin =secu
une : aas M M
’ n l_M r9 ,,‘M r4 ’6 -
= — 3 36 — 2883 226b0 e (4
logﬂt:k. log o™ [8,859 6830 6—10] | + [8,081 482 —10] [7,4640 —10] " + [6,92— 10]77 WD
Man hat auch die folgenden Formeln, die fiir die Rechnung sehr bequem sind:
’ ’ 1 y ’ 1 .’ ’ L
log tgu' = log v’ + & My"*— 555 Mn™ —{—2&55 My's— 51800 My'® +
. ’ ’ 2 ’ 14 ’ ’ 254 ’
log sinu’ = log 5" — & Mn"*+ 155 Myt 2835 My + grge0 MU — - (48)
3 , , 63 , %5 L.,
log cos u’= — ¢ M 2+i§6 Myt = ggs M0 g0 M7 —

und
1 7 1 ’ ’ ’ !
log tg 5 u" = log %" — M’7 2+16 w0 Mg 2835M Tt

1 1 9 5 Loar . 59 1 . HO6 —
) M- 885963306 — 10 186 M.. 1382512 —10 0835 M 6,1852 — 10 37800 M 5,06 — 10.

Fiir y = 100 000 Meter gibt das groBte mit y'* multiplizierte Glied dieser Reihen, ]l[n , fiir mittlere
Breiten (von 45° bis 55° etwa) erst 22 Einheiten der 10. Dezimalstelle; die Glieder mit 2% kommen
dabei nicht mehr in Betracht.

Zur Berechnung von L, ¢, B und :ni dienen nun nach (12%), (23%), (36*) und (29%%), (20%)
die nachstehenden Formeln:

log tg L = log tgu Wy'2— Wpm™ — WUy "® + 7y,

cos B

log tg ¢ = log (sin w’tg B') + B,;"* + Byt — Byt + Gy,

g 1 1, ’ 74 v
log tg BQQ,B = log (tgf2 ctg ?u) + 6yt + G "

"y B — B B —B
log(B’f_B}:log(?p g, )_,, Mt 0

]g-——loﬂsecu + 3%+ G

— log sec u, + U, (R v >~+ G,
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mit

Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

log sec u,

Im vorhergehenden ist:

1 re
QI1=F.M8 y

By = Met(1+ 265 = U, (2 + 4e'),

6,

Uy = 155 Me (16 4 Te' 4 65" + 63 — & — 66" B,
B, = oo Me'3(22 + 6952 + 10064 + 46 + 18 Q@ —¢%— 8’ B),

¢ 1 ’ ’ ’ ’ -4 4
Cr = 1400 Me™ (218 4 92167 4 1160&"¢ + 4642° + 6(154 — 235'8 — 498" — 25647 tg® B’

1

1
2

y®
MR'N’

- L) ()

12

1 ’ ’ ’ I ’
Uy = 5555 Me'3(32 + 392" + 4(T — B4 Htg’ B — 60’2 tgt B),

B, —

1 ’ r’ ’ ’
ga5 Me(10 — 3596™ 1 362 — & tg* B + 135+"2 4t B,

Fiir die Logarithmen von 9

= g5 Me"*(= 5 — 46"+ 9tg* B') = U, (— 2,5 — 26'* + 4,5 tg? B');

(49%)

(50)

+ 5(18 —99¢'3tg* B);

f;;:log?[i e log ¥, J logiﬂég o log B, ngg 7@2 B
150 64103 9 : 5,380 1 6,9754 . 6098 097
46 ‘3 6,4412 , | 539 || 690 L, | B0 N 7,109 - |
47 64421 , | 58T . | 6082 " 6,122 " 7,120 o
48 6420 o310 , | 69859 - 6,133 " T2
ERLC 531 | 69893 f“ Celad 1144
50 | 64446 , ‘ 5374 ; 6,9926 » ! 6,155 N 7,156 *
:51 6,445 , | AT _ | 690960 . 6,165 7,168 "
52 64463 . | 5312 | 80002 * 6,175 v 7,180 -
53 64479 , 98T | woozs ¥ 6,185 7,192 "
54 6,4480 \ 5,370 , | woos7 ” . 6,194 ’ 7,205 °
55 64488 5,369 10088 ’ 6,203 ’ 7217 -

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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2 Uz, By, B, und C, ergeben sich hiernach die folgenden Werte:



§ 18. Zusammenstellung der Formeln. LY|

Nimmt man fiir y den extremen Wert von 700 000" an, so wird mit Hilfe der vorstehenden
Tabelle fiir die mit * und %% multiplizierten Glieder der Gl (49) erhalten

in Einh. d. 8.
in Einheiten der 9. Dezimalstelle | Degzimalstelle

%[2’7,4 - Uym'® l%zn,4 583’7,6 QS,‘;’I,4

18.0
=55 404 004 146.8 0.3 23.1

Um die 4. Dezimalstelle der Sekunde in (49) zu erhalten, braucht man selbst bei y = 700 000"
die Glieder mit %’® nicht mitzunehmen. Bei 169000 Entfernung vom Hauptmeridian betrigt das
groBte Glied B,7* eine halbe Einheit der 9. Dezimalstelle; man kann daher bis zu diesem Abstande
auch die mit »'* multiplizierten Glieder vernachlédssigen.

II. Gegeben: B, L.
Gesucht: x, y, ¢ und m.

Hier ist:

AR 2 s _ _aVif e [68060976435) p_oN a1
e'?cos® B = & 1+ &= ¢, N Vo Ve R 0 (51)
Wird ferner
1 .y 1
Ttgzzﬁ—tg2u )
gesetzt, so ist: (52)

g L 4 4 ‘)19: A1[ G ‘)‘)43‘ Jl[ §
10gy=logl\7£% + M IOJ(%? _)2+ =M ( u) n [ 9435 (p“) + !6,’;::0_ 1071({)’3) oy

(8,859 6330 6 — 10]\0 "/ T [8,081482 —10]0” 4640 - 10]°
wobei « in Sekunden auszudriicken ist; oder fiir dic Rechnung noch geeigneter: (52
1 13 7 . 251 7, A 3601 7 .
log y=Jlog N sinu+ s M sin®u+ so M sintg 4 235 M sin®uf 58700 M SN -
9,160 6630 6 —10) |%,797 485 -— 10] [%,5849 -~ 10 [%,435 - 10]

Dabei ist nach (20%): o B=1
sin L cos b =1,

log sin w = log I + D, — Dy* — D%+ Gl

Weiter ist nach (26%*) und (39**):
log tg ¢ = log (tg L siu B) + €1 + Gl + Gl + (L, (53,

p — 1 1 ’ ! ¢
log tg &Z)NX = log (t;_; , gy u) — F - T+ (L

s & -— X

/ — 1
log(a’ﬂXv):log;'(&\’tgxgxx)w 4 M tg g N 4+

X ist der Meridianbogen, der zur Breite [ gehirt; er ist aus einer Tabelle zu entnehmen oder
nach (5) und (6) des § 5, vgl auch 8.23 oben, zu herechnen.  Wenn dem Koordinatennullpunkte

Kruger, Konforme Abbildung des Erdellipsoids iu der Ebene 5

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



H8

Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren,

die geographische Breite B, entspricht, so ist von X bzw. von z die Linge des Meridianbogens vom
Aquator bis zu B, zu subtrahieren.

Nach (32%) und (33) ist ferner:

log;:{i»—sl ot + G, 1 + B, + G,
(H3%)
=I "—yT* — ¢

og cos 7 VRN &, (VRN) + Gly.

Die Koeffizienten in (53) und (53*) haben folgende Bedeutung:

D, = %Me’,
€~ 5 M3 + 265 = D,(6 + 4%,

Fi— 73 MG + 46Y) — D,(25 + 267, ~ D, + € =25,;

D, = 180M£ (—6 —17¢ — 6t + 12(6 + 8&® 4+ 344 tg* B),

€ = g Me2(90 + 1655 4 13844 4 465 — 246210 + 156° + 62%) tg? B),

Fs = 190 Me(309 + 836 1 606t 4 27265 — 371 +428¢* + 6086t + 25668 tg? B);  (54)
Dy= 515 Me(— 3 — 192 + (82 + 3989 tg' B — 160¢* tg* B),

€= oo Me(21(1 + 36 — 16148 ig? B).

®,=3D,= | M, Gy~ 35 M6 + 56 + 26 — 4574 1 308 tg? B);

’ 1
©'~FMe(—1 1 61tg* B),

Ferner hat man noch

ot o (L S ey
55
lOg tg ; ¢ = log t,c::{c ~M(ﬁ%9)’+ %M(jgi)‘_ 13? M(%) + I]}1.(t;g2c) ( D)

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 18. Zusammenstellung der Formeln.

H9

Fiir die Logarithmen der Koeffizienten ®,, ®;, €,, €, und §, tinden sich nachstehende Werte:

B i log 59 ! log D, log €, log GS log 5,
I —10 —10 —10 —~10 |
45° 1 6,7301 6,742 7,1628 7157 6,28
175 16 156 16
46 | 67476 6,158 71472 7,141 6,19
168 15 162 16
47 | 6,644 6,173 7,1310 7125 6,07
- 161 15 168 17
48 | 67805 6,788 7,1142 7,108 5,90
155 14 174 18
49 | 6,7960 6,802 7,0968 7,090 5,63
149 13 180 1%
50 | 68100 6,815 7,0788 7,072 478
‘ 148 13 186 19
51 | 68252 6,828 70602 | 7,053 h 48,
137 13 192 | 20
52 || 6,389 6,841 10410 | 7,083 B 82,
132 12 200 20
53 | 68521 6,853 70210 7,013 601, |
127 11 207 21 |
54 | 68648 6,864 7,0003 6,092 6,14,
, 122 11 215 22
i 55 ‘ 6,8770 6,875 6,9788 6,970 6,24,

Nimmt man L = 12° an, so ergibt sich hiernach fiir die

bei B =45°

B=055

Fiir L=2° wird bei B=45° das griBte Korrektionsglied &;l* erst eine halbe Einheit der 9. Dezimal-

DE | G
2509 | 56 | 6797
1524 | 22 | 1926

in Einbeiten der 9. Dezimalstelle

mit ¢ und {* multiplizierten Glieder

in Einh. d. 8.
Dezimalstelle
(G Tl
797 146 | 89
27 — 35

stelle; mithin braucht man bis zu dahin nur die mit 7? multiplizierten Zusatzglieder zu beriick-

slchtlgen
den Beispiele.

8‘

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28

DaB die Berechnung dieser Werte aber nur geringe Miihe macht, zeigen die nachfolgen-
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§ 19.

Zahlenbeispiele.

Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

I. Berechnung der ebenen rechtwinkligen Koordinaten fiir

sin L... 9,143 5553 039
cos B... 9,825 5108 951
{... 89690661 990

+ D, = + 18885
— Dt = —  4b4
— Dyl® = - 4

sinw... 8,969 0680 417
N... 68054453510

(1)~ 12554492
(2) — 47180
(3) - 251
(4) - 2
y...5,175 7735 852
y — HY6 24,1098

X, der Meridianbogen, der zur Breite B gehort

von 0. KoLl entnommen.!)

Fiir log})/@ ist auf 10 Dezimalstellen eine Tafel von W. Jorpax

] Die Ergebnisse des vorstehenden Beispiels sind in U
Ubertragnngsmethode berechneten im § 10 8. 26,

1 O, Kowr, treodiitische Rechnungen mittels der Rechenmaschine.

B =48° und L = 8°

tg L... 9,147 8025 285
sin f?... 9,8710734 581

+G = 4+11353
+G1t =+ 978
+6,0° = + 8

tgc... 9,018 8874387

tg; c... 8,716 677857
tg , u ... 8668982710

S FE = — 4732
—Hlt= - 6
tg” ... 7,385 6558 29
2N ... 11064753 47
—(B)=___— 855
z— X... 1921303 21
c—X= 31054913

X — 5317885,233
z = 53 48 940,146~

e’?. . .7.827 31878
cos? B...9,656102179
&2, .. 7,478 34057
&2 = 0,003 0084 346
1-1¢*...0,001 3045 851

Vi4-¢%...0,000 6522 925
6,806 0976 435
N ...6,805 4453 510

%M. .. 8,859 633 It
£?... 7,478 341 D, -
1*...7,938 132 G, .

D,1%...4,276 106 3. -

1

s M...9,160663

e2l%, .. 5416 473

3--2¢%...0477992

G, 7*...5,055 128

) D, .

s M...855860 G,

82, 5,41 647

544¢%...0,70 001
F 2. . 4,67508
9,160 6630 6
sin*e...7,93813608 sin®uw...
(1)...7,098 79911
8,797 485
sin*u ... 5,876 272 sinfy . .
(2)...4,673 757
9,1607
o—X !
gy o arms
(6)...3,9320

Halle a. S. 1903,

2; Jorban-Eccerr, Handbuch der Vermessungskunde, Band III.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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®)...

@...

...5,8163
.. 6,7805
L T,1142
.. 5,90
2,6568
2,9905
1,78

..3,81
.. 8,79
LT
0,60
0,92

8,5849

2,3098
8,435
1,753
0,188

, 1st hier wie auch spiterhin aus einer Tafel

berechnet worden.?)

bereinstimmung mit den nach der ersten
aber die Rechnung ist hier viel kiirzer.



§ 19. Zahlenbeispiele. 61
II. Berechnung der geographischen Koordinaten fir
% = 5348 940,146™, y = 596 724,1098™,
Zu dem Meridianbogen z gehort B’ = 48°16'45",5510.
% ...8,970 3211851 n"...8,970 3211 851 e'%... 182731878
+ 3=+ 6313576 — ()= — 12627153 cos? B'... 9,646 2958 6
1 . £, TAT3 61464
_1}(2)=_ 1836 +@=+ 25 699 2% 0,002 9756 747
+ s 3=+ 1 — ()= — 63 | 0 =14 ¢%...0,0012904 867
@)= + (4) = -
204 VQ ... 00006452 434
tgu’...8970 8,970 9523 099 sinu...8, 969 0610 334 6.806 0976 435
sec B' ... 0,176 8520 694 tg ... 0,049 8225517 N’ ... 6805 4524 001
— Uyt —— 18789 + %m’2= 37800 y... 57757735 852
_ %2"7' 211 + 582?], 738 7' ... 89703211 851
Ay ~ Byt — 1 1
- M...9,16066306 ..o M... 79776
tgL...9, 147 8025 286 tge.. . 9,018 8§74 388 317"-' 7940 6423 7 28‘577,,; 321w
L —"@ 07,0000 ¢ = 55745”4889 (1)...7,10050548  (3)...1,7995
won ! o 7,47
sec ... 0,001 8913 26 tg%c... 8,716 671857 30 3{85;28816‘;0 18900 I’M"“‘l,:ﬁ
, o , . nt..h 285 n't... 1
+3Un=~ 4 5637 tg . 8;668 9756 72 (2)... 4,409925 @)...9,23
.. 0,001 8969 63 + (Sm' 5‘1’ 21 1507
— G 0 ,
m 2 ’
2 — 1,004 3775 - LB—B ‘
, tg Bw B | 7385659352 bt Ty o BT
207 Q... 56167456 16 (6)-.- 3,320
(o) = — 865 | T
B’ — B= 0°16'45",55102 B — B...3,002404113 s (1) ... 6,800 275 n'*... 58813
B’ = 48 16 45, 5510 8'%... TAT3 614 ¥, ... 64432
T VAR A, n't. .. 4,2738%9 B, ... 69868
B =4_8"£_0£9Q0 2.4 ... 0,308 607 G,...7,135
B,n t... 4,577 496 92,3245
2,8681
4,273 889 3,016
—25-—2¢' .. 0,398 973,
45tg® B’ ... 0,752 858 7't 382
—— 47083 ... 4,672 862, A ... 538
4106 352 . .. 5,026 747 ®,...6,14
59269 = €, 7"*

Hierzu sind die beiden Auflésungen 9. 27—29 im § 10 zu vergleichen: gegen diese ist auch hier die

Rechnung viel einfacher und kiirzer. Bei den Beispielen ist der Anfangspunkt der Koordinaten im
Soll er der Breite B, entsprecben so ist von dem erhaltenen Werte der

Aquator angenomien.
Meridianbogens vom Aquator bis zur Breite [}, abzuziehen.

Abszisse z die Lidnge des

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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62 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

IIL. Als weiteres Beispiel sollen die Formeln zur Ubertragung eines Punktes der GAussschen
Landesvermessung von Hannover benutzt werden, und zwar des Hauptdreieckspunktes Borkum, der am
weitesten von dem durch die Gottinger Sternwarte gehenden Hauptmeridian entfernt ist.

Bei der hannoverschen Gradmessung (1821—1825) und der sich dieser anschlieBenden Landes-
vermessung (1828—1844) wurde von GAUSS die WaLBECKsche Abplattung 1:302,78 zu Grunde ge-
legt; dazu machte er die Annahme, daB der Meridianquadrant des Erdellipsoids gleich 10000 000 Meter
sei. DemgemdB wird bei ihm'):

log a = 6,804 5975 970,
log ¢* = 7,819 1850 399 und log e"? = 7,822 0585 008.
Der Anfangspunkt des ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems war der Mittelpunkt der Achse des
REICHENBACHschen Meridiankreises in der Sternwarte zu Gottingen, dessen Breite B, = 51°31'47",85
gesetzt wurde. Die Abszissen wurden nach Siiden, die Ordinaten nach Westen positiv gezihit. Bei
den hier benutzten Formeln ist dagegen z nach Nordem positiv, wihrend fiir die Ordinaten voraus-

gesetzt ist, daB sie mit L gleiches Vorzeichen haben; nimmt man y und L nach Westen positiv, so
wird nach dem Gaussschen Koordinatenverzeichnis?)

Borkum, Leuchtturm,

z = + 234 139,343, y = + 216 659,508™.
Bei (auss ist my= 1.

Um zunichst die geographische Breite B’, die zum Endpunkte der Abszisse z gehdrt, zu er-
halten, hat man hier nach (6) und (7) des § 5 S. 12 u. 13 die Formeln:

B — ¥ =[2,7090765375] sin 2B — [9,7235170 — 10] sin 4B + [6,8329 — 10} sin 6B — - - -9

B — ¥ =[2,1090763 147} sin 2 ¥ { [9,869 6441 — 10] sin 4 ¥ + [7,1668 — 10} sin 6 F 4 - - .
Darin be_deutet.; T di.e‘Breite auf einer Kugel, die gleichen Meridianumfang mit dem Erdellipsoid hat,
und es sind die Meridianbogen zwischen dem Aquator und den Breiten % und B von gleicher Lénge.

Aus der ersten Gleichung folgt %,— 51°23'29",08293 fir B — B,.

1 90° .
Da nun 1 Meter des Kugelmeridians To7 entspricht, so wird mithin der Abszisse x auf der

- . . x
Kugel die Breite %" = %, + 9°- -2 — %, | (9.0,234 1393 43)° = 53°20'55” 19764 entsprechen. Setzt

gza;ll Ell;sjs;:om ert in die zweite Gleichung ein, so findet sich fiir die zu z gehorige Breite B’ auf

B'— W'~ 48900167, also  B’'= 53°38'4",1993.

Mit diesem Wert und dem von y ergibt sich dann die folgende Rechnung:

1) Gauvss’ Werke, Band IX, 8, 69.
2) Gauss' Werke, Band IV, 8. 438,
8) Vgl. auch Givss' Werke, Band IX, S. 172,

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 19. Zahlenbeispiele. 63

n’...8,630 2496 22 7...8,5302496 22 ¢'?...1,822 0585
+im=1 832 02 —(1)=— 166403 cos? B ... 9,646 0129
: +@=4+ 45 £%...7,3680714
—q@®=—_ 3 sinu’... 8,030 0832 64 &' = 0,002 3338 42
tgu'--- 8,5630332821 tg B'... 0,132 9248 11 Q'=1-+42¢%...0,001012394
sec B ...0,226993555 | + Byt = + 390 V... 0,000 5061 97
—Wpt=—  1942) 4+ Byri— + g | aVide o as060ss s
tgL.. 8757326182 |  tgc - 8563008466 N e 1it 55
L = 3°16'23",6135 ¢ = 2°38'6",9630 7"...8,530 2496 22
L N ) L M. 91606631 oM. ..85286
tg5c--- 8,361 7486 secu’ ... 0,000 249557 7't...7,0604992 gt .. 4,1210
tg%u'--- 8,229 1780 _*_39[177'2: Tuié@ (1)...6,221 1623 (2)...2,6496
L6,y =+ 11 m... 0,000 250140 + &% T,0870
207Q"...5,6164675 m = 1,2005761 3 Ay’ 8,2882 3,2882
, kb — 24 4:°%...0,3030 —25-—2s%.-0,3088,
BB B 85912 40tglB ...0919L
- = ) —4BB - e 37687011
B =53°3522",9881 B,...7,00 FI6IL.oeon 4,2073
~— 7. 4,12 1125 =@, 7"?
Byn'.. 1,12

Von den mit n"* multiplizierten Korrektionsgliedern kommt hier allein das Glied Byn"* mit
nur einer Einheit der letzten Dezimalstelle in Betracht. Ferner konnte man jetzt den Ubergang von

tg B2—g£ za B — B durch Multiplikation mit 2p” @’ bewerkstelligen.
Benutzt man zur Berechnung des VergroBerungsverhiltnisses die Formel (34), nach der
m 1 y\*_ 1 Y 4 F_YNP
log - = M(fé,)-mM(g,) + G, o =VNR,

2
wird, so ergibt sich mit (—37) = Q7'

L M. 9336 7543 LM 85586 () = 0,000 2501 88
Q’...0,0010124 Q’*...0,0020 b= — 48
m'?... 7,060 499% w210 m... 0,000 2501 40.
(8)... 6,398 2659 (b)...2,6816 )

Mit Hilfe des VergroBerungsverhiltnisses kann man B auch nach (35%*) berechnen:

log sin B = log S22 — 1 MQe*(1 + 26t Bon't

L9387
Q' &'t...7,369
L ...9,999 7498 60 142673 0,002
m 5 tg* B'...0,266
sin I¥'.... 9,905 9312 56 o a2t
— 1 1,095
sin B...9,905681115, B = 53°85'22",9381.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Wendet man die Gl (38) an, so hat man fiir B'— B:
N "o 1 ’ 1 ’ 1 ’ ’ r ’
log (B/— B) = log (207 Q" tg 5 (B + B) tg* 5 u') + ¢ Me"* (1 + 26+ 6 tg° By

g} (B + B
tg’_;_u'...
2pIIQ""

log (B'— B)---

libereinstimmend mit der ersten Rechnung.

+M...8860
0,132 5694 e%...17,368
6,458 3560 7' ?...7,060
- 3,288
5,616 4675 14-2¢'%...0,002 3,290...0,000 0002 0
+ 23 6tg? B’ ... 1,044 4332... 215
2,207 3952, 0,000 0023 5

Es sollen jetzt umgekehrt aus den geographischen Koordinaten

L

die ebenen rechtwinkligen Koordinaten, sowie die Meridiankonvergenz und das VergroBerungsverhiltnis

berechnet werden.

sin L...8,156 617097
cos B...9,1713 467045

+ D=4 194 4
— Dglb=— 1
sin %... 8,530 0843 35
1= 1662 77
@)= 83 |

N...6,805527058
y...5335 7771 53
y = 216659,503"

cos ¢... 9,999 5404 74
1:cos L... 0,000 7090 84
+ 39D, =+ 583

m ... 0,000 2501 41

= 3°16'237,6135,

tg L...8,757 3261 81
sin B...9,905 6811 15
+ 6= 1169
+ Gl = + 1
tg c...8,663 0084 66

¢ = 2038'6”,9630

tg c--- 83617486
tg ; u---8,2291791
- 8'1 = — 5
2N...7,106 5571
z—X-..36074843
o — X = 4982924

B = 53935'22",9881

e’'®...7,.822 0586

cos® B...9,546 9341

&%, .. 7,368 9926
s = 0,002 3387 97
14 5%..-0,001 0145 41
Y@Q...0,000 8072 70
ay1 e’ ...6,806 0343 28
N...6,805 5270 68

e

% M ...8,8596 4,12
e... 17,3690 D, ... 6,86 0,98. ., D, It
I*...7,0802 @, ...7.01 1,13. .G,/
D,1%...3,2888
6+ 48%-..0,7788  4,0676 - - - G, I?
2,6 4 2% .. 0,3988  3,6876 ... F, I2
9,160 663 8,797
sin®u...7,060 169 sintu...4,120
(1)...6,220 832 @2)...2,917

Bei der Nebenrechnung kann man an Stelle von I — sin L cos B auch sin % nehmen,

Hier ist nun noch X zu berechnen.
B — %, 8. 62, ein, so findet man B — ¥ — 48972372; also wird

Nach S. 62 ist weiter

folglich

Da nun 1° der Kugelbreite gleich

dazu

gibt

Trigt man den Wert von B

¥ = b3°27"13",7509.

¥, = 51°23'297,0829;

W — W, = 20344”6680 = 2°062 40777 - . ..

1 .
o - 10° Meter ist,

so entsprechen (% — 4)) Grad:

X = 229 156,419

r—X= 4
= 234

L. Kriiger: Konforme

982,924
139,343,
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§ 19. Zahlenbeispiele. 65

Man kann auch statt dessen die zum Endpunkte von z gehdrige Breite B’ nach einer der
Formeln (41), (41%), (41**) und.(44) erhalten, und dann z selbst entweder aus einer Tabelle ent-
nehmen oder ebenso wie vorher X berechnen.

Z. B. hat man nach (44):

' = _,t_g_B,_ 1 4 2P _ 4
log tg B’ = log o Lyd 8 Me'2Q(2 tg® B— Q)I,
L... 4071278489
V@ ...0,0005072 70 B
4071785759 LY@ - 3°16'37",3851
% Me'?...6,682
Q...0,001
sec LY@ ... 0,000 7107 43 @tg? B— Q) -- 0,427
tg B...0,132214070 ... 4,120
_ 2 1,230
tg B’... 0,132 9248 11; B’ = 53°38'4",1993.

Oder nach (41%¥) ist
’ " sin (B’ 4 B) 21 1 972 s 9 9.n.
log (B'—B) =log{p Q;s—ﬁ?a&; tg?y L) — o M3 tg" B— 3 —2¢%);

dabei ist angendhert

log tg B'=log tg B+ 5 M@ (%) oder  logsin B'= logsin B+ L M sin? u.

B = 5393522799 | L=1°38"11"807

tg B...0,1322141 sin B.. 9,905 6811 '
s MQ (p,,) _ 7104 L Msintu= 2494 B’ —=5338 4720
tg B’...0,1829245 sin B’...9,9059305
sin (B + B)- -+ 9,9800731
sec? } (B'— B)- - - 0,0000001 D, 13,289
tg? 2 L. .- 6,9118830 3tg' B —3—2¢ .- 0,400
2 H
0" Q- 5,310 4396 5,689
— 5
B'—B.--22013953 B —DB=241"2112.

Setzt man nun in der ersten Gleichung fir I—

B ein, so ergibt sich das zugehdrige B’ —
P P = 2°6"26",1147.

z = 2,107 254083 -

Krtiger: Konforme Abbildung des Lrdellipsoids in der Eb

Da nun 1° glelch -

P, 8. 62, den Wert I3’ =

H3038747,1993 fiir

7P‘ = 489”,0017; also Wnd P = 53029 557,1976 und daher

‘bene.

Meter ist, so gehort zu (¥ —

10 234139,343".

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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66 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

§ 20.
Formeln fiir kleinere Entfernungen. Zahlenbeispiele,

Bei kleineren Entfernungen kann man oft mit Vorteil, anstatt von log tg L und log tg ¢ zu
L und ¢ dberzugehen, durch Hinzufiigung der Additamente die Formeln so umwandeln, daB man
log L und log ¢ erhalt. Es ist

log§=logtgz~1,

= logsinz -+ 6,,

WO
_ M:3 13 M: 90 _ M:3p"® TM:90p"4 .
%= (9.6 066 — 10] B8 # — (97— 10) ' 2+ =g gy s13—20] 7 T [7,271—‘090] “t 6)
(b
. M:6 : 11 M:180 . _ M:6p"% M:180p"4
% 18,85 968 — 10} 517 F [8.424 10 B8+ = (8,23 018 a0) & T [6,125_‘:)),0] ot

ist.)  Fir z=1°20" betrigt das Glied gloM (;,)4 erst eine Einheit der 8. Dezimalstelle.

LaBt man auch noch die mit #* und n’* multiplizierten Glieder fort, was nach S.57 u. 59
bis zu etwa 2V Entfernung vom Hauptmeridian geschehen kann, ohne daB in den Ergebnissen die

4. Dezimalstelle der Sekunde und das Millimeter nennenswert beeinfluBt werden, so ergeben sich
folgende Formeln.

I. Berechnung von B, L, ¢ und m, wenn x und y gegeben sind.

Das zu dem Endpunkte der Abszisse z gehorige B” wird aus einer Tafel entnommen, ebenso
p”:N'. Dapn ist:

p” ’
N Y=,

M:6p72 M:36p"

l= I_ A "2 .
log u”=log 5 (823078 — 20 " T 894 507 3

log L — log (4’ sec B') + 7, — 7, — ,,

log e = log (&' tg B) — 6, =, + o

log (B — B) = log (2‘; we)+r,+ 1,44, log égﬁ, = 73678899 — 10 + 21og &, 7
b 2

log ™ — w4 _ M:2p7r M:12p7
%€ m, log sec u” 4 34, [8,70 790 —20] ¥ — [7,301 — 30 7 4+ By,

L, ¢ und B’— B werden in Sekunden erhalten,

1) T'afeln‘fl'i; Addita.mente findet man u. a. bei 0, Borsca, Anleitung zur Berechnung geoditischer Koordi-
naten, und bei F. G. Gauss, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen in der FeldmeBkunst.
2) Fir log V¢ und fir log @ ist wie schon erwihnt je eine

kunde, Band III, enthalten, desgleichen fiir log V' — logV% in Arerecuts Formeln und Hilfstafeln fiir geographische

Tabelle in Jorpans Handbuch der Vermessungs-

Ortsbestimmungen, Leipzig 1908.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 20. Formeln fir kleinere Entfernungen.

Zahlenbeispiele. 67

. M ’ . 3 s ’ . . 13
Das Glied 3677 1 4 in der Formel fiir logu’ gibt bei 160 km Entfernung vom Hauptmeridian

erst etwa eine halbe Einheit der 8. Dezimalstelle.
In den Formeln (57) ist

=@+ 46

eine Ubersicht ihrer Werte ist in den nachstehenden Tabellen enthalten.

72,72

7’2 und

1
y1='6‘M£ H3=(_2;5_28,2+475tg2B’)F’1;

Tabelle flir g,
in Einheiten der 8. Dezimalstelle.

y— | 30 40 50 | 60 70 80 9 | 100
B4 06 Lo 15 22 80 39 50 62
% 4711 05 0.9 14 20 21 3.5 45 5.5
50 | 04 0.8 12 18 | 24 3.1 40 49
53 | 04 0.7 11 18 2.1 28 - 35 43
56| 03 | 06 0.9 1.3 1.8 24 | B0 37
Tabelle fiir u,
in Binheiten der 8. Dezimalstelle.
y= % 30 | 40 | 50 | 60 | 10 180 90 | 100
km : x ‘ ‘ |
B_ip| 05 11 20 81 | 45 61 80 101 124
47 04 1.0 1.8 98 | 40 55 71 90 | 112
50 | 04 09 1.6 2.5 3.6 48 6.3 8.0 9.9
531 03 08 14 | 22 31 42 55 7O BT
56 h 03 | 07 12 | 19 | 27 31 | 48 6.1 15
Tabelle filr g,
in Einheiten der 7. Dezimalstelle.
T — | 40 %o 60 | 10 80 90 100
km ! ! l o :
B _i0 02 03 | 04 0p 0T 0B L0
: 471 02 04 | 05 0.1 0.9 1.2 15
50, 03 . 05 07 | 09 12 15 1.0
53 | 04 0.6 08 | 1.1 15 1.9 23
561 04 0.1 0 13 18 22 27

inmerhalb der vorstehenden Tabelle am griBten wird, bis
chnung nur mit 6-stelligen Logarithmen
9*

Da fir B'— B bei B’ = 6% wo u; all :
zu einer Entfernung von etwa 160 km vom Hauptmeridian die Re

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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68 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

gefihrt zu werden braucht, um die 4. Stelle der Sekunde noch zu erhalten, und da ferner u, bei
B’=56° und fir eine Entfernung von 136 km vom Hauptmeridian erst den Wert von 5 Einheiten

der 7. Dezimale erreicht, so braucht man innerhalb dieser letzten Entfe

zu ziehen. Bei B’= 44° kann man g,
unberiicksichtigt lassen.

Beispiel. Gegeben ist
y = 100 125,000m und

Die Abszisse ist vom Aquator ab gezihlt

B’ = 50°20/0",0000.
y...500054253 ... 35094459 4
p”:N'... 850892118 tg B'...0,08132306
7’ ...3,5094637 1 —7, —=— 5167
—s M (L) =— 17117 ~6,—— 1717
u'...35094459 4 +ps =+ 10

sec B’ ...0,19496149 ¢...3,5906996 6

+7,=+ 3554 ¢ = 1°4'56",7241

—r=— 8721 v a—

- uf - 5 3 (3) = 0,000 0533 1
L...370435571 | —p(%)'=— :
L =1°24'22"3913 Swm=+ 15

... 0,0000534 6
00046

II. Berechnung von X, Yy, ¢ und m,
log u =log (L cos B) — 6, + o, + vy
Sek.

LBt . ”
log y — log ¥ . H:6 M:36p"

logsfk.——— log (sle'; .sin B) + 1, — v+ v,

log (z — X) = log %’rrﬂw-{' T+ T, — vy
FI

Das Glied g ar( )"
(mittlere Breiten vorausgesetzt

X ist die Abszisse, deren Endpunkt zar Breite B gehort.
Ferner ist

Y, = é, Me2(sin L cos B, v,= (6 + 4%y,

Man erhiilt fiir diese GroBen die nachfolgenden Werte,

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28

2 2t
(823078 —20]% T [6.824 s01% T,

% .
p) 1 logy betrigt bei einer Entfernung von 20

z — B 577 352,T54m.

7,367 8899

(p”: N ... 7017 8424

we... 71001456

+r,=+ 129
+ "”:i=+ 89
+ “23= + 2

B — B-..14858999
— B=—

30,6126
B~ 50°19'29"3874.

E———

wenn B und I gegeben sind.

1
und vy~ 7 (s — ).

roung pg gar nicht in Betracht
bis zu einer Entfernung von etwa 210 km vom Hauptmeridian

i zu dem Meridianbogen z gehort alsdann die Breite

(58)

vom Hauptmeridian
) moch nicht eine halbe Einhejt der 8. Dezimalstelle.



§ 20. Formeln fiir kleinere Entfernungen.

Tabelle fiir »,

Zahlenbeispiele.

in Einheiten der 8. Dezimalstelle.

69

L— 0020' 0030 0°40" 0050' 10 0 1010 1020 ‘ 1030' '
B= 449 04 10 | 18 28 40 | 54 70 89 i
| 47 ) 04 0.8 14 2.2 3.2 44 57 | 12
| 50 0.3 0.6 L1 18 25 3.4 45 5.1
; 53 02 05 09 | 13 19 26 35 4.4
: 56 02 04 06 | 10 14 20 26 33
Tabelle fiir v,
in Einheiten der 8. Dezimalstelle.
L= 0010 T 015 00207 0026 T 0300 0035 | 00400 0045
B- &40 o7 15 26 41 60 81 106 | 134
47! 05 12 21 3.3 48 | 66 86 . 108
50 04 1.0 1.7 26 38  h2 68 ' 86
53 | 03 07 | 13 20 | 29 40 5.2 6.6
56 . 0.2 05 | 10 15 = 22 3.0 3.9 4.9
e o _J
L= | 050 | 0°55 100 BTN 101407" 1015 1090 i 1095 10 30
B4t 166 A’ 20.0 | 93.9 7280 san 313 424 419 537
47| 134 | 162 | 193 226 262 301 343 387 434
50 | 106 | 128 12 178 207 238 210 305 342
53| 81 | 08 117 137 159 183 208 935 | 263
56 ; 60 | 13 81 102 118 136 18H 175 196
Tabelle fiir v,
in Einheiten der 7. Dezimalstelle.
T 40 090 100 1010' v 10307
»B’;igzojﬂ#‘lo.? o 14 18 | 22
47 04 0.6 0.8 1.1 1.4 18
50 03 0.4 0.6 0.9 1.1 14
53 02 0.3 05 0.7 0.0 11
5 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8
wenn In . X das Millimeter scharf er-

Die Werte der Tabelle fir v braucht man nur,

halten werden soll.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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70 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

Beispiel. Gegeben ist (vgl. S. 68)

L = 1°24'22",3913, B = 50°19'29" 3874,

L...370435571 L...3704355T1 | 1:2p"...43845449
cos B ...980511623 sin B...9,886 3081 1 N:p”- .. 14910786
—o,—— 4360 tr=+ 8721 uc... 7,100 1458
+o,—+ 1777 —7,—— 5167 +r,—+ 129
tru=+ 5 tTr=+ 29 =+ 89
... 850044616 ¢...359069965 4 X
o 104’ Rp" T V= —
Dy A9 OTES A R e T
sM()= 1T cosc...99999224.9 _
5.000 5425 4 ’ z—X = 945,782
Y- 9 0 sec L ... 0,0001308 2 \ ]
= 100 125.009™ 30 — 1 15 X = 5576 406,972
ke tin=+ 15 x = b 571 352,764m
... 0,0000534 6 ———a =
o 00000534 6

Der Meridianbogen X, der zur Breite B gehort, ist aus einer Tafel entnommen.

Bet der Ableitung der rechtwinkligen ebenen Koordinaten aus der geographischen Breite und
Linge, wobei man hiufig die Kenntnis der Konvergenz des Meridians nicht ntig hat, sind die
Formeln auch in der folgenden Form gans bequem:

log sin u = log (sin L cos B) + v,
log y = log (N sin u) + ;-Msinzu-f—%Msin‘*u-ku-,

(59)
N . . 3 /1
log (z — X) = ]og(§~ tg L sin B sin u) ~ (—Ez — o‘u) + vy — v,
Dabei geniigt es, v~ % M(tg L sin B)* und 6, — % M sin® u zu setzen.

Das Anwendungsgebiet dieser F ormeln erstreckt sich {iber 2° Entfernung vom Hauptmeridian.

Beispiel. z und y sind fir B=50° und L — 20 44 berechnen.

sin L ... 85428191 64 tg L ... 8543 0838 ¢’?...78278 (tg Lsin B)'...6,85468
cos B... 9,808 067497 sin B. .. 9,884 2540 cos* B... 96161 5 M- 9,16066
ty=+ 101 sin« . .. 8,350 8868 Lo e 6,01584
sin u ... 8350 8867 62 3+ N 6,504 4656 sntu 6.7018
N... 6805495630 | __ : (1 r— 6,,) = — 931 v, ...3,0048
(1) = 72851 vy— v, = i 4 64 4e%...0,7790
()= 16 7—X...328206675 |20+ e 0bom [ 0000106
i ea ixo = v, ... 3,78 7= 0,000 0518
y..- 3’106‘4?02 o9 r—X= 1917201 w3408 Lyt 364
y = 143 369,001 X =5540279,542 . s 7 — G4 = 0,000 0164
v = 5542106743 [ T M---9160683  * ’
R S s u.,..6,701 774
(1)...5862 437
:7:: M- .. 8797
sin*u ... 3,404
(2)...2,201

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 21. Formeln fiir Entfernungen bis zu 100 km vom Hauptmeridian. Zahlenbeispiele. 71

Die Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit § 12, S. 34, 1. Beispiel; vgl. auch noch § 47 I1L

Benutzt man das vorhergehende Schema auf S.68, so braucht man, wenn die Kenntnis von ¢
nicht erforderlich ist, die Rechnung dafiir nur auf 7 oder 6 Stellen zu fithren.

g 2.
Formeln fir Entfernungen bis zu 100 km vom Hauptmeridian.
Zahlenbeispiele,

g
Liegt y innerhalb 100 km, so geniigt es bei den vorigen Formeln r:=~;~ M (pi> und
1

6,= - M(Z ? zu nehmen. Der Fehler in 7, kann dadurch fiir mittlere Breiten etwa eine Einbeit

> 8 P’ o . .
der 8. Dezimalstelle betragen, wihrend er in o, erst etwa eine Einbeit der 9. Dezimalstelle erreicht.

Alsdann bestehen zwischen den Additamenten in den Formeln (57) und (98) Beziehungen, durch
welche die Formeln noch etwas vereinfacht werden kénoen.

. . 1 1 1 . ) . o
Bei (B7) ist 6w =5 T, Tw =77 Ty, To=7T und, weil es gusreicht 7, = Tursecsr und
E] 2 ,
L (N L s / " cehr
Te = T, gp 2zu setzen, 7, =T+ Tu'- Ferner ist M (;—) =5 T da sich log %  und logw seht
- 1 . . . wety
angendhert nur um -7, unterscheiden, so kann man statt 7, auch 7, setzen.

Bei (58) hat man 6, = —;—U, 6, = % 7, und, wegen 7, = Ticos# wnd 7, = Trsing, To = T+ To
1 cos ¢ 1 Lt—c* 3
also 7,47, =y v, und log oy =g Mg =57
2 9

w*

Damit werden die nachstehenden Formeln erhalten.

1. Gegeben x, y.

2y — ', Ty —[8P3181— Wy, 7, = 7, sect B = |83 181 — 20117,
‘ 5 .

B’ und % gehdren zum Endpunkte von 2.

, 1
log L = log (y' sec BY+5v — T iy,
log ¢ — log (1" tg B) — 7, F

ne 1 1 .
log (B’ — B) = 7,367 8899 — 10+ log {(pT) ef 4T g T T (6

e , 3 1 , L
_ 73678899 — 10 + log (&)t e SR RS

“
m 3 L
10g —_— r'l/ ! .3.11,1 .
m, 2

L, ¢ und B’ — B ergeben sich in Sekunden.
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72 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.
II. Gegeben B, L.
7, =[863181-201L%, 7, , ~ (853181 — 20](L cos BY = , cos* B.

L. und ¢ sind in Sekunden vorausgesetzt; pl und der Meridianbogen X gehoren zu B.

log y = log(§L cos B) — (%TL - "Lcow) +n,
log ¢ = log (L sin B) + ¢

Loos B + Vs,

log (& — X) = 4,3845449 — 10 -+ log (-plic L cos B) —

9 (% T, — ""LcosB) T Y —
. 3
= 43845449 — 10 + log (&, L2sin B cos B)— 1t 4+ S, nt o

m 3
lOg 7,;; =~ 2 ¥ con + 31,1'

Fir v, = v, + v, — v, findet man die folgenden Werte:

Tabelle fiir »,
in ‘Einheiten der 7. Dezimalstelle,

L= 030 (a0 050 100

1°10

B-440 | 05 | 03
| 47 | 04 08

1920 1 1980 |

T o

L2 | 18 | 24 31 | 41
10 15 | 20 26 @ 33

!
|
50 | 02 | 05 l 08 | 12 15 20 | 26
2002 104 ) 06 | 09 | 12 | 15 | a0 |
102 03 04 08 09 | 19 15

Die Werte fiir », sind innerhalb des

vorstehenden Gebietes so klein,
zu werden brauchen, wenn das Milli

meter in  — X ganz scharf abgeleitet werden soll.
[ Beispiel. Es gej gegeben

B=52040070000, I = 1010'0",0000 — 4200”,0000.

(61)

daB sie nur in Betracht gezogen

N:p”... 149113656 L. ..362324929 1:2p" ... 43845449
L...362324929 sin B. .. 99004331 1 N:p”...1,491 1366
) cos B... 978279578 T np = 290 8 Lcos B... 34060451
- (? rL - rLoon}} = 794 + "’2 = + - 7»1 6 C... 3,523 7046
trn=+ 3 ¢---352370464 | _ 1 (1, ~Trog) =— 40
y... 4,897 17372 ¢ — 0055/39'/,6784 vo—vy—
¥ = 789173573 ———— — X ...28054272
— ¢ 1o = 0,0000331 1 i !
S 3y, — + 9 z— X — 638,891
, 8,63 181 " 1 0“()0()%‘* " X — 5836924612
L T.24 650 — ..., 0332 0 R E AT EA N
T, -5TT 831 .. 0,000 0600 2 o = v = 98?’E6§£_OE ’
cos* B 0,56 55y o
Toeonk - 934390 0,000 02207 5 vom Aquator ab gerechnet.
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§ 21. Formeln fiir Entfernungen bis zu 100 km vom Hauptmeridian. Zahlenbeispiele.

Gegeben sei

Zn x gehdrt B’ = 52°40°20",6710.

y ... 489717372
p”:N’... 850886350
sec B'... 021726129
Ty T = — 4899
—Uy=—__ 3

L... 362324929

L = 1°10'0",0000

8,58 181
n’%...6,81207
T,o... 534388 7, =2207-107°
sec?B’ ... 0,48 452
7, ...577840 7 ==6003.

Il. Beispiel. Gegeben ist

z = 5837 563,503,

3" ...3,40603702

tg B"...0,11772760
6003
+ 4y =+ ] 5
c...352370464

¢ — 0°55'39",6184

_.1L=__

27, =0,00003311

~3P1 =A+7 o 2
)’%. .. 0,00003320

13

y = T8917513"

7367 8899
(p”: N')* ... 10177266
y'e. .. 6,029 T417

/:‘EL_Z‘[71'=+ 4“
B — B 13153623
B —B= 2076711

B — 5204072076710

B = 54°10°07,0000 und L = 50"0",0000 = 30007

N:p”...149117303
L... 347712125
cos B...9,16747455
- %tl, F Tresn = T 481
+ v =+ 1
y...4,13076403

y = b4 420,688

3

Es ist gegeben
Zu z gehort B’ = 54010 10”,3786.

y...473576403
p”: N'...850882690
sec B’ ...0,23255571
%r,‘.r -7, 253 8
— = 1
L.. 347712125

L = 50'07,0000

————rre—

o

z = 6004 167,346™

N:2p”%...5%810118
L. .. 6,954 242

cos B...9,76747

sin B ... 9,908 873
rLcosB—i}tL - + 8
z— X 2,506316
x— X= $:0,860

X = 6003 846,486
2 = 6004 167,346~

vom Aquator ab.

n ... 324459093

g 137 0,141 44418
—T, = 306 3
e BA86 00450

o = (00407 327,2292

8,53 181
p't. - 6,48 918

T, 502009 t .= 105010 ™

goc? B’ 0,46 511

- 58610 T, 3063

Kriger: Konfurme Abbilduny des Erdellipsoids in der Ebene.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des..
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28

und y = H4420,688"

B = H2'39'H59” 9999
-
8,63 181
L%...6,95424
T, 5,48 605 T, = 3062-10 "
cos® B 9,53 495
Trheons 502100 7, .y = 1050,
7,367 890
p” s N T0LT DY
3y e B30 DY
1 1 "
T, -, T, ==

I 11016 LH
I = B = 1073755
[ - B4 107070000

10



14 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren,

Wenn man ¢ nicht berechnen will, so hat man fiir log (B" — B) folgende Rechnung:

7,367 890

(p”: N")?...7,017 654
7'%... 6,489 182

tg B...0,141444
—%tL—%rnl=— 28

B’ — B... 1016142

§ 22.
Andere Reihenentwicklungen fiir die ﬁbertragungsformeln.

Wenn in der Umgebung eines Punktes P, auf dem Erdellipsoid eine groBere Anzahl Punkte
in der Ebene darzustellen sind, oder wenn umgekehrt ein Gebiet um p, in der Ebene auf das Ellipsoid
zu ibertragen ist, so kann man Formeln benutzen, die von den Werten in P, bzw. in p, ausgehen.)
Um solche Formeln abzuleiten, sind in (10) und (11), 8.89, bzw. in den beiden GL. (16), S. 42, die
Koeffizienten in Potenzreihen von B’— B, bzw. von ¥, zu entwickeln. Bei der Meridiankonvergenz
ist noch vorher von tge¢, (22) 8.45 und (24) S. 46, zu ¢ tiberzugehen; es wird

c=p g B {1 — (@1 —2: 4 tg*B) (&) + 61,)

1 v (62)
= Lsin B{1+ L g1 4 22 (5 cos B) + G1,)-

. Um nun beispielsweise aus (10) die Formel fir
QNg,, in eine nach Potenzen von z — z,
schen Satzes ergibt sich:

B — B, herzustellen, hat man zunichst
fortschreitende Reihe gu entwickeln. Mittels des TAYLOR-

OB o . g
TN = \Q b B+ (0 + 1 — 36 tg* By') B“;,If‘-f
1

+tg B (1 — 5639 + 1 + 38’4 tg? B,) (3;57],31')2_+_ .. .}’ (63)

- r3__ e Y ’ ’ 1- ‘2
wonn & *=e"cos* B/, @' = 1 +&'% N/ = aVl"g"
1

— 1st,
Da aber nach S. 39
B'— B’ Tr—z 3

T T TR s g B (P
ist, so wird weiter: “ i 2B ( M )+
Q/th’ Ql, ’ ’
N TN {tg B+ (¢ +a — 3¢, tg? Bls‘”;f”x

1

T 0 (- e S ) (e

1 Vgl w. Jorbax, Geographi 1 inkli
wosen, 1t xh oy e gu‘ ;{x ische Koordinaten und rechtwmkhge Koordinaten. Zeitschrift fiir Vermessungs-
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§ 22. Andere Reibenentwicklungen fiir dic {'bertragungsformeln B

Vernachlissigt man nun Glieder 5. Ordnung, so kann man in den Gliedern <. Ordnung ¢,
Es folgt daber aus (10), wenn man

¢'%, N’ durch @, &% N, ersetzen.
=% _ A Yo Y .
Nl' Fe= Ax’ le Y, N: = (64)
setzt:
B — B’— B,’ , ron p-
=70 BB P T — by syt — %) — (b A + by, AT Y+ by (' — ) + Gl (65)
. P e P’ @
mit
1 2 34 1 ’ 5 4 9 ’
by = 5 tg By (@ + (1 —3¢'Mtg* B)),
b — o b B, (2 — 186/9Q + @ — 38/ + 1559 tg* B),

by. — oyt B(5 — 469 Q) + 3(L — 389 tg* By).

B’ — B’ kann man zu dem Werte von x — z, aus einer der bereits frither angegebenen Tafeln ent-

-
nehmen, oder es ist dafiir nach S. 39 zu setzen:
Bp:QlBl = Ay — by, Az 4 By Az b A A (66)
mit
by = ? &% tg B, Byo= ; & (- @+ + he?) tg* BY),
b= ; tg B/(4 + 19¢/9 9 — 5873 + Te /B tg? B)').

In derselben Weise findet man aus (11):
cos B =y —y/ + (1 82"+ 82" + 1, A2y — los(y® — 9% — B2y + Gl (67)

L—1,
mit
’ ’ 1 riim ’ ’ ’
L,=tgB L= ;’ (@, + 2tg* B), L= g8 B/((6 —4¢/H Q" + 6" B),
R A L e B + 8/ H Q) + B2 + 58T+ 46/ tg? BY)
Forner aus der ersten GL (62):
f_:”fl = ¢ (' — y,) + (¢ Az’ + C“Ax'? + €5y Az )y — sy — y'?) — (l-:kAJ;,'ZI’:‘+(}[5 (6%)
mit
» r , 1
= Q1, + tnglry P tg Bl ('\1 e 2‘”1 2>Q1 + th Bl )y Coy == 3 Co0

G =tg B, .=
(1 —2&'HQ" + 22 — g+ 664 @ tg" B + Bt B

g1 =413 = 4

_ B, B —

B/, L— L und ¢ —¢; 1In Sekunden vorausgesetzt.

In vorstehendem sind B

Zur Berechnung der eben
werden aus den beiden GI. (16) die folgenden Formeln erhalten, wenn
N=a Vl e

2 —¢'?cos’ By, Q =1+ &% o,
10*

&
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76 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in diec Ebene. Zweites Verfahren,

und (fiir L, L, B— B, in Sekunden)
p—If; cos B, = L', ;% cos B, = L/, %T—éﬁ =AFB (70)

gesetzt wird:

. i‘;‘,lxl F hoy (IF— L) — (b o AB + by s AB'S)L'% + b, (L' — LY + Gl,  (T1)

'A'l

mit
3 1 : )
bo.s = ‘; tg By, b,= ; (— @ +tg°B), by,= Tt B (4 + &7 ¢ + 3¢7°tg° B)),
by.s = i tg B(6 + 4500, — tg* B)
und )
"\‘i‘vfxl —AB + b, AB'* — by AB® — b AB* + .-,

wobei

3
by = 5 g’ tg? By, by, = %512(— @ + A — 4¢Ntg* B)),
bro = & tg B (4 — 1169 Q, + 563 — 45,9 tg B,).

X — X,, der Meridianbogen zwischen den Breiten B und B, kann auch aus den angegebenen
Tafeln entnommen werden.

Weiter wird
Yol =L~ L/ — (1, AB + 1, AB* — I, AB%) I — s (L — L) — L AB L3+ G, (12)

N,
mit
1 o 3 1
La=tg B, Iy = 5 (@ + 3% B), L, — 5 8 Bi((1 —86MQ; + 3621 — 4¢Ytg? B,),
1
lyg = 3 by.g bs= 4b0-4'
Fir die Meridiankonvergenz ergibt sich aus der zweiten GL. (62), wenn man noch
B —an
setzt:
c

—¢ ’ , ’ 1 ’ B ’o ,
S =B = L)+ BB — S g BAB — L AB)L 4 ¢,y (L I, N—e OB L'+ Gl,, (13)

worin

1 [y
Co.3 == ?(1 + 2¢7) @, tg By, €13 = % (A +2¢%Q + 20 + 6¢°Q)te* B))

ist.

. Im Vergleich mit den Formeln des vorigen Paragraphen bedeuten die Formeln (wenn ihre
Koeffizienten auch bereits hekannt sind) fiir die Rechnung kaum einen Vorteil; sie stehen den ersteren
auberdem an Genauigkeit nach.
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§ 23. Ableitung einiger Werte fiir m,. 11

§ 23.
Ableitung einiger Werte fiir m,.

Die Einfithrung von m, bewirkt nach (9) § 1 nur eine Verinderung des MaBstabes des Bildes,
nicht aber in seiner Form. Man wird daher in der Regel m, — 1 nehmen.

Bis auf Glieder 6. Ordnung ist mach (34) 5. 49, wenn

Y _y 4
— =9 (14)

gesetzt wird, wobei ¢ = VRN zu irgend einer Breite zwischen B’ und B gehort,

n . 1 .. 1 .y e
L = z . H
My cos ty L+ 2 y©+ 24‘1/ ( )
Soll nun m, bestimmt werden, so muf man fir das VergroBerungsverhiltnis eine Bedingung annehmen

Im folgenden sollen ‘einige Annahmen dariiber gemacht werden.

I Es sei m, das VergroBerungsverhiltnis in einem Punkte an der Grenze des Bildes. Zu
diesem Punkte gehire y,. Entweder ist w, der groBte Wert des VergroBerungsverhiltnisses oder
ein in seiner Nihe liegender Wert. Auf der Abszissenachse ist der Wert des VergroBerungsverhilt-
nisses gleich m.

Setzt man

my=1— 0y " — vyt — (76)

-~

worin v, und », vorliufig unbestimmte Koeffizienten hedeuten, so wird

1, , 1 . 1 aag w e
=14 Lyt Y gy (17)

Hiernach ist: .

Wird nun festgesetzt, daB zwischen den VergroBerungsverhiltnissen m, und m, die Bezichung

1 — my = my; — 1 (%)
statttinden soll, so muB . .
n=, und vy = — 4,
sein. Es wird demnach, vgl. 8.9,
o, .
My = 1 — 4 Y i+ 24.”).4__"')

1 . oy
m, =1+ e +oe

Aus (77) folgt, daB m = 1 wird fiir
, , 1 T,
y=x%h V2 {1+E!]12——--~}-
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8 Konforme Ubertragung des Erdellipsoids in die Ehene. Zweites Verfahren.

Gehdren zu m, die geographischen Koordinaten B,, L,, so ist mithin nach (16) 8. 42:

L, 3
mo=1~f:-Ql(;%cosBz) + -,
(79)

1 L 2
m1=1+le<E%cosBl) —,

wobei L, in Sekunden angenommen ist.

Fiir L; = 1°20" = 4800” und B, = 50° ist hiernach m, = 1 — 0,0000561 =1 — fvszé'

Il. Zu einer andern Beziehung gelangt man wie folgt. Dem Flichenelement df = dzdy

= my*dz dy in der Ebene entspricht auf dem Ellipsoid das Flichenelement idf. Die VergrioBerung

mS
der Abbildung ist daher )
V=Sl

Nimmt man fiir ¢ auf dem abzubildenden Flichenstreifen einen mittleren Wert g, an, so ist die Ver-
groBerung des Bildes, das zwischen den Abszissen #, und %, von der Abszissenachse bis zur Parallelen
in der Entfernung %, genommen werden moge:

’
Y "/1,

2
- = 1 _
V=(2— x1)f(1 - W) ay = (zy — xl)gof<mo3 — % dy'.
0 0

Setzt man wieder

-1 '3 __ ‘e
my =1—wy, Wt —-,

so wird, da ('-:'2)2 =1—y't4 %y"‘h .- ist:
V= gy(xs — 971)1’/1’3{% —2v, + (Vlg— 2vy — %) N }

Wenn man nun festsetzt, daB ¥ — 0 sein soll, so muB

n=+ und v,:—%
werden. Dementsprechend ist jetzt
my =1 —%!h" + 3,%,?/1,4*‘ cee=1 ‘%‘Ql(jl COSB&>2+ T3
daher wird (80)
m =14 %‘y1,2+§16y1,4+ cee= 1 +T; QI(BI—I,/;COSBZ)S—#---.

m wird gleich 1 fiir y'=iy2"l/%— (1 - ;5.’/1" +-. )

Nun wird aber in der Regel die Begrenzung der Abbildung nicht durch eine Parallele zur
x-Achse gebildet, sondern gewdhnlich ist die Grenge das Bild eines Meridians.

L, ergibt sich das zugehorige y = oy' nach (11) S. 39 aus der Gleichung

Fiir ein konstantes

’ ILA ’
¥y =VQ p—,‘,cosB + G,
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§ 23. Ableitung einiger Werte fiir m,. 79

wo B’ zu x gehort; ferner ist dZ = myR'dB’. Macht man die Annahme, daB es geniigt, auf dem
Flichenstreifen fiir Q' einen mittleren Wert ¢, also fiir die Krummungsra,dlen mittlere Werte R, Ny’
zu setzen, so ist demnach die VergroBerung der Abbildung von der Abszissenachse zwischen Z,
und #, bis zum Bilde des Meridians L, gleich

V= ff 1—o5)dzd =Rdef 1= —5) et dy

oder da (%)2= 1—y'2+ - ist,

B,

V= Ro’go'f((mo2 — D)y + 5y +-)dB.

B

Darin ist fiir y° der vorher angegebene Wert einzufithren; also wird

LoN\3 [* LN , D ,
fy'3dB' = VQO“(FT;) J cos® B'd B’ = i Ve, ? <F~)l~> (sin B’ cos® B' + 2 sin ') + konst,,
) Ly (- P Y
/ y'dB' =VYQ, pi.j cos B'dB =V, - sin B’ + konst.
L\?
my =1 —VQO'(p—,',> + -
so ergibt sich

3 .. ’ ’ : ’ ' X
V=N,? (?) {2(% — v) (sin B, — sin B,) + ; (sin B, cos® By’ — sin B’ cos® B, Y4 - } .

Setzt man nun

Soll nun wieder ¥ =0 sein, so muB
1 94 sin B, cos®* B, — g.in B, cos? gl')
v= -8 sin B, — sin B’

, L,
= g (0082 Bg, + cos? Bl) -+ 36 (sm B2 — gln 1{1 )2

werden. Folglich ist in diesem Falle

my=1— 1, Qo ( ) (cos® B, 4 cos® B,) — 36 Qo ( ) (sin B," — sin B2+ (81)
dabei ist angenihert s ' .
Q0 (pi) (‘3052 By + cos* By') = %'2 +y* (81%)

Fir B/ = 50°, By — 589, L, = 1°20" gibt (81): 1
iy — 1 — 0,0000335.8 — 0,0000000.5 = 1 — 0,000 0336 = 1 — g5z,

Der Maximalwert wird, wenn man in (81) das letate (lied vernachlissigt und B, > B’ ist
m, =1+ 1,Q0< ) (D cos® B, — cos’ B)),
n Zahlenwerten gleich 1,0000736. Ohne die Einfithrung von m, wiirde dieser Wert

L, 1,000 07865
gleich m, — 1+ ¢/ (;pf) cost B, = LOOO 112 = Uflgir

und mit den vorstehende
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80 Konforme ﬁbertragung des Erdellipsoids in die Ebene. Zweites Verfahren.

HI. Auf den in (81) angegebenen Wert von m, wird man auch in folgender Weise gefiihrt.

Sieht man den stets positiven Wert (1 — mi,)z als MaB der Anderung eines Flichenelements an, so

ist fir die Fliche zwischen den beiden Ordinaten %, und 7, (deren FuBpunkten die Breiten B,” und
By’ entsprechen) einerseits und dem Bilde des Meridians L; = konst. und der Abszissenachse anderer-
seits, wenn man die gleichen Vernachlissigungen wie vorher eintreten laBt, das MaB der Flichen-

inderung:
By’ y’
1,2 R, 0, , myhe . R
f (1= ) ar= S f B f (me?— '—'77’) dy' = 0%
B/ 0

Man setze
m, = ¢
my=1—wy 24 ...
wo y, irgend ein Wert von y’, und » zu bestimmen ist. Dann ist
m,?

2
(mo? —T) = vty — dwy s ey
und

B
’ ’ 4 14 14 1 ’ ’
J=f(4v2y,‘y —3vY%. % 3+;—.¢/5+---)¢JZB-
B
ror d . ..
Setzt man nun fest, daB R, g, 73 1n bezug auf v ein Minimum werden soll, so muB
0

Bye 0d | 2J ,

my? (9_'# +,Zy, 2)=O
. oJ J . .

sein. ~ und . sind von derselben Ordnung in bezug auf y’, folglich kann man 2;';{— y,? hier ver-

nachlissigen. Das Minimum tritt mithin angeniihert ein, wenn

By
oJ U T ,
27=4f(2m‘y — %Y+ )dB
B’
B,’
=-4y,”f((m02— Dy + 3y +--)dB =0

B,

ist. Dieselbe Gleichung, von den konstanten F

aktoren abgesehen, war ab h fiillen
wenn gefordert wurde, daf V—0 gein sollte; es & » war aber auch unter II zu er ’

ergibt sich mithin auch hier fiir m, wieder der Wert (81).
IV. Es seien ds und ds, zwei aufl

K . r o einanderfolgende Elemente irgend einer auf einer Fliche
gezogenen Kurve und ds’ und ds,” die entsprechenden Elemente der Bildkurve in der Ebene. Dann ist

1 ¢
ls = —dg’ 1
s o ds’, ds, = - + 5s

A

ds’)ds/’;

N

also

(1Pl g

ds os’
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§ 28. Ableitung einiger Werte fiir m,. 81

Hiernach kann man a—lgzﬂ ds’ als die Abweichung von der vollstindigen Ahnlichkeit an-
sehen.!) Denkt man sich nun auf der Ellipsoidfliche eine Kurve gezogen, die von irgend einem
Punkte ausgeht, fiir den m = m, cos iy’ =1 ist, und dazu das Bild der Kurve in der Ebene gezeichnet,
so summieren sich lings derselben die Abweichungen von der Ahnlichkeit. Es wiirde mithin Inm
als die Abweichung von der Ahnlichkeit oder als die Verzeichnung im Bildpunkte von P anzusehen
sein, wenn man von irgend einem Punkte der Kurve m — 1 auf irgend einem Wege zum Bildpunkte
von P geht. Diese Abweichung kann positiv oder negativ sein, je nachdem m groBer oder kleiner
als 1 ist. Man kann ln m auch als Fehler des Bildes betrachten. Dementsprechend kann man m,

so wihlen, daB
/ (In m)* df = Min,

. . m 1, :
wird. Nun ist In —— =2y ? 4 ... und wenn man wie vorher
0

my=1—wy 2+
setzt,
In m =%y'2—- vy 4+

Unter denselben Annahmen wie in II und III wird aber

By’ "'
* 2 ,
f(ln mydf = Ro'go"/ ciB"f.))zo2 (%—y”" — vyt ) dy
B o
B,

;
A 1 4 ’
= 0’90'/ (210;1/’”~-gvyﬁy"“+v2y,"‘y' +) me*d I3,

B’

Infolge der getroffenen Vernachlissigungen kann man unter dem Integral my? gleich 1 setzen. Das
Minimum in bezug auf » ergibt sich nun fir

By
J (— ; Y3+ 2vy,"~’y') dB =10
B,

oder fiir
By’
’ 1 ’ ’

f((m02 — LDy + 5y 3) dB’ = 0.
B

Man wird also auch hier wieder den in (81) angegebenen Wert von i, erhalten.

Die Einfiilhrung von m, kann auch dazu dienen, eine Korrektion wegen der mittleren Hihen-

lage des abzubildenden Landes anzubringen.

1) Vgl. H. Wenks, 'ber die Abbildung auf einer Ebene. Crelle’s Journal, Bd. 67 (1867), 3. 237.

ids i : 11
Krtiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene
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82  Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehérigen Geraden in der Ebene.

Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid
und der die Projektionen ihrer Endpunkte in der Ebene
verbindenden Geraden.

§ 24.
Allgemeine Formeln,

Es sei irgendeine Fliche konform in die Ebene tbertragen. Die Urbilder der die Ebene
bedeckenden Geraden T = konst. und 7 = konst. sind dann auf der Fliche zwei sich rechtwinklig
schneidende Kurvenscharen. Entspricht einem Punkt P der Fliche der Punkt p mit den Koordi-
naten #, y in der Ebene, und ist in ihm das VergroBerungsverhiltnis gleich m, so werden die

Bogenelemente der beiden durch P gehenden Kurven -~ dz — ™ dz und L Ay = 0 dy sein.
m m m m
Von einem festen Punkte P, dem in der Ebene p, (#;, ¥,) entspricht, werde nun nach P

ein‘e gef)diitische Linie s gezogen. Die Linge der Verbindungsgeraden p,p sei 7, ihr Azimut 9.
Wird die geoditische Linie P,P —s in die Ebene tibertragen, so soll ihre Darstellung s’ in der-

Fig. 2.

gelb.e:n miE def Geraden 7 %m Punkte p den Winkel 4 bilden. Der Winkel zwischen s’ und der
0 r:huatg Yy W’fd dah«la.r'glelch_900_3+¢ sein. Den gleichen Winkel bildet aber auch auf der
Fliche in P die geoditische Linie mit dem Urbilde der Ordinate. Einem Zuwachs von Z um dZ,

7 a ’ m 3 .
zu dem ;mf der E:lache PP = "m @@ gehdrt, entspricht bei konstantem y der Zuwachs von s gleich
1. as 15 cs ) _
Q'L 7 4F ¢z @, und dem Zuwachs von 7 um dy, wozu auf der Fliche PP"=%dy ge-
hort, bei konstantem F ein Zuwachs von s gleich Q"P" = o8 dy = 98 dy. Da nun der geoditische
oy 2y Y. g

Kreis @'PQ” auf P, @, PP und P, Q" senkrecht steht und ferner P’P senkrecht zu PP” ist,
8o hat man aus dem unendlich kleinen Dreieck PQ'P’:

os

m, .
do-sin (900 — 9 + y) —
) : ox

m

dzx
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§ 24. Allgemeine Formeln. 83

oder

29 co8 (& — P) = , (1)
und aus dem unendlich kleinen Dreiecke PP”Q":

™ dy - cos (90° — & + ) — g; dy

oder
m, . P
m" sin (& — ) = ﬁy y (2)
Aus (1) und (2) folgt, indem man beide mit 25 multipliziert und darauf quadriert und addiert:
my \2  /0sHT  sash?
(0w = (5) + (&) v @)
Ferner ergibt sich aus ihnen, wenn man (1) mit sin & und (2) mit — cos & multipliziert und
alsdann beide addiert: n 36 9s
0 .
—smzp—smﬁa —cos«‘)ay v 4
Die Entwicklung von s? muf mit f,: = :L—", 7 beginnen, unter m, das VergriBerungsverhiiltnis
l
in P, verstanden, denn in P, ist ds = ::‘1‘ bo_irqpl = m; dr (1 —---). Es wird daher gesetzt:
2
$t= ;-} S, (5)

wobei also die Entwicklung von S mit 1 anfingt.
Weiter wird
z — X =xL, Yy— Y =%y (6)
gesetzt, so daB

£ . x —
ri= (12 + y?), cos & = f, sin & = ,:” F=rm,

ist. % ist eine Konstante.
Dadurch gehen (3) und (4) iber in die beiden folgenden Gleichungen:

o5 £y 2 2)_"‘1’ T
S+irz,+Y ax)+ s (8g) +(9§) -om v

o m 3]/5 Vs mo 1 0N _ 05 8
Sm Y = - {t) ag -1 2y } = "y QYN { or lanl ( )

Ist aus (7) S abgeleitet, so gibt (5) s* und aus (%) findet man . Setzt man in den er-
haltenen Ausdriicken z = z, und y = y,, so fillt der Punkt p mit dem Punkte p, zusammen; ¢ geht
demnach in ¢, iiber, d. h. in den Winkel, welchen 5" mit 7 im Punkte p, bildet. Den Winkel ¢,
den 7 mit s’ im Punkte p, bildet, erhélt man aus dem Ausdrucke fiir ¢,, indem man ., y und
die darauf beziiglichen Werte mit x,, y, und den entsprechenden Werten vertauscht. Man kann auch
fiir ¥, eine Differentialgleichung aufstellen. Man bildet je 2 Ausdriicke fir P’ und @™

. o (& b
1:;“ dr-sin (8 — ¢) = —m ot ;;L') dr,
m, ) B @+ ) /
m"dy-cos(ﬁ—zp)——f—m 2y dy,
1*
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84 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehoérigen Geraden in der Ebene.

worin m die reduzierte Linge der geodﬁtischen Linie in P bezeichnet. Aus ihnen stellt man mit (1)

. 0% — ks xl
und (2) und mit G = Y i Y, ;-J + die Gleichung
0s 31P1 0s 3’4’1 _Y—9 0s T s

ox oz +8y oy r* dx 1T Py
her, die durch (5) und (6) in

aw, _a«pl o (005 oy, aInS %\ _ ¢S  olns
o T2+ (5 T ) =y
iibergeht.
§ 25.

Entfernungs- und Richtungsreduktion bei der transversalen
Mercator-Projektion der Kugel.

L. Herleitung von log s — log 7.

Um die Formel (7) auf die Kugel anwenden zu kénnen, muB man :%2 in eine Potenzrethe

von y —y, entwickeln. Nach (10) § 3 S. 8 ist, wenn A4 den Kugelradius bezeichnet,

m ’ 1 1 3
=" =cos:j’-, also E,—;=1+tg’i—f,
mithin wird:
doty . a L
Mmoot mr__ 2 31y
dy ~mig 8 dy' T T wmd Z(1+3tg )
3_}._§ ds 1
m’ 8 i iy 1y ‘2 8
dy* T T mr A’ (2tg]+3tgaj>’ ‘dL;" = (2+15tg zy—{—li")tg ), usw.

Der TayLorsche Satz gibt daher, wenn
1
=4 ¥ — )
und zur Abkiirzung

Tl =t
gesetzt wird:

' m'z—““—l'*”cxt)‘{’"“czg +‘63193 2404U4+"'
mit
6 = — 21,
€= —2(1— 3t
¢ =+ 8 (2¢, — 3¢9)
€=+ 8(2 — 1512 + 15¢,%)

usw.

Entsprechend (9) ist nach (6) noch zu setzen:

1
E=Z(x“x1)-

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 25. Entfernungs- und Richtungsreduktion hei der transversalen Mercator-Projektion der Kugel. &3

Man erkennt nun leicht, daB in (7) die Reihe fiir S, die nach Potenzen von r und y fort-
schreitet, nur gerade Potenzen von ¢ enthalten kann; denn auf der Kugel ergibt sich dasselbe s,
wenn man ¥ — z; mit x, — & vertauscht. Es wird daher angesetzt: (12)

1 1 1 1 1 1 5 1
S=1+ay+ 5 %ol + 7 %l + 5 g 'Y + & %3+ 9i %ol Tt § @Iy 4+ 04 %a 0+

Dann ist
a8 1 1 9
ar = %0l + e, LY +5 w0’ + 5 Uy LY + - -
oS 1 1 1 1 3 .
oy — %1 t s +5 @ B+ 5wy’ + 7 %'+ o w P+
also wird

S+gg—§+ng—f (12%)

3 3 . 2 4, b B 5
=1+ 2¢,y+ g ok’ F 5 @)’ + 2ey, 2%y + 5 %l + g, wott + 4 Qe Syt

ferner
<g§)2+ (?g):z g+ 201005y + (G + 1€ )8 + (@ + @ e g))? + - - -
und
% =1—q,y— ; t0k" + (a(2)~1 - ; “0-2) AR
mithin gt eSS
S () @) (1244

" 1 1 .
=%0¢§.1 e +9)+ (% %91 Cp.g— %“3‘1) @y +9°) + (ii‘ Qot 4 %a1%s — g “3-1“2-0) (& + 1'%

5 1 "
+ (% 0‘3.3 + %ao.laog_ Fa?)vlaofz + 4 aé»l) (&.192 + ")4)+ Tt

Werden nun die Werte aus (12%), (12%*) und (11) in die Gleichung (7) eingefiihrt, so er-
geben sich die folgenden Beziehungen:

3 1 .. 1 UV

20y, =¢; g %0 T 7[“(2)-1 =0, 2y, + 5 %1% — 4 %4 ),
1 1 .
o — B30 == 3 (23 oy — By, = 7 %

5 1, 1 1, B
g1 %o T ¢ o + T Q010 — g Cute= 0,

5

1 1 5 o 1« 1
51 % T ol + 7 %1% s g %a%s + o, % SYRCE

1 LI
gy — 75'(6‘4'0 + oy ) = — 3p (a5 USW.

Berechnet man hieraus die «, indem man gleichzeitig fiir die ¢ aus (11¥) ihre Werte ein-
setzt, so erhilt man nach (12):
2 1 . B g 1 - L 3 3
S=1-—ty— 112;512@2 — 11—2 (4 — 15y — G =207 + |, (714 - 1047
1

1 - IRz ? DT4f 4t
_£6(3t12_4t14)24_1“3_0 4 — BTH2 + 414, 5% + . (40 — 2834 4 2Tde )yt -

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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86
und hieraus nach (5):
§% == ‘:;—y—lr’S =»3{1—-¢tNH8S.
cos A
Dabei ist _
g=%’(x2"‘xx); U=Al(?/2_?/1): r=A '+ 97,

wenn man den beliebigen Punkt (#, y) mit dem Punkte (25, ¥y) zusammenfallen 148t
In diesen Gleichungen bezieht sich ¢, = tg 1 guf den Anfang von p, p,; es ist

teilhafter, den zur Mitte gehorigen Wert einzufuhren. Nun ist
Y _ Yt Y% _ %ty _____[)
A 24 24 24 ’
ferner werde gesetzt
1' tg 7 .1/1;2:;;’72 tm .
Da o
JTé" —_ % 1 . t?
°4 %%

ist, so findet man mittels des TAvLORschen Satzes:
1 1 1
(1—1t)y ——(t =)+ g (L— 422 + 384 ' + 2 (24,

/l='tm_ 9
L=t = (U=t {14 6,) — - (1 —382) y* — T @1, — 363) o +

(o —£3) 9+ 3 (1 — 43 4 38 y? &
=t:.+""

=t

m

22
- t;}l t14

A AR LR
Damit ergibt sich aber aus (13) und (13%):
a= = (L= e — S =2y — L3 4pype

1 ‘
~ e (1 — 1363 4+ 1483 ' + 1 (5 — 2642 + 2348yt 4+

oder wenn zu Logarithmen ibergegangen wird:

1
) = M+ (1 — 2e)y2 +
1 2232
30 (0 — 3282 +

log s — log r = lmr 1—¢2 !
(1= o5 (1262 — 11

+ 2y (2 = 161 + 84yt 2618)y* +

wobei

+ 1\t 1
24 ) BT

45
log #2 — ¢ l/l‘*‘?/____y-}- 2
0g 5, = 2log 71 T % 3411(42A%)+...,

M<y. + %

_i, log 11 —t,";:)z—- - 1[(J1+"‘) 4+ ﬂ[(yn
24

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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(13%%)

jedoch vor-

(14)

— B8 4 By +

},

(15)

ol

th)ct

-,

)

(15%)

(15%%)



§ 25. Entfernungs- und Richtungsreduktion bei der transversalen Mercator-Projektion der Kugel. 87

und wie vorher
Xy — X, — Y 2 9 2 @
=y y="5" r=A( Y
ist. M = Modul der Bricaschen Logarithmen.
Die Formel (15%) stimmt mit einer Formel von SCHOLS itberein, von dem sie auf anderem
Wege entwickelt wurde.!) Aus ihr erhiilt man sofort eine von O. SCuREIBER gegebene Kormel, indem
man ?#, durch die Reihenentwicklung nach ;:iy! ersetzt.?) Wenn

3/11‘312, S (16%)
ist, 80 wird
1 , 1 1 1,
plog (L=t == M ({7 — 57 + 450 ?° —

1 1
tm=“2—7’——'2173+"',
und damit

. ., 1 S Ly =g
logr—logs— o My + v — o+ by 24 byt ee - sy
(16)
1 1 2 ony Voviget _ Apdnz o gndy o )
F g0 Taa?t (20 gt 8K — Aty 4Ky 4

IL. Herleitung von ¢, und v,.

Der Winkel ¢,, den das Bild der geodiitischen Linie mit der Verbindungslinie ihrer End-
punkte p, und p, in p, bildet, IaBt sich jetzt nach (8) mit Hilfe des in (13) angegebenen Ausdrucks

von S berechnen. Danach wird ; P
Y g; - gg—j =ht+ é(l — 34"y + 115 t, —24%p°

— 0 (234, — 3449 py* 4 o (4 — 4047 + 4544 £

— (44 — 32047 + 31544y + - - : 7
und -

1 o 1, P 1 -
Jg = U4 p b+ g b g5 (2= 690 g 6 — BB — = ()Y

ferner ist

Y,
my 4 1,1, 1,
2= =140+, )t Y,
m cos N
A
1) Ch. M. Scuors, Sur l'emploi de la projection de Mercator pour le caleul d'une triangulation dans le
.M. .S, ) 1 de cat u
voisinage de 'équateur. Annales de l'école polyt. de Delft. T. I. 1825, p. 37. . o
Die Formel wurde auch mitgeteilt (ohme Ableitung) von 0. Scureieer, Zur konformen Doppelprojektion der
t=} /

K. PreuB. Landesaufnahme. Zeitschr. f. Vermessungswesen, Bd. XXVIII 1§'.".0\; N :'>412  ‘ ‘
2) 0. Scuruser, Die konforme Doppelprojektion der trig. Abtellung der Konigl PrenB. Landesaufnubime

Formeln u. Tafeln. Berlin 1897. S. 4.
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88 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehdrigen Geraden in der Ebene.

Mithin wird nach (8)

. 1m 1 05 085
810 Py = (

Tmys Var toy

) 1, . 1 .
= _13 Ly + llsj (4 - 3{12) ry + i8 (2f1 - 5t13) Es -3 (tl - t13)29

c 2 1 K 3 2 .
+ i (32— 18042 + 185 2% — 735 (16 — 604 + 4544 xy* + -
und hieraus:

. 1 .
Yy ; fr + 112 (4 — 3831y —}—2—4(t‘ —t13)(23—5£1)2>

(a7
+ 75 (16 — 60,7 + 454 (% — g5°) + - -

Es empfiehlt sich auch hier £, an Stelle von {, einzufihren; man erhilt, wenn man die auf
8. 86 angegebenen Beziehungen zwischen f, und #, benutzt:

e gt (L =) + Goy (1 + 5 P — )+ (18)

Vertauscht man z,, y, mit z;, y;, dann gehen L,y in —g, —y tber und aus @, wird — ¥,
so daB aus (18) folgt:

P 1 1 5 1 1
;)7 = 9 tmg (1 + 12 (1 - tli)g2) - EED (1 + 80 (22_ 92)) +oe (18*)

Es seien a,, und q,, die Richtungswinkel von s im Anfangs- und Endpunkte, also diejenigen
Winkel, die die zum Hauptmeridian parallelen Kugelkreise durch P, und P, mit dem Bogen P, P,
eines griBten Kreises bilden, von Norden iiber Osten geziihlt. Ferner seien 9,5 und &, =180°+ &,
die Richtungswinkel der Geraden p,p, in p, und p,, Da nun bei der Mercatorprojektion die parallelen

Kugelkreise zum Hauptmeridian durch Parallelen zur z-Achse in der Ebene dargestellt werden (vgl
§ 4 S.11), so ist
O~y g =+ } (19)

g, — B3y = — .
Setzt man ! H !

T,
=g (LA -+ ) 0
1o, ) \
n= e (L g =)+ )

mit

—log¥t T ¥ Y Ayt T 1
log b, = log #, 7% — g ar (B P ) 4 Ty (Bt~

log (1 —¢2) = — M (y"ziy—")%r o

30 hat wan:

by —Fy=+r1—1 } (20%)
aivl - 83.1 =1 — Tg.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...

DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



§ 26. Entfernungsreduktion heim Krdellipsoid. 89
Wird wieder 3/,1,’;%:_ =y gesetzt, und ferner

1 P T
W= ? ¥ T
so geht 7, iiber in
) 1, 1 - N
=P 27{ 1— 52— 1) 555 Bt — 1097 — - -)} - (20%%)

Dieser Wert von 7, und der von z, aus (20) in (20%) eingesetzt, ergeben die ScnrriBERschen Gebrauchs-
formeln fiir die Richtungsreduktionen.!)

§ 26.
Entfernungsreduktion beim Erdellipsoid.

Wird
. . . .
£tgB’ 1 ¢*sin2h — 2 (21)

1../({,,_ T2 Y14cteost B

gesetzt, wobei B’ die geographische Breite ist, die zu x gehirt, so hat man beim Krdellipsoid fir
das VergroBerungsverhiltnis nach (20) § 16 8. 48 die Formel

m T YA 4 Y 1 =1+c"l'os’l£’.
-"—l—-—cosz (1+ (¢ 0e)<9,))+c Gl o Vi

0

(22)

Sieht man von der Verinderlichkeit von o’ ab, und vernachlissigt man die mit < multipli-
zierten Glieder, so gelten die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln fiir die Mercator Projektion,
in denen nur ¢’ fiir 4 zu schreiben ist. Um nun die Zusatzglieder zu erhalten, die das Ellipsoid er-
fordert, verfahren wir wie folgt.

Zundchst wird

(3 =1 @ e () L

m [

in eine nach Potenzen von y —y, und z — &, fortschreitende Reihe entwickelt. Gehirt ¢," 2zu der
geographischen Breite B/, der z, entspricht, so ist:

d 1 d* !
e\ 2 1 o'’ ) ! 9‘,2 r — ) ) (1 y—u )
e R T A A R LR At
. 2";}’1 +1;Cl
1 2—8'2-}—6?14 . 91 o ) TR 7 )‘
+ 3\ 19717'4 ’ + da (x e i’ / g
17/ 1 6
—45(9b )(?/I‘f‘(fl"’ﬁ)
1
Nun ist aber
1
al , s et det 20 L,
ot 4ot de’? 2¢%(1 ,*—E Yoodet c' (e'%1 — tet 1, oh,
dx T T PR dx o Todr e
9 .t gt
a2 4 d 9"| LT IS DAL IR TIRETIE [ Tl
[ .y 4 I B & bhe e Pl W I
7;2*:——@”-( 2(1'"t0 D) —oet), du ¢’ \
i S. 4213,

1) O. Scugrriner, Die konforme Doppelprojektion usw.,

Kriiger, Konforme Abbildung des Erdellipsaids in der Fbeor
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90 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene.

folglich wird, wenn

x—:“'?l’ =1, L ;'yl = und %1” =y’ (23)
1 1 1
gesetzt und
o 2 , 1 ’ ’ 17 ’ <
(‘:::_l)=1"3/1’+'3“(2—512+6314)?/14"E?/16+"‘ (24)

eingefithrt wird:

2 2 2
Gr) () = () =1+ an + g ab+ Gobl+ gadd + gohi+ -+ B, b), (@)

m m, m
mit
b1 g, 2 e 1T,
q=—2@-g%Wg%Lﬁwﬂ+w)
e=— 2(1 =3y + 2y —..")
;1
o=+ 82w —Fu+ ) (25%)
=+ 8(2—16y + )
6= —16(17y/ )
6 =—16(17—...)
usw.;
ferner ist

’ 2 ’ 4 ’ 1 ’ r 4
E(x, 9)=¢? (4?/1 T— FR4 4) L— 34 09+ 26/ (1 — tg* B, Yoot
+ Selzyl', Ilt)l _ 261121/1'2' 1)12+ 451'2(1 — tngll) ?/1" 21291 + 4512' Elt)lﬂ (25**)
L ,
— 3 &7 9%+ 262 (1 —tg?B)) - L.y — —;;-81'2- pt+ e 2 Gl + 4G,

. Der erste Teil in (25), der nur von der Verinderlichkeit von y herriihrt, stimmt mit (11)
bei der Mercator-Projektion der Kugel liberein; die Koeffizienten ¢, in (25%*) haben dieselbe Bedeutung

. . . l . ’ 1 ’ ’ T
wie in (11*), nur daB hier t1=—1.—tgz§/li,=yl -4 ”-{—%y1 5—... zu setzen ist.

Fithrt man nun in (7)

S=8 +5, | (26)

ein, wo S, durch die Differentialgleichung

S S 95 gl’,+n,‘{ 25\ | (28,\? 1
VB Gy Py T, (Tzl> + () } =lden+ gy 6+ eyt

oY,

bestun}nt wird, %0 hat S, de'n in (13) angegelcnen Wert, vorausgesetzt, daB jetzt r,, vy, fiir t, Y
geschriecben und fiir ¢, der obige Wert genommen wird. Es ist also

Sy=1—(y —1yrsi 2 1/, 2 ,
1 (?/1 s T n )t)x_ﬁ(% ’——?yl 4)212—115(4—-— 11y,2 + —252—:1/1'4) y, 2
— 1 ’._l ’s 2 1 ’ 37 ’ 1
e =5 ) xity, + s (To — T~ o 7
1
— (4 — 3Ty’ Oyrnty b , 1, P
180( ‘h )El Ul + 360 (40 - 283-’/1 2) 914_' 120 Y, - Elt)14 + ;%yx ) Ilznls

101 , 5
TR AR LI A R AR ST

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 26. Entfernungsreduktion beim Erdellipsoid. 91

Fir S, ergibt sich aus (7) alsdann die Differentialgleichung:

St g+ S B R By, ) (28)

| |
) 2 8 )

mit

e (-]l

Hieraus ist ersichtlich, daB wegen (25%*) S, von der Ordnung ¢l sein w1rd so daB also

25, und 05 hichstens von der Ordnung ¢ "2(71, werden. Nach (27) ist - g! von der dritten und U" von
258, 5, ' !

oL a9,

der ersten Ordnung. Es wird daher in R das groBte Glied eI 17 von der Ordnung ¢'2(/l, sein, folglich
1 1

ist &l + 9% R von der Ordnung ¢?G'l;. Dies Glied kommt mithin bei der Vernachlissigung, die in (25%*)

stattﬁndet, hier nicht weiter in Betracht. Denn in (25**) ist nur ~1 e,*y,"*t; von der Ordnung ¢”*(7l,

und diesem entspricht kein Glied in n + %R Das betreffende Glled ist noch mitgenommen, weil

fiir Dreiecksseiten, die von der Absassenachse weit abliegen, 2, — z, und y, — », bedeutend kleiner
als y, sind.
Die Differentialgleichung zur Bestimmung von S, reduziert sich mithin auf

S+ 4 ag’ +9,9 a,} =E(x, v). (28%)
(28%%)

4 ’ 4 2 ! r ’ 8 ’ 2 Id 14
Sy = 812(23/1 P— 3 Y 4) L — ”51 e+ g (1=t Byt + g &L — E Nyt

Aus ihr folgt sofort:

)

2 ., 9 1, ,
+& (1 —tg? By '+ e oyt — 51 o0+ L e P(L—tg? B)) 1Py, P~ TR T

LiBt man den willkiirlich angenommenen Punkt #, # mit dem Punkte 7,, #, zusammenfallen,
so ist in (27) und (28%¥) zu setzen:
L — Xy YW, 93 %)
e’ I o (237

L=

Fiir die geoditische Linie s des Erdellipsoids, deren Endpunkte sich in den Punkten

Ty = myZy, Yy = Myl und Zy = MyTy, Yo == MoYy
projizieren, setzt man nach (5)
SR mit r= VGRS e n e Ve
1

Ehe jedoch dieser Ausdruck aus (24), (27) und (28%*) zusammengesetzt wird, soll untersucht
werden, welchen EinfluB fiir weit von der Abszissenachse entfernte Dreiecksseiten die Glieder 6. Ord-

nung in 8, und S;, mit AusschluB der beiden groBten: — 12) %%y, und — 2'51'2.’/{3”1’ haben.
In 8, sind diese Glieder:
+ 183/1'4(&1 — 11y +4 Jl’“(ul-nl — 3Ty% — g0 B0 = TP+ 283y
s 0 (3rity, — 325507+ 10197 + G’ 12 6, v,%)

| B

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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a2 Der Unterschied der geodiitischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene.

und in S,: . .
- % ey 't e (z ¥ k- 912? + '3‘?/1,(33121)1 —-9,°)+ 15 (61,°y, — 914))
’ yr [ 2 ’ , 2 g
—&'7tg? B, (’3“?/1 AR SR T o L)12) :
Es werde hierin
1,
L=Y=13% und 1= 1%

gesetzt, so daB angendhert » = 90 km und y, = 638 km wird. (Das Triangulationsgebiet der preu-
Bischen trigonometrischen Abteilung erstreckt sich vom Hauptmeridian westlich 540 km und @stlich
622 km.) Dann geben die vorstehenden Glieder in §:
gf_ v+ 88 1 ) 1 97 _
% (’" 180 ~ 1200 _ 900000 _ 500 ooo) = = — 0,000000006 .
DaB die Glieder mit % r,*y,% ..., bei denen die Koeffizienten mit einem echten Bruche beginnen,

oder die noch mit »'? multipliziert sind, hier ohne jede Bedeutung sind, ist unmittelbar ersichtlich.
Fiir die Glieder in S, ergibt sich:

1, ,4<,2(1 1) ,22,(1 1 1)
& 0T Y E 506 T s0000) — & t8” By \i55 T 1000 T 95 000

1 . 7 289
— .. 02 s rg_ 89V 713 2 ’
. . s0-10°% T 10600, 10¢%  — 37500 104t t8° Dy
Nun ist bei

40° 500 60°
loge,? = 7,519 7,519 7,463
logs,"? = 17,596 7,443 7,225
loge, "t tg? B, = 7,443 7,596 7,702

also ist fiir mittlere Breiten der EinfluB der obigen Glieder in S, gleich — 0,000 000 005.
Die angegebenen Glieder 6. Ordnung geben mithin fiir S, + S, erst — 0,000 00001.1.

0

Die Formel (22) fiir 7mn—l vernachlissigt Glieder 8. Ordnung, ihr Einflu kann hier héchstens
gleich einer Einheit der 9. Dezimalstelle sein.
. Ve?machliissigt man demnach in S; und S, diejenigen Glieder 6. Ordnung, die vorher aufgefiihrt
sind, so wird der dadurch hervorgerufene Fehler bei einer Hauptdreiecksseite von 90 km Liinge, deren

A—nfangspunkt um 638 km vom Hauptmeridian absteht, und die von jenem aus unter einem Azimut von
45° etwa verliuft, erst

r - 0,000 000 006 = 0,0005™
betragen, dem im Logarithmus von »f_— noch nicht 3 Einheiten der 9. Dezimalstelle entsprechen.

Es wird daher in allen praktischen Fillen geniigen
S = 1 — [ _Im‘ 3 ‘% TR ] 1 ’ 1 ’ 1 ’
t (-'/1 U B )1)1—I§(4_11?/1 2)1)12_TQJ1 2512_15% Ly,

7, 1 1
BT/ A G+ ry ht+ Gl (29)

und

3o 2fs e .. 8 ’ 9
Ny =8 (25’1 Lt gu'ny + Ext)l‘) - ’:’ &%y, %y + Gl

zu setzen.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 27. Herleitung von logs —logr. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. * 93

§ 27.
Herleitung von logs—log». Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen.
Nach (5) und (26) ist

3 1 ‘
log - = log 72t —  log (5, + 5); (30)

dabei wird nach (22)
1 I 1 T, , 1 s N
log;:,,:M{?ylz—(ﬁ—ffl 2)y14+45y1’+(fls} (30%)

und nach (29):
’ 1,y 2,5 1, 1 T
—log (S, + 8p) = M (/' — ; 9."°+ 51 ) R T R Th P C o R A

+ 115-7/1, (&Y, —3y,°) + '910 (25,y," — 5y,Y) (30%%)

’ 8 ’ 2 ry '
— &'y + suun+ 0y®) + 3 & y, }+ (.

Der Ausdruck fiir die Entfernungsreduktion wird cinfacher, wenn man

1
o (yl + y?) =Yu
statt y, einfiihrt, also .
W=V 9 (?/2 - yl)

setzt. Demzufolge ist )
t+e'cos?B"  14g"

1
o) ayi+e? ayr-+et’
' Endpunkt tspricht, durch

wo B,” dem Endpunkte von z, entspricht,

1 14¢%cosB;,  144¢)

om aVi+e'? aVl-}-e"’,

. N '
zu ersetzen, wobei B!, die geographische Breite ist, die zu dem Endpunkte der Abszisse , (o + sp)
X

gehdrt. Weiter sei ) " P
Q.=1+¢2=1+c¢"cos’ D,

310
und (o1)
7=y YUy le—f"y,:y,

97’” m) 91’“ m? 2 0 m
Dann ist, mit )
’ B _ . 217
2y )
VQ/”
1 1 : )72 .
7 == ’ (\1 + elfl I:UL + 6 (; 12)7
Ql OI“

also wird . ‘ ,
.’/I’= (y:'u— 2 l)m) (1 + el;/)Al:lll‘ + e -(T[:E ’

f =1, (1) +e7Glh, 9=, +ex,) + 0.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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94 * Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehirigen Geraden in der Ebene.

Tragt man diese Werte in (30%) und (30**) ein, so gelangt man nach (30) zu folgender Formel fiir
die Entfernungsreduktion:

logr —logs = M {3 9,2(1— 5 vii + fgy;: + 15 22— 290) + 5 02 (1 + 35 G2 — 5)
- %. e:nyringmt)m 8 ym (Jm + 2%.)} + GlG ° (32)

Die ersten beiden Teile von (32) folgen natiirlich auch sofort aus (15*) oder (16); sie
stimmen mit der Formel fiir die Mercator-Projektion der Kugel iiberein, nur daB bei letzterer g,, einen
konstanten Wert hat.

Fiir die extremen Werte

¥, = 100 km, 2y — 2, =— 10 km, Yp— ¥y = 70 km

haben das mit e3 und die beiden mit &? multiplizierten Glieder in der Gl (32) der Reihe nach die
folgenden Werte

bei 40°: 06, 4.2, 0.8, zusammen 56 Einheiten der 8. Dezimalstelle

» DO% 06, 29, 06, » 41

, 60% 05, 18, 03, . 26

” ” » »

» » 2” »
Den griBten Wert hat also hierbei das Glied ll g2y L
’\Ian wird hiernach diese Glieder wohl melstens vernachliissigen konnen. Ebenso kann man das

Glied 2880 (ng 2 — 5p;l) fortlassen, da es fiir die obigen Werte die 8. Dezimalstelle iiberhaupt nicht
heeinfluBt.

Das Glied % y,’ liefert fiir dieselben Werte: 1.7 und die Glieder - —ym 2r? und - j,,f 2 ge-
ben dafiir: 2.6 und 5.2 Einheiten der 8. Dezimalstelle.

Es folgt hieraus, daB fiir Hauptdreiecksseiten, deren Mitten um 700 km vom Hauptmeridian
abstehen, die Formel fiir mittlere Breiten

r 1,1 1, :
log — = {?ym2+ﬂt)i—-§ym4} (32%)

hochstens auf 1 Einheit der 7. Dezimalstelle ungenau ist.

Der Fehler der Formel (32) selbst kann fiir meBbare Dreiecksseiten im Abstande von 700 km
vom Hauptmeridian noch nicht eine Einheit der 8. Dezimalstelle betragen. (Vgl. auch § 29.)
Beispiel. Es sei gegeben

Zy — &, = 64 km, , — Y, = —
so daB ? ' “h 48 Jm,

r=Vizm— o)+ (1~ 5,)* = 80 km
ist. Die Berechnung der Entfernungsreduktion soll fiir die 3 Fille:
1
Yn="5 W +%)=200km, =<400km, =600 km
erfolgen.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 27. Herleitung von logs —logr. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. 95

Dem Endpunkte der Abszisse x, entspreche die geographische Breite B,"= 47°. Dann gehort
wm oz + 5 (x2 ;) =2, + 32000™ die geographische Breite B, = 47°17°16”. Dieser Wert wird leicht

mittels einer Tafel, die zu den geographischen Breiten die entsprechenden Lingen der Meridianbogen
gibt, gefunden. Mit B erhilt man

log— = log V‘,—* = 3,195 2430 — 10,

wie man ebenfalls einer Tafel entnechmen kann. Ferner wird
log e ? = 74902 — 10 und loge'?= 17,5242 — 10.

Nach (32*) wird nun erhalten:
Y= 200000™ | g, = 400000™ | y, = 600000™

My, — 0000213452| 0000853808  0,00192106.9

- eyr=— 35| — 560 — 2833
|

+ g M2 -+ 1025]+ 1025 + 1025

logr —logs = 0000214442 0000854273 00019192 6.1

Der hierbei begangene Fehler ist nach (32):

+ 5 My.? - 2yt = +0,00000000.0{ +0,00000000.1 | + 0,000 00000.7
1
—~ ” -Gt)m—— 2| — 8| — 1.8
— L e - 1+ 20 4 3
3 Mcm ymgmt)m + M :

e Metyd oy, =+ 0+ 4] + 18
+ oy, = 0 — 1) - 3

Fehler = 4 0,00000000.1}4 0,00000000.51 4 0,000 0000 2.3

Das Glied 2880 M(2¢2y2, — 5y*) hat hierbei wie schon erwihnt keinen EinfluB.

Wenn y, = 146000™ etwa ist, bringt das Glied My * nur 1 Einheit der 8 Dezimalstelle.
LaBt man dies Glied in (32%) fort, so stimmt diese F01me1 mit der von GAvss im Briefwechsel mit

SCHUMACHER angegebenen iiberein.*)

1) Briefwechsel zwischen C. F. Gauss und H. C. Scnvsacner, Band II, 8. 264, oder Garss’ Werke, Band IX,

8. 215. Die von Gauss gegebene Form lautet:
i 1 MY (1 —e*sin 2B7;1_): . yli‘lj?/; Yo _}‘?/2: ,
log s = log r — BT ) 3

oder
log r = log s -+ M (- + 1)+ 73 0 — 1%) 4
it (1—e*sin*B)°?
1= 2at 11~-e)

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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96 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehirigen Geraden in der Ebene.

Der Gl (32) kann man mittels (22) auch die folgende Form geben:
log T- = log % + M {5, 2 24y,,."<zm—2nm>+%sonm (222 — 5y2)
— 5 Tt 5 8, + G,

worin s, das VergroBerungsverhiltnis fiir die Mitte von r ist.

(32%%)

Durch Einfiihrung der VergréBerungsverhiltnisse, die zu dem Anfangs-, Mittel- und End-
punkte von r gehoren, LiBt sich (82%*) noch einfacher darstellen. Indem man die Beziehungen

Ya _ [, 1 -,
?2’ - (ym + 9 t)m) (1 - efngi) + e 2Gl3

yl ( m- g t)ﬂ‘) (1 + eﬁ.&i) + elgGl:“

0
-benutzt, hat man: )

log"— logcosz o Msg"y,"*—i— Gl

= M {(5 0 = ut b + 5 (Ve U 9+ S — gz — Ayl —

’ r’ 1 1 ’ ’
- 23‘ (yngm + ymgm t)m + AI gm )')r?c) + ?8"‘2‘7/"‘4} + Glﬁ ’

log:n 100'cosz + Ml W+ Gl

(

= M (52— w4 ) — & (v~ %Jm D+ 5 (=002 4 2y —

= (U YT Ea0) a4 Gl

forner ist
4100’ = 4]00 COS 1 - J’" + Msn"2 4+ Gls

—1’1{4( Y.’ — ﬁy,,’.4+45ym) + 5 Me,,? } + Gls.
Mithin wird
: lO 7)1 mi

! My 1, 1 ., 1 ‘9
3 it G 4
m," =M { ( 2 Yo 12 Yo 45 Y ) 24 (1 Yo ) t)m 57_(; i

1 2 1 '2,,'4
- ?emxmt)m + ;g m K/ m } + Glﬁ'

1
6

Damit folgt aus (32):

r
o
log N

(log +4 loo = + log ,”’s)

2 om

+ M{ 30 9t (82— 92) + 1 TRV + %57;2.,/”"31),“} + G1,.

1
193 Im

92 x)III.

(324)

Nach vorhergehendem ist demnach fir Hauptdreiecksseiten, deren Mitten vom Hauptmeridian

Y00 km entfernt sind, die Formel

ol = m Wy, m,
log | — 4 (log ™ + 410g g + log Dm)

° my

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 28. Richtungsreduktionen beim Erdellipsoid. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. 97

im ungiinstigsten Falle noch bis auf etwa 3 Einheiten der 8. Dezimalstelle genau, withrend die Formel
r My, 1
log - = log w T M. (3211)

noch auf etwa 6 Einheiten der 8. Dezimalstelle genau ist.

§ 28.
Richtungsreduktionen beim Erdellipsoid.
Zahlenbeispiele und Genaunigkeitsuntersuchungen.

Mittels der in (29) gegebenen Werte fiir S, und S,, die zusammen nach (26) S ergeben, 148t
sich sin, nun wieder leicht nach (8) herstellen. Dazu ist:

o5 os
b oy b oy,

L1 L2, 2 , T, 23 2 22 ,
= (?/1 —3 4% i+ 3% 5) L+ ”3'(1 =3y, Hun + 1Y L’ — 1Y Lyt + i L'y — b v+ Gl
14 8 ’ 2 ’ 3 ’
+ 612(211/1 = 5o & —00) — 25 + t)13) +gatnn+etal,.
Von den Gl; bzw. den ¢'*G'l, sind hierin die Glieder mit den hochsten Potenzen von y," mit-

genommen aus dem auf S. 91 angegebenen Grunde. Der erste Teil des vorstehenden Ausdrucks wird
auch aus dem auf S. 87 fiir die Mercator-Projektion abgeleiteten durch Substitution von

B T
b=y — g W T T

erhalten. Auch die Werte fiir —-. und fiir Z* kénnen von dort mit hier ausrcichender Genauigkeit
S 1

entnommen werden. Man hat

1

Vs

, 1 v 1 ., 1, .
=1+ %(?/1, - %‘.1/1’3) y + 21491 L+ 1_2<2 -4y’ + h L h— g+t Gl
und

’s 1 9 1 ’ 1 Z¥al
L:= 1 +(.7/1,‘_—;‘y1 3)U1+*2'D1'+ 3% 913+§54914+"'+0 Gy

n
Folglich wird nach (8) (vgl. (17)):
’ Lo 9 9 1. ,
sin gy = 5 (0 — 30+ 150 B F g (4= B DB A 5 &7 = P00 g @I x) + G

l 1 ’ ’ 9 \
+ ¢’ (?/1'291 - %I’/ll(&z“‘ b’ — 5+ '5’1)13) + g8 Ty e Gl,. (33)

An Stelle von sin ¢, kann man auch If’ schreiben, ohne daB die Genauigkeit geiindert wird.

Statt der Koordinaten des Anfangspunktes von p,p, =7 und der daranf beziiglichen Werte
sollen nun diejenigen eines in der Entfernung »7 liegenden Punktes p, von p p, eingefiihrt werden;
es ist also zu setzen: ,

a4 v(@—2) =2, n+v@.—u)=1v.

Kriger, Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Fbene. 13
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Der Unterschied der gevditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehdrigen Geraden in der Ebene.
Zu z, gehore die Breite B,’; ferner sei

1 1-}+e'%cos®B/ ’ .
1 _ tecos el und e'?cos? B/ = ¢/ %
e, aY14e¢'?

QI=1+£I2, S:’th;=
Weiter wird gesetzt

= e’
Ve,
Ty — % _ Yo~ Y% __ . Yy 0’
9: - Ev ’ 9; Dv 4 9" yv ° (34)
Nun ist
1 1 ’
? == E;,(l + 26}1}&', + (4 ’Gl,),
g = (g~ v (1 + 2098 + 026,
gl = gv(l + 2er’v£v) + e’sGl37 t)l = t)v(l + 2ev2vzv) + e'ZGZS'
Die Substitution dieser Werte in (33) liefert:
¥ 1
P2

A WP 1 ,
(yv - '3"'/9 8+ﬁy75)2y+ 1_2(‘4_61’_(3—61})3/1' ,)Ev’)v
+aat (13— 3(1 — 20,00 + o5 (8 — 15955, — 8 — 45w + 9007 — 60v91,1,5) + Gl

+e2y 2, —2(5 — ) (1 G- ) — v (w579, — 5 9.) — (1 - 2v) (529, — 50,9
e+ 6.

(35)
Man sieht hieraus, daB fiir 0
Y=73
dag Glied 2. Ordnung 1-12(4 —6v— @3 — 62y, % r,y, am kleinsten wird und ferner die mit e,? multi-
plizierten Glieder auf die einfachste Form kommen. In diesem Falle ist also

2 1 1
Yi=%+ 30— %) =9~ 5 @—4%) =5 @+ 2%).

.. 2 . 1 ’
Gehdren nun zum Argument z, + 5 (73— 2,) die Werte o a%f, eg”f, und setzt man

Ty, —=x

Ys Y t) Y [ 2yi
9 ’ ! gl] 2 N 9 ’ Iy “t o
S0 folgt fﬁr Y= 8 aus (3{)):

P

3
y _ 1, 1 , 2, L, t 1
p” 9 L {y% 3 (1 - 25%2) .1/%3 + igy%f) + "é“y%znn -+ ﬁy% (2121 - ?t)xz - ;6 UII(EI? + %t)lgl)}
+ 9 {yzt — 5 (52— 39} + 6L,

(31)
Im ersten Teile dieser Formel kann man dje Glieder 4. Ordnung noch in eine einfachere
Form bringen, indem man beriicksichtigt, daB auch

1
Y3 =5 W+ )+ U—9)

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 28. Richtungsreduktionen beim Erdellipsoid. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. 99

ist. Wird noch
Y1+ Ys
29?;

’ ’ ’ 1
= Y, also y% =Yy + 3 Y (36 *)

gesetzt, so geht (37) iiber in:

1 ’ 1 ’ ’ 2 5 1 ’ N 1 2 A
E)P% = ?EII {!/%_ - "3'(1 - 25%2) yus + Ey% + 12 Yu EI? + 5{{61)11 (En - l)13)}

+ eénn {yéz - % (223 - t)xi)} + Gle (37*)

Fiir ¢'? und ¢? in (37) und (37%) kann man auch Werte nehmen, die zu irgendeiner Abszisse
zwischen x; und x, gehdren.

Es sei innerhalb mittlerer Breiten
—;—(y,+y,)=700 km, #,—2,=T0km, y,— g ="70km.

Hierfiir kommen die Glieder %)p”gf{t)ﬂ und ,I;—Op"gnt)g nicht in Betracht, sie beeinflussen erst die

6. Dezimalstelle der Sekunde. Die Glieder %p”e”gfll)n und Ilgp"e’t)f{ betragen 07,0001 und 0”,00005;
sie konnen mithin ebenfalls vernachlissigt werden.

Da die Glieder i%p”yé"’ r, und élzp"y,’, ) fiir die angegebenen Werte 07,002 und 07,001
liefern, so wird man folglich annehmen kinnen, da8 fiir Hauptdreiecksseiten, deren Mitten um 700 km
vom Hauptmeridian abstehen, die Formel

Yy=y Pt (95 — 5 (L= 265007} + 07 €] vug? (37%%)
. ST K 1
noch auf etwa 0,003 genau ist. Vernachlissigt man hierin auch noch - p"¢" %y, *t,,, 8o kann der
Fehler um 07,003 wachsen.
Das Glied p”e?y, y%’f betrigt fiir die obigen Werte bei 40°: 0,093, bei 45°: 07,095, bei

50°: 07,093 und bei 60°: 0”,082. Fiir Dreiecksmessungen 3. Ordnung, also fiir y,—y, = ].2 km, gibt
das Glied p”e?y, y;® erst etwa 07,015. Man kann es daher bei diesen Messungen immer ver-
5

nachlissigen.
Die Formel (37%) selbst kann fir Hauptdreiecksseiten, deren mittlere Entfernung vom Haupt-
meridian 700 km betriigt, nur auf 1 bis 2 Einheiten der 4. Dezimalstelle der Sekunde ungenau werden.

Vgl. auch den folgenden Paragraphen.
Vertauscht man in (37) bzw. (37%) die Koordinaten der Endpunkte, so geht o, in — ¢, iiher.

1 . 1 sy s .
Gehoren also jetzt zum Argument 2, + 5 (@ — z,) die Werte q, € e und wird

Ty — Xy Yo% oy Wt 4 =?/f ’ v :yll (38)
=, PY Y 30, 3
9% Iy

13*
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100 Der Unterschied der geodiitischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene.
gesetzt, so hat man
= Sn e =5 U= 2+ S el — b — D)
+efnfup — 5 @e — ) + 6, (39)
und abgekiirzt, der Gl (37*¥) entsprechend:

” ’ 1 ’ ’ ” r2
U2} =%P Ex{y.%_ _—3'(1 —28_&2)?/13} +p eil)x y.g 1) (39*)

1) Im Gauss’schen NachlaB (Werke, Band IX, 8, 159) findet sich eine Formel fiir die Richtungskorrektion,
die wohl bei den entfernteren Dreiecksseiten der hannoverschen Landesvermessung Verwendung gefunden hat. Sie
lautet, wenn wie hier x nach Norden und y nach Osten positiv ist:

;—”— = alry, — &) — @, — @)n® + (s — yo)n?
mit
1
n=-3 Q% + u)s
1 1——3e’+(e’+15e‘)sin’B;+148‘sin‘B%'v e?sin 2B’,’;
= gai—eg P 8t — e3¢

_ o
1= 1 _¢tsin* B’
3

%Y

2a®(1 — ed)?g?

wo B; zur Abszisse %(2.2, + x,) gehort.
Der Wert von i, ergibt sich durch entsprechende Vertauschung.

Um diese Formel mit (39*) vergleichen zu kinnen, wird ¢, statt ¢ cingefiihrt und e?® =
T
Es ist nun

74 gesetzh.

e’?
14e

1 ’
Ty e
folglich wird
1
o = 56:? .

Vernachlissigt man in § die mit ¢! multiplizierten Glieder, also in 9, Glieder von der Ordnung ¢*G'l,, was umso-

mehr am Platze ist, als in dem vorstehenden Ausdrucke die Giieder der 4. Ordnung schon vernachliissigt sind, so
erhélt man

1—2¢"%cos® B 1— 2g/2
g TR E 1R
69%4 691‘;{4
Ferner wird ) *

e’ ?gin 2B;3 1 3
b B e——— e et 73 = % .

2V1 4 ¢ *cos® B o e

R L1

Mithin geht der obige Ausdruck fiir v,, wenn man die Beziehungen aus (38) benutzt, in den folgenden tber:

1, , 1 , ’ ’ ’
=5y {2/% - 50— 2“'{“’%8} + e o Yy

Dieser Gavss’sche

: Ausdruck fiir die Richtungskorrektion ist demnach eine Abkiirzung der aus (37) sich ergebenden
Gleichung fiir 4, .

Er ist nicht so genau wie der Ausdruck (39), denn er vernachlissigt ein quadratisches Glied

S R . .
von yé, niimlich 3P y?‘*gl Y, was bei (39%) nicht der Fall ist. Fiir die vorher angegebenen Werte: y = 700 km,

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 28. Richtungsreduktionen beim Etdellipsoid. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. 101

Die beiden Formeln (39) und (37%) fiir ¢, und ¢, haben den Ubelstand, daB in ihuen y’
und g, 3 verschiedene Bedeutung haben.

Es sollen deshalb auch hier, ebenso wie bei der Entfernungsreduktion, alle Werte auf die
Mitte von p,p, bezogen werden. Man hat alsdann, um o, zu erhalten, in (35)

1

’U=?

zu setzen. 1, findet man wieder aus ¢, durch Vertauschung der Koordinaten der Endpunkte.

2, — 2, = 70 km, y, — y, = 70 km, wird dies Glied gleich 07,025, so daB in diesem Falle die Gauss'sche Glei-
chung fir ¢, um etwa 07,028 ungenau wiirde.

Im Briefwechsel mit Scrumacuer (Band II, S. 265) hat Gauss nur das erste Glied in 1, angegeben:
” 1o,
Py = p a(n _xl)"l=3p EK:’/%'

Fiir Dreiecksseiten von ungefihr 70 km Liinge, deren mittlere Entfernung vom Hauptmeridian 200 km betriigt, ist sie
etwa auf 07,015 genau; in einer mittleren Entfernung von 100 km kann ihr Fehler noch gegen 07,003 betragen.

0. Scaremeer hat in seiner Theorie der Projektionsmethode der hannoverschen Landesvermessung die Ent-
wicklungen fiir die Azimut- und fiir die Entfernungsreduktion nach dem Vorbilde ausgefiihrt, das Gauss bei der
Ubertragung vom Erdsphiiroid auf die Kugel gegeben hat (Untersuchungen iiber Gegenstinde der hoheren Geodisie.
Erste Abhandlung. Gauss’ Werke, Band IV. 8. 275 u. f). Die erste Scmmeisersche Entwicklung, a. a. O. 8. 39—48,
gibt auBer den von Gauss im Briefwechsel mit Scaumacuer mitgeteilten Formeln auch noch die Zusatzglieder, die ¢”?
alg Faktor haben. In den nachfolgenden Formeln ist in der ersten Reihe das Ergebnis dieser ersten Ableitung angegeben.
Die zweite Entwicklung, a. a. 0. Zusatz I, 8. 57—175, ist eine Fortsetzung der ersten; es werden auch noch die Glieder
4. Ordnung erhalten. Die Scoremser schen Formeln lauten, wenn x und v, entgegengesetzt wie bei Gauss und Scureises,
nach Norden und Osten positiv angenommen werden:

1
Py = %(wz - xl)(yl + %‘@/ﬁ - yl)) + h% Yy, — yl)(ylg + ”;_ W + ) — _3‘(‘”: - xx)’)
7
B e — ) [ 90" — B = 00— v — ) (0 5 00— )}
1
Py = %(xz - xx)(ya - %(yz - ?/1)) + h%(yz - yi)(?/zz + %(yx + . — '3—(5”: - xl)’)

7
— H, ey — ) [l + )+ Bl — 90— 7 — ) (= 5 )]
" |
- 1 /I(1+e”cos’B;)* 1 ”e'z(l_*,e'r)(l-{—e’:cos’Bv
B= gt~ aigey WP @ iFe
! | S SR
“ =it ed’ P=geata+en 7 12af14e

)Esin 2B,

1 . 1 .
Bei 1, gehoren H und h zum Argument &, + 3 (xy — &), bei ¥, zum Argument x, — (s — ay)-

. ] 1 p” 1, e
In unserer Bezeichnung ist H, = 3 ol und bk, =3P el
M v

Diese Scuremperschen Formeln sind nicht so genau wie (39) und (37*). Im Vergleich mit diesefx, m.it
denen sie sonst iibereinstimmen, haben sie (wie auch die Scurgipersche Formel fir die Entfernungsreduktion) in
den Gliedern 4. Ordnung den Faktor (1 + e’%cos® B))* nicht, und es fehlen ihnen die Glieder

o 5
1,y a1, € teostB] w3’ Lo Ly = (P )"
3P 52y, = 3P '-—63’4"*" (2 — mx)( e und 1P bY 150'0("2 3“.1) 3
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102 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene.

Setzt man also, vgl. (31) und (21%):

Ty —& Yo— U __ ?/1‘*'3/2___ .
AL bar e, T i (40)
, ' to B! 1 142 @7 1
‘2 2’2 ang? 3 _‘m 8Dy 1 m_ _Ym -
é'm € ~ COS -Bm, em Véz‘” k] 91'" aVl-l—eI, aV1+e” V.R,’n ’,n’
. 1 . .
wobei B, zu --(z, + ;) gehort, so wird:
P=1—17
Yy=1 17
mit
(41)

"o , , 2 , 1 " ) 1 1
=y 0" YL {1- s —2e9y 4 BUE B e el (02 — Bk + 350D + G,
Te = Lo {1_*_}4(2_92)}_1 "e2y’ (g2 — p2) + G
12 p gm t)’" 60 E"l m 3 p me m m. 6

Die Teile in 7, und v,, die e? und &? nicht als Faktor haben, stimmen mit den fiir die
Mercator-Projektion geltenden Formeln (20) iiberein. Man braucht nur
1, .., N 2,
bn= Y, =%, — 54+ ¥ —
zu setzen.
Die Genauigkeit von (41) ist dieselbe wie die von (39) und (37%).

Nimmt man
5 W+ y) =T00km, z,— 2, —T0km, y,—y, —70 km

an, so werden in mittleren Breiten die Glieder —l—p"g;‘l’ll)m bzw. %p”gmlﬁ‘ gleich 07,000004 und die

720
Glieder - p”e2z2y,, baw. .- p”e2y3 gleich 0,00 014 baw. 0,00 007. Man kann demnach fir beobachtete
Dreiecksseiten innerhalb eines Abstandes von 700 km vom Hauptmeridian das Glied % P L., (k2 —p2)

. . N 1 o
immer und meistens auch das Glied sPely, (gj. — t)j‘) vernachlissigen.

Das Feblen des ersten dieser beiden Glieder hat aber auf die Formel keinen EinfluB, denn das Glied

H (2, — z,) - a(y, + AN
in dem « durch Vernachlissigung der mit ¢’? multiplizierten Teile aus einem strengeren Ausdrucke (a. a. 0. 8. 70/71)
entstanden, ist in hinreichender Anniiherung gleich %p"(l—%;’)g, Y, Auch das Fehlen des Faktors (14-¢’*cos? B/)?

in f und y ist innerhalb eines Gebietes mit dem mittleren Abstande von 700 km vom Hauptmeridian von keinem
nennenswerten EinfluB auf die Genauigkeit der Formel, da Glieder von der Ordnung ¢’*G1, auBerdem im allgemeinen
in ibr vernachlissigt sind. Der Fehler der Scamemsegschen Formeln gegen (39) und (37*) ist demnach im groBen und
ganzen gleich 15 p”x,y,° Fir Hauptdreiecksgeiten in der mittleren Entfernung von 700 km vom Hauptmeridian wird
dies Glied etwa 07,002. Um diesen Betrag sind mithin in di

kleineren Entfernungen von ungefiihr 300 km, fir weleche
Glied bedeutungslos.

esem Falle die Scunesenschen Formeln ungensu. Bei
Scarsmser seine Formeln entwickelte, wird jedoch das
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§ 28. Richtungsreduktionen beim Erdellipsoid. Zahlenbeispiele und Genauigkeitsuntersuchungen. 103

Fiir vorstehende Werte wird ferner im Mittel

”_ v

1 L] rr
24P Ynln gleich 07,001
1 "o r” <
5P ym5 T » 07,002
und

e

% p”&2y3¢, gleich 0,003
S0 eyLrs baw g e eubE . 07,008,

Mithin sind fir Hauptdreiecksseiten in 700 km Abstand vom Hauptmeridian die Formeln
Lo 1, g
Yy =7 — % T, =3P Ynln 1- —:3,_:1/"12 + P Y Y
mit 21 ( ) (41%)
11’2 =1 + Ts Ty = ﬁpngmnm

bis zu etwa 07,009 genau, und wenn man in 7, noch das Glied %p"s"y,'n’gm zufiigt, bis zu 07,006

genau. Indem man

23/1‘*’3/:=y-i~ und ?/1+2?,/£__= ’

3 9,’” M 39;,. % , M

setzt, wird man alsdann die Formeln auch schreiben konnen:

, 1 ’ ' Iz ’
b= ok {yy — 5 (L= 2R+ e
, 1 ron Lt ” ’
1!)2 = %p”g,,, {y_% m - ?(1 - 281!12)?/1"5} + eslymgt)m'

Beispiel. Wie in dem Beispiel des vorigen Paragraphen, 5. 94 u. 95, sei
r=80km, z,— =064km, Y—¥y =" 48 km und B, = 41%

die Richtungskorrektionen sind fiir

Y, = 200 km, = 400 km, = 600 km
zu berechnen. o o
Die nach (40) abzuleitenden HilfsgroBen sind dieselben, wie diejenigen, die bei der Berech-
nung der Entfernungsreduktion benutzt wurden. Mit ihnen erhilt man:

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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104 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene,

Y =200000" | y, = 400000" | y — 600000"
5P Yk — 3274408 64,8815 97,3223
1,
— »ocg¥a  =— 00106 |~ 0,80 |— 09870
+p”ety, y" =— 00051 |— 0,024 | — 0,459
T Y Y 2=t 00001 | 4 0 0005 |+ 0,0018
+ y %y;: S . + 1 |+ 10
+ . =1 3 |+ 5 |+ 8
_ p”e,i 1 %E:;. =+ 1 4 1 + 1
1

+ AT 1)3. = . - : ‘ﬁ : o
e = BYAW6 | 6B | 9679951
50" b == 12976 | — 172976 | — 179976
— 4P eyl == 00007 |- 0,015 — 0002

s b = 4 |+ 8 |+ 12
7, == 12919 | — 172983 | — 1"2986

Mithin wird nach (41):

¥, ~ 33",7235 6670756 | 9872917
¥ - 31,1217 63 4790 | 95 6945

Die gleichen Werte wiirden auch di
man dagegen erhalten:

—
(o]

Formeln (39) und (37T*) ergeben haben. Nach (41%) wiirde

L' = 33771227 | . 6670737 | 98,2870

Vy - 31,1275 | 63 4785 | 95 6918
und nach (41%): )

L2 = 337,7228 i 66,0742 ' 987,2888

¥, = BL,I2T6 | 63,4790 | 956936
Hitte man die Formeln (39%) und (37+¥) benutzt, so wiirde man gefunden haben:

LA = 33771231 | 667,0749 ‘ 98”,2897

¥, - 31,1272 | 63 4784 | 95,6926

§ 29.

Numerische Priifung der Genauigkeit der Korrektionsformeln fir die
Richtungen und fir die Entfernung,

Eine numerische Priifung der Genauigkeit der Formeln (iir die Richtungs- und Entfernungs-
reduktionen kann man erhalten, indem man sie auf ein geoditisches Dreieck anwendet, Aus den

Richtungsreduktionen 1:gt sich niimlich der ExzeB ableiten, den man andrerseits, wie es gewshnlich
geschieht, mittels der Dreiecksfliiche berechnen kann.
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§ 29. Numerische Priifung der Genauigkeit der Korrektionsformeln fiir die Richtungen u. fir die Entfernung. 105

Fir die Entfernungsreduktion gibt der Sinussatz des Dreiecks eine Priifung.

Die konforme Projektion eines ellipsoidischen Dreiecks P, P, P, mioge in der Ebene fiir die
3 Eckpunkte p,, p,, p, die folgenden Koordinaten ergeben haben:
z, = &, + 15 000™, Y, = 670000™; a3 —=wa, + 75000,  y;=y,;

z, Y, = 630000m;

so daB salso

r.s = 85000, ry5 = 15 000", ry5 = 40 000™

wird, Hierbei ist angenommen, entweder daB der Verjiingungsfaktor m, = 1 ist, oder daB die obigen
Werte der z, y durch Division mit m, aus den urspriinglichen Koordinatenwerten entstanden sind.

Dem Endpunkte von z, soll B’; = 54° entsprechen.

I Es sollen nun zunichst die Richtungsreduktionen %, und ¢y, fir p,py =1, nach (40)
und (41) berechnet werden.

Zu —;— (2, + zy) = 2, + —;— (xg — 2,) = #, + 37500™ gehdrt B/ =54°20'13". Mit diesem Werte
von B erhilt man: «
.+ 8,194 8931 — 10, £2...7,35687 —10, e? ... 75023 — 10.

m

Folglich wird

y. - 9,0078065 — 10, p ...80099544 — 10, . ---7,79695 — 10,
und damit:
"o ” 1, = 17,2652
o Lo Yol = 123",3548 5 P Enn 17,265,
_ Lm0 4262 — X preryr g2 =—0,0081
”» 3 ym ? 3 O 0009
2 ¥ + s 9 = E OO
+ ” . -l—r y,,4 == + O 0018 ’ — 1”,2630
+ o, g —t000u g =7, — 7y — 12177132
+ '3_ p”‘?;rz:./mgm =-+0,0019 Yo, =T T = 124 ,2392.
_ T S 0001
”» 6
+ »” : IQ Yn = -
7, = 19,9762
Die Niherungsformeln (41%) ergeben hiernach:
7, = 12279112 ¥, 5 = 1217,7060, Fehler: 07,0072,
1 4

1,2652

Ty =

Krtiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in de

mithin

r Ebene.

=124 2364, , :0

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28

0028 ;

14



106 Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehtrigen Geraden in der Ebene.

und die Niherungsformeln (41%*):
Yo = 1217,7079, Fehler: 07,0053,
¥y, = 124 2383, » ¢ 0,0009.

Rechnet man nach den Formeln (38) und (39) sowie (36), (36*) und (37%), so hat man:
Zu z, + % (zg — ;) = z, + 20000™ gehort Zu 2, + 3 (zg — x,) = z; + BO0O00™ gehort
Bl = 54°13'29” und hierzu Bé» = 54%26’57” und hierzu
1:9, ---3,1948985—10, &F --- 17,3611 — 10 1: 92‘ ---3,194 8877 —10, 52? -+ 17,3563 — 10
] 3 E B

& ---1,5029 — 10. et ... 17,5017 — 10.

Lepm b

Wt

Damit findet man:

yj oo 90033346 — 10, y;---9,00781 — 10, | y; --- 90122327 — 10, y;---9,00780 — 10,
Lo 80699598 — 10, v, ---1,79696 — 10, T, 80699490 — 10, 1y, --- 7,19695 — 10,
und weiter:
b PL y; — 12270926 5 Pk y; = 12476169
_ Sy =~ 0,4262 — o Ul =— 04262
+ b P =+ 0,0017 + b is¥8 =+ 00019
+ b Y=+ 00014 + s iaUnil—+ 0,0014
eyl 2ef = 0 ,0020 + g 0 L g U 2ey =+ 10,0019
+ p”e;;{ Y, - y‘, =+ 0,0418 + p”eg’_ Yy y%? =+ 0,0434
- » gl =— 0,000l — » - wE =— 0,000
+ s owd =t + s Eh o=+
v, = 12171132 vy, =— 12472392,

libereinstimmend mit den Werten nach (41).
Mit den Niherungsformeln (39%) und (37#*) wiirde man demnach erhalten haben:

¥, = 12177102 ¥y, = 12472360
Fehler 0 ,0030 Fehler 0 ,0032.
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§ 29. Numerische Priifung der Genaunigkeit der Korrektionsformeln fiir die Richtungen u. fiir die Entfernung. 107

Wenn man die im GAussschen NachlaB enthaltene Formel, s. Anmerkung 8. 100, henutzt,

so findet man
Pg = 12177230 by, = 1247,2228

Fehler — 0 ,0098 Fehler + 0 ,0164.

Der Fehler ist hierbei, wie schon erwihnt, viel betrichtlicher als bei den vorigen Niherungen.
Die ScHREIBERschen Formeln, s. Anmerkung S. 101, liefern:
¥, = 121771114 ¥, = 1247,2373
Fehler + 0 ,0018 Fehler 4 0 ,0019.

Wir gehen nun zur Berechnung der Entfernungsreduktion fiir p,p, iiber. Dazu konnen wir
die bei der Ableitung der Richtungsreduktionen nach (40) erhaltenen Grofien verwenden. Es wird

mit diesen nach (32):

LMy = 0,00225095.8
— . eYi=— 3889
S 11
¥y o, glE = 2.6
-, : %t),ﬁ -— 15
+ EI«IM 2 =+ 710
— s Meiyx b, = 3
+ 5 Myl 9, —+ 18
+ 29, =+ 2

log 7, — log 8,3 = 0,002 247818
log 7, ,=10g85000 = 4,929 418926
log s, = 4,927171108.
Mit der Naherungsformel (32%) wiirde sich hiernach ergeben:
log 5,5 = 4,92717115
Fehler — 4.

Nach der von O. ScHrREIBER in der ,Theorie der Projektionsmethode der hannoverschen
Landesvermessung, S. 81, angegebenen Formel wiirde man erhalten:’)
log 7, s — log 8, = 0,002 2478 0.5,

also 1.3 Einheiten der 8. Dezimalstelle kleiner als vorher.
1) Diese Formel, deren Entwicklung,
die Richtungsreduktion, vgl. Anmerkung S. 101, der Gav

Projektionsmethode S. 48—50 u. 8. 75—81, ebenso wie diejenige fir
ss schen Ableitung bei der konformen Abbildung der Ellipsoid-
14*
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108  Der Unterschied der geoditischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehérigen Geraden in der Ebene.

IL. Zur Berechnung der Richtungsreduktionen ,, und ¥y, fiir die Seite p,p, = 75 km, die
parallel zur z-Achse verliuft, nach (40) und (41) hat man wie vorher

B, = 54%20'13",

l:g,---31948931 — 10, &2... 71,3587 — 10, el .. 75023 — 10;
hiermit wird
Y, 89942336 — 10, L, - 8,060 9544 — 10, y, =0, i
und ferner
TP Lk = 11975592 Ty = = P7elE — — 0,030
— . 3yl =— 03881 )
+ » C oy 283 =4 0 0018 Y3 = 1197,1788
by, = 119 1725,
+ . oyt =+ 00015 a1 ’
+ o, I =+ 00014
= 11971758

Fiir die Entfernungsreduktion ergibt sich nach (32):

5 My = 0002114567
- n % v, = 3432 )
T, 28 =14 1.6 Y
. aYt =4 0.9
+ % Ly =+ 24

log r, 3 —log s, , = 0,002111184
log 7, 3 = log 75000 = 4,.87506126.3
o log s, s = 4,87295007.9.

fliche auf die Kugelfliche nach

gebildet ist, lautet, wenn die Absz i i C
ot e Kngeltiche le Abszissen nach Norden und die Ordinaten nach Osten

_ o 1 1
1087 08 = ()" = 0) ~ W, 41 0 — 0y — 01

= H (O 10 1 = 00 (47 — g

— (@ — 2,)* (y,y, + Y+ 7, (yy — yl)’))}

: . V(14 e%cos? B’)s ‘2 ’
mit H=_\ cos' B, e 1 +e 1 “cos? B.\4 =
2 ll’(l +8”) ’ h 6al t) ( +: c‘;?’ B.,’l!)?sin‘u)B“'”

1 1
—— e - S = . l ‘ 1
= 08a? (1 -£e'%’ ¥y = T Ya= TR = ‘1* i = ro0al{l Lo ®"
Fe's 28347 (14 ¢ Uai(l Feh) T 48a*(1 ¢ VT 720071 F e

71

Sie ist nur weniger genau als (32),

l ’ . Im wesentlichen besteht ibre Abweichung gegen (32) in den Fehlen des Gliedes:
1 MY = g MHZ 4, + yps.
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§ 29. Numerische Priifung der Genauigkeit der Korrektionsformeln fiir die Richtungen u. fiir die Entfernung. 109

. IIL. Berechnet man weiter die Richtungsreduktionen ¥y und gy fiir die Seite pyp, — 40 krh,
die normal zur z-Achse steht, so wird nach (40) und (41) erhalten, da jetzt fiir 2, = 2, = 2, + 75 000"

B, = B, = 54°40'26"

bt 1:9)---3,1948769 — 10, 2. 13515 — 10, e2- - 1,5006 — 10,
Y-+ 90077904 — 10, L, =0, Y, - 1,79694 — 10;
prely 47 = 0704241
+ s g Yi=+0,00001
oo o= 0004242, o Lyreny 10700087
Wys = 07,0416, Uys = 0",0433.

Nach (32) findet man hier fiir die Entfernungsreduktion:

+ My = 0,0022507 9.1
— g yi=- 38 8.8
s L1
S T 15
+ 55 My -4 71.0
+g MelySoy, =+ 17
+ » 29, + 2

log ry, — log s, , = 0,0022476 2.8
log 7,5 — log 40000 = 4,602 0599 9.1
log 5,5 — 4,50981236.3.

IV. Aus den Richtungsreduktionen fiir die Seiten des Dreiecks p, p, p; kann man nun leicht den
ExzeB E des geoditischen Dreiecks P, P,P; herstellen. Da die Winkelsumme im Dreiecke p, p,p,
gleich 180° ist, so wird die Winkelsumme des Dreiecks P, P, I’; gleich 5%, w,Ah

180° — Py + Yo+ Waq — Vo3 — V32 — V343

mithin ist der ExzeB
E = (5 + ¥51) — (¥ F ¥23) — (15 + ¥5,) = 75150,

Nach (41) erhilt man demnach den ExzeB auch aus den 7, - B
fiir die 3 Seiten.

Obgleich man also zur Berechnung des Exzesses die Kenntnis der einzelnen Winkel des
Dreiecks P, P, P, nicht braucht, sollen diese doch abgeleitet werden, um eire Kontrolle der 9ben er-
haltenen Seiten ausiiben zu konnen. Die Winkel des ebenen Dreiecks p,p,p, erhilt man leicht aus

den Koordinaten der Endpunkte. Fir die Winkel des geoditischen Dreiecks P, P, I, ergibt sich

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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110 Der Unterschied der geodiitischen Linie auf dem Erdellipsoid und der zugehorigen Geraden in der Ebene.

X P, =X p, — 5+ ¥, =28 42079531 + 0° 2",5344

X Py = X py + gy — Py 3 = 61 55 39 ,0469 4 2 4 ,1959

X Py= X p;— P53 — P, =90 0 0,0000—159 ,2144

folglich wird im Dreieck P, P,;P,: log s
X P, =28 423”4875 | 2079822 = < P, |1 4,69981236.3
X P,= 615743 ,2428 | 40,7376 = P, ‘ 4,87295007.9
* Py=8958 0,7856  — 1,7197 = < P, | 4,92717110.8
E=17"5159 0 ,0000

hierbei ist 3 P’ = P — ¢ E.

Man kann nun ein zweites Mal den ExzeB des Dreiecks P, P, P, auch mittels der Fliche
berechnen. Fiir beobachtete Dreiecksseiten ist hinreichend genau
£ _¥ 10
o= (U rag)
Dabei ist F' die Fliche desjenigen ebenen Dreiecks, das dieselben Seiten wie das geoditische
Dreieck hat, und dessen Winkel je um % E verkleinert sind. Ferner ist %’ das arithmetische Mittel

der Werte fiir das Gausssche Kriimmungsma8 in P,, P, und P,. Weiter ist u® = % (82, + 8.2 + 85

Um }i fir die Eckpunkte P;, P,, P; zu erhalten, muB man ihre geographischen Breiten B

kennen. Diese findet man aus den Breiten B’ der FuBpunkte der Ordinaten von p,, p,, p, hier
genau genug nach (10) § 13 8. 39 durch die Gleichung

B—B=—1p" (1%)2 Qtg B

Sek.
Mit
B =54" 0 0, B; = 54°40°26", B; = 544026,
ergibt sich:
B-B——22,  B—F--246,  B-—B- -2,
und B, =53 3658 , B, =54 1620, B,=54 1311 .

Dazu gehoren der Reihe nach die folgenden Werte von log;—,:

6,380 855 — 20, 6,389 792 — 20, 6,389 796 — 20; im Mittel 6,389 815 — 20.

Fiir u? geniigt es —;— (857 + 40% 4- 75%) . 10° zu nehmen.
Daher hat man zur Berechnung des Exzesses:

Spq - 4,599 812 .. 813
S31 - 4872950 ut.. 9,683
sin P; -+ - 0,000 000 1:0%- - 6,390
P 1,403 210 4,808
o
Mau®
e
E-0375978 E = 17,5159,

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



§ 30. Die Gauvssache und die geodiitische Konvergenz des Meridians. 111

Diese Hechnung liefert mithin denselben Wert fiir den ExzeB wie die vorige aus den Rich-
tungskorrektionen.

Die Priifung der Seiten des Dreiecks P, P, P, und damit der Entfernungsreduktionen kann
durch den Sinussatz geschehen. Es muf

s s s

12 1.3 2.3
P = lOg = = log =77
sin Pg sin Py © sin P{

log
sein. Man erhiilt nun dafiir der Reihe nach:
4927171184

a1
2

»

”

Die numerische Rechnung bestitigt mithin hier, daB fiir Hauptdreiecksseiten, deren mittlere
Entfernung vom Hauptmeridian 650 km betriigt, der Fehler der Formel (32) fiir die Entfernungsreduk-
tion nur wenige BEinheiten der 9. Dezimalstelle im Logarithmus betragen kann. Die Formel (41) fiir
die Richtungsreduktionen hat in diesem Falle die 4. Dezimalstelle der Sekunde genau ergeben.

Eine andere Priifung der Richtungsreduktionen ergibt sich bei der Transformation der Koor-
dinaten, (41) § 46 IL

Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen
rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

§ 30.
Die GAaUsssche und die geoditische Konvergenz des Meridians.

Es sei s’ das Bild einer geoditischen Linie s des Erdellipsoids in der Ebene. Den Richtungs-

winkel #, den eine Parallele zur Abszissenachse mit der Verbindungslinie der Endpunkte p, und p,

von s bildet, nennt GAuss das Azimut in plano. Sind I, 7, und Z,, 7, die Koordimaten von p, und
Do, und Z = myx, § = myy, so ist In p: o

tg«‘}l.g={b_‘% YU (1)

Ty — T, Ly — ]
im Punkte p, ist 9,, = 180°+ &,,. . ,
Der Winkel &,, + v, den die Parallele zur Abszissenachse in p, mit der Tangente an s
bildet, wird von Gauss Azimut auf dem Sphiroid genannt. In p, ist
das Azimut auf dem Sphiroid gleich &, — ¥, = 1800+ 9, o — ¥;. I.n—
folge der Konformitit ist es auch gleich dem Winkel, den das Urbild
der Parallelen zur Abszissenachse auf dem Ellipsoid mit der geoditischen
Linie s macht. .
Es seien ¢, und ¢, die Gaussschen Meridiankonvergenzen in p,
und p,. Ferner seien a,, und a,, die geoditischen Azimute'vm} sin P,
und P,. Dann bestehen die folgenden Beziehungen, vgl. Fig. b:
ao=0+ Tt ¥ (2)
gy = €+ 180%+ By — ¥y
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112 Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

mithin 1st:
a4, — 180°—a, , = € — 6 — (¥ + v,). 3)

Der sphiroidische Richtungswinkel a ist der Winkel, den eine Parallele zum Anfangsmeridian
mit der geodiitischen Linie hildet; er wird ebenso wie das Azimut von Nord iiber Ost gezihlt. Es
sei y der Winkel, den der durch P gehende Meridian mit der Parallelen zum Hauptmeridian macht;
y wird gewdhnlich in der Geodisie als Meridiankonvergenz bezeichnet, sie ist von der Giaussschen
Meridiankonvergenz verschieden. Fiir die Azimute hat man

Ghs= 05+ p=0,+¢—(—p), Qo =09y + Y2=05; + €;— (€;— 73) . 4)

Um die Differenz ¢ — y zu bestimmen, fille man von P ein geoditisches Lot auf den Haupt-
meridian, seine Darstellung in der Ebene sei die Kurve pq (s. Fig. 6). Bildet diese mit der Ver-
bindungsgeraden der Endpunkte die Winkel v, und g, 80 st nach (3), da jetat a, , = 90°, a,, = 270° + »,
¢, =0 und ¢, = ¢ ist,

7=c_('p1+'¢'s>- (5)

Bei der Mercator-Projektion der Kugel ist das Bild des auf dem Hauptmeridian senkrecht
stehenden Kreisbogens die Ordinate selbst, folglich ist bei ihr p — ¢.

Man kann hieraus schlieBen, daB beim Ellipsoid die Entwicklung von ¢ — y den Faktor ¢
haben muB.

Es sei p’ der FuBpunkt der Ordinate y. Das Bild pq des geoditischen Lotes steht infolge
\T der Konformitiit in ¢ senkrecht auf der Abszissenachse; mithin wird < p’pq
=%, und gp'=ytgy,, d. i. die Differenz der Abszissen, die zu p und q
gehoren. Diese kann aber nur sehr klein sein, da sie mit ¢'? multipliziert
sein wird; fiir die Kugel ist sie Null. Setzt man daher in erster An-
niherung in der Formel (41) 8. 102 fiir ¢, die Abszissendifferenz gleich
Null, so wird ¥, von der Ordnung e'*Gl,. Die Vernachlissigung, die da-
durch hervorgerufen wird, daB man ¢p’ in der Formel fiir ¥, bzw. P, ver-
nachlissigt, wird mithin erst Fehler von der Ordnung ¢’®G'l, nach sich
ziehen. Folglich ist hier nach (41) S. 102 zuniichst

Fig. o.

s B

’ 1 2 1 ’ ra Y 174 2 a3 1 1 ’ 4
= 0T (0t 0 ) G, w= e e, (2 Lot Lyln,) +era

darin ist nach (40) S. 102

1y
2 o,

™

9, = y und Y, =

e

¢, und o/ beziehen sich auf die Mitte von qp’; es indert aber an der Genauigkeit der vorstehenden
Ausdriicke fiir ¥, und ¢, nichts, wenn man sie auf p" bezieht. Es wird also

1, y\3, 1, UASINPY
e (e, (2 e 0
folglich geht (5) iiber in die Gleichung
, N 7\3 ’g
(ﬂ:‘k.yA—S“p 82(9,) +oe S(II*. (7)
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§ 81. Abl 4. linearen Linge d. geodit. Linie u. ihrer Richtungswinkel aus den ebenen rechtw. Koordinaten. 113

Nach (11) § 13 8. 39 ist

: L ’

‘l’%) = 6;7 cos B + Gls;
man hat daher auch

2 ” ’2 4 M ’ ’ L 3 ’
cS;Ly=—§p §2Q ' sinB’cos? B (;,,-) + e 2Gl,. (8)

§ 31.

Ableitung der linearen Liinge der geoditischen Linie und ihrer Richtungswinkel
aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten.

In dem vorhergehenden Kapitel wurde die geoditische Linie mittels der aus den ebenen
Koordinaten bherechneten Entfernung hergeleitet, indem an diese die Reduktionen auf die lineare Liinge
und auf die Richtungswinkel angebracht wurden. Es sollen nun auch noch Formeln entwickelt werden,
die den direkten Zusammenhang zwischen der geoditischen Linie und den ebenen Koordinaten ergeben.

Aus den Gleichungen (1) und (2), § 24 S. 83, folgt fiir eine von einem festen Punkte P, nach

P, gehende geoditische Linie s:

. 1 m, st

s ¢os (ﬂl‘2 - ng) = E n, 8.1:, (9)
. 1 m, os*

B sm(m‘)“ —_ 1/),) = —2— W: m,

wo @,, das Azimut in plano im Anfangspunkte und 180° 4 #,, — ¢, das Gausssche Azimut auf dem

Sphiroid in P, ist. Benutzt man auch hier die Substitution (5) 8. 83:
2 . 9
§2= (Z") r28 mit ri= (2 — 2, + (Y — %)%
1
so wird, wenn wieder
L Tk G und B ooy, (10)
51 @

gesetzt wird, wo @,” wie frither den mittleren Kriimmungsradius im Endpunkte von z, hedeutet:

1,5, 28
Zo00s (@5 =) = "ny’ (Sx + 3 @+ 95 57)
1 1

8 m, m, 1 (1 1)
1 02 oS .
pll sin (81-2 wZ) - 7";7” (SI)] .+_ - (g 2 l‘ Ulg 01)1)

Hierzu kann man den Wert von S =38, + S, aus (29) § 26 S. 92 entnehmen. Ferner ist noch

m . . . .
* in eine Reihe zu verwandeln. Nun ist

N mt g () (%) o

m, @z
1

o Ly + (s — )\
=1+ % <0112 + "d(z;l" (2 — xl)) U+ — )+ 54 ( e ) + Gly,

1

worin "Ei%l;: —_— 4;37: ist. Mit der Bezeichnung (10) wird daher, wenn man gleichzeitig ::l einfiihrt:
1 1
2 1 ’ 1 < 4 Y ]
L (1 - ;yl'i) Y'Y, + %Ux' + 5 y,*+ 2]")1‘”‘ 2e.%t, (1 + )" + Gy
m,

Krtuger: Konforme Abbildung des Frdellipaoids in der Ehene. 15
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114 Beziehungen zwischen der geodiitischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

Mithin erhdlt man aus (11):
1 r ., ., 1
" (,il'cos(“}l-z_‘ps) =1'1{ 1+ s h,? — s Ys &+ 9% — mt)xg(nglz + 131)12)}

+ elg{yx'2(212 + 9% + %?/1/913_“ %912@12_ 912)} + Gl

(12)
oSy — ) =y, — Ly (1 L, V07 + o, 5+ 20 — Ly (0 n,9)
’"‘.0 “'e'l‘,Sln( 12 w?. "—I)l 2./8( 3?/1 Ys l'l t)l s N El 1 %4 Y, L 1
1 ¢, 1
+ 350 870 (Ta2 + 49,2 + ¢,7p,° (§y2 -3 1)1) + G,
Dabei ist noch
-g’» =y’ und % =y, (10%)

gesetzt worden.
Vertauscht man die Endpunkte der geoditischen Linjen miteinander, so geht

Y

in L% S, e Yy ’ ’ . 1 ’” : 23 2
4 T T T &y Y m < o =79, % in oy =% ¥ in oy Y, mimmy, efine

2
und &, — 9, in 180° + &5 + ¢, iiber.

An Stelle von 8, ,— v, soll in (12) jetzt der Richtungswinkel q,, eingefiihrt werden. Nach
(2) und (4) ist

By — vy =10, — 180°— (2~ ),
worin nach (7) fiir BogenmaB

2 s,
a=r=3e'(2) '+ 6,

ist. ® und ¢’ kann man in diesem Ausdrucke auch auf den Punkt

P, beziehen ohne die Ordnung
der vernachlissigten Glieder zu dndern.

Es ist nun
cos (&, , — zp,)-—cosa“—(cg—yg) sinay, + "G,
sin (8, — 9;) = — sin 831 + (€3 — 2,) cos A+ e 2 G,;
setzt man
BTHTAL m—g=Ay,  Artiagiogs 5@+ w) ~y,, (13)
so folgt daher aus (12):
LI - Ayt r’
”‘;.\ cos 0y, = Ax(l + =7 69, 1 Tagg,7 — (ym—}— GOAy))
S ETCHO NSNS SN @Ay — gy _ ! '
o \27 07— Ay') + Sy, Ay Y=3)— 580 + oGl (14)
m . - 1 _ Ag? Y v, y2 Azt A Az?
m, P10 Gey ay( 6o, TQWI)_'_?(z’(l_‘ae g 12; )*Ty(l +37)%))
e * 42, 1
__;l,.sAa (3 A s O (4y, — AJ)) +¢/Gl,.
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§ 31. Abl d. linearen Liinge d. geodit. Linie u. ihrer Richtungswinkel aus den ebenen rechtw. Koordinaten. 115

Durch Vertauschung der Indizes erhilt man hieraus:

7y __ Ayt Ayt r? 1
m, SCO8 Ay, = Az (1 -+ 6o, + T?Og'; — 6"9—27’4 (y: + 80 Ay2))
e /1 2 ’
— (e — Ay — Tyay2ay—y - AY) + e 61,
(14%)
i — Aot | Bat )¢y gr | AS) Ayl . Az
S S0y 5 = Ay <1 ~ et + 12092"4) + o (’g (1 T Sorn + ﬁgf‘s) + "3“(1 + ﬁgf?))
€. 2 2 1 ’
+ -é:—,sAx(?yﬁ + 5 A2?(4y, + Ay)) + 0, GL,.

In (14) gehdren ¢ und ¢* zum Argument z,, in (14*) zum Argument z,; statt dessen sollen
diejenigen Werte ¢ und e? eingefithrt werden, die zu z,= ;— (2, + x,) gehoren. Man kann aber in

den vorstehenden Formeln e¢,* und e,® sofort durch e? ersetzen, ohne daB dadurch die Ordnung der
vernachlissigten Glieder geiindert wird. Es ist nun

1 1 ( Ax : 1 1 2 Az
o= (1420287, .. ) EL A (1 —2e28% )
91 2 gm’ + n gm + ’ 92 2 (’m’ " om +

Die ersten Teile der Formeln (14) und (14*) erfahren also hierdurch nur die Anderung, daB o/ an
Stelle von o, und g, tritt; die zweiten Teile dagegen lauten jetzt

n —;Zfs cosSfly o0 — i;’;', (Ax2 (%2 _ _;_ A'yi) + ; ?/,,,A?/ (!/,;f + 1 Ay2)>
» :::2 ssin o ,: + ;%’%Ax <—:y”-: (y, — Ay) — ;%Ay”-}- ';,'.'/1 sz) )
0 m .
2 1 2 1
” %; §C0say, t — -‘%‘,— (Ax* (yl2 - ?Ay’> — 5 Y.0Y (?I,,g. +-, Ay’))
N I’l 2 ) 1 - 1
» %ssm gy i — 5;;;Ax<—§~:l];;(y2+ Ay) — 5‘%Ay2+ "gygAx:’)-
Vernachlissigt man in (14) und (14*) schon die Glieder ¢’ G, so wird:
2 __ A 2
scosa,, =+ Az (1 - ﬂgg—pfryf)
i 1292 + Az ¢ Ax?
ssin 8,5 =+ Ay (1 o 7'1/24?”712) + @y + %) ‘6‘;:5 (15)
)
3 2 _ A 2
508 g, = — Az(l — JLEF,—”)

. 1292 4 Ayt ) . A:{:f'
$ 81n 02'1 = — A]/ (1 — ‘*’”7’2’"1’(7, ) + (:’/1 -+ Zyz) “G—é,,
Der mittlere Kriimmungsradius ¢” kann hierbei zu irgendeinem Werte zwischen x, und x; ge-

nommen werden.

Die Formeln vereinfachen sich, wenn der Anfangspunkt der geoditischen Linie dem Anfangs-
punkte der ebenen rechtwinkligen Koordinaten entspricht.
15*
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116 Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

Sind jetzt xz, y die zum Endpunkte der geoditischen Linie gehorigen Koordinaten und ¢ die
Konvergenz des Meridians in ihm, so wird mit Benutzung von (7):

y: 2y(w’-—2y’))+egy(w i, G,

scosa,, ==x(1 —

A iBen "’ (16)
] x*—y® | Tzt —26xy’+ 15y* g TY° g
soin g =y (1 o 3+ g ) + el + L6
und \ . " Y )
J _ y*(16x® 4 13y g Y@ —3y’
s cos a»~c=——x(1 ; ) ¢ vy WGl
( ,l ) + ‘"l 36007’“ + " 607"3 + " (17)
) 2?4y 8z —4a’y’ — 15yt zy(x®—y?)
ssin (@, —¢) = — y<1 Soit 3600, 4 ) en 30,8 + 0, Gl;.

, und e} gehoren hier zum Endpunkte der Abszisse - . Anstelle der letzten beiden Gleichungen
0y g p

m 2 :
kann man auch die GL (25*) des folgenden Paragraphen benutzen.

§ 32.
Formeln mit einem mittleren Richtungswinkel,

Mittels der Formeln (14) und (14*) mit (14**), in denen o, eingefiihrt ist, 1Bt sich ein
Ausdruck fiir
Aa=aq,,— 180°—q,, (18)

gewinnen. Zuniichst findet man aus ihnen:

s (5 cos 0y, + 008 ) = — €2 A,“, (2024 5 89) + 0.1,
m . my . r 2 Ax?
S(ﬁi sin ag, -+ '1}?: sin al_,) = ;7;7?/".(1 33;,, ﬁg’*)
- eI:A:Ay (2 2 + Ay + Y 7.2) + Q"‘(Jl
Multipliziert man die erste dieser Gleichungen' mit — ™ g sin aG,s=—Ay+o, Gl;, die

zweite mlt scos =47z ( 14 6o ,,) + 0, Gl und addiert belde, 80 ergibt sich:

m
;,‘;' § S Sln (a,l —_ 01«2) = 7'2 {‘L"Lé’? (1 — ym -
° e

+ é-"’,) s Az’Ay
m et 129" 6e¢,*

—_— R e ,2
3 em 0’9 } + m Gl
Nun wird aber nach (14) und (14%)

m,? A Ay ,
ﬁsﬁzﬂ(l_ y;’;.’y_*_ 5;——)-}-@,,,’6‘1

! 2 RN
mols =7 ( '\L l/g +‘3 9,, ‘*’ ’,Gls,
alSO

m III, ’

m' —r’(1+l_7’ + ISGIG,
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§ 82. Formeln mit einem mittleren Richtungswinkel. 117

folglich erhiélt man:

1 ) _Im
sin (02_1\— 180°— a1-2)=_y9‘1;‘:x(1 - !/ 2 + 129 ) +’§‘e, ATJ+ (Jl6

und hieraus in Sekunden:

a3 (1 v S Setihts ) &

Zu demselben Ergebnis gelangt man, weun man nach (3) und (4) ansetat:
o O 180" — a3 = B8 = (6 — 73) — (e, — 7)) — (b, + ¥,),
und hierin den Wert von ¢ — » nach (7) und den von y, + v, nach (41) § 28 S. 102 einfiihrt.
Wenn g, sehr groB ist, so muB man in Aa noch die am groBten werdenden Glieder 6. Ord-
nung mitnehmen. Alsdann kommt zu dem Ausdrucke rechter Hand (19) noch hinzu:

) 1a) o

Mit Hilfe von (19) kann man nun Formeln erhalten, die anstelle von a, , und a, , einen
mittleren Richtungswinkel

0= g (0 — 1807+ 0,) (20)
ergeben.
Aus den Gleichungen fiir % s cos a;, und ?fﬁ s cos 4y, (mit (14*%)) bilde man den Ausdruck
s (cos a, 5 + cos (a,, — 180%), in dem man ;';i und 22 el :T umwandelt, wo m,, sich auf den Punkt
2 1 m

;— (%, + ;) ==, % (y, + 9;) =y,, bezieht. Dasselbe geschieht fiir s (sin a, , + sin (a;., — 1809).
Mittels des TavLORschen Satzes findet sich:

()22 (1= 32 () s 53 b a0

My /u
Z’Eg_ﬂo_{ Ly_m_&y_i(l\y) Gl}

m, my, 143 en’ 8 \e, O

my _my [y 1 ymAy_,L(égi G ).

E - m,, { 1 2 97;42 8 pl’ll) + 4}

Mit Benutzung von (19) wird ferner:

1 y2A
5 (c05 B+ €08 (33, — 180%) = 25 c0s a (1 — § 45 4 i1)

M 1 mA
s (sin a,, + sin (a5, — 1809) = 2ssin a (1 5 -'/_g_«ﬁ + Gl )

m

Ersetzt man nun die Ausdriicke linker Hand durch ihre Werte, so ergibt sich hieraus:

y:  18Ay*\  Aa? (J Ay )
“0”=W,,,{A (1+ 2te ,,(1+2 **'L"'ezow) 20,7 \eo,? we,;.*)
./m 2
—per P (y2 4 1 AY) + 0l GL) o
2 b ] Aw’
. A./ ym - Ag? — Ay ) —_— ,A,x Y . ))
ssma= %{ Ay(l T 2o, ( 2l T bug,r T i6ent) T ize, <1 tagr T s0e,
m

+?e2ym (ym+ - Ar? 4 Ay)-l-&’,',.le}'
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118 Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

Ist a hieraus berechnet, so ist weiter

al.2=a—%Aa7 ., — 180°=a +%Aa' (22)

Aus den Gl (21) folgt noch, mit tg 9 =%,

ri—ri4 7Ay% w1 72 M 1 Ay?
tga =g (1— s + 7O L Lt (D (B4 LA weets) 4
und (21%)
. m, * ym AJ sz y’lsu AJ 2 JIILAwAy
b’=”—l°,?‘2{1— (1'—2 rg_'iTgfz)_ﬁ;’:z<g1:‘2 boo,z)‘l'—‘em““—-l-Gl}

elll M

120 "

Wird bei der letzsten Gleichung zu Logarithmen iibergegangen, so wird wieder die Gl. (32%*%) g 27
S. 96 erhalten.

Werden in (21) und (19) die Glieder ¢’ G, und Gl, fortgelassen, so hat man:

. 12y‘n’1_'Ay=
bCOSﬂ=A$(1 —T)

1 —_ 12ym +‘)A$’+Ay
ssma—Ay(l TP (23)

v YAz

Aa:‘—p 9:)

worin ¢ zu irgendeinem x zwischen z, und , gehért.

Ist der Anfangspunkt der geoditischen Linie gleichzeitig der Koordinatenanfangspunkt, so
folgt aus (21), wenn z, y zu ihrem Endpunkte gehdren:
y? 38ty 31y

- ¥y Yy oIy e Y
scosa x(l 13673 28800, ¢ ) e'"69’3

+ 91;. Gl,

ssi“a=y<1_w + 297 —2x‘+xy+60y‘)+ g Xy (x? +2y)+

=1 5o,

120, 144077 0, Gl (24)

x? +2y — 2zt | 22 60y* p
=y (1S TR gy,
und aus (19):

Ba=—p" " (14 ”ﬁgﬁ,’ — Tz =)+ Gl (25)

Sek.

Da hier nach (4) a,, —=a,, und 3, =@y, — ¢+ (¢~ p) ist, so wird mit dem Werte von ¢ — Y
nach (7) weiter aus (20) erhalten:

O A CATHE. = PUVEL I,

1
In diesen Gleichungen gehdren ¢’ und e2 zu 5 %, 03 zu x; ferner ist ¢ die Konvergenz des
Meridians in x, y. Das Klammerglied in (25%) ergibt sich in Sekunden.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 33. Zahlenbeispiel. 119

§ 33.
Zahlenbeispiel.
Es sind die ebenen rechtwinkligen Koordinaten der Bildpunkte zweier Punkte P, und P, des
Erdellipsoids gegeben: 5348940 146m y, = 596 724,110™,
z, = 5418 141,733 ¥y = 630 446,600 ;

aus ihnen sollen die lineare Liinge der geoditischen Linie P, P, =s und ihre Azimute 4,, und 4,,
abgeleitet werden. Die Abszissen sind vom Aquator an gerechnet.

Hiernach ist Az =69201587 Ay — 33722490
z, — 53835409,  y, —6135854;
dem Werte von z, entspricht B, = 48°35,431 und diesem g, - - - 6,804 8228; folglich wird
oy, 89830022 —10, SF—y,...808520 10, L=y, . 7,72810 - 10;

on m 34
femer & = ¢ cos* B, - T,4683 — 10, e — ;/Zi‘tgff: .. 7,5222 — 10.
Zuniichst ist nun das VergroBerungsverhiltnis %’: zu berechnen; ans (29%) § 16 8. 48

folgt daftir: L My? =+0002008439

— s My =— 3096

+ 5 My =+ 8

+ 5 Melyt=+ 18

000300630

Jetat ist alles vorhanden, um die Gl (21) anwenden zu konnen; man erhilt:

ssina= 335669022

Lo Age —  68882,7830 2o Ay = 33567,1342
m m
m 1
+ s g -+ 802 | — , 50 -— 391
+ » - » 2u. =+ 15 + 21?/,5 =+ 6
13 1 _ i
— » " » 240 t),?. = ' + ” » oo 610 E,,g. +
- w7 2% La- y: = 31 + » w16 9p =t
1 1 _
- » " » 75 hye =-— ’ - % 12 Ln 3291
l 14
_:Z:, Ay % €Y Y = 663 R T ??/n? = 15
- » ” %‘9,?; = - ' - w T » 6‘6&,2. = —
scosa— 688827953 o+ %Aw . _3_ ey’ -y =+ 1360
[ n " 1
! + n ” ) E,?;: + 8
| 3, .
; + o ” e Y. = + 3
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120 Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.
und hieraus:
ssina---4,525911263 9,641533904 .- .sin a
scosa---4838110763 9,953 733404 . . - cos a
tg a .- 9,687 800500
a = 25%8'48” 6716 4,884 3773 59 = log s.

Weiter ist nach (19): folglich ergibt sich nach (22):
=P L, Y., = — 215",1644 a= 25848”6716
t o g ¥I=t 6634 Laa—— 147 2515

' 1, a,;= 26° 0'357,923
= o oy el. =— 21

a5, = 205 57 1 420.
L T -_f,— nbnlm = + 1

Aa = 2147 5030;

Der Ubergang von den Richtungswinkeln zu den Azimuten erfolgt nach (4). Dazu ist die
Gausssche Meridiankonvergenz ¢ und die Differenz ¢ — » zu berechnen. Die Berechnung der ersteren
in den beiden Endpunkten P, und P, geschieht nach § 18 I 8. 55,

R | p
B'= 489164575510 | 48°5467,1068
y--- DIT5113585 | 57799 6483 07
N'... 6805452400 l 6,805 4680 79
W ... 8970321185 | 89941802 28

— v My*= — 1262716 . — 1409365
I
+ GMyt= + 2570 | + 3202
- 2555 My'® = - 6 | ':;‘”78
sinu’--- 8969061033 | 8992774056

tgB'--- 0049822552 | 0,059332402
|
\

+ B0t = + 3780 | + 4116
+ Bt = + 4+ 92
- %377,6 = |

tge-.- 9018887439 | 9,052 1106 66
c=5°57'45",4889 = 6°25'58",2414
Die Werte von B’, und B’; gehdren zu z, und x,, sie sind aus einer Tafel der Meridianbogen von
0. KoLL entnommen.

Die Differenzen ¢, — », und ¢, — y, erhilt man nach (7), dabei kann man beidemal e? und
o, statt e* und ¢’ an den Endpunkten nehmen.
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§ 33. Zahlenbeispiel. 121
P, i P,
2p”---51383 | 51383
e2... 75222 | 17,5222
y3-- 69129 | 69845
c—p-- 95734 | 96450
c—p=0"3744 | 07,4416,

Stellt man jetzt nach (4) zusammen, so ergibt sich:
a3 =26° 0'35",923 | a,, = 20557 17,420
¢= 55745 489 | ¢, = 62558 ,241
— (G —n)=— 0,374 ‘ — (=) =— 0 442
\

4, — 3158°217,038 4y, — 212922'59219.

Hitte man zur Berechnung von Aa noch die Glieder aus (19%) hinzugezogen, so miiBte zu
dem vorher angegebenen Werte von Aa noch hinzugefiigt werden:

o1, (% £y + %y;,f’) = — 07,0039 — 0”,0025 = — 0",0064,

so daB also L) Aa = — 1'4772547 ist. Mit diesem Werte wiirde aber

a,, = 26° 0'35”,926 a,, = 200°57" 1”417,
mithin
a5 = 31°58'21",041 a,, = 212°22°59",216.

Wendet man zur Ableitung der Azimute die Formeln (2) an, in denen 3, und ¥, nach den
frither gegebenen Formeln (41) § 28 S. 102 berechnet werden, so findet man (s. § 46 II):

9, = 20°58497,248  180°+ &, = 205°58'49",248

¢, = 55145 489 e, = 6 2558 241
+ 9, = 146,303 | —p,=— 148 274
a,, = 31958'217,040 | ay, = 212°22°59”,215.

Die Berechnung der linearen Liinge der geoditischen Linie s mit Hilfe der friibern Entwicklung (32)
§ 27 S.94 liefert (s. § 46 1I):
log s — log VAZ® + Ay*=—0,002 0058 8

logVAu® +Ay*— 488638324
logs= 488437736,

in Ubereinstimmung mit dem vorher gefundenen Werte.

Die Rechnung nach (32) § 27 und (41) § 28 ist etwas genauer, weil in diesen Formeln

die am merkbarsten werdenden Glieder 6. Ordnung mitgenommen sind.

Krtiger: Konforme Abbildung des Frdellipeoide in der Fhene 16
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122 Beziehungen zwischen der geodétischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkde.

§ 34.

Ableitung der Differenzen der ebenen Koordinaten aus der linearen Linge und der
Richtung der geodatischen Linie.

Sind die lineare Lénge s und der Richtungswinkel a,, einer geoditischen Linie, ferner die

zu ihrem Anfangspunkte gehorigen ebenen rechtwinkligen Koordinaten gegeben, so sollen jetzt hieraus

die Koordinaten des Endpunktes bestimmt werden. Diese findet man aber mittels der Az und Ay,
die sich durch Umkehrung der Gleichungen (14%) ergeben. Wird

m. m. .
2 5e08 0, =u, —Lssina g=1v (26)
m, m,

gesetzt, so erhilt man:

2 12 4 12 7 X 2
Az = {1 — gl ¢ WEQLIRD | S0 4 20))

+ g (12 B8 +2u,3) + 5 0By +0) 35— 20) + o7 Gy
27)

Ay = v (1 _wr2v’? +ul4+32u121)11+40v14) 'y, (1 n »2}[1(7,!/}7_*_}1)_%:‘_*_91)_1))
y i 6o, 120¢,"* 20, * 3o, * 12¢,"2

- 5%:‘3“1 2y + 4y, + v)u®) + o G

. - . - m . .
Die Formeln erfordern indirektes Rechnen, da zur Ableitung von 2y 0 und ¢ die Kenntnis von z,
0
und y, notwendig ist. In erster Anniherung ist z, — #, = s cos Opgy Y — Y, =SSN Q,.

Die Glieder von der Ordnung o’ G, in (27) betragen fiir Hauptdreiecksseiten im Abstande von
100 km vom Hauptmeridian im ungiinstigsten Falle eine Einheit der 8. Dezimalstelle. LBt man die
o' Gl fort, so wird mit der Bezeichnung

$co8 0, =u, ssing g =wv:

2 2 __ 2
Ay=v(1+4) — Bu +0) ok (28)

Hierbei kann man ¢’ zu irgend einem z zwischen 7, und z; nehmen.

Der Anfangspunkt der geoditischen Linie entspreche jetzt dem Anfangspunkte des ebenen

Koordinatensystems, also y, = 0 und q,, = 3. Zu dem Endpunkte der geoditischen Linie gehdren
die Koordinaten z, y. Setzt man

$C0S @4 =1 ssin @, , = v/, (29)

L .
so findet man alsdann, wenn auBerdem ot durch x,»i(l —det X 4 .. ) ersetzt wird:
2 13} ¢ i )
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§ 36. Zahlenbeispiel. 123

x=u’(

_ u't—p’? w't—18u"t' 4 5ot w'v’ (w2 —20")
y=uv (1— Gon T 1900, - )_,r_elg» 50,78 + 0,/ G,

v (u't— 20"% g VE(BUT— 'Y
o)~ = oG

(30)

Zu diesen (leichungen kommt man auch, wenn man die GL (16) umkehrt.

§ 35.
Zahlenbeispiel.

Der Anfangspunkt eines ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems soll zu
B = 52°3070",0000 L = 0°0°07,0000
gehoren. Eine geoditische Linie von s=70000" Linge geht von einem Punkte P, aus, dessen
ebene rechtwinklige Koordinaten fiir m, = 1:
x, = — 277248,7181", y, = + 95 581,196™

sind, unter dem Azimute a,, = 330° nach dem Punkte P,.

Die ebenen rechtwinkligen Koordinaten ,, y, von P, sind abzuleiten, ferner das Aumut g4
von s in P,.

I Um Gl (28) anwenden zu konnen, sind vorher aus z,, y, die Meridiankonvergenz ¢, nach
(60) § 21 S. 71 sowie ¢ — p, nach (7) zu berechnen.

y, - -498037246
p”: N/ ...85089293 1 ;, p”---5138 Hiermit erhilt man nach (4):
7 ... 348930177 e2... 7518 a,5 = 330° 0" 0”,0000
tg B, ...0,07630440 | (y,:0")?°...4,526 —¢=—1 117 ,2898
— 1, 5e¢* B = — 7841 ¢ — 7 .- 1,182 +e—r=+ 0,0015
_|_ o=+ 9 ¢, — y, = 0,"0015 0., = 328842 T117.
. 3,565 5278 5 ‘i
¢, = 367772898 | |

Die zu z, gehorige Breite B’ = 5000'27”,579 ist aus einer Tafel fiir die Meridianbogen entnommen.

Nun hat man nach (28):

5...4,84509804 | p.. 43572, By, +uv...53991 | w...47781 w... 47781
oS Q... 9795596777 gt 09607  webe.. 43786 ... 95490 vt 01144
Sina,,... 071211006, ' 1:2¢...60892  w—v... 49826 1:2¢%...60892 1:6¢"...50121

w...4,17806581 06071, 1:6¢2...56121 0,4163 9,5046

v...4,55720810, | 03724 =

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



124 Beziehungen zwischen der geoditischen Linie und den ebenen rechtwinkligen Koordinaten ihrer Endpunkte.

v=— 36075146 =+ 59988198
vy, #1297 = — 4,047 + uy,?: 20" = + 2,608
— By, +v) (W —v%):6p%=— 2,357 —uv?: 6% =— 0,320
Ay ~—36 081,550 Az =+ 59990486
¥, = + 95 581,196 z, = — 277 248,781
y, = + 59 499,646™ 2, = — 217 258,295™.

Zur Ableitung des Azimutes a,, ist zuniichst Aa zu berechnen. Nach (19) wird, da zu
x,, = —247253,5" die Breite B, = 50°16",64 und dazu log ¢, = 6,804 907, ferner log e2=17,518 — 10
gehort:

1,372 1372 +p”... 4,837
v, ...4889528 p”...5314425 1:3...9523 1:12...8921 e2... 7518
Ax... 4778082 YnOz: 0" ... 6007796 y2:9"...6,169 Aa:p72.. - 5,946 Az?:0... 5946
1:0)...3195093 — 10 1,372 221 7,064 6,239 Ay:g,... 1,752,
y,:0. ... 8084621 —10 6,053,
Az:gl...1973175—10
N Ax . yl‘ — 7”
P e 23”,5625
} 7?3
to» wigen = 12
Ax? .
- » » " 1'23‘:;? = 2
1 Az A
MR o,i?y=_ 1

Aa = — 23”5616
folglich hat man nach (18):

0y, = 1800 + g, , + Aa — 148°58'19”,1501.

Soll nun von ag, zu a,, iibergegangen werden, so muB man ¢ und ¢, — p, kennen. Fiir diese er-
gibt sich, wenn man beriicksichtigt, daB zu dem Werte von z, die Breite By’ =50°32'49",337 gehort:

Yy - .- 477451439 - mithin wird nach (4):
p’: N, ... 850891585 | LI 5,138 g, = 148°5819”,1501
o 328543074 T, + 6=+ 0 58 53 5724
g By ... 008462208 | (\ . ons 5900 | —(a—p)=— 00004
— v, sec’ B = — 3107 GG —7y...6565 Ay, =EW
ug =+ 3 ¢y — 73 = 07,0004

,...3,36802128
e = 2233”5724

Hatte man zur Berechnung von Aa nur das Glied — P"Ai,ﬂy’?— benutzt, so wiirde sich a;, um 07,0009
kleiner ergeben haben, also gleich ... 12"721. w @m
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§ 85. Zahlenbeispiel. 125

IL Die Ableitung von ;, y, und a,, soll nun auch nach den Formeln fiir die Entfernungs-
und Richtungsreduktionen erfolgen.

Um von 2, y, zu #,, y, zu gelangen, ist die Kenntnis von r und #,, erforderlich, denn

es ist
reos dy, =1a, — 2, rsind =y, —y,,
wobei nach (2)
Py =03 — 0 — Y.

Zuerst muB also ¢, wie bei I, berechnet werden. Darauf sind geniherte Werte von z,, y, zu
suchen; hierzu wird als erste Anndherung

r =5="T0000" und &,, =« , — ¢, = 328°58'43"

angenommen. Mit diesen Werten wird:

s...4,84510 2 + 5 (@ = &) = 7, = — 247255
= 1
cosdyy... 993297 @, —wa ... 477807 my—a,=+59989 y + o (1 —y) =y, =+ 77544
ap (T 1 o R
sind,,...971211, y,—y, ...450721, y—y,=—360T5 9 +5 (4 —y)= Yy = 83 556

2
wty (¥ —y) = Y3 = 71531.

Dem Werte von z,, entspricht B, = 50°16',64 und 1: g, - - - 3,195093 — 10.

Nach (41%*) § 28 S. 103 hat man fiir die Richtungsreduktionen #, und @, in erster An-
niherung die Formeln B o
b= ép?;‘z (23 — %) Yy Vs = g7 (23 — 2y) Y35
also
1
5 p”++ 501340
x, — 2, ... 477807
1:07...639019

m *

6,18166
yy - 492198 ¥, ... 1,10364 ¥, = 127,695
Yy .- 485450 ¥, ... 103616 ¥y = 10 868

1
. . . . o ’9 . - 2 .
Diese Werte von 3, und ¢, #ndern sich nicht, wenn man fiir 0% bei 9, den zu x; + 5 (1, — 1)

und bei ¢, den zu 2z, + % (2 — 2,) gehorigen Wert benutzt.

Nun ergibt sich
9,5 = 330°0°0”,000 — 1°1' 177,290 — 127,695 = 328°58’30",015.

Die Entfernungsreduktion wird nach (32%) § 27 8. 94 in erster Anniherung durch die Formel
=)

o o= (£ '+ ()

erhalten.
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126 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

l:g....3,19509 M:2...933675  DM:24.. 82576 | 5... 4,845 0980 4
Y- - 488955 808464 (y :07)2.. . 616928 (Ay:e’).. -5,5046 | L 4 (@)2: 3906
Ay... 455721, 7,75230, 5,50 603 3,622 | 2 Z ,
1 nNE__
s (o)) = o8

r...48451306 8.
Mit diesen Werten fiir #, 5 und log » findet man weiter:

r...4,845 1306 8
cos 9y5...9,93295170 477808238 ... Aw — L 59 990,486
sin 9,5...9,71215451, 455728519, ... Ay = — 36 081,550 |,

in Ubereinstimmung mit der Angabe unter I.

Um die Genauigkeit dieser Werte zu erkennen, wurde die Rechnung noch einmal mit den

Formeln (41) 8. 102 und (32) 8. 94 wiederholt, wobei die vorher erhaltenen Werte von Zg, Yy be-
nutzt wurden. Es ergab sich

¥y, = 1276941, ¥, — 10”,8663

wahrend der Wert von log r keine Anderung mehr erfuhr. Mit dem zuletzt angegebenen Werte von
¥, wird
B4 = 328°58'307,0160 und weiter Az = 4 59 990,486, Ay = — 36 081,549,

Es hitte mithin geniigt, bei der ersten Rechnung stehen zu bleiben.
Fir das Azimut a,, ist auch hier ¢;, wie bei I, zu berechnen. Man erhilt alsdann nach (2)

zweite
erste Rechnung i Rechnung

180° + 9, , = 148°58'30”,015 30”,0160
+c6=+ 3853 572 53 ,5724
—ws=— 10,868 | 10,8663

ayy = 149°37'127719 | 12777221,

Der zweite Wert ist in genauer Ubereinstimmung mit dem unter I erhaltenen.

Die Bildkurve der geodatischen Linie.

§ 36.
Der Lauf der Bildkurve.

Riicken die beiden Endpunkte p, und p; der Abbildung s’ der geoditischen Linie s einander
unendlich nahe, so geht s’ in ds’ iber. Der Kontingenzwinkel, den die beiden aufeinander folgenden
Tangenten von ds’ bilden, wird dann aus der Gleichung fiir ¥, + ¥, = 27, erhalten, wenn in dieser

Ty — % = dz und y, — y, = dy gesetzt wird. Bezeichnet man ihn durch d27,, so ergibt sich mithin
aus (41) § 28 S. 102: ’ '
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§ 36. Der Lauf der Bildkurve. 127

- A2t =u dx — nydy ¢))
. Yy _‘1‘—, _ , y 2 9 Y 4
= {1 — 5 (1—2e 2>(?)+15(?) +0)
) =_2e2£+... 1%
2 9/3 y ( )

worin zu ds’ die Koordinaten # und #, und zu letzterer ¢, &¢"% und
e? gehoren.

Ist M der Kriimmungsradius von ds’, so ist z
ds’
R = a2z, i
2
hierbei ist angenommen, daf die konkave Seite der Bildkurve ‘
nach der Abszissenachse gewendet ist.
Der Winkel, den ds’ mit der Parallelen zu p, p, macht, %
sel ¥, ferner & das Azimut von p, p,; dann ist Fig. 7.
dy dy dz dx
dil m0(~l—=sm(1‘)+1,b), K—m(,d;—cos(ﬂ-{—w).
Damit wird
e L T T} @

"y, #, €08 (& + ) — », sin (& - )

Man beziehe nun die Bildkurve auf ein neues Koordinatensystem (E, %), dessen E-Achse in
die Richtung p, p, fallt. Dem Ubergange von der positiven £-Achse zur positiven 3-Achse sollen
wachsende Azimute entsprechen. Alsdann hat man

d dé an dn
cos P = f m(,ds,smzp—a—s——-mods,, tgw‘?fg"

ds’ = m, |/1 n (dn> dg,

und da die hohle Seite der Bildkurve der &-Achse zugewendet ist:

1 _dm, @i’)“”’
R dé*'(dé

mo iy )
="d g (Vl +
Diese Werte in (2) eingefiihrt ergeben:

%= (1 + (gg)s){“l (__ cos & + sin adg) + %, (smn‘} + cos & Ig)}’ 3

oder

die Diﬂ’erentialgleichung der Bildkurve s’; in ihr sind noch x, und x, als Funktionen von £ und 7
auszudriicken.
Nach (2) und (1*) wird R unendlich, erstens wenn y = 0 und zweitens wenn

ctg (0 +v) = — 20 (L4 S (=2 (2) 4]
ist. Hs folgt hieraus:
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128 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

Die Bildkurve s hat stets einen Wendepunkt, wenn sie den Hauptmeridian schneidet. Sie
besitzt in diesem Falle noch einen, wenn die zweite der vorstehenden Gleichungen statthat.

Liegt die Bildkurve auBerhalb des Hauptmeridians, so kann sie nur dann einen Wende-
punkt haben, wenn ctg (8 + ) = — 2e? L + ... ist. Dies wird eintreten, wenn & etwas iiber 90°

oder etwas kleiner als 270° ist. Z. B. ist fir B’ = 50° und y — 650 km nach der letzten Gleichung
& + ¢ gleich 90°2"19".

Aus den Formeln (41) S. 102 oder (39*) S. 100 und (37*%) 8. 99 folgt:

Y _H—H (ﬁﬁ.iﬂz +.. ) + ez ¥ ((“’L"’ y,)3+ . )

p 20, 3e,, en Senm

VPs Z, —x, (?/1+2?/: ) 2 Y — Y ((?/x +2y:)2 )
5 == 2T — 22 e e I - o).
p 2e,, 3o, + + e [ 3en +

Daraus erkennt man, daB im aligemeinen die Bildkurve ihre hohle Seite dem Hauptmeridian zuwendet;
vgl. O. SCHREIBER, Projektionsmeth., S. 47.
Steht die Verbindungslinie p, p, der Endpunkte der Bildkurve senkrecht zum Hauptmeridian,

2 %, ist also z; — x, = 0, so haben y, und y, gleichfalls dasselbe Vorzeichen;

\ die Bildkurve liegt siidlich von p,p,. Wenn ¥, =0 ist, was an-

gendhert fir z, — 2, = — 2e2(y, — y,) ?,91‘?};& eintritt, so wird % an-

2 genihert gleich + %e,ﬁ (3!—""(; y1)2 % :;—,21/’ Und ist angendhert =z, — z,
-\ m m

2 )ﬁwg =—2e2(y, —y) }!1-;;7?@ » 80 wird nahezu ¥, =0 und % =

—ra(en)’ 45, "
beiden eben angegebenen Werten liegen, haben ¥, und ¢, entgegengesetate
Vorzeichen: die Bildkurve muB mithin die Verbindungslinie p, p, ihrer
Endpunkte innerhalb p, und p, schneiden. In diesen drei letzten Fillen
0 mub die Kurve einen Wendepunkt besitzen. Der Verlauf der Bild-

kurve ist demnach, wie Fig. 8 zeigt. Fiir negative Ordinaten, also

westwirts vom Hauptmeridian, ist der Verlauf das Spiegelbild des
& vorigen in bezug auf dem Hauptmeridian.

Fir Werte von 2, — «,, die zwischen den

M
n

/

Fig. 8.

Schneidet die Bildkurve den Hauptmeridian, so ist immer der Schnittpunkt ein Wendepunkt.
Wir setzen zunichst voraus, daB die mit ¢2 multiplizierten Glieder in ¥, und ¢, gegen die ersten
Glieder klein sind, so daB die Gleichung ctg (9 + y) = — 262;‘/—; + - fiir die Bildkurve jedenfalls
nicht stattfindet. Solange nun

Ypo>—2
oder solange : .

— ¥ > 2y,

ist, haben alsdann ¥, und vy, das gleiche Vorzeichen. Da die Bildkurve jetzt nur einen Wendepunkt
besitzt, so kann sie p,p, nicht schneiden. Die Kurve hat die Form, wie Fig. 9 zeigt.
Ist aber

2> =y >3 oder 2> 2y, > %
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§ 37. Die Gleichung der Bildkurve. Ableitung der Formeln fiir die Richtungsreduktionen. 129

so werden ¥, und ¢, entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. Die Bildkurve schneidet die Verbindungs-
linie ihrer Endpunkte innerhalb p, und p,; siehe Fig. 10. In den Figuren ist hier wie auch spiter-
hin'die Abweichung der Bildkurve von der Geraden p, p, stark ibertrieben gezeichnet.

Wenn die den Hauptmeridian schneidende Bildkurve zwei Wendepunkte besitzt, 8o kann man
nicht von vornherein wissen, ob die Bildkurve nun die Verbindungslinie ihrer Endpunkte zweimal
oder ob sie diese gar nicht schneidet. Um dies erkennen zu konnen, muB die Gleichung der Bild-

- Z
: F

Z\

7, 7
; : 2

£ 7 RN

5 2 y

o

Fig. 9. Fig. 10.

kurve bekannt sein. Diese soll jetzt entwickelt werden, besonders auch deshalb, weil sich dabei eine
neue Ableitung der Formeln (41) § 28 fiir die Richtungsreduktionen ergeben wird. Im den folgen-
den Paragraphen wird dann untersucht werden, wann die Bildkurve zwei Schnittpunkte mit p; p, haben
kann. Es sei hier noch erwihnt, daB man zur Berechnung der rechtwinkligen Koordinaten usw. nur die
Richtungskorrektionen der Bildkurve in p, und p, zu kennen braucht, nicht aber den Lauf derselben;
dieser hat nur ein theoretisches Interesse.

§ 37.

Die Gleichung der Bildkurve. Ableitung der Formeln fiir die Richtungsreduktionen.

Als Ausgang fiir die Ableitung der Gleichung der Bildkurve kann man die Gleichung (3)
benutzen. Um jedoch von den fritheren Entwicklungen, auf denen (3) beruht, unabhingig zu sein,
wird diese Gleichung zuntichst nochmals hergeleitet und zwar allgemein fiir die Abbildung irgend

einer krummen Fliche in der Ebene.
Das Element der kiirzesten Linie auf irgend einer krummen Fliche sei ds, seine Abbildung

in der Ebene ds’. Dann ist, wenn & = my& und 3 = myy die zu ds’ gehdrigen rechtwinkligen Ko-

ordinaten sind:

' 1 ,, m dn\2
ds = ~ds'=2]/1 + (31) a
Das VergroBerungsverhiiltnis m ist eine Funktion von £ und 7.

X S
a nun e f > Vl T (g%)zdg = Min.

. . ., dp , an’ p Lomy 1 1 T3
sein soll, so muB, wenn fiir den Augenblick =" g =" sowie 7:0 = . und " Vi+yi=F

gesetzt wird, die Gleichung

cF
Yo _oF _
d§ cn

Kriager: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene. 17
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130 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

erfilllt sein. Also wird

1
a1 7 _ e
dﬁ(# 1+ ) 05y =0
woraus folgt, da
a¢r _ n7 N_ 1 a7t w (9lnp , 9lng ,
ie(e ) "y eyiaslae oo )
ist:
o M1 (0lnp olng
Gitwy ™ W =yl ) ®

wenn R der Kriimmungsradius der Bildkurve ist und vorausgesetzt wird, daB deren hohle Seite der
£-Achse zugekehrt ist.

Aus (4) ergibt sich als Differentialgleichung der Bildkurve der geoditischen Linie bei der
konformen Abbildung irgend einer krummen Fliche in der Ebene:

dh-2 sm2

2 n 5
-0+ Gl S-S o

Wir nehmen nun an, daB die &-Achse in der Verbindungslinie p, p, der Endpunkte der Bild-
kurve liege, und daB ihre positive Richtung von der Mitte p,, von p, p, nach p, gezihlt werde. Dem
Ubergange von der positiven g-Achse zur positiven 7j-Achse sollen wachsende Azimute entsprechen.
Bei der konformen Ubertragung des Erdellipsoids in der

Ebene ist :; . als Funktion von #, y in (29) § 16 S.48 gegeben; es miissen
0

m m
dln m aln;n—
7 ® und PP ® nun als Funktionen von £, % dargestelit werden.
Es ist aber, wemn Z, = myx, und 7, = m,y, die rechtwinkligen
Koordinaten von p,, in bezug auf den Hauptmeridian sind:

z—x, =& cos & — 9 sin o

Y — Y, = Esin & + 4 cos 9,

‘wobei & der Richtungswinkel von p, p, ist; mithin wird

'oln;’;l'i mn;n”i aln% ﬁln% aln;’n’.‘_ aln,i;i
0 __ . 0 0 oy 0 Ty S0
E = ox cos & -+ 7y sin &, n PR 9 + 5y cos 9.

Damit gehen aber (4) und (D) iiber in:

Ny M m
m 0]1177 aln;l—
Te— e sin (@ 4 9) + 5 cos (9 + 9) (4%)
oder
2ln ™ sln 2
Aty dn)\? m, (dn . m, (dy .
fli" - (1 + (FIE) ) { o (dg cos & -+ sin a‘)) + 57 (dg sin & — cos ﬂ)} (H%)

Nun ist nach (29) S. 48:

»n wos i Y LERTYEAS
In " In cos 7 o +§E (p,) + 1,
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§ 87. Die Gleichung der Bildkurve. Ableitung der Formelr fiir die Richtungsreduktionen. 131

wo o' =VR'N’ zu x gehort; wenn man hierin '? konstant, gleich &2, annimmt, so sind die ver-
nachldssigten Glieder von der 7. Ordnung. Folglich ist

oln %
—;&%———ul=-}(~:.—tgz’-g;+§ (-»)+Gz) of— g (1= 2e 2)( )+ (g)+ G1,)
ol it
m, 1, e'? 1
5z = %= v‘i?cf-}----:;(—leZ ,-|—Gl)

Die Gleichung (5*) ist demnach in Ubereinstimmung mit der frither gefundenen Gleichung (3).
In », und %, ist y =y, + £sin & + 5 cos & zu setzen. Wir werden dabei wieder die kleinen

Glieder 5. Ordnung vernachlissigen; nur die mit ¢} (; ’,")3 und (%’}4)5 multiplizierten Glieder werden

m

beibehalten, weil fiir Seiten geodatischer Dreiecke, die vom Hauptmeridian weit abstehen, y,, griBer
als £ ist. In der Gleichung fiir %, wird auBerdem ¢’ durch den zu z,, gehdrigen Wert g, ersetat:
1 x, , 1 (1+4e"*cos® B)?

0T o (1 —del ™, +e 2Gl) ef T T ati4ey

"

bei %, kann man gleich ohne Anderung der Genauigkeit o, statt ¢ schreiben. Wie wan nun aus (5%)

erkennt, ist 9,'"% von der 1. Ordnung, wenn %’,"— und f, als kleine GroBen 1. Ordnung angesehen

werden; mithin muB - von der 3. Ordnung sein. Man erhilt:

m

xl=${Ao+A +A( )+A (§)3+{f cos & + Gly |

@ n

== Bt B + B () 6]

mit i
= y“, —_ _1,, 2 (ym) (./m)
d=n 7 (1 =2e(r) 5o
A, = gin & — sin & (J’“) 4e? cos & Y
1 o”‘ "
Ay =— sin“’a‘)g”‘ 4e? sin & cos &
m
4= — Lginte
3= "3 s,
= (¥ — 2gin 9Y# B, = sin? 4.
B = (oé.> B on !
. . o dn\?2 . . o " id. s ht
. Da ferner cine kleine GroBe 2 also (175) eine kleine GroBe 4. Ordnung sein wird, so ge

15
mithin die GL (5*) wenn man é— G, vernachlassigt, in die folgende iiber:

— ‘gg’l = x, (cos § — sin 335) — % 8in & + o (6)
Hieraus ergibt sich:
. dz . dny dx dxy B e
_%2=—xlsxnﬂa£'ﬁ+(cosﬂ—sm1 lg) gl sin & g+ (1[4, (6%)
17*
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132 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

darin ist P g
X
,E_?m{ +24, +3A( )+cosﬂ —{-Gl}
dx
= {B+2B,,+Gz}
Weiter wird:
_g‘; —% smﬂ ’s‘ 2smﬂ‘f;§‘d§, + (cos«‘)—sm«‘}d;’y;;; — sin ﬂ‘;;’ + ?}5 Gl (6%%)
mit
d*x, 1
dg’ = o (2A,+ 6.4, ,) + o3 0os ﬂdg’ + -5 o
3
%l} _ 4 m B +
d ferner: .
Hn rmer ddy _ . 961 —3s 8'1”; @ 9‘1 * 1 Gl (R
—-dg‘——xlsm d§ sin dE d§,+COS dgs +;7§j 3 ( )
mit
a3,

= “(,A + - ,—,cos 1‘)d§,+

Qm

Die Gleichung der Bildkurve setzen wir nun in der Form an:
. dn 1 din\ 1 d3n 1 din 1 .;/d%, .
n=1n,+ g(ﬁ)ﬁ ggz(ggs)m-i- 6 §3<Ea)m+ o 4(d'§4)m+ 120 (dé ) o

worin sich die Koeffizienten auf die Mitte p, von p, py = # = m,r beziehen.
Fiir § = — % und + % muB % = 0 sein, also:

0=t =57 @), 57 (i)~ 6 G, s G~ s () 4
mithin wird: i Lty
In =g " (dé) 381" (ifé‘)m_—
1

: M
(2),= =58, oG~

und wenn man diese Werte in die Gleichung fiir 4 eintrigt:
2ot e B4 (2)) o

+210 i (1 +'4(7)2) ,4(‘2;) +} (8)
Die Werte von @n

3 §,)m usw. werden aus den Gleichungen (6), (6*) usw. erhalten, indem man
in ihnen § = 0 setzt.
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§ 87. Die Gleichung der Bildkurve. Ableitung der Formeln fiir die Richtungsreduktionen. 133

Zunichst findet man nun aus (6%):

(‘&1) =_gl,,sm1‘)cosf}-l- ly

E)
d g m m "l

und damit aus der zweiten GL (7):

1
24 o’

(dn)m 1 5q” (g 3 8in & cos & + - o L6 )_

dE sin & cos & + Glg;

da ferner nach (6):
(%)m-—— —1,— (—— Yn cos 9 + Gls)

ol" m

wird, so ist nach der ersten GL (7):

2
N = % o Incos 9 4 r G,

n 7"

(rt (d 2) ist, wie aus (6*¥) folgt, von der Ordnung — o Gl =rGl)-

Om

Mlt diesen Werten ergibt sich jetzt der Reihe nach aus (6) bis (6¥**), wenn wieder wie
friher, vgl. (31) S. 93 oder (40) 8. 102,

r roo. Y+ Ym ’
8 = .ﬁ,,s]n,ﬂ'—— L2 = =y 9
0’;‘ cos8 Em » om t)m ’ . 2 e 4 07’" -/m ( )

gesetzt wird:
i'—’-7)— ( =y (1 =260y, S g Un(BEL— U0 + 2y, 7y, + Gl
d 2 m_' E ym m m 5 1 4 i m mn. mdm Tm

(

- (d—n) =591+ 5 o (G ) —dey (xh ~9)) + Gl
(5) = — gk (22— 92) — 4€0,, (22, — 92 + G,

— (52 == 50 @ — 1) + Gl

Setzt man diese Ausdriicke in (8) ein, so erhillt man endlich als Gleichung der Bildkurve
der geoditischen Linie bei der konformen Ubertragung des Erdellipsoids in die Ebene:

2ot (@) fared e (e (e ) o

r
worin

o 1 . ¥
c() = gm (yT;l (1 - 26 ).’/m3 + 15 yms + 48 ym (Ogm - t)m)) + e?ﬁ t)m (2y1u2— 12 (2 g:zu - DIQM)) + (’ Iﬁ
1 — pe - Gl
¢ = 3 g,,,l),,, (1 + Eﬂj (Efgn I)m)) 129 ym (EM )')m) + (10*)
1 ' -
Cg = — 12 Em Yo (Eﬁx m) - ‘3 ’"t)m (2 2,,, Dm) + (Il

03 = 6170 Em gm (xgx - t)an) + Glﬁ

ist. . : .
Hieraus folgen sofort die Ausdriicke fir die Richtungsreduktionen, denn es ist

dan

to‘ ¢' = dg)
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134 Die Bildkurve der geodatischen Linie.

worin ¥ = ¢, wird fiir -f~-—~—~% und 3 = — ¢, fiir £=+%- Da 1p=tg1p—%tg31/:+--- ist,

r
tg ¥ aber nach (10) und (10%*) von der 2. Ordnung wird, so kann man, wenn man Gl ver-

nachlissigt, einfach y — Z—z setzen. Demnach wird, ¥, und v, in Sekunden vorausgesetzt:

Yo (1, 41 )_(L },)
p"=(260+862 401—1—1603

¥ (L i) (3,. i)
p,,—(260+sc, -+ 4cl+1603,

oder nach (2) § 30 S.111:
+‘/’1=al~2_1‘}1.2—61=+71_72

. T =0, =Py, —G=—1 71
mit

1 ” ’, 1 ’ ’ 2 1 ” ’ 1 < y
T = 9 P LaY. (1 g (1 - 281112) ym2 + 16 ym4 + 12 E?n) + [y e?nnm (ym2 19 (2 22 - D?u)) + (’ls

m

(11)
1 . 1, ’
Ty == 12 p Em t)m(l + 60 (g’!" - ?n)) - 3 p e:zu Y (g?n - szn) + Glﬂ'

Das sind wieder die frither entwickelten Formeln (41) § 28 8. 102.

Auch die Formel fiir die Entfernungsreduktion 1i8t sich mit Hilfe der obigen Entwicklung
ableiten. Man hat von der Gleichung

Vi ()

auszugehen, worin der Wert von 7 aus (10) zu entnehmen ist.

§ 38.
Die Schnittpunkte der Bildkurve mit der Verbindungslinie ihrer Endpunkte.

An der Hand der GL (10) und (11) soll nun untersucht werden, wann die Bildkurve die Ver-
bindungslinie p,p, ihrer Endpunkte, und zwar innerhalb derselben, schneidet. Fir die Endpunkte ist
+ = £ 5, dafiir wird (10) wie es sein muB Null.

Sind in (10%) r,, vy, und y/, von derselben Ordnung, so ergibt sich der Schnittpunkt der
Bildkurve mit p,p, angeniihert aus der Gleichung:

’ 1 ;
Yo + 3 t)m ,§T = (‘))

woraus
E_ B3y 3 y+ty
R =i 12
Da 'f < 3 sem muB, wenn der Schrittpunkt zwischen die Endpunkte der Bildkurve fallen soll,

8o kann es keinen solchen Schnittpunkt geben, wenn die Bildkurve auBerhalb der Abszissenachse
liegt. Nur wenn y, und y, entgegengesetzte Vorzeichen haben, kann

f die vorstehende Bedingung
erfiillen. Alsdann folgt aus (12

> =3 rT oder £ =37, (12%)

~

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 38. Die Schnittpunkte der Bildkurve mit der Verbindungslinie ihrer Endpunkte. 135

wenn m,»’ die Entfernung der Mitte von p,p, vom Schnittpunkte mit der Abszissenachse ist. Damit
der Schnittpunkt zwischen p, und p, fillt, mub also

r’ 1 , )
37 < ) oder r < ¥

ol

sein.
Schneidet die Bildkurve die Abszissenachse, so wird sie mithin mit der Verbindungslinic ihrer
Endpunkte p,p, zwischen p, und p, einen Schnittpunkt haben, wenn die Entfernung der Mitte von

p,p, vom Schnittpunkte mit der Abszissenachse kleiner als — plp2 ist; vgl. Fig. 9 u. 10.

Die Blldkulve kann auch einen Wendepunkt haben, wenn, wie aus § 36 folgt, #, —x, von

der 01dnung o J(?/z-—’ljl) ist. Dementsprechend wird nun gesetst

Lo=— 262, (¥, + BY,),
d i (13)

xl____rf ) _
chg s = S8 — B (W 4 By, )

worin 8 eine vorliufig willkiirliche Konstante bedeuten soll. Dann wird aus (10) und (10*) erhalten:
" Y £ (& ”). /
A O LRT ) INE

hierbei sind in den Koeffizienten der Potenzen von f Glieder von der Ordnung e2 (1, vernach-

lissigt worden. Fiir die Richtungsreduktionen (11) ergibt sich mit (13):
bo—anf(e+ o) - (58]
e ((B— ) i+ (6 8- )]

und ¢’ anstatt zu der Mitte aueh zu z, oder 7, gehiren.

die jedenfalls eine groBe Anniiherung ergeben,
von der Blldkm ve geschnitten wird.

(15)

In diesen Gleichungen kinnen die Werte fiir ¢?

Unter Zugrundelegung der Gl (14) und (15),
soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen p;p,
Nach (14) findet man den Schnittpunkt der Bildkurve mit der Vellnudlmgslnne PPy, Ui

der E-Achse, aus der Gleichung:

B booste b0

r r
oder - S

N w

Damit iiberhaupt Schnittpunkte moglich sind, muB
’ 2 o 1
(L4 28) 236+

und damit sie zwischen p, und py fallen, muB

Bl L
7,- > )
sein.
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136 Die Bildkurve der geoditischen Linie.
Es sei

dann wird

und

Irlx diesem Falle gibt es also keinen Schnittpunkt zwischen p, und p,, gleichviel welchen Wert
e BtV hat Nach (15) ist jetat:

Ym 2(Ys —y,)
e (o 2 2)

Ve _ o2 s — 5L 1y,
p"ﬁempm{(ﬂ 6) +18)}’
mithin sind beide Richtungsreduktionen positiv.

Steht die Verbindungslinie p,p, der Endpunkte der Bildkurve senkrecht zur x-Achse, einerlei
ob sie diese schuneidet oder nicht, so verliuft die Bildkurve siidlich von p, p,.

Bei der Mercator-Projektion der Kugel ist dagegen die Senkrechte auf dem Hauptmeridian
das Bild eines groBten Kreises selbst.

Liegt die Bildkurve anBerhalb der z-Achse, so ist

ist positiv

Ynl | Baton |1,
1 "’mf ;2(3/2—:'/1)}:2, Dm
oder negativ, je nachdem y, 2y, ist. Der Wert + 5 findet statt, wenn die eine Ordinate Null ist.
Je weiter die Bildkurve von der Z-Achse entfernt ist, um so griBer wird g;;
Bildkurve liege ostlich von der Z-Achse und Y5 > ¥,, dann ist mithin

Yu _ 1
t}llt B 2 + y’

Angenommen die

wo y irgendeine positive Zahl bedeutet. Damit folgt nach (15) fiir die Richtungsreduktionen:

V= —en, B3 +7) + 5y
gz ) -+ -8

Ist
8 positiv
so gibt es fir ,

v BEVG TR Fr L2+

stets 2 reelle Waurzeln, aber nur eine kann in den Grenzen i% enthalten sein, die andere ist stets
kleiner als — 3 —27. Nun ist aber ¥, immer negativ; dagegen wird v, positiv, wenn

< 41-:_677 oder B< . ¥ (19)

ist. Fiir solche Werte von

B wird mithin die Bildkurve einmal innerhalb p, und py die Gerade
schneiden.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 39. Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachse geschnitten. 137

Es sei beispielsweise y, = k, y, = 3%, dann ist 23 + 3;;5 =1= g—’," und folglich y = %- Soll

2 1 m
nun ein Schnittpunkt innerhalb p,p, vorhanden sein, so muB g < I?’Z sein. Nimmt man g = %, 80
daB also z,— o, = — é§e" L ist, so wird g =—03 ivl 09 0,8 + 126, d. h. der Schnittpunkt

™ e
liegt bei my§ = 0,46 myr = 0,467.

Ist
g=0,
so ist, da jetzt ¢, und v, entgegengesetztes Vorzeichen haben, stets ein Schnittpunkt innerhalb p,
und p, vorhanden, und zwar ist fiir 1hn 2= — % -y +Vy + 4.
Wenn .
B negativ

ist, so wird v, immer positiv sein, wihrend ¥, negativ wird, wenn

! 20
_p<m oder —f< (20)

2(2y1+'ls)
ist. In diesem Falle gibt es einen Schnittpunkt zwischen p, und p,. Das zeigt auch der Aus-

druck fiir £ :
r

f 4BV -y +2B( 43,

. . 1.
dem infolge (20) swei reelle Wurzeln entsprechen, von denen aber nur eine zwischen + 5 liegt. Es

sei z. B. = — -, dann muB, wenn ein Schnittpunkt innerhalb pp; liegen soll, nach (20) y>1
sein. Wird dementsprechend y ——E oder g’"—— 2 angenommen, woraus 5y, = 3y, folgt, so wird
" g —114Y1T
Ty — Xy = — *e* = o — ) , und fiir den Schnittpunkt bat man - = ——g——— = 0,46.
§ 39.

Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachse geschmitten.
Die Bildkurve mige nun die Abszissenachse schneiden; es sei y; negativ und ¥, positiv.

— y, sei; dann ist %',"=; z:—,’-y‘ positiv, und zwar ist jetzt
m

— 0 ist; sein kleinster Wert ist Null fir

Ferner werde angenommen, daB y; >

1

Y . s L

der groBte Wert, den ;Jﬂ erreichen kann, gleich 5, wenn g,
m

Yp= —9,. Setzt man

N‘D-l

g’"l

Kriiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene.
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138 Die Bildkurve der geodiitischen Linie.
so wird nach (15):
1 1
s sG—0) - <o)

" - o ' 1))
v=—an sz —0)—51-9).
A. Es sel .
8 negativ,
dann ist y, stets positiv, und auch y, ist positiv, wenn
% =0, oder i;f;: = % oder Yy = — 2y, (22

ist. Alsdann hat die Bildkurve entweder keinen Schnittpunkt zwischen p, und p, oder sie hat deren
zwei. Da aber fiir einen Schnittpunkt innerhalb p, p, f—‘ < ; sein muB, so wiirde, wenn — g > % ist,
fir die WurzelgréBe in (16) nur das positive Vorzeichen in Betracht kommen. Es konnte also nur
eine Wurzel fiir -~ innerhalb i% vorhanden sein. Ein einziger Schnittpunkt ist aber nicht méglich,
da ¥, und 9, dasselbe Vorzeichen haben, also an derselben Seite von p,p, liegen. - Mithin gibt es

fir — g > % keinen Schnittpunkt innerhalb p,p,. Ist aber — g < %, go wird — 433;—'," > f? und daher
]/(g_rlzn)ﬁ__;T + 4,33;4:! + % in (16) imaginir.

Wenn demnach y, > — 2y, und $ negativ ist, so besitzt die Bildkurve keinen Schnittpunkt
zwischen p, und p,.

; 1 s . 2 | YL . 1
Z. B. fir f=—4 und 2;‘,,,:? oder 8 =0 ist —f—=——§-{_—ﬂ£; fiir § = — 2 und 0=,
d. i yy=— 3y, ergibt sich £ — —2EVI_—9kos,
Ist
1 . 1 ‘
>3, also —6—>g—: oder Yy < — 2y, (23)

so wird ¢, positiv oder negativ, je nachdem — g § 20 ;——_—lj ist. Findet das erste statt, so hat die
Bildkurve keinen Schnittpunkt innerhalb Pp;- Denn damit die WurzelgroBe in

=t BLVF T —20) s & 24)

einen reellen Wert hat, muB noch
—B=21-28+Y1 =30+ 30°

ist daher gleich l, fiir

2
1 I .
0 = 5 - Folglich ist der kleinste Wert von — % + 0 + B gleich — %; daher konnte fiir eine Wurzel

sein. & liegt zwischen % und %; der kleinste Wert, den — # haben kann,

. 1 - .
awischen + o nur das positive Vorzeichen der WaurzelgroBe in % in Betracht kommen. Eine einzige

Wourzel ist aber wiederum nicht miglich, da ¥, und y, beide positiv sind.
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§ 39. Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachee geschnitten. 139

Wird
) -
—B>5Es=1y (25)
so gibt es zwar fiir
e O+ BEVOFAT—2BI -1 (24%)

. . . 1 1. . .
stets 2 reelle Werte, aber nur einer von ihnen kann zwischen — 5 und + 5 liegen, weil ¥, negativ

und 3, positiv ist. Wenn — 8 sich der Grenze nihert, so nihert sich dieser Wert — L der fir

27
— ﬁ = E’Tg;—:_l_) erhalten wird.
Es sei z. B. 0 =046, d L ogy=— :; 4,, dann muB, wenn ein Schnittpunkt zwischen p, und

p; liegen soll, nach (25) —§ > += sein. Nimmt man hiernach — f = I76’ so erhilt man

f_ —— 074 +V01296 = —038; % ——00T6¢; (2 3) Vs 4 1490¢2 (J)
und ctg & = 72.. J,’ Fir y,—= — 92 km, y,= + 108 km und bei B=50° wird & = 89°59'31" 8.

Fiir
=10

ist kein Schnittpunkt innerhalb p,p, vorhanden, denn alsdann ist

. I ym _ =
o nm+V nm 4’
der groBte Wert von z—',': ist aber % Da jetzt ¥, und vy beide positiv sind, verliuft die Bildkurve
siidlich von p,p,.

B. Nun werde

3 positiv

vorausgesetzt.

Ist erstens »

02y, a0 w<—2y, (26)

so ist ¥, positiv; dagegen ist ¥, negativ, wenn
1—3 .
B> 2(2 — 39) (27)
ist. Die Kurve besitzt nur einen Schnittpunkt zwischen p, und p,. In diesem Falle hat

E ol paVI-—pr=(1—9+2@ 308 (24%%)

. Lo o1
swei reelle Werte, aber nur einer liegt innerhalb o+,
18*
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140 Die Bildkurve der geodatischen Linie.
Ist z. B. 6 = E und 8 = ‘—, wodurch (27) geniigt wird, so ergibt sich
2 _03+¥_03+02s.

‘Wenn
1—34

B<3e—39 @7%)

ist, so ist auch y, positiv. Die Kurve hat entweder 2 Schnittpunkte innerhalb p, und p, oder gar keine.

Trifft das erstere zu, so muB > zwei reelle Wurzeln haben, die von i% eingeschlossen sind. Dazu

muB aber hier .
ﬂg—1+26+1/1——36+36’

sein. Es wird mithin 2 Schnittpunkte geben, wenn

27(;:%5 >B>—1+20+Y1 -85 +30° (28)

ist. Fiir 6—% liegt B zwischen - und ,},’f‘_ﬁ_om‘; fiir 6—— ist ﬁ=—— und £ =+—;—-

Die Werte von 8 + & sind demnach zwischen +V~g = 0,577 und 1 enthalten. Nun wird aber nach
(24*%) die eine Wurzel von ’§ zwischen — l 4+ 0+ 8 und + 1 , und die andere zwischen - %—l— 0+ 8

und — i + 2(0 + B) liegen. Beide Wurzeln liegen also stets innerhalb —% und + =

W enn f kleiner ist als die untere Grenze in der Ungleichheit (28), so gibt es kemen Schnitt-
punkt zwischen p; und p,; die Kurve verliuft siidlich von p,p,.

2
z Es sei 0 =2

5’
(28) hat man nun
A | — 5

4
T > $>8>(THHY = 0a).

Setzt man dementsprechend g — i—;, so werden die

Fig.12. beiden Wurzelwerte von —f— gleich 4 0,089 und

+ 0,419; die Bildkurve hat also 2 Schnittpunkte zwischen p, und p,. Nach (13) ist hierbei
109 5 (v, —u)?

. 3
dann ist y, = — 5 y,; nach

Ty — By = — 550 o daher wird das Azimut & von p,p, erhalten aus der Gleichung
otgd = — 00¢, f-f. Nimmt man g, = — 80 km, y,= + 120 km, so ergibt sich bei B — 50°:

9= 9001974, S Fig 12

Ist & = x2’ also y,= — 5 Jl, und § = -25, so wird die Bedingung (28) erfiillt, und die Glei-
chung der Bildkurve lautet nach (14):

:‘ = 3‘423 e, ( '/’) (1 —4 (g ) )(igd - ‘18530 ’fﬁ + (é) 2)'

Die Kurve schneidet p,p, fiir 'g =+ 0,36 und + 0,20, zwischen diesen Punkten sind die Koordi-
naten negativ.
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§ 89. Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachse geschnitten. 141

" 1 . )
Fir 0 =, d i y=— 2y, und = %, welche beiden Werte die Ungleichheit (28) erfiillen,
werden die Wurzeln von % gleich 4 0,394 und — 0,127.

Zweitens sei
1
d<3, dh —2y<y. (29)

L ¢, und 9, werden nun entgegengesetztes Vorzeichen haben, also an verschiedenen Seiten

von p,p, liegen, einmal wenn
1—4 4

22 —38) > P> 37 —39 (30)
ist; alsdann ist ¢, negativ und 1, positiv. Diese Ungleichheit kann aber nur stattfinden, wenn
8 awischen 0 und 2=V2 _ 0211
liegt oder -
0<—pn <23 - (30%)
ist.

Soll das anderemal @, positiv und 4, negativ werden, so muB

18 3
se—139) <B< a4 35 (31)

sein. Damit diese Ungleichheit bestehen kann, mub

. 3—Vy3 1
0 zwischen ——GL und 3

liegen oder

3}V§(y2—y1)<—yl <3@—9) (31%)

sein. '
In diesen beiden Fallen kann die Bildkurve die Verbindungslinie ihrer Endpunkte nur einmal
zwischen p, und p, schneiden.

. 7 3 .
Es sei z. B. 6=i36, also y,=-—%yl; dann ist nach (31) 5, <B < 5- Nimmt man § =1,

so wird & = + 0,8 +1/1,59; nur die Wurzel — 0,46 gibt einen Schuittpunkt innerhalb p,p,.
r ?

1 . 1
Ist 0= 1i0’ also y, = — 9y, ferner nach (30) 394 >p >, und wird dementsprechend f =

angenommen, so ergibt sich & 0,15 il/0;37§5. Nur die Wurzel + 0,46 liefert einen Schnitt-
”
punkt zwischen p, und p,.

In dem Grenzfalle

5=V an p=—C+Vu, (32)

wird

2

.,
o] —

yl’lt 1 __VE é:
ﬁ=9.m=§—o_6 und +
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142 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

denn die Gleichung der Bildkurve lautet alsdann nach (14):

P OSPe (@ (- 4(2) )

(Auf diesen speziellen Fall wird noch auf 8. 145 zuriickgekommen werden.) Ferner ist mach (21)
dafir ¢, =, =0. Die Bildkurve, die sich an den Endpunkten tangential an p,p, legt, und die
nrdlich von p,p, verliuft, mu8 mithin 2 Wendepunkte besitzen, deren einer der Schnittpunkt
mit der Z-Achse ist. Die Kurve ist symmetrisch zur 7-Achse, Fig. 13. Das Azimut von p,p,
ergibt sich aus der Gleichung ctg & = —%ez Y2 o %, fir Y3 — ¥ = 200 km, also y, =— 42,265 km
und y, = + 157,735 km, und bei B’ = 50° ist hiernach & = 90°0'24"7.

In dem andern Grenzfalle

0=0, d. h ¥, =0, (33)
liegt 8 zwischen O und l, wenn die Bildkurve einen Schnittpunkt zwischen p, und p, hat. Fiir
B =0 wird ctgd = — ¢? yf , ferner 9, =0 und = —|- (Z’}) ; die Bildkurve verliuft siidlich
von p;p, und tangiert in p,. Fiir # =—i— ist ctgm‘? = %e’ Z’ , 8OWie %,‘; =— 1 efn(y’) und 9, =0;
mithin befindet sich die Bildkurve nordlich von p;p, und tangiert in p,.

Az
z
&
> ¢
_“?’f B, § B /{ﬁ: £
Y g
Fig. 18. Pig. 14
II. Im allgemeinen wird in (21) y, gleich Null, wenn
4 .
B=si—ssy . (34)
ist. Dafiir ist =+ (1'"9’" 39 (1—604 606%) und fiir die beiden Wurzeln von ~f— ergibt sich nach (24)
—% und — 1 —2_:6:;;)6 - Der letztere Wert liegt aber nur dann innerhalb ~% und 4 %, wenn

0<d<? V3 ist. Fir diese Werte von 0 hat die Bildkurve einen Schnittpunkt zwischen p, und

Dq; da sie in p1 tangiert, so muB sie daher 2 Wendepunkte besitzen, und zwar ist der eine der Schnitt-
punkt mit der Z-Achse.

Beispielsweise sei 0 = —, d.h. — 5y, =y,, dann ist § —- nach (34) und L ﬁ 2 (yf)s- ferner
ist die zweite Wurzel von —’;— = + Fir das Azimut von p, p, erhalt man ctg & = e2 EL

"

mit g, — y, = . y,= 200 km und be1 B'=50° wird & = 00°0'21”4. S. Fig. 14.
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§ 39. Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachse geschnitten. 143

¥, wird Null, wenn
1—2a
B=sa—39 (35)

ist. Alsdann werden die beiden Wurzeln von % gleich + ; und — é%, und fiir ¢, ergibt

3—1/3

igt. Dafiir wird

sich 21 p = ?;‘("2&”}3?) (1 — 60+ 60%. Also ist 1/;1 negativ, wenn 0 < 0 <

aber die zweite Wurzel von —f— kleiner als — — folghch hat fiir diese Werte von ¢ die Bildkurve

keinen Schnittpunkt zwischen p, und p,. Ist dagegen 5 >0 >~—76—Vj, so wird v, positiv und die
zweite Wurzel von % liefert Werte, die groBer als ‘ET

_1 und kleiner als +% gind. In diesem Falle be-

ey

2
sitzt mithin die Bildkurve einen Schnittpunkt inner- s~ J —o

halb p,p,, aber sie ha.t wie vorher zwei Wendepunkte
Ist zB. 0= —8-,

nach (35) f = 134 Die Gleichung der Bildkurve
Fig. 15.

(Fig. 15) lautet daher:
D 3
et R B[}

y wird mithin auBer fiir % ==+ L noch fiir % = — 515 gleich Null. Das Azimut von p,p, ergibt

sich aus der Gleichung ctg & — 28 e, = — -3; e ?’: : daraus folgt bei B’=50° und fiir y, = — 75 km
und y, = 125 km: & = 90°0°20"6.

NS

also yz——gyl, so wird

III. Wir wenden uns nun zu dem Falle, daB ¢, und v, gleiches Vorzeichen haben. Voraus-

gesetzt wird wieder, daB d <% ist.

Ist
0<d< -—J/“
so wird, (36)
wenn f§ > z(—2——) ist, auch g > i — g 39) sein ,
und ist
=V gct
so wird, s s (36%)
wenn f§ > 50 —38) ist, auch 8 > 2—(2—373)
Erfilllt § diese Bedingung, so sind aber 3, und ¢, beide negativ. Fir
E Lot VO I+ 2(1-30)8
oder (24%4%)
E eV () +2(2—30)p
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144 Die Bildkurve der geoditischen Linie,

ergeben sich zwar stets zwei reelle Werte, die jedoch immer auBerhalb — % und -;— liegen. Denn

einmal ist die WurzelgroBe in --f— groBer als 0 + 8, so daB also der eine Wert von % < — % wird,

das andere Mal ist sie groBer als 1 — 0 — 8, infolgedessen der eine Wert von f >+ % ist. Da nun
die Bildkurve entweder gar nicht oder zweimal innerhalb p, p, schneiden kann, so muB auch der
sweite Wert von -+ , absolut genommen, griéBer als L sein.
r 2

Wenn g, und 9, beide negativ sind, so gibt es mithin keinen Schnittpunkt zwischen
P, und p,.

Ist 2. B. 6 = 0,1 und § = -, so ist die Ungleichheit (36) erfiillt; alsdann ist = —2i@
also gleich + 0,68 und — 0,81. Und ist 0 =03 und g =16, so daB die Unglelchhelt (36*) staft-
findet, so sind die beiden Wurzeln von —f— gleich + 3,31 und — 0,51.

Es sollen jetzt ¢, und ¢, beide positiv werden.

Soll auBerdem die WurzelgréBe in % einen reellen Wert haben, so muB dazu

fiir 0<d‘<3—_ﬁ:
(37
—1+25+V1——36+36’<ﬁ<2<1—-)
und fiir 3———61/_3< éi
e T . (37%)
—14+204+VY1—-30+30%< ‘8<2(2 35
sein. Bei (37) ist 55— 4 5> T - 570 bei (37%) ist es umgekehrt,

Wenn diese Ungleichheiten stattfinden, so besitst die Bildkurve zwei Schnittpunkte zwischen
p, und p;. Denn nach der ersten Glelchung (24##) wird fir 0 <4 < —-—Vﬁ der eine Wert von

‘f? zwischen — —2- + 0+ und — ,é_ liegen; dabei ist nach (37) 8+ & in den Grenzen O und + ;

eingeschlossen. Und nach der zweiten Gleichung (24***) wird fiir 3—15V§ <o %— die eine Wurzel
von *,gi zwischen — % + 0+ 8 und + —:— enthalten sein; hierbei liegt 8+ & nach (37%) zwischen
1;1‘,}{2:,1@ = 0,341 und j In beiden Fillen liegt mithin die eine Wurzel von é— innerhalb — ;—
und + —;—- Da aber ein einziger Schnittpunkt zwischen p, und p, nicht moglich ist, wenn y, und
¥, gleiches Vorzeichen haben, so muB folglich auch die andere Wurzel von -§~ in das Intervall von
- % bis + % fallen.

Es sei z.B. 0 = %, dann muB nach (37): 3+V13 <[)‘<— sein. Wihlt man g = 20, 0

—3+V14

wi
ird = - 26

; also sind die beiden Wurzeln + 0,056 und — 0,356.
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§ 39, Fortsetzung; die Bildkurve wird von der Abszissenachse geschnitten. 145

3 . a7

Ist 6 = 102 S0 hat man nach (37%): —f-;t)ﬁ <B< 2%- Wird hiernach g = % angenommen,
£
"

- 1 1 .
Fir 0 = 3 und 8= R wodurch (37%) geniigt wird, erhéilt man —57 = l—igl, also 0 und + —Z_—v

so findet man & — F1EVEL dio heidon Wurzeln sind mithin + 0279 und — 0,179,

Die Ungleichheiten (37%) lassen sich mit (28) und (26) vereinigen, so daB man als Bedingung
fiir zwei Schnittpunkte innerhalb p,p, hat:

fﬁr <0< 5
ist (38)
o aa LA 1—3
~1+204+V1-380+38<p<;55 55"
IV. Ein spezieller Fall, der in den Gl (37) und (38) entbalten ist, ergibt sich fiir

! _Yn _ %ty
R 39

Zu dieser Form fiir § war man bereits durch (32) gefiihrt worden. Alsdann wird
otg & = — 4{,’%(% —y)B=— 35’—(% + %),
b=y = — 0" €295 (B — 1)
2= fen— s () (- ()

die Bildkurve verliuft symmetrisch zur 7-Achse. Ilhre Schnittpunkte auBer

£ 1
Y
Sollen die Schnittpunkte innerhalb p, p, liegen, so mu8 hiernach

1 1
P >6p— >0

Vises Vi W

sein. Diese Bedingung folgt auch aus (37) und (38), wenn man f aus (39) substituiert. Wenn die
Ungleichheit (40) besteht, besitzt mithin die Bildkurve zwei Schnittpunkte zwischen p, und p,. Sie
kann aber nur dann stattfinden, wenn die Kurve den Hauptmeridian schneidet. Denn liegt diese auBer-

1
bhalb des letzteren, so ist f§ groBer als -
Fiir g = ]/% = }? = 0,289, also y, = — (2 +V3)y, = — 3,18y,, wird ¢, =¢, =0 und es
ergibt sich die durch (32) gegebene Form, bei der die Kurve in p, und p, tangiert und ndrdlich
von p, p, verlduft.

Kriiger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene.

£

1 .
— =%, ergeben sich

aus der Gleichung

oder

19
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146 v Die Bildkurve der geodiitischen Linie.

Fiir kleinere Werte von g, die (40) geniigen, schneidet die Kurve dann p, p, zweimal; ist

z. B. = % , also y, =—3y;, so ist -7 =+ V‘ + 0,354.

o wird p— /5 =15 — o204,
2 \ 74 2)6
! \ L >5 p<+V. also y,=——+5—]£ L= — 238y, so

. g 1 ”
wird -;;=O und ¢1=¢g=+ﬁp ez ys.

2 I 2 V—l Die Kurve beriihrt p, p, in der Mitte.
—C— T —_ —
l\__/f)_) f=tVu - Fir kleinere Werte von g als
/?——\ Vé%i’ also fiir y, < — Z+"2’]£ Y, 8ibt
k4 5 ; op= L es keinen Schnittpunkt, und die Kurve

verlinft siidlich von p, p,.
Entspricht 8 der untern Grenze

® /—\ 2 . in (37) und (38), also
— —p f=+ V3

B=—1+20+V1—30+30%, (41)

Pig. 16. so ist
Tegen(-4®))E+1-0-0"

Die Werte von 0 liegen zwischen 0 und + ;; zwischen diesen Grenzen wird nach (41) auch B liegen,
da.her gehen die Werte von —;’— = — »1— +d+ 8 von

PN’ | —— (fur 0 =0) bis —I— (fir 0 = ?}. Die Bildkurve,
9 2 é dxe nur positive % hat, w1rd mithin stidlich von p, p,
verlaufen, aber in einem Punkte zwischen p, und p, be-
- riihren. Die Kurve muB also zwei Wendepunkte haben.
Fir 0 =0,2, d.i. y, — — 4y,, ist 8 = —0,64+1052=+0,12
und£=—018 ist 6 =04, dig—— 5y, s0
hat man f = — 02 + V0,28 — + 0,33 und £ -0
s. Fig. 17.
Ya Wenn
Fig. 17 B<-14+20+VY1 -3+ 30¢ (42)

ist, so hat die Bildkurve keinen Schnittpunkt zwischen p,p,; sie verliuft stidlich davon.

)
b

_\_
,‘;

.

§ 40.
Zusammenstellung.

Es soll nun zusammengestellt werden, wann die Bildkurve, deren Endpunkte p, und p, auf
verschiedenen Seiten der Abszissenachse liegen, innerhalb p, p, Schnittpunkte besitzt.
Vorausgesetzt war, daB y, negativ und — y, <y, ist.
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§ 40. Zusammenstellung. 147

Im allgemeinen, wenn das Azimut & von p;p, nicht in der Nahe von 90° liegt, wird die
Bildkurve einen Schnittpunkt haben, wenn

— 2y, >y, oder 3p,py> PPy

ist. p, ist der Schnittpunkt von p,p, mit der z-Achse. Ist — 2y, <Y, so gibt es keinen Schnitt-
punkt. Die Bildkurve verliuft, da der Schnittpunkt der Bildkurve mit der Z-Achse immer ein Wende-
punkt ist, stets so, daB ihre hohle Seite der Z-Achse zugekehrt ist.

Wenn nun p,p, in die Nahe der senkrechten Richtung zur #-Achse kommti, so daB
2¢5 (Y
Gtg'ﬂ=—?",‘—(l—-;—y"‘+ﬁ(%—yx))

ist, so findet folgendes statt.

Ist g negativ und y,>— 2y, so hat wie vorhin die Bildkurve keinen Schnittpunkt
innerhalb; sie verlduft siidlich von p,p,. Wenn aber

— 2y, > y; oder 2p,py > Pobs

ist, so besitat sie einen Schnittpunkt fiir
- % .
B> 3Gy Fuw)

dagegen keinen, wenn — 8 < 2—(#‘?_—?/3 ist, sie verliuft dann stidlich von p, p,.
1 2

Fir — = —zTyy’i%)—, wenn & — 90° ist, hat die Bildkurve keinen Schnittpunkt und liegt
e N1

siidlich von p,p,, auch wenn sie sich auBerhalb der Abszissenachse befindet.

Fiir § — O erstreckt sich die Kurve gleichfalls siidlich von p, ps.

Es sei nun p positiv.
R st

so hat die Bildkurve zwischen den beiden Endpunkten keinen Schnittpunk

Ist erstens

t mit p, py; sie liegt sitdlich

von p, Ps-

Und ist -

= R ARk

so verliuft die Kurve ebenfalls siidlich von p, p,, beriihrt aber in einem Punkte zwischen p, uund p,.

Fiir y, =0 oder y, = —¥% liegt der Beriihrungspunkt in p, oder p,.

Zweitens sei

—(@2+ V3)y, >y oder 3+ VAg)Pxpo > Nbs 19*
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148 Die Bildkurve der geoditischen Linie.

Nun kann es zwei Schnittpunkte geben, wenn
Y+ 4 I / Y + 4%
( '.'/z_./+ 1+3(ys* ) <'3<2(y1+2j-

_ Ye
b= 26 +egy

Ist

so tangiert die Bildkurve in p, und hat einen Schnittpunkt zwischen p, und p,.
Ist '

—~(2+V3) Y > 9y > — 2y, oder (3 + V'3) p.py > P1P; > 3P, Do,
so hat die Kurve einen Schnittpunkt zwischen p, und p,, wenn

Y
2 (y, + 2y,

ist; sie hat keinen Schnittpunkt fiir

— %
Ys) <B<5 22y, + 9,
2(2![1 +y2) <8
alsdann verliuft die Bildkurve nordlich von p, p,.
Und ist
— 24y >y, oder 3p;p, > p, ps,

80 besitzt sie wieder einen Schnittpunkt innerhalb p,p,, wenn

2(y, + 2y,) <#
ist; bei p, liegt sie siidlich, bei p; nérdlich von p, p,.

Drittens sei

- (2 + ]/3) ¥ =Y, oder (2 + V‘B’) D1 Po = Po D25

in diesem Falle tangiert die Bildkurve in p, und p, und verlduft nérdlich von PiDs-

Viertens sei __
—(2+V3)y, <y, oder (3 +V3)p,p, <p.p,.

(—ii—ii”r V—“L“3 y2+y’ )<3<’(271+J5)’

so bhat die Bildkurve zwei Schnittpunkte innerhalb DD
Ist

Ist nun

— %
ﬂ (2?/1 + )’

so tangiert sie in p, und hat einen Schnittpunkt zwischen p, und p,.
Ist

e 490 <P <ag awy
so schneidet die Bildkurve einmal innerhalb p, p,.
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§ 41. Aufstellung der Grundgleichung. 149

Und ist Ys
IR TARNE

so liegen innerhalb p, p, keine Schnittpunkte; zwischen p, p, erstreckt sich die Bildkurve nérdlich davon.

Transformation der Koordinaten.

8 41.
Aufstellung der Grundgleichung.

Die ebenen rechtwinkligen Koordinaten, welche die Ergebnisse der Vermessung eines Landes
darstellen, sind entweder auf ein Koordinatensystem bezogen, oder sie gehoren zu verschiedenen
Systemen, deren Abszissenachsen aufeinanderfolgenden Meridianen mit in der Regel gleichen Lingen-
unterschieden entsprechen. Fiir die Zwecke der Kleinvermessung ist es nun ndtig, von einem Haupt-
koordinatensystem zu einem besonderen System, oder von diesem zu einem benachbarten iiberzugehen.

Der Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem andern kann nun erstens dadurch er-
folgen, daB man die geographischen Koordinaten einschaltet. Man berechnet im ersten Koordinaten-
system aus den gegebenen Koordinaten die geographische Breite und Linge desjenigen Punktes, der
auf ein zweites Koordinatensystem bezogen werden soll. In diesem werden umgekehrt aus Breite
und Liinge die gesuchten ebenen Koordinaten gefunden. Vgl § 46 1 S.163.

Man kann zweitens den Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem mit Hilfe der
Formeln fiir die Entfernungs- und Richtungsreduktionen bewerkstelligen. Es seien P und P, zwei
Punkte des Ellipsoids, deren entsprechende Koordinaten im ersten Koordinatensystem gegeben sind,
Vom Punkte P seien die zugehorigen Koordinaten auch im zweiten System bekannt, bzw. sei P
dessen Anfangspunkt. Man leitet nun im ersten Koordinatensystem aus dem ebenen Richtungswinkel
und der Entfernung der beiden Bildpunkte von P und P, das Anfangsazimut und die lineare Linge
der geoditischen Linie PP, auf dem Ellipsoid ab. Um das Azimut zu erhalten, muf die Gausssche
Konvergenz des Meridians in P bekannt sein. Darauf werden im zweiten Koordinatensystem aus den
Werten fiir die geoditische Linie der ebene Richtungswinkel und die ebene Entfernung hergeleitet, aus
denen sich dann leicht die gesuchten Koordinatendifferenzen ergeben, die zu PP, gehtren. Da man zur
Berechnung der Reduktionen von der geoditischen Linie auf die ebene Entfernung schon der Koordi-
naten beider Bildpunkte von P und P, bedarf, so muB man zunichst Niherungswerte fiir die zu
letzterm gehorigen Koordinaten benutzen. Vgl § 46 II 8. 164.

Diese beiden Verfahren haben aber den Ubelstand, der sich besonders bei einer grofiern An-.
zahl von Punkten, deren Koordinaten zu transformieren sind, geltend macht, daB fiir jeden Punkt die
ganze Rechnung zu wiederholen ist. Wenn daher mehrere solcher Punkte vorhanden sind, so wird es
vorteilhafter sein, besondere Transformationsgleichungen aufzustellen. Dies soll im folgenden geschehen.

Der Anfangspunkt eines ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems entspreche dem Punkte
des Hauptmeridians, L =0, zu dem die geographische Breite By gehort. Der Meridianbogen vom
Aquator bis B, sei B i

’ ayrte? s a2 2
Lo ———‘JRdB, R = (Vﬁ:ﬁ’ & =€ ° CO8 D.

0
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150 Transformation der Koordinaten.

Der Punkt P auf dem Ellipsoid, der die geographischen Koordinaten B, L besitzt, werde in
der Ebene durch die rechtwinkligen Koordinaten Z'= myz’, § = myy und der Punkt P, zu dem
B,, L, gehoren, durch Z,"= myz,’, §, = myy, dargestellt. Fiir die Abbildung des Punktes P gilt als-
dann nach (10) § 1 S. 3 die Gleichung '

_ f (@ +a'+iy) = f(X) +3L 1
mib
2
X = fRaB,
0
und fiir die Abbildung von P, die Gleichung
. f(@ + 2+ iy) = (X)) + iy @)
mit
By
X, = fRaB.
Setzt man °
2
2+ 2 =z = fRaB, (3)
0

wo B’ die Breite ist, die zu 2’ gehort, so daB also x die Linge des Meridianbogens vom Aquator bis
zu B’ ist, und ferner

o —z+i(h—y) =2, 4
so gibt die Subtraktion der Gl. (1) von (2):
f(@ 41y +2)—f@+iy) =F(X) —f(X) + (L — L) (®)

Es werde jetzt eine zweite Abbildung des Ellipsoids in der Ebene ausgefiihrt, derart, daB
der durch P gehende Meridian zum Hauptmeridian wird. Der dem Punkte P entsprechende Punkt
in der Ebene soll dabei als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems genommen werden.
Das Verhiltnis zwischen Strecken auf der Abszissenachse und den entsprechenden Bogen des neuen
Hauptmeridians sei m,. Bei dieser zweiten konformen Ubertragung soll der Punkt P, des Ellipsoids,
dessen geographische Koordinaten nach vorhergehendem B, L, — L sind, durch einen Punkt mit den

ebenen Koordinaten & — m, &, 7 = m,y dargestellt werden.
Die Lingen der Meridianbogen vom Aquator bis zu den Breiten B und B, sind wie schon an-

gegeben X und X;; die Abbildungsgleichung lautet mithin jetzt:
f(X'*"g‘i‘i’]):f(Xl)‘*‘i(Lx“L)' (6)

Um eine Beziehung zwischen den beiden ebenen Koordinatensystemen zu erhalten, subtrahiere
man (5) von (6). Wird noch .
E4+in=¢ (D

gesetzt, so ergibt sich: ‘ , ‘
FX+H—F(X)=r@+iy+e)—fx+y (8)

Diese Gleichung kann zur Herstellung der Ausdriicke fiir die Koordinatentransformation dienen, indem
man aus ihr ¢ als Potenzreihe von z darstellt.
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§ 42. Erste Entwicklung der Transformationsgleichungen. 1561

Man kann ihr auch noch eine andere Form geben. Nach (1) und (3) ist

f@+iy)=F(X)+:L,
f(z—iy) =F(X)—iL;

f(X) =2 f(@+ig)+ 51 @—iy);

und

daher wird

setzt man noch
X—z+¢=2 9
so folgt aus (8): ’ )

fle+2)=f (@+iy+8) — f@+iy)+5F@—iy) (10)

In dieser Form ist die Gleichung von Gauss (Werke, Band IX, S. 168), ohne Ableitung,
angegeben.

§ 42. ;
Erste Entwicklung der Transformationsgleichungen.

Es soll nun zuerst die Gl (10) zum Ausgang der Entwicklung genommen werden. Indem
man darauf die TayrLorsche Reihe anwendet, erhilt man:

F@)+ ZF @)+~ 2F (@) + § 207 @) + g 2@+
@) 4@+ L (P i2e @)+ (B i3 @)
4L — 6y gt iy — dey) (@)
Wie frither wird wieder e D)
f ff(g‘cé@' =y, (%)

gesetzt, wofiir kurz g, geschrieben wird.
Setzt man jetzt
1 1 4, 1
Z+ ?glzg +F92[{ +§,{9324 +eo=u,

so ist umgekehrt
Z=u— %glzﬁ + (%gf——% g,) ud -+ (1—02 0:9s — g 9," — éligs) wh
Darin ist, wie aus der zuerst angegebenen Gleichung folgt,

W=7+ 5 g (F—y +i2sy) + & 0a (2 — Bey? +i32%) + 5y Us (4 — 6% 4 o

434ty —4eyh) + -

zu setzen. Das gibt, wenn zugleich nach 2 geordnet wird,

R N TN LA L L igy— (30— 5 0°) ¥

(5 m— o) i+ A Ay (b= mo)yt ] (1)

+ 2° {(%.‘13".(/192 +.’/13>'i'.1/+"‘} +
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152 Transformation der Koordinaten.

Da aber nach (9)
=2+ @—X)
und nach (6) § 13 8. 38

1 1 1
x—X=?91?/2—(2]‘93_‘8‘913)y4+"'
ist, s0 wird endlich erhalten, wenn man zugleich die Rechnung noch ein Glied weiter fithrt:
. 1 . . 1 .
§=(a, +1b)z + 5 (ag + ibg) &* + %—(a3 +1bs) 2 + 55 (@ + b)) + - - - (12)

Die Werte der a und b ergeben sich aus den entsprechenden Ausdriicken in (11), wenn in diese die
Werte der g aus (8) § 13 S. 38 eingefiihrt werden. Es wird
/
’ ’ 2 19 r 14 ’ e ’ [ r
4 =1-+(Q +tg* B) (&) + o (@76 — 46 +2Q tg B/ (T _852+3s4)+9tg4B)(%)“—-..,

b —ts B (§) — 5 g B (Q6— 49 +3tgB) (L)' + .-
w=$l-ema-sm @),
b= $ () L@t v s ne G4
B = 2 {— (@A —269— 28 B+ 2 — 6s) (L)'+ - ), (18)
=1—§-,{ tgB (1+4e%) (&) +-);
=walo)
o= 2 - @A F ey — 124 B (4 269) (F) + s

usw,

Hierin ist B’, wie schon gesagt, die geographische Breite, die 2" entspricht; Q' =1+ 2= 1+ ¢?cos®? B,
N = @V1ite?
Vite® '

Setzt man ‘
7 —r=2z'—2" = Az, Y —y=Ay, also 2 = Az +iAy, (14)
so findet man fiir die Koordinaten des Bildes von P, im zweiten Koordinatensystem:
E=a,Ax—b Ay + % a, (A2? — Ay®)—b,AxAy + % asAx(Ax“’—?)Ay?)—% bAy(BAx*—Ay®)
+ 57 4 (B — 6AZAY + Ay) — L b AzAY (Aa® — Ay 4 - -
n=bA0z+a,Ay + - i by (Ax® — Ay®)+a,DxDy + —;—bSAx(Ax?——SAy‘J)-f—% asAy(BAx*—Ay?) (19)

” (At — 6Ar Ay +A?/4)+ ¢ WAy (A — Ayt 4 -
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§ 43. Zweite Entwicklung der Transformationsgleichungen. 153

§ 43.
Zweite Entwicklung der Transformationsgleichungen.

Die Ausdriicke fiir die Koeffizienten in den Transformationsgleichungen lassen sich ibersicht-
licher als in (11) darstellen, wenn man die GL (8) zur Entwicklung benutzt. Aus dieser folgt, wenn

rreE+iy) F "ty _ F 7 (& 4iy)
r'X) 0 (X 1 e

= F, usw.

und wie frither x
& _ I/I( )=
. 7% Gy, T G, usw.
gesetzt wird:
§+';_G1§2+%G2C3+%G3§4+"'=Foﬁ+%ﬂﬁg+*':;ng“—}—;;Faﬁ—%-“-,

und daraus

§=h1z+%h2”2+%k328+§1;h454+"' (16)

mit
hy = F,="" ¢, nach (18) § 2 §.5, (17)

und

hy = F, — Gih* = F, — G F§?

hy = Fy — 3G hhy — G3h* = Fy — 3F,F,G, +3F} G- FG,

h, = Fy — G, (4h by + 3hg®) — 6 Gyhyhy — Gyh,t (17%)

= F, — (4F,F, + 3F*) G, + 18F*F, G2 — 6F*F G,
— Ft(15G*—10G,G, + Gy)
usw.
Die Werte von hs, hg, ... kann man nun erhalten, indem man F, und G,, also f*)(z + iy),
f/(X) und /®(X), in Potenzreihen von y entwickelt, wobei (6) § 13 S. 38 zu heriicksichtigen ist.

Fiir h, ergibt sich nach (17) S.5:

_oX .o0X, 17 %%
hl—b—x la ( )

dafiir findet man, vgl. 8. 47:
. 1
hy=1+9, 1y — ; (9 — 90Dy — % (9 — 39,5 i9° + 53 (94— 0195 — 9959 + 990 )y' + - - (18)
Ferner wird , . '
Fom gt g 19— 5 0 — 99 — ¢ G — 39703) M
. 1
F,=go+ 051y — 5 0 — 99 ¥+

Fo=9s+ 91y —
und 1 1y 2 3 9g.85) 9 .
Gy=gi— 5 (919 — 9 Y + 54 (905 + 2959 — 12g,°9, + 99,)y' — -

Gy=9:— ;‘ (995 — 9.°92)9" + -+
Gy=9s— " usw.

Die Werte von g, = A (y;(l))(x) gind wieder aus (3) §13 S. 38 zu entnehmen.
4 &

i 20
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154 Transformation der Koordinaten.

Die % in (16) lassen sich aber noch in eine einfachere Form bringen. Zu dieser wird man
in folgender Weise gefiihrt. Man denke sich { = £ + ¢y nach dem TAyLORschen Satze nach Potenzen
von z = Ax + 1Ay entwickelt:

__a¢ 1 L, d*¢ 1 4d%¢ .. *
L A TR T PR (16%)

worin sich die Differentialquotienten auf den Bildpunkt von P beziehen.
Aus (8) ergibt sich nun, wenn man P, unendlich nahe an P riicken liBt,
f"(X)ag ={"(z + iy) ds,
mithin wird nach (18) und (17), 8.5
af  fetiy 08X ax - Mo gic,

iz~ X)) Tz Gy T wme (18%)

m und ¢ sind das VergroBerungsverhiltnis und die Meridiankonvergenz in P, e ist die Basis der
natiirlichen Logarithmen.

Die Gl. (18) kann man auch durch geometrische Anschauung erhalten.
Aus ihr lassen sich jetzt die weiteren Ableitungen wie folgt bilden. Setzt man

a = M
go ist
PRI Gkl kT
S - ]
ds"t dx - idy 14i %’,
worin g Z = — tgc zu setzen ist, weil die Differentialquotienten in Richtung des nenen Hauptmeridians

zu nehmen sind; also wird:

e h,, ,=e¢° (a-hf cos ¢ — ™ gin c)
dzv+1 v41 2 ay
h h,
—thn—o(%i cosc—%—J smc) (19)
oder da nach (17) 8. 5,
m¢X . m 0X
CO8 ¢ = -— —~ und 8iR ¢ = — — —=
m, 0% m, dy
ist:
i m ch,¢6X | 0h, oX
D p— f— _— 4 . *
ds" ! hy iy =My (m) (ox Jx + oy 6y> (19%)

Hiernach ergeben sich die Differentialquotienten sukzessive aus h, mach (18).

Aus (19%) erhilt man aber wieder die in (17*) gegebenen Ausdriicke, wenn man beriick-
sichtigt, daB

hy=Fy;
JF, _ 4G, ax
o '+1 G F 81«‘ =(Gr+1 GIG)
. 1
oF, . . 0X une ? 86X
6:1/ :lF“+l (Il]' (J ”a” —(Gv+l—~ Gl ) 81/’
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§ 43. Zweite Entwicklung der Transformationsgleichungen. 155

und nach § 2, (15) und (17):
G+ (G) = () wa 5+ "%:% o= ()

oz, 7y m
also
2 F '
(-;nl—o) 1(%.’3:! %IEI + 381:/" ?a_)yg) =F, .~ FFG
ist,

Die Werte fiir (’532;( und %i;, die man nach (19%) zur Berechnung der / braucht, und die

man aus (6) § 13 8. 38 erhilt, sind bereits auf S. 153 benutzt worden:
X 1 1
X 1 =0+ 50— 99— 99 G~ 9NY —

ox
X 1 1 =
oy 9yt (95— 39, 9° — 120 (95— 159,°9, — 159,° (95— 39Ny -+
damit wird
1 h (ﬂ)2—————1———=1+i y+ g — 3909+
) T8X 90X Gy + oG 207)Y .

ox oy
Will man (19) anwenden, so hat man auBerdem noch

. 1
sinc—=g,y— 5 (9s— 3019: + 39.°)9°+ -

1 1
cose =1 — 5 9,7y + g5 (40105 — 120°0, + 994" — -~

Da ferner
dg,
dx = gv+1 — Y,
ist, so findet man zu h, aus (18) mittels (19%):
1

1 = o .
hy = hy {(.‘/2 —2g,%) iy — % (95— 5010 + 4909 + 5 (— 92+ B919s + 39" — 99.295) 1y’ - -+

. 1 ,, 0.2 .
hy = hy { (g5 — 69195 +60:°) 1y — 5 (94— 80105~ Bgg+ 1200003+ (18%%)
hy=hy {(9s— 89195 — 69" + 369,795 — 249 )iy — )
usw.
und hieraus, wenn die Werte der g aus (8) S. 38 eingefiihrt werden und
b= byt ihe=a,+ b
hy = hy (hy.y =+ ihy.)
(20)

hy=hy (hgy + thy.5)
hy= hy(hyq + thys)

usw.
20"

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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156 Transformation der Koordi;mten‘

gesetzt wird:

25'2th'(3g7)2+ oS

{
hyy= o {2 - g(qa — 20 + 1244 B) (4.) '+ );

by, = —N'”L {(Q (1 — 26 —tg*B' (1 — 262 — 1267%) (1{,)’_ ), 1)
by = — o {th U+denL—. ),

hyy = '_'a Gl,,

hg=— s [(Q(L+ 46" — 12242 B (1 + 26%) L — .. P

Diese Ausdriicke werden etwas einfacher, wenn man

1 14 &2

1 ’ ’
— = T = o d 2 = = 7’2
¢ T YEN  ayiger ¢ ¢ Ve @ =14¢%
einfiihrt. Dann wird
=1 [oe2(¥
by = - {2¢ (9,)+ L
haa= 3 (L — 1 —2s7 4 129 (2)'+ )
h,,l=%,{ (*_S_%?L_ )(1—28")—12&)(_9@/_,)’_...},
he o — 1 (th’ + 4e? Y (21*)
wm (g T4) 7
1
h41=‘7§Gls)
__ 1 rg__ o tg* B’ y_ 0.
By g,,{<1+4e 12618 24e4) s

Die Werte beziehen sich auf den Bildpunkt von P.

Will man aus k,, und h,, die vorher, S. 152, gebrauchten a,, b, herstellen, so hat man

biy=ay, hy=b,

al hvl - bl hv-2 = ar ’ (20 *)

bk, +ah, ,=b,.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 44. Schiirfere Form der Koeffizienten in den Transformationsgleichungen. 157

§ 4.
Schiirfere Form der Koeffizienten in den Transformationsgleichungen.

Die Gleichungen fiir h,, und h,s, (21) bzw. (21%), sind als Potenzreihen von y erhalten
worden. Man kann nun fiir sie andere, genauere Ausdriicke ableiten, welche die von der Exzentrizitiit
freien Glieder vollstindig, in geschlossener Form, enthalten.

Nach (19%) ist g m\3 (9h, 9X , Oh 9 X

a () (52 7+ oy 7

m,

woraus folgt, wenn in der Klammer /i, = aa—f —1 %C gesetzt und darauf beriicksichtigh wird, daB

G+ G-

ist:
az¢ 2lom .dlnm o
T (=T i) (22)
Nun ist nach (29%) § 161 8. 48
y 4 , 94
In =l cosi ¥ + (=6 (Y) + et Gl (23)

folglich wird ,
o _ 20 hgi Y o6

o )
dlnm .1 ] 2 13 @b Y\, 1 e
= — it tgi g (6 6e)(9,)+o,c Gl,,
und daher . ,
a¢ 1 .Y . Y reg __ Y NS WA B DO #
d_z.,=]g?=hl?tgz?(l—z2e26,—+§(£ 2 6e4)(g,) +e (xls) (22%)

Setzt man nun fiir den Augenblick
1 . . Y 2 y\2 1o — ok
k= ¢ tg g,(l —2¢ ¢ + 5 %= 6¢) (é,,) +e 2613), also  hy = hky,
so wird nach (19):

ag . m (0K LR
e = hy = hy Iy + By m, (78”0: cos ¢ — 7" sin c)
Mit
ck, . 1 j (o 1o _ tg? B 154\ (Y 2 '2Gl]
55:—&'&—),*2'{4623,*—{-1(28 (1 o ) Le)(e,) +e 3
und

Bhy _ o1 1 [y gl ’ZGl}
i L — 40" ; +e 9
2y ’cos’i-eyT{ ¢

‘ . . m e Y '3 "
wird danach, wenn man noch die Beziehung =iy + ¢'* G, henutzt:

tg* B’ y\?
73 1 m, ¥ . 0,2 g )_. 2 4)( ) COs ¢
(‘Es = hy kg — I, _g {462 o s ¢ (26 (1 @ 12¢ e

dz ot m
+ 1 (sinc-}-4e2 g,-cosc)—I-e’zGls} (24)
l 4 ;
" Ty = Iy 5%5 (%’)7 {singi—g, + sin®c + (25'2 (1 — tg;f—'—) — 12 e*) <g,>2 cos ¢

—i (sinc cosc + 4¢ :) + e"2(¥l3‘l .

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



158 Transformation der Koordinaten.
Zur Herleitung von %, setze man
hy = h k,® —hlk—hl~tg 7 , — b2k, + ot e"Gl?,,

wo die Bedeutung von %; aus der ersten Gl (24) unmittelbar ersichtlich ist. Alsdann wird

nach (19%):
y X 13( )(ak 60X | 0k 0X

il . — — 2 el 4
hy= ( stgfi 2hk, )hz—}-@ hl2tgs < oy h 50 35 T 7y 8y)+

e G,

Beriicksichtigt man, daB
o0X _ m,
%2 — m cosc und

ist, und daB nach vorhergehendem

X X 6’X6X__1 G [m ! , 1 /m, J ’
Grig on T oy g =5 7y o) =5 oy (L8 % +e76L) =i ()4 + g €16

wird, so ergibt sich

Ea’: Paf % %EJ( (:’;")2 : {tgz =5 = (8 e?sinceosc — 4[5"’( - ti’i) — 6 e‘]{{; cos’c) + c""Glz}.

Hiermit erbilt man nach einigen Reduktionen:

h4=—h, (1 +i6h, —smc)-}-zh1 =3 (8 e2smccosc—4[ '2( thB ) 6et —cosﬂ’c) + é}«a @l
(25)

=— ~-{tgz—--(1 +16h17smc)—z4hzcos’ (262tgc—[e'2( _Eg,g ) 684] ,)+e'2Gl,}-

Bei der Entwicklung von %; sind die mit e’? multiplizierten Glieder nicht mehr in Betracht
gezogen. Setzt man

I"4=""%stgi§'h1ku 7»'4=1+i6h1 ~~~~~ smc—l——-th

so hat man nach (19%) zundchst:

das¢ m ckioX | 0k 0X 1 g gy My g
-(725=h5=—*A tga {Izzl.i—i— h? (m) (?E z + Ty 6,J)} + ze,hl k, o Smc +9,4 e 2,

woraus man findet:

hy = —n i}‘ {tg2 i g + 64,2 (:" ) <s1n 7 p -+ sin c) — i » " sin¢ (1 — 12 tg?i Z) + 3. )} (26)

Wird wie vorher
hy=hy (h,,+ ih,) (27)

gesetzt, so ergeben sich nach (17) und (22%) bis (26) die folgenden Werte:

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 44. Schirfere Form der Koeffizienten in den Transformationsgleichungen. 159

by =" cosc,  hyy = ptsine;

= LagL {ze2 Y4 Le(14¢7(11—6tg"B)— 18e4;( ) 'zazs}=29—°,’zgg;@in§+5‘;e'4az,,
"e~z=-:—'% {14 g0 (@) aen)
by = 73 o) {gin? o — @int % + (2¢%( —-‘-%li) 12¢4) cos? ¢ (L) "+ 26,
hys = — ei(l’”',—) [sinecosc + el 4 PRLIAY
hy, = ;— Tna)’{sinccosc(ezg-g—scosc(w sinc—[g'ﬂ(l-Fgéﬁi)—6e4] cosc-%)—{—e’?(}ls)}, )
hs = — o (T8 2 (1 -6 o) sintc) — 4 (22)" cosc cos 2 (2 et sime

" o1 ) - 2) + 00
hyy = — 73 (me)* { (sin®e — g L) (1+6 ()" cos 2¢) + 12 Fg? & sint ¢ + e2Gl,),
hys = gs ()" sinc cose (1 — 12 ()’ (sin® e —2 &' ) ) + e26,}
usw.

Sollen hieraus wieder Potenzreihen von y hergestellt werden, vgl. (21 *), so ist

5

ml=l oA

™ seei Y, (1 Ler—6ot (g,)‘Jr )=1— (y,)2+ Lo— =6t (3)‘ T
+

Mt

sime = B2 L — (1 -2¢7)

Ve }
B (v (L2 2B (Y )
cose=1— 5 {Q(g,) (La—2en+ g er,f«) (9,)+-.-,
einzufihren. Die genauere Berechnung von ¢ erfolgt nach § 181 5. 5Dy ferner ist, vgl. S. 20,

y 1 .y y 1 2 1 (YN
log Tg ?—-logﬂi tgi 9,——log o T3 M (9,) + (JOM(?,) =
. ¥y _ y L oar(¥y_ 2 y\*
10g€5m~——log sind ) = log o+ 6M<9’)_180M(E’) 4

e
sy ()= n ()

I

’b\@

log Co} :)i = log cos i

die vorhergehenden ausdriicken. Man erhiilt, wenu

Von h,, ab lassen sich die h auch durch
vorher angegebenen Heibenentwicklhingen

‘2 mnltlphnelt(n Gliedern die

man gleichzeitig in den mit e
als in (281

anwendet, aber etwas weniger genau
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160 * ‘ Transformation der Koordinaten,
hyy = — gy + bl — gi (25'2(?—;% —1)+12¢) (-;’—,)2+ gi etG,,
2 by by, — ;:ig’ + €26l
Ty = — 6hyghyy + s € Gly
— o[ 2hahy g (39 hps— 427 (3 _7“[1 +267) —1) Y eran )L (a8
by =-§—,h,,, (1 — 6h,) + ( ww[1+2 N-1)L o Lerai,;

hsy = — i{li hy (146 (Ri; —hiy) — h; s h3s + €1y,

hys = — e s(1— 120" hyy + 1207 M,) + 't G, )

Die Werte in (28) und (28%) gehéren zum Bildpunkte von P.
Setzt man e’? und damit e? und & gleich Null, so gelangt man zu den Ausdriicken der h,
die fiir die Mercator-Projektion der Kugel gelten.

§ 45.
Verschiedene Formen der Transformationsgleichungen.

Die Transformation der Koordinaten wird jetzt, nachdem die h abgeleitet sind, durch die
Gleichung (16’ mit (17) und (20) bewerkste]ligt:

. ] .
£= m ’ el (Z + 5 (hz Lt ihgy) P+ 5 (h:n + thye) 2’ + 24 (hyy + ihyg)#* + - ) : (29)
Setzt man
z,—x=Ax=rcosd, 9, —Yy = Ay =rsind, (30)
so geht (29) infolge (14) iiber in

= "0 Lref@r N p ot (g, ihy ) T2 e pS (g ifigg) €I L, (31)

woraus dann folgt:

£ = {7 cos(c+ ) + r*(h“cos(c + 28) — hygsin(c + 29)) + —73(h Lcos(c+ 39
— Iy 8in (¢ + 39) + o 74 (g c8 (¢ + 48) — hygsin(c + 49) + - y a2
5= ':"«" {7 sin (¢ + ) + 5 Ly (hg, 8in (¢ + 28) + Ry g cos (¢ + 28)) + | rﬁ"(h&1 sin (¢ + 39)
+ hygcos (¢ + 39) + ——74(h41 sin (¢ + 49) + hyycosc + 49) + - } .
Wird
hg., = dy cos v, hg ;= dy cos v, hy,=d,cosv, 33
hyo=d, sinw, hyo=d, sinwy, hyo=d siny, usw. >
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§ 46. Verschiedene Formen der Transformationsgleichungen. 161

gesetzt, so geben die Gl (32):
E= % {rcos(c + 8+ —;— rid,cos(c 4+ 28 + vy) + % r3d, cos (¢ + 39 + v,)

+ 214‘ rid,cos(c + 49 +v) + 1—;()r”d5cos(c +58 +v)+ - }
m (34)

n= {r sin(e + 9) + —;- ridysin (¢ + 29 + v,) + —;— r3dysin(c + 38 + v,)

+ o rdgsin(e + 49 4+ v) + g P dgsin(c + 58 + ) -]

Man kann sie auch in andere Formen bringen; setzt man z. B.

Heosd =1+ % rdycos (& + v,) + % rid,cos (28 + vy) + 214 rd,cos(Bd +v)+ -
(35)

Hsind—* Srdysin(®+ )+ ¢ r*dysin 29 + ) + Lortdsin (39 + v+,

go wird:
§=%"-rﬂcos(c+q‘)+l)
" (36)
n=7:rHsin(c+ﬂ+l).

Will man wieder mit den Koordinatendifferenzen Az und Ay direkt rechnen, was aber fitr
die numerische Rechnung nicht so praktisch ist, als wenn man die obigen Gleichungen benutzt, so
hat man in (32) rcos® = Az, rsin® = Ay zu nehmen. Man gelangt alsdann wieder zu den Gleichungen

(15), in denen

m, m, .
a, =7 cosc, by = sine,
mo . . 0
a,= 2 (h, 4 cosc— I, 4 8inc), (37)
My .
b, = w (h,  sinc+ h, 4cosc)

zu setzen ist.
s

In manchen Fallen ist es fiir die Rechnung vorteilhaft, wenn man von den neuen Koordinaten
eines vorhergehenden Punktes ausgeht. Es seien z B., nachdem man m, beriicksichtigt hat, dic

Koordinaten eines Punktes im ersten Koordinatensystem z,,y,, im zweiten £, %,; die Transformierung

von #,, Y, in £, 7, soll mit Hilfe von g, n, erfolgen. Wie vorher moge der Punkt z, y der Anfangs-

punkt des zweiten Systems werden.
Mit ] ]
=&+ i, G=E+ i1

und ) N
=a— o+ i —Y), H=w—s+ilh—y

ergibt sich mittels (29):

) ) 1 . '3 L1
L—b&= %0 e (2, — ) { 1+ ; (hgy + ihes) (B + 20+ (hy + 7 hg) (\4 (2, +2)"+ , (&= 2) )
. ‘1 1 ‘
=+ 511 (hyy + lh,;.z)(g (2, + 20+ 5 (2,4 2y) (5 — Z,\‘,) A+ } )
21

Kriiger: Konforme Abbildung des Frdellipanids in der Ehene.
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162 Transformation der Koordinaten.

Setzt man nun -
Ly— Zy=1rco8d, Y,—y, =rsind, .
1 1 1 : (38)
5 (@3 + %) —x =keosx, 5 &+ y) —y=1lksinx,
also

4 —z=7re? und %; (2, + 2,) = ke,
und beriicksichtigt man die Gl (33), so folgt mithin:
§2 _ gl ""o retc+9 (1 + Ld ez(1,+r)+ ol k2d ef(nt2x) + k8d4ei(v.+3x)+ .. )
+ 3»!_2573 @ic+39) (d3 e+ kd, e 0t ?k’*ds Gt )
+ 5_'1?4,,.5ei(c+58) e+ )
+} (39)

oder
E,— & = {r cos(c + &) + rkd, cos(c + & + vy +x) + —;Ark2dgcos(c+—.‘)+v3+2x)+‘--

+ﬁr3d3cos(c+3ﬂ+v3)+ﬂfskd 005(0+3ﬁ+”4+“)+"‘} (“0)
Ty ——nl_W{rsm(C—}—'ﬂ)-{—rkd sin (¢ + & + v, + %) +—rk2d sin (¢ + & + v, + 2x) + - - -

+ r3d, sln(c+3ﬂ+'u3)+ r’kdysin(c + 39 + v, + x) +-- }

§ 46.
Verschiedene Berechnungen einer Koordinatentransformation.
Die ebenen rechtwinkligen Koordinaten der Bildpunkte p und p, von P und P, seten:

x = 5 348 940,146" y = 596 7124,110";
x, = 5418 141,733, ¥, = 630 446,600 .

(vom Aquator ab)

Hierbei ist, wie auch in den folgenden Beispielen, angenommen, daB entweder my = 1 sei, oder daB
‘m, .
%,y aus I,y durch Division mit m, erhalten seien; es wird daher ”—— fiir - geschrieben.

Der Punkt P soll der Anfangspunkt eines zweiten konformen Koordinatensystems werden,
Welches sind in diesem die Koordinaten des Bildpunktes von P,?

Die geographischen Koordinaten des Punktes P auf dem Erdellipsoid sind:
B = 48°, L =8,
die Konvergenz des Meridians in ihm ist
¢ = 5%57"45",4889.
Siehe § 10 II S. 27 und § 19 II §. 61.

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



§ 46. Verschiedene Berechnungen einer Koordinatentransformation.

163

I. Rechnung durch Vermittelung der geographischen Koordinaten von P,.

Man berechnet aus den gegebenen ebenen Koordinaten von p, die geographischen Koordi-
naten des zugehorigen Punktes P, nach § 18 I 8. 54 u.f Aus diesen findet man, indem man den durch
P gehenden Meridian als Hauptmeridian annimmt, nach § 21 II 8. 72 die gesuchten ehenen Koor-
dinaten von p, im neuen System.

Die Rechnung ist folgende:
x, = 5418 141,733
Zu dem Meridianbogen z, gehdrt B,"= 48°54"6",1068.

y, — 630 446,600.

n'...8,994 1802284 7’...8,994 1802 284 e’t...7,82731878
+ray=4 17046826 —()=— 14093651 cos® B,"...9,635 59721
3 et .. 746201609
—loy=— 2 287 + @)=+ 32016
+ " =t . @ o5 &'t = 0,002 9034 610
(S N S = "t ..0,001 2591 3
tgu'. 80048846594 |  sinu’.. 8,992 7740561 U=t z*zo‘ 25% 601
... 0,000 6295 650
secB,...0,1822013935 |  tg B,"...0,059 3324 022 P eare oo
T T 20460 | + Bn2 =+ 41 158 N’...6,8054680 785
. w_ 9. .. 5,799 6483 069
— Uyt =— 263 [ + ggn 6 =+ 92? n'. .. 8,994 1802 281
‘6 6 —
— M= e = i ’ o
tg L, ... 9,177 0840 036 tg ¢, ... 9,052 1106 664 5. 9,160 0890 6 suas - o
s o n't. .. 1,988 3604 6 7% .. 3,651
L, = 8°33"07,0000 o = 6925'587,2414 (1)...7,149 02356 2 (3)...1,9427
to L ¢ ... 87497069 93 5;7)111...8,528640 o 9,1607
g 300 n’*...5976 721 tg? 7y, . 48850
tg 3 v+ 8,692 798092 2)...4,506 361 (5). .. 4,0457
+ En2=+4 6973 e
- ,@2"7,4 -— 132 J1)...6847994  pt...5,0767
tg Plé_}?‘ ... 74425119 26 £’t. .. 7,462 916 9%, ... 6,4437
Q,, 2616714259 W n't.. 4310910 B, ... 69890
207 Q- 5,616 7142 21 4¢...0,303545  6,...7,143
—(B)=— 1111 B, 7. 4,614455 2,4204
B'— B, ... 3,059 2250 74 29657
B/—B,= 0°19'6",1068] B/ — B = 1146”,10676 A m7t. .. 4,310 910 3,120

B, =48 54 6 ,1068

— 25 —2e"% ..

. 0,308 947,

AR50 0000 45tg® B,...0,171 878 WS 3,960
o 0 ’ ” v‘ | g l 7 7!77777" ]
B, = 48°35°07,0000 - T51269...4,709857, A, ...5375
4+ 121001...5,082 788 B, ...6,143
T o132 =(,1"

Da hierbei ¢, ni

achtstelligen Logarithmen zu berechnen.
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164 Transformation der Koordinaten.

Man erhilt nun £ 75 als die rechtwinkligen Koordinaten, die
B = 48°35 07,0000 und L = 8°33" — 8°0" = 33'0”,0000 = 1980",0000

entsprechen; dabei gehort also der Nullpunkt der Koordinaten zur Breite 48° auf dem Meridian,
dessen Linge 8° ist.

N:p”...149103493 1:2p”7...4,384 5449 M:3p":...8,53181
L...329666519 N:p”...1,4910849 fL:: : f;i: 58
cos B ... 982054957 L2 . ..6593 3304 cost B ...9,64 110
— 3%t T =— 83 cos B. .. 9,8205496 peonp-. 76624
tn=+ 1 sin B ... 98750142 7, = 0,000 0138 ¢
y...4,60824887 ; —— % = 54 T L cosn = 58 4
y = 40574097 %, 3 T6riT

g— X = 146,043
X = 5382742254

— X, = — D 317 885,232
x= 65 003,065

L...329666519 -

sin B... 987501417
+ Tricon = + 584
+ vy =+ 5

¢ .- 317168525 | b Meridianbogen X und X, sind
¢ = 24'44”,8591 einer Tafel entnommen.

Die gesuchten Koordinaten sind hiernach
£ = 65 003,065™, n = 40574,097™,

Die Berechnung der Meridiankonvergenz ¢;” in p, in diesem zweiten Koordinatensystem war hierzu
nicht notig; sie wie vorher die schirfere Berechnung von ¢, in p, im ersten Koordinatensystem ist
erfolgt, um die Gl (41) S. 167 durch Zahlenwerte priifen zu kénnen.

I1. Rechnung mit Hilfe der Richtungs- und Entfernungsreduktionen.
Nachdem man aus den Koordinatendifferenzen des ersten Systems den ebenen Richtungswinkel §

und die Entfernung » = %—0 :; = ;y,,;iﬁ—,;x erhalten hat, sind zuniichst die Reduktionen auf die geodi-

tische Linie s nach (32) § 27 S. 94 und (41) § 28 S.102 abzuleiten.
2, —x— 69201587 ¥, —y= 33722,490
z,= 3 (1, +2) = 5383540040  y, — + (4, +y) — 613585355
¥—y... 452791963 sin & ...9,64153639
z —x... 481011605 cos o ...9,953 73281
tg & ...9,68780358, & =25058'49"248
r... 4538638324,

[

Zu z, gehort B, — 48°35',431 und hierzu 1:p....3,1951772 — 10, also wird
Yy = ;{« - 8,9830522 — 10, , — ﬂg?’-" .- 80352910, 1y, — JT—?’ -+ 7,72 310 — 10,

m m
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§ 46. Verschiedene Berechnungen einer Koordinatentransformation. 165

ferner ist

"

62— ¢ cost B.,. .. 14683 — 10, e = itz_l’ .+ 1,5222 — 10.

m

Damit ergibt sich zur Herleitung der linearen Linge s der geoditischen Linie PP,:

% My} = 4} 0,002 0084 3.9
— L, ayE=— 809.6
+ . gvA=+ 8
+ " . 1% I = 2.0
— " . % \),3 = — 9
+ % My? =+ 50.6
— o Me2Y .Y = — 3
L My oy =+ 18
+ ” : Qt)m':—_"{_ ___,_.___g

log » — log s = 0,002 0058 8
log r = 488638324

log s = 4,884 37736,

und fir die Azimutreduktionen von PP;:

30 Yk = 1 1077,5822 Lo ra, = 407,985
— L, yyr == 8 — ey xl=— 2
+ W o c28l= 19 + » -l)n.;-‘j-(Y "9@5'?}
+ . omud =+ 12 R
+ . g =+ 11
+ 07ely,. -y =+ 336
— . _; 2, — 1
+ ” ‘ l’lg LH =

7, — 1077,2882
¥y = 1, — 7y = 1'467,3029
Yy =7, + 7y = 148 2785,

Das Azimut der geodatischen Linie PP, — s im Anfangspunkte ist daher nach (2) § 30 8. 111:

4y, = ¢+ & + v, = 31°58'217,040.

Ubertrigt man nun die geoditische Linie im zweiten Koordinatensystem, fiir welches der

Hauptmeridian durch P geht, in die Ebene, so sind £ und 7 die Koordinaten des B]ldl‘)unktos. von

P,.. Es sei jetzt 9 der ebene Richtungswinkel nach diesem im Bildpunkte von P, also im Anfangs-
o

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
DOI: 10.2312/GFZ.b103-krueger28



166 Transformation der Koordinaten.

punkte der neuen Koordinaten, und »’ — 6655’ = Eii}%" Man findet nun 9 aus a,,, indem man die
Richtungskorrektion v,” berechnet:
¥ =ay — Y,

und ferner »” aus s, indem man log : berechnet. Alsdann ist
E=1r"cos (0y, — ") und n = 7"sin (@, — ¥,").

Um %, und log %’ zu erhalten, wird angenihert & = s cos a,, und % = s sin a,, gesetzt. Das giht
£...4,81293 und +v...4,60825.

Zu 4 &= 32501 gehort B, = 480175 und dasu 1:¢)...3,19519 — 10 und e2...7522 — 10,

m

Ferner wird hier

Yo=gu - TP0241—10,  p =5 ...800812—10, 1y, = L+ 7,80344—10.

Nach (32%) § 27 S. 94 ist daher

5 My2—=10,0000021 9.6
1
+ o My =+ 73.2

log " — log s ~ 70,-02)0”062-9— 3
log s —= 4,884 3773 6

log r' = 4,884 38029,
und nach (41%) S. 103:

) BT ’ 1 173 ’”
3P Ymkm = 37,3414 t2=12p Emnm= 1 ’113R
+ p”enzx"’my;?x =+ 1 ’ ” -
v, = 373415 Y= 272201

¥, =4 4553;
also wird
' &' = 31°58'18",812.

Fiir die neuen Koordinaten ergibt sich mithin:

r’... 488438029

cos®'... 992856354  E.. 481293383
sin ®'... 972386856 5 ...4,60824885

E=65008064" = 405740967,

. o ) »’ . .
Wenn man diese Werte wiederum zur erneuten Berechnung von ¢, und log . benutzt, so dndert sich

an den vorher gefundenen Werten nichts; die vorstehenden Werte von & 4 sind demnach die end-
giiltigen.

Ehe nun zur Anwendung der Trunsformationsgleichungen ibergegangen wird, soll noch aus
den beiden vorstehenden Rechnungen eine Beziehung abgeleitet werden, die zur numerischen Prii-
fung der Richtungsreduktionen dient

L. Kriiger: Konforme Abbildung des...
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§ 46. Verschiedene Berechnungen einer Koordinatentransformation. 167
Fir das Azimut a, nach P im Endpunkte P, der geoditischen Linie s erhilt man im ersten
Koordinatensystem, wenn ¢, die Meridiankonvergenz in P, ist, nach (2) § 30 S. 111:
o= 1804 ¢, + & — ,.
Im zweiten Koordinatensystem ist, wenn hier ¢, die Konvergenz des Meridians in P, bezeichnet:

=180+ ¢+ 8" — v,
Folglich ist N ' ’
= -+ Pt
nun ist aber auch mit (2) 8. 111 o R
ey e . . 8,=a0,1—¢1,=c+3+¢1_¢1';
mithin muB die Gleichung

q—c—c' =9 + ¥ — (¥ +¥)) (41)
bestehen.
Nun liefert

die 1. Rechnung und die II. Rechnung
¢ = 6°25'58",2414 Y+ v, = 33475764
—c¢=—>5 H74H 4889 — (W +9)=— 6,6830
—¢/=— 2444 8591 ViU — (%) = PT84

¢ —c—¢ = 32178934

Die Gleichung (41) ist also erfiillt.

IT1. Rechnung mittels der Transformationsgleichungen.

Zunichst sind die Koeffizienten k,, und &, , aus
= 5348 940,146,  y = b96 724,110", ¢ = H%57"45",4889

zu berechnen.

Zu x gehort B’ = 48°16'45",6 und dazu 1:¢’...3,1951928 — 10 und &*... 747362 — 10,
€2... 752279 —10. Mit ¥ ... 89709664 — 10 wird, vgl. S.159, m = Cof g,...u,oommssa 6 und

e
..+ 8,969703 — 10, Sin ;J ... 89716 — 10.
Nach (28) findet man damit:

gy - .. 8,9603 — 20 hgy - -2,164899 —10 woraus d, ... 2164899 —10, v, = 89057°H1",2;

I
13

.. 3088220 — hyy...540945 —20 mach dy...540952 —20, w—— 88 5442
hey ... 83391 —30 —hy,...85116 —30  (33) dy...%5925 —30, » =56 B;
—hyy .. 0950 —30  hgy...1,8248 —30, folgt dy...18285 —30, w = 9736.

Zur Transformierung von
x, = 5418141733,  y, = 630446,600"

kann man nun ein Gleichungspaar des § 45 anwenden; es sollen hier dazu die Gl (34) genommen

werden. Vorher sind noch aus @, —x=rcos & und y —y =7 sin 9 die Werte fiir » and & zu
berechnen, ebenso wie bei der II. Rechnung; es wird
r...4,88638324, == 2095849 248.
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168 Transformation der Koordinaten.

Man hat jetzt die folgende Rechnung:

¢+ & =w, =31956'34"13T, ¢+ 28 + v, = w, — 147953'15",2,
¢+ 30+ v —=w,=— 5029, ¢+48 + v, =w,= 5348,

1:m--- 9,998 1030 4 1:2...

r...4,88638324 r...

cos w, . . . 9,928 6902 4 dym - -
sin w, ... 9,712351730

T cos 1, - - - 4,813 17652 :z ’:}i

! sinw, - 460800358 o', cosw, - - -

» SIDW,...

1:24... 8,6198 —10

... 19,6455
dgim--. 8,5906 — 30
6,7669 — 10

cosw, ...9,7713
sinw, ...9,9068

1 4
sam " d, cosw, --- 6,6272

» sinw, ... 6,6627

9,698 970
9,772 766
2,163 002

—10

1,634738
9,927 887,

.9,725 570

1,562 625,

1,360 308

1
&
120m " %

”

1:120,..
rs...
dy:m.--

€08 w; .
sin 1w, .
COB Wy -«

sinw, . ..

¢ + B + v, = w, = 232028,

1:6..
..
dg:m - -

cOS W,

sin w; . .

6m

» SIN2wg ...

7,9208 — 10
24,4319

1,8266 — 30

4,1798 — 10
..9,1847,
..9,8983,
3,9640,,

4,0776,,

Diese (kleiner gedruckten) Glieder kinnen hier schon vernachlissigt werden.

Ly cos w, = 65 039,399
m
= r¥d, cos w,=— 36,528

2m
6;? rid, cos 0y = + 0,194
£ =65 003,065™

7 sin w, = 40 551,188

1 . -
Gy 0 Sin 00y =+ 22,925

6m

1
-3 M N 7
r°dy sin wy=— 0,017

n — 40 574,096".

1
3
—r3d; cos wy - - -

. 92218 — 10

. 14,6591

. BA0T6 — 20
9,2885 — 10

...9,9983

.8,9410,
9,2868
8,2295

, . . 1 .
Wenn man die achtstellige Rechnung umgehen will, so hat man o 7 eos e, und Ly sin w, durch
m

Az — (1 —h )Ax —h ;Ay und Ay + hy 02 — (1 — b, ,)Ay

zu ersetzen; nach (28) ist 2y, ... 99957471 — 10, &, ... 9,0146345 — 10, also wird:

Ax= 69201,587 |

— (1l —h)Az=— 614370
— Iy Ay =—8487,820
% 7 eos «; = 65 039,397

Ay =33722,490
+ Az = 7157323
— (1 — k) Ay =— 328626

7 sin w, = 40 551,187
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§ 47. Zahlenbeispiele. 169

§ 47.
Zahlenbeispiele.

I Um die Formeln (40) zur Anwendung zu bringen, werde angenommen, daf fir die Punkte
P’ Pl’ P’ . .
im ersten Koordinatensystem:

|
z — 5348940,146" y — 596 724,110" r £

im zweiten Koordinatensystem:
0 n =0
£, = 65008,065™ x, = 40574,096™

I

7, —b5418141,733  y, = 630 446,600
2, — 5451312551 g, = 660 000,000

(vom Agquator an)

sei. Die Koordinaten &, 7, des dritten Punktes sollen mit Hilfe der Koordinaten §,, 7, berechnet werden.
Die Werte der @ und v, sowie die Werte fiir ¢ und log m sind bereits im vorhergehenden
§, S. 167 u. S. 162, angegeben. Aus

2, — @, = 33170818 und g, — y, = 29553,400
folgt mach (38):
.. 464764130, &= 41°41'57"501,
und aus: .
Lyt — o= 85786996 und o (y+y) =y = 48 499,190:

k.. 4993645,  x—29°28'53"0.
Damit ergibt sich nach (40):
Ly eos (c+9) = 29790,947

%rkd, cos(c+ & + v, + %) =— 62116
5% rkddg cos c + & + v, +2%) =+ 0,525
517”— rk3d, cos (¢ + & + v, + 3x) =+ 0,000
-gzlﬁ r3dy cos (¢ + 39 + v5) =4 0,007

&, £ = 29729363

§, = 65003,065
b, — 94732428"

und
% ¥ sin (C + 19') =32 696,166

Lokdysin(c+® 4ot %) —+ 14218
Lpksdsin e+ 8 + vy +20) =+ 0,168
Lkd,sin e+ 9+, +30 =+ 0,003
P dy sin (¢ + 39 + 7)) | -+ f),006

1y — Ny = 32 110,561
m, = 40 574,096
1 TH IO

Kritger: Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene.
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170 Transformation der Koordinaten.

Nach den Formeln (34) erhilt man hier, da aus

%y — z = 102 372,405 g, — y = 63275,890
nach (30) folgt
v ... 508044347 8 = 31043'12",041:

Lycosc+ 9)  —94830345 | Lysin(e+ #)  —73247,354
o7ty cos (¢ + 207+ v;) — — 98,643 o rdy sin (¢ + 287+ ) = + 37,143
o Py cos (c+ 39+ w) =+ 0726 S ydysin (o + 30+ o) =+ 0,157

, , 1, . , '
E:;’—' r'*d, cos (¢ + 48"+ v)=+ 0,001 si Ty sin (¢ + 497+ v) =+ 0,003
£, — 94 732,429 7, = 13 284,65T™.

Das erste Verfahren ist nur dann von Vorteil, wenn die Punkte z,, y, und z,, y; einander

. . r (cos{c-+ &) .
so nahe liegen, daB zur Berechnung der Glieder - {sin e+ #) T-stellige Rechnung geniigt.

1I. Die Formeln (28) zu (32) bis (36) sind auch fiir groBere Entfernungen von etwa 600 km
Entfernung vom Anfangspunkte (der selbst von der Abszissenachse gegen 600 km entfernt sein kann)
noch ausreichend.

In dem folgenden Beispiele sei

z, = 5750 000,000,  y, = 650 000,000,
{(vom Aquator an)

wihrend wie vorher der Punkt z, y zam neuen Anfangspunkte werden soll.

Mit Zy— 7 = 401059854  y,— y — 53 275,890
wird nach (30) erhalten
r... 5807007520 & — 7°34'0",2744.

Damit und mit den friither gefundenen Werten von log m und ¢, sowie den Werten der A und », S.162
u. 8. 167, findet man weiter:

Srcos(c+ ) = 391641368 ~rsin(c+ 9) — 94237,191

s Py o8 (¢ + 20 + v,) = — 428,062 s r*dy sin (¢ + 29 4 v,) = + 1111,636

s rdycos (c+ 39 +v) =+ 13572 e Pdysin (¢ + 39 +v) —— 24,737

5o Py cos (c + 49 + ) =+ 0400 sam Pdysin (c+ 48 +v)—— 0,148

sgom 7 €08 (0 + 59 + 3) = — 0005 o Td 8in (¢ 4+ 59 +v)—+ 0,003
§, — 391227282 7, = 95323,945™.

III. Die ebenen rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes z,, y, seien
x = — 144436,136™,  y, = 195738,682™,

Dabei entspreche der Anfangspunkt des Koordinatensystems dem Durchschnitte des Hauptmeridians
mit der Linge L, und des Parallelkreises mit der Breite 52°.

i
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171

o Der Punkt z,, y, soll auf ein neues Koordinatensystem bezogen werden, dessen §-Achse zu dem
Meridian L, + 2° als Hauptmeridian, und dessen Anfangspunkt zur geographischen Breite 50° gehort.
Zunichst sind im urspriinglichen Koordinatensystem fiir

B =50°

und L =2°

die ebenen rechtwinkligen Koordinaten z, y zu berechnen; nach § 20 II S.68 ergibt sich:

L...3857332496
cos B...9,808067497
—6r + 6= — 51765
+v =4 101
u...3,66D 348329
N:p”...1,4910704 97
+iomw=+ 36432
+ 51 T;y— wt = + 3
y...Db,156 4552 61

y = 143 369,002
cos ¢ . ..9,999 8446 6
sec L ... 00002646 4
v, = 30
m ... 000010960

Vgl hierza S. 34 u. 8. 70.

Zu z gehort B'=>50°1"2" und dazu o ...
.. 8,351 560 — 10 wird, so geben die Formeln (21*):

Da %

Aus

%, —x =+ 16117,796,

ergibt sich nun nach (30):

Wendet man, um von Z, ¥, 74 g,

9 + ¢ — 36°3'38",323,

L... 3857382
sin B... 9,884 2540
+26,=+ 728

trn=t+ 6

c... 3,1416599

N:2p" ... 58156154
w... 36653483

+ o=+ 441
—n==___ 3

z— Xy .- 3,2826674
g — Xep=  1917,200
Xy — Xygo—= —222471,132

xr = —220 1220 553,932™

¢ — 1°31'56",453

Die Meridianbogen X 0 und Xj,o
sind aus einer Tafel entnommen.

6,804 895 und &2...

e’1...7,8213
cos’ B...9,6161
et.. . 7,4434
+ M. 8859
(w:p”)...6,7018
v, ... 3,0048
6+ 4st...0,78
2,64 2¢*...0,40
v, ...3,78
v, ... 340

1 ” 1 "

L M:p ’...f{gsq':g o Mip™t.. 6,18
L*.. 7,71 466 L*...548
u*...7,88 070 ut...4,66

5,94 544 1,56
5,66 148 0,79
0,000 0881 94
o, = { 3 s
5 [0.0000864 32
u + 1
74432 — 10, ¢'...7,5190 — 10.

hyy .. 77182 —20  hyy... 1546593 — 10
By ... 21120 —20  —hyy ... 48224 — 20
— k... 1,92 — 30.

r...4,96563998,

29 + ¢ = T0°35'207,

38 4+ ¢ = 1057,

y, —y = + 52 369,680

9 — 34°31'41" 870.
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172 Transformation der Koordinaten.

und es folgt fiir die Koordinaten &, n des zweiten Systems:

T cos (8 + ¢) = 74671,202  sin (9 + ¢) = b4 372;720
—;— r ’% cos (29 +¢)=+ 0,001 ; r? % sin (29 4+ ¢) = 0,002
— g h” sin (28 +¢) = — 14,168 57 ’%cos (20 +¢)= 4993
%rﬂ’*‘;‘cos<3a+c)=— - %rl% sin (39 +¢)= 0,001
-} P olsin(38+o)=+ 0084 1, %ﬁ cos(3% +¢)= 0,023
L Py S S %43 005 (48 + ) = |
£ = 74 657,209 n = 54 3771397,

Wenn man zur Berechnung der % auch die genauern Formeln (28) oder (28%) anwendet, so #ndern
sich dadurch doch die vorstehenden Ergebnisse nicht.
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